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ZUR BIOGRAPHIE V0N WEIERSTRASS. 

VoN 

6}. MITTAG-LEFFLER 

in STOCKHOLM. 

Unter  dem hier angegebenen Titel werde ich in den folgenden Heften der 
Acta mathematica allerlei aus W~IERSTRASS' Nachlasse verSffentlichen. Es sind 
teils von ihm fiir eigenen Gebrauch verfertigte Manuskripte, tells Ausziige aus 
wissenschaftlichen Briefen, die eatweder an mieh geriehtet sind, oder an andere 
Mathematiker, die diese]ben gi]tigst zu meiner Verfiigung gestellt haben. Itoffent- 
lich werden im Laufe dieser Publikation noeh mehr soleher Manuskripte oder Briefe, 

yon welchen eine grosse Zahl existiert, mir zur Publikation iibergeben werden. Es 
scheint mir eine Pflicht jedes Schiilers und Freundes des grossen Mathematikers 
seinerseits dazu beizutragen, dass eine solehe Publikation stattfinde, weil noch 
viele yon WEI~RSTRASS' Freunden leben und etwa dunkle Punkte  durch ihre per- 
sSnlichen Mitteilungen aufgekl~r~ werden kSnnen. Wenn die Publikation nicht 
in der n~chsten Zeit stattfindet, wird auch zweifellos sehr viel kostbares Material 
verschwinden. WEIERSTRASS iibte in seiner Lebenszeit dureh seine Gespr~che und 
seine Vorlesung einen sehr grossen Einfluss auf die Entwiekelung der mathemati-  
schen Wissenschaft aus. Eine solche Publikation, wie ich sie hier anfange, wird 
zweifellos, wenn sic yon anderen seiner Freunde und anderen Forschern unterstiitzt 
wird, diesen Einfluss noch lange Zeit und noeh mehr als es nur  durch seine Werke 
geschehen kann, fortsetzen. 

Ioh range damit  an verschiedene Mitteilungen fiber das n-KSrperproblem, 
welches W~IERSTaASS immer ausserordentlich interessierte, zu verSffentlichen. 
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A u s z u g  aus B r i e f e n  yon  C. We ier s t ras s  an S o p h i e  Kowalevsk i  

das n-Ki}rperproblem betreffend. 

x6 December i874. 

. . . .  , , , . . . .  , . . . . . . . . . . . . . . .  �9 �9 �9 . �9 . . . . . .  

Der Gegenstand, womit ich mieh noch weiter beseh~ftige, wird Dieh noeh 

mehr interessiren; leider kann ich in Beziehung auf denselben nur erst yon einer 

Hoffnung auf Erfolg beriehten, und muss ausfiihrlichere Mittheilung iiberhaupt 

der miindlichen Bespreehung vorbehalten. Du erinnerst Dich, liebes Herz, dass 

wir zu der Zeit, als unsere Freundsehaft  eine innigere geworden war, so dass ich 

zuweilen das Bediirfniss empfand, auch fiber Arbeiten, die ieh gem maehen mSchte, 

mit  Dir zu reden, und wit uns auch wohl in wissensehaftliche Tr~ume und 

Phant.asien verloren, oftmals yon den Bedingungen der Stabilit~it des Weltsystems 

gesproehen haben, und den vielen Fragen, mit denen dies Problem zusammen- 

h~ngt. Du weisst aueh, dass die eigentliehe mathematische Aufgabe, um die es 

sich handelt, folgendermassen formulirt werden kann. 

Es seien zur Bestimmung yon n Functionen einer reellen GrSsse t gegeben 

n Differentialgleichungen 

d xl 
d-i- - -  G, ( x , , . . .  xn) 

. . . .  , . . . .  

d x,, 
d t ~ G,, ( x , , . . .  x,,), 

we G~ . . . .  G~ ganze Funotionen yon x~ , . . ,  x,  mit reellen Coeffioienten bezeiehnen. 

Es fragt sieh, wie miissen diese Funetionen G besohaffen sein, und welcho Bedin- 

gungen die W'erthe von x , . . .  xn f i i r t  ~- 0 erfiillen, damit  x ~ , . . ,  x,, reguldre Fune- 

tionen von t (innerhalb der Grenzen--co + oo ) werdon. Namentlieh aber ist zu 

ermitteln, unter welehcn Umst~inden jede der GrSssen x bestiindig zwischen end- 

lichen Grenzen schwankt. Endlich sollen, we mSglich, Entwicklungen yon xl, �9 �9 �9 x,, 
die ihrem funetionalen Charakter entsprechen, aufgefunden werden. 

Ieh habe mich nun einige Woehen sehr ernsthaft mit dieser Frage beschiif- 
tigt, glaube auch einen Weg gefunden zu haben, der dereinst zum Ziele fiihren 

wird - -  aber es wird noch grSsserer Anstrengung bediirfen, um ihn iiberhaupt 

gangbar zu machen. 

�9 . . . . .  �9 �9 o ~ �9 �9 o ~ �9 . . . . .  ~ ~ ~ . . . . . . . . . . . . . . .  

I Januar  1875. 
Meine liebe Sonja. 

Ich danke Dir recht herzlich fiir das schSne Weihnaehtsgeschenk, das Du 



Zur Biographie yon Weierstrass. 31 

mir mit Deinem letzten Briefe gemacht hast. Es spricht sich in demselben ein 

wissenschaftlieher Enthusiasmus aus, der mich entzfiekt; sowie mieh die treue 

Anh~nglichkeit, die Du Deinem Lehrer und Freunde bewahrst, glficklich macht. 

Aber ich ffirchte fast, ich habe zu grosse Erwartungen in Dir erregt, indem ich, 

was sonst nicht grade meine Gewohnheit ist, in der Uberzeugung, dass ich Dir 

eine Freude damit machen werde, mich ver]eiten liess, von dem zu sprechen, 

was ich noch zu arbeiten gedenke. Das Ziel, we|ches ich erreiehen mSchte, liegt 

noch in weiter Ferne, in unbestimmten Umrissen von mir; bis jetzt habe ich 

kaum etwas anderes gethan als fiber die Mittel gesonnen, dureh welche ich mir 

den Weg zu ebnen hoffe. Ausserdem ist es, wie Du selbst einsiehst, eine dringende 

Nothwendigkeit, dass ich zun~chst meine alten Arbeiten zum Abschluss bringe. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~5 August I878. 

Weniger gliicklich bin ich gewesen mit den angefangenen Untersuchungen 

fiber die LSsung der dynamisehen Probleme dureh Reihenentwickhmgen, welche 

der Besonderheit der zu integrirenden Differentialgleichungen entsprechen. Ich 

komme bis zu einem gewissen Punkt ;  ich forme z. B. die Differentialgleichungen 

ffir das Problem der n KSrper so um, dass sie eine beliebig welt fortzusetzende 

Integration in Reihenform formell gestatten, aber meine Versuche, die Convergenz 

der Entwicklung zu erweisen, scheitern an einem Hinderniss, das ich nicht zu 

bewiiltigen im Stande bin. Die Glieder der Reihen haben alle die Gestalt 

A~1~2 �9 �9 �9 ~ cos [~1/r (t - -  TI) + ~2 ks ( t - -  T2) + �9 �9 �9 + ~ k~ (t - -  Tr)] 

we die A,/r T Constanten sind. Die Griissen T 1 , . . .  Tr sind, wenn die Ordnung 

des zu integrirenden Systems yon Differentialgleiebungen 2r ist, r de r  Integra- 

tions-Constanten. In den Coeffieienten A~,...~, r kommen dieselben nicht vor, 

sondern andere, welehe mit den kl . . . .  k, durch r Gleichungen zusammenhs 

Diese Coeffieienten erseheinen aber in Bruehform, und es werden die Nenner 

unendlich klein, wenn die Summe der absoluten Betrs der ganzen Zahlen 

~ , , . . .  ~ unendlich gross wird. Es muss also gezeigt werden, dass auch die Zs 

unendlich klein werden, und ebenso die Brfiche selbst, was bei der eomplicirten 

Zusammensetzung der Ausdriieke unmSglich erscheint. - -  Das Factum selbst ist 

mir n ich t  auffallend, es kommt sehr oft vor, dass eine algebraische Function 

mebrerer Argumente sieh n u t  in der Form eines Bruches darstellen l~isst, wenn 

sie aueh bei endliehen Werthen der Argumente niemals unendlieh gross wird. 

Aber wie gesagt, ieh komme fiber die daraus entspringende Schwierigkeit nieht 

hinweg. 
�9 , �9 �9 �9 �9 o �9 �9 �9 �9 , , �9 �9 �9 ~ �9 �9 * . . . . . . . . . . .  ~ ~ ~ . . . .  
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I Februar  I 8 8 I .  

�9 . �9 �9 �9 �9 . �9 �9 , �9 . �9 ~ , �9 . . . . . . . . .  �9 . . , , . . . .  , ~ . ~ 

Ich habe, seit Du fort bist, reich noch angestrengt mit den linearen Diffe- 

rentialgleichungen, deren Coefficienten reellperiodische Functionen einer Ver~nder- 

lichen sind, besch~ftigt, und glaube jetzt zur Behandlung derselben den riehtigen 

Weg gefunden zu haben. Doeh muss ich reich dabei auf eine besondere Gattung 

solcher Gleiehungen beschr/s welche abet  grade diejenige ist, die bei Proble- 

men der analytisehen Mechanik vorkommt. 

Das Haupt theorem, welches sieh mir dargeboten hat, will ich Dir mittheilen. 

*Es sei 

F (x ,  . . . .  : r , . )  = (t) x ,  
~ t ~ t  

(it, ~t = I . . . .  2n) 

eine homogene Function zweiten Grades der 2n Veriinderliehen x , . . . z s , ;  ihre 

Coeffieienten sollen reelle Functionen der Ver~inderlichen t und aus Gliedern yon 

der Form 

A Cos (% a~ + v~ a, + . . . )  t + B Sin (% a~ + ,,~ a, + . . . )  t 

zusammengesetzt sein, wo a , a ~  . . . .  beliebige reelle GrSssen und %,% . . . .  ganze 

(poe. oder neg.) Zahlen bedeuten. Ferner nehme ich an, es seien die Functionen 

F~, (t) so beschaffen, dass bei reellen Werthen yon t , x ,  . . . .  x2 ,  die Function 

F(x~ . . . .  x2,) ihr Zeichen nieht iindern kann. Dies vorausgesetzt nehme ich nun 

zwisehen x l , . . ,  x~,  und t die folgenden Differentialgleichungen an: 

dx~, 8 F (xl . . . .  x~,)  

d t Oz ,  + 

d x,, + ~ O F ( x ,  . . . .  x2,) 
d t i) x~ 

( ~  I ,  . . . n )  

so haben die allgemeinsten, diesen Differentialgleichungen geniigenden Ausdriicke 

yon x , . . .  x2,  die Form: 

xx = 2 (/~.' ~ (t) Cos (too t) +/'x, o (t) Sin ( m  o t)} ) ~ = i , . . . 2 n  

wo die me, deren Anzahl nicht gr5sser als n ist, reelle, im A1]gemeinen aus den 

a,, a2 . . . .  nieht zusammensetzbare Constante, die /x, 0 (t) und /'~., 0 (t) aber Functio- 

nen yon derselben Beschaffenheit und Zusammensetzungsweise wie die F~, (t) 

sind., - -  Streng beweisen kann ieh dies Theorem bis jetzt  nur fiir den Fall, dass 

die Zahl der GrSssen ai ,  a , , . . ,  sich auf Eins reducirt. Der Weg aber, den ieh zur 
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wirklichen Entwicklung der Ausdrfieke yon x l , . . ,  x~, verfolge, ist unabh~ngig yon 

dieser Voraussetzung, und wenn derselbe sich in dem speeielIen Fall bew~hrt, so 

wird auch der allgemeine keine Schwierigkeit machen. Kfnn te  ich jetzt  einige 

Wochen ausschliesslich diesen Untersuehungen widmen, so wfirde ich bald zur 
Gewissheit darilber kommen, ob die Gedanken, yon denen ich reich jetzt  leiten 

lasse, riehtig sind oder nicht. - -  Komme ich mit den linearen Differentia]glei- 

chungen yon der angegebenen Form zurecht, so glaube ieh, dass auch diejenigen 

Differentialgleiehungen, die z. B. zur Bestimmung der Planetenbahnen dienen 

sollen, einer rationalen Behandlungsweise sieh werden unterwerfen lassen. Dass 

alle bis jetzt versuchten Wege zur Integration derselben nicht zum Ziele filhren 

k5nnen, davon bin ich jetzt  mehr wie je fiberzeugt . . . . . . . . . . . . . . . .  

6 M~rz i88i.  
. . . . . .  Von mir habe ieh wenig zu sagen. Ich bin in diesem Jahre  

recht fleissig gewesen, aber doch nicht mit dem entsprechenden Erfolg. Deine 

Anwesenheit hat mich veranlasst, meine alten Untersuchungen fiber die Integra- 

tion der dynamischen Differentialgleichungen wieder aufzunehmen; ich habe aueh, 

wie ich Dir bereits sehrieb, einige Fortschri t te  gemacht, aber immer noch sehe 

ieh Sehwierigkeiten vor mir, die mir zuweilen unilberwindlieh vorkommen. Ieh 

habe diesen Winter im Seminar mich ausfiihr]ich fiber die bisherigen Methoden 

zur Bestimmung der Planeten-Bewegungen unter  den in unsrem Planetensystem 
stattfindenen Umst~inden ausgesprochen, und bin mehr und mehr zu der Ueber- 

zeugung gekommen, dass zur wahren Lfsung der Probleme, um die es sieh dabei 

hande]t, ganz andere Wege als die bisher betretenen eingesch]agen werden mils- 

sen - -  aber ich sehe diese neuen Wege immer noch nur in nebelhafter Form vor 

mir. H~t te  ieh Jemanden hier, mit dem ich mich t~glich fiber alles das was ieh 

versuehe ausspreehen kfnnte ,  so wilrde mir vielleicht vieles klarer w e r d e n . . .  

x4 Juni  I882. 
. . . . . .  Die Abhandlung P. 's fiber die Differentialgleichungen 

X Y Z 

kenno ich nieht. We steht dieselbe? Was endlieh die yon P. angekfindigto 

Integration der Differentialgleichungen der Meehanik angeht, so kann ich darilber 

folgendes sagen. Ich habe vor zwei Wintern im Seminar etwas fiber den Gegen- 

stand vorgetragen und unter andern folgenden Satz bewiesen: 
~)Wenn beliebig viele materielle Punkte  naeh dem Newton'schen Gesetze - -  

oder irgend einem andern, bei dem an die Stelle yon r ~ eine analyt.  Function 
Acta malhematlca. 35. Imprim6 le 2 mai 1911. 5 



34 G. Mittag-Lefiter. 

yon r tritt ,  die bei reellen und positiven Werthen der letztern Griisse nur fiir 

r ~ 0 unendlieh gross wird - -  auf einander wirken, und es sind die Anfangsbe- 

dingungen der Bewegung so beschaffen, dass niemals zwei Punkte  zusammentreffen, 

und auch keine zwei in's Unendliehe sieh yon einander entfernen; so sind die 
Coordinaten der sieh bewegenden Punkte  analytische Funetionen der Zeit t, 

eindeutig definirt nicht nur ffir alle ree]len Werthe dieser Griisse, sondern aueh 
fiir alle complexen, deren zweite Coordinate ihrem absoluten Betrage naeh unter- 

halb einer bestimmten Grenze bleibt.~) Der Satz, von dem naeh APP~LL'S Mitthei- 

lung P. ausgeht, ist also nur riehtig, wenn die Bedingungen der Stabilit~it des 

Weltsystems erffill~ sind. Die Feststellung dieser Bcdingungen ist aber vielleicht 

der sehwierigste Theft der ganzen Untersuehung. Wenn z. B. nur zwei Punkte  

vorhanden sind und zu irgend einer Zeit die Bewegung eines jeden gegen den 
andern geriehtet ist, so sind die Coordinaten nieht Functionen der Zeit von der 

angegebenen Beschaffenheit. Wenn P. im Stande ist, die Coefficienten der Reihe, 

in welche sich die Coordinaten unter Voraussetzung der Stabilit~it des Systems 

entwiekeln lassen, wirklich zu bestimmen, so w~re es immerbin mSglicb, dass 
dann die Bedingungen, unter denen die Reihe convergirt, sich feststellen liessen, 

diese wiiren dann aber die Stabilitiits-Bedingungen. Abet aueh dann glaube ich 

nieht, dass jene Reihenform den wahren analytischen Character der darstellenden 

Functionen ausdrficken werde; dem widerspricht schon der einfache Fa]l, in 

welehem zwei Punkte  vorhanden sind und die Bewegung eines jeden um den 
gemeinschaftliehen Schwerpunkt in einer Ellipse erfolgt. Aber wir wollen ab- 

warten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Auszug aus Briefen yon C. Weierstrass an G. Mittag-Leffler das 
n-Kfirperproblem betreffend. 

Berlin, W. Linkstr: 33. den 8:ten M~rz 83. 

Wenn Sie Herrn GYLD~N sehen, so bitte ieh, mich bei demselben entschul- 

digen zu wollen, dass ich seinen freundlichen Brief yon vorigem Herbst  noeh 

nicht beantwortet  habe. Ich wollte ihm gern einiges fiber die StSrungstheorie 

schreiben, namentlieh aber einige Punkte  klar stellen, fiber die er dureh die 

Aufzeichnungen eines Ihrer frfiheren Schiller aus meinen Seminar-Vortr~igen, wie 

es mir scheint zu nieht zutreffenden Voraussetzungen verleitet worden ist. 

Ich habe keineswegs, wie Herr  GYLD~N annimmt, Vortr~ge fiber die StSrungs- 

theorie gehalten, dazu wfirde ieh nicht vorbereitet gewesen sein, wenn auch die 
Zeit gereicht h t t te .  Mein Thema war vielmehr, den analytisehen Charakter der 

durch algebraische Differentialgleiehungen definirten Functionen einer Ver~inder- 
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lichen festzustellen. ])avon habe ich dann eine Anwendung auf die Differential  

gleichungen des Problems der n K6rper gemacht, und bei dieser Gelegenheit fiber 
die bisherige Behandlungsweise dieses Problems einige Bemerkungen ausgesprochen, 
in denen ieh mit Herrn GYnD~N vollst~ndig darin fibereinstimmte, dass die bisher 
versuchten Ann~herungsmethoden, namentlich auch die auf der Variat ion der 
Constanten beruhenden, zur vollst~ndigen L6sung des Problems, das heisst zur 
Erlangung yon Ausdrficken, welche die Coordinaten der sich bewegenden Punkte  
a|s Functionen der Zeit ffir einen beliebig gross angenommenen Zeitraum und mit 
vorgeschriebener Genauigkeit geben, unbrauehbar seien. 

Das Haupttheorem, das ieh aus den vorangegangenen allgemeinen Untersu- 
ehungen fiber Differentialgleichungen ffir das Problem der n KSrper zog, lautet  
in genauer Fassung also: 

Es seien ml, ms, . . .  m~ die Massen yon n materiellen Punkten, x~, y~, z~ die 
Coordinaten yon m~ zur Zeit t, und es mSgen sich die Punkte  der folgenden 
Differentialgleichungen gem~ss bewegen: 

dgx~ OF d~y~ OF dtzx OF ( ~ I , . .  n) 
m~ dt ~ Oxx' m x - d ~ - ~  ~ '  m~. dt ~ Oz~ 

in denen F eine analytische Function yon xl Yt z t . .  xn y~ z~ bedeutet,  welche ffir 
alle reellen Werthe dieser GrSsse eindeutig definirt ist und einen ebenfalls reellen 
Werth besitzt der nu t  dann unendlich gross wird, wenn zwei der Punkte  zu- 
sammentreffen (also auch dann nicht, wean die Punkte  zum Theil oder s~mmtlich 
sich ins Unendliehe entfernen). Angenommen nun, es gehe die Bewegung in der Art  
vor sich, dass niemals zwei Punkte  zusammentreffen, so sind x~, y~, z~ . . . .  x~, y,, z,~ 

eindeutige analytische Functionen yon t, nicht bloss ffir alle reellen Werthe dieser 
GrSsse, sondern auch ffir alle eomplexen, in denen die zweite Coordinate (der 

Factor yon i) dem absoluten Betrage nach unter  einer gewissen Grenze liegt. 
Dazu bemerke ich noeh Folgendes. Man wird sehwerlieh ~ priori die Bedingungen 
ermitteln kSnnen, die erffillt sein mfissen, damit niemals zwei Punkte  zusammen- 
treffen kSnnen, man wird vielmehr dieselben als erffillt voraussetzen mfissen und 
dann giebt das vorstehende Theorem fiber die analytische Natur  der darzustel- 
lenden Functionen in soweit Aufschluss, dass man auf sie die Ergebnisse der 
neueren Funetionenlehre anzuwenden im Stande sein wird. 

POI~CAR~ hat, wie mir mitgetheilt worden ist, das in Rede stehende Theorem 
ebenfalls hergeleitet, wenigstens unter  der Voraussetzung des NEWTO~'schen Ge- 
setzes und daraus die Folgerung gezogen, es sei m6glich, die Coordinaten aUer 
Punkte  in convergirenden Reihen yon der Form 
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q ~ 0  

zu entwickeln, wo ep (t) eine bes t immte  Function yon t ist. Dies ist sehr leicht 
einzusehen. Der Bereich der GrSsse t in dem die Coordinaten eindeutige Func- 
tionen sind, ist ein Parallelstreifen, der die Linie des reellen Werthes yon $ in 
sieh fasst, diesen Streifen kann man auf einem Kreis abbilden, wodurch sich die 
Function (p(t) ergiebt. Aber man erh~lt auf diese Weise nicht Aufschluss dariiber, 
ob die gemachte Voraussetzung erfiillt ist oder nicht und es ist auch die Form, 
in der sich die Ausdriicke der Coordinaten darstellen, nicht die der Natur der zu 
beschreibenden Bewegungen angemessene. 

Ich selbst habe iiber das Problem mancherlei Speculationen angestel]t, deren 
Ergebnisse jedoch mich noch nicht befriedigen. 

Berlin, 1 Jan. 85. 

Dagegen scheint mir das Problem, die Differentialgleichungen fiir die Be- 
wegung eines Systems materieller Punkte in dem Falle, wo die Stabilit~t des 
Systems feststeht, durch convergirende Reihen zu integriren, ein zweckm~s- 
siges zu sein, dessen Bearbeitung mSglicherweise einen schSnen Erfolg haben 

kfnnte. ~ . . . . .  

1 Bezieht sich auf eine Ueberlegung fiber die Preisfragen, die fiir den Preis gestellt wer- 
den sollten, welchen K0nig Oscar I I  am sechzigsten Jahrestage seiner Geburt auszutheilen be- 
stimmt hatte. 

Als erste Preisfrage wurde aueh die folgende in der yon WEm~STRASS gegebenen Fassung 
angenommen. ~Es sollen ffir ein beliebiges System materieller Punkte, die einander nach dem 
NEwTo~'schen Gesetze anziehen, unter der Annahme, dass niemals ein Znsammentreffen zweier 
Punkte stattfinde, die Coordinaten jedes einzelnen Punktes in unendliche, aus bekannten Func- 
tionen der Zeit zusammengesetzte und f(ir einen Zeitraum yon unbegrenzter Dauer gleich- 
m~ssig convergirende Reihen entwickelt werden. 

Dass die L0sung dieser Aufgabe, durch deren Erledigung unsere Einsicht in den Bau des 
Weltsystems auf das wesentlichste wfirde gef0rdert werden, nicht nur mOglich, sondern auch 
mit den gegenwRrtig uns zu Gebote stehenden analytischen H(ilfsmitteln erreichbar sei, daf(ir 
spricht die Versicherung L~1ZU~E-DIRICHLZT'S, der kurz vor seinem Tode einem befreundeten 
Mathematiker mitgetheilt  hat, dass er eine allgemeine Methode zur Integration der Differen- 
tialgleichungen der Mechanik entdeckt habe, sowie auch, dasses  ihm durch Anwendung dieser 
Methode gelungen sei, die StabilitRt unseres Planetensystems in vollkommen strenger Weise 
festzustellen. Leider ist uns yon diesen Untersuchungen DImCHLET'S, ausser der A n d e u t u n g ,  
dass zur Auffindung seiner Methode die Theorie der kleinen Schwankungen einen gewissen 
Anhalt biete, nichts erhalten worden (KuMM~R, GedRchtnissrede auf LEJ~.VsE-DmICHLST, Abhand- 
lungen der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, I86o, p. 35); es daft aber als gewiss 
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Berlin,  7.8.  85. 
�9 �9 �9 , �9 

Ioh bean twor te  nun  zun~ehst  Ih ren  le tz ten  Brief,  weil dies das Dr ingends te  

ist. Glfieklieherwoise bin ich im Stande,  Ihnen  fiber die zur Sprache  gebrach ten  

P u n k t e  Auskunf t  zu gebcn - -  ich b rauche  reich nur  auf  einen Vor t rag  zu be- 

ziehen, don ioh v e t  einigen J a h r e n  im Seminar  gehal ten,  und der  dama]s, in 

Nachsehr i f ten  verbre i te t ,  ebenso wie je tz t  die Preisfrage das Missfallen einiger 

As t ronomen erregt  hat ,  well ich das Ver langen gestell t  hat te ,  es mfissten dieje- 

nigen, welche mi t  dot  StSrungstheor ie  sich besch~i.ftigen, zun~ichst die Ergebnisse  

der  neueren Funot iononlehro  - -  im weitesten Sinne des Wor t s  - -  sich gehSrig zu 

eigen zu machen  suchen,  insbesondere b o r e r  sic eine u n b ek an n t e  F u n c t i o n  dar-  

zustellen un te rn~hmen ,  den ana ly t i sehen  Charak te r  derselben miiglichst erforschen,  

um daraus  ffir den zweckm~ssigsten Ausdruck  der  F u n c t i o n  Aufschluss zu ge- 

winnon. Viele yon  unseren As t ronomen haben  abe t  fiber den an sich lobens- 

wer then  Eifer,  die Methodon der p rak t i sehen  Ast ronomic  mSglichst zu vorwoll-  

kommnen,  um sichere, in ki inft iger  Zeit  zu ve rwer thende  Beobach tungon  zu 

machen,  den Sinn ffir das h5chste  Ziel ihrer  Wissenschaf t  verloren,  das doeh kein 

andores ist, als die Gewinnung  m5glichst  vo l lkommener  Eins ich t  in den Bau  des 

Wel t sys tems und die Erkenntniss ,  dass und  wie alle in denselben vor  sich ge- 

henden  Bewegungen du t ch  ein Grundgesetz  bes t immt  werden.  

Doch  zur Sache. In  jenem Vor t rag  begann ich mi t  dot  Discussion der  fol- 

genden Different ialgleiehungen,  in denen xl,  x~ . . . .  x .  zu bes t immendo Fune t ionen  

oiner Ver~nderl iohen t bedeuten ,  G~ (x~ . . . .  x.)  aber  (fiir ~ = i . . . .  n) eine gegebene 

ganzo ra t ionale  Func t i on  yon  x , . . .  x,,, welche t nicht  explici te  enthi i l t :  

dx~ 
d t  -~ G~ (x, . . . .  x,,) ( ; ~  - -  ~ ,  . . . n) .  

Setzt  man  lest, dass fiir einen bes t immton  Wor th  to v o n t  x 1 . . . .  x~, beziehlich 

die willkfirlich vorgeschr iebenen W er th e  a l , . . ,  a,, e rha l ten  sollen; so lassen sieh 

zuniichst  x l , . . ,  xn in der  F o r m  yon  Po tenz re ihen  yon  t - - t o  darstel len:  

x ~ ( t - - t o ;  a l ,  . . .  an) ,  

angenommen werden, dass sic nicht in schwierigen und verwickelten Rechnungen bestanden 
haben, sondern in der Durchftihrung eines einfachen Grundgedankens, den wieder aufzufinden 
ernster und beharrlicher Forschung wohl gelingen m(ichte. 

Sollte indessen die gestollte Aufgabe Schwierigkeiten darbieten, die zur Zeit nicht zu 
iiberwinden waren, so k6rinte der Preis auch ertheilt werden ftir eine Arbeit, in der irgend 
ein anderes bedeutendes Problem der Mechanik in der oben angedeuteten Weise vollsti~ndig 
erledigt wtirde.~ (Diese Zeitschrift, Bd 7.) 
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ffir deren Coeffieienten sieh Ausdriieke ergeben, welche ganze rat ionale Fune-  

t ionen y o n  a,  . . . .  an und  den Coefficienten der G~ mi t  durchweg positiven Zahl- 

coeffieienten s ind .  
Bildet man  nun  (fiir)~ = I . . . .  n) eine ganze Func t ion  d~. (x L, . . .  x,) mi t  lauter  

reellen und positiven Coefficienten, die so gews werden miissen, das keiner von 

ihnen kleiner ist als der  absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten in 

G1, vers teht  unter  A~. eine positive GrSsse, die nieht  kleiner ist als la~.] und 

ersetzt  das vorgelegte System yon Differential-Gleichungen durch dieses: 

dill  _. ~ .  (x,, x,)" 
dt . . . .  

so erhiilt man  
~z = f ~ . ( t -  to; Ai . . . .  A , ) ,  

wo der Ausdruek auf  der Reehten  aus ~ ; . ( t - - to ;  a, . . . .  an) dadureh  hervorgeht ,  

dass man  in derselben jeden Coefficienten der Fune t ionen  G~ durch den ent- 

spreehenden der Funct ionen  G~., und  a ~ , . . ,  a ,  beziehl, du t ch  AI . . . .  A ,  ersetzt.  

Dann  ist, wenn man einen beliebigen Coefficienten einer der Reihen ~$1 heraus- 

greift, der  absolute Betrag desselben sicher nicht  grSsser als der entsprechende 

positive Coefficient yon ~ . ;  folg]ich werden, wenn die Reihen ~ l  siimmtlieh con- 

vergiren, wofern der absolute Betrag yon  t - - t  o kleiner als ~ ist, die Reihen ~;. 

jedenfalls fiir dieselben Wer the  yon t eonvergiren und analyt isehe Func t ionen  

dieser Gr6ssen darstellen. (Ich fiihre diese bekannten  Saehen nur  des Zusammen- 

hangs wegen an, und  um jenen Vort rag getreu zu reprodueiren).  Funet ionen  

G~, welche den gestellten Bedingungen entsprechen, erhKlt man  z. B., wenn man  

unter  g ,a  posit ive GrSssen und unter  m eine ganze positive Zahl vers tehend 

Gl = g (I + x~ + . . . .  + xn) m 

setzt,  und  g und  m hinliinglich gross ann immt .  Wenn man  dann noch A1 = 

A~ . . . .  An = a setzt, so werden die xz alle e inander  gleich, und man  hat ,  wenn 

eine derselben mit  x bezeiehnet wird, 

dx  
~-i = g(~ + nx)".  

Daraus ergiebt sich: 

(fiir ~ = I ,  2 , . . .  ~ )  

I d~x 
I) ~! dt  ~ = (m,~)n~- lg~( i  + nx)  ~m-~+l, 

wo (m, ~) eine Zahl bezeiehnet, die gleich r i s t  fiir v = I und  fiir die iibrigen 

Wer the  yon  ~ mit tels  der  Relat ion 



II) 

bestimmt wird. 

III) 
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(m, v )=  ( v - - I ) ( m - - I )  + I (m, v - -  1) 

Demnach hat  man 

Co 

x =  a + ~ (m, v ) n ~ ' l g ~ ( I  + na)~(m-~)+l( t - - to)  ~ 
~ 1  
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Da nun Lim r ( m - - i )  + i 

jeden der Bedingung 

m - - i  ist, so convergirt die vorstehende Reihe ffir 

It-tol< 

geniigenden Werth yon t. 

Hiermit ist nun bewiesen, nicht nur, dass die vorstehenden Reihen 

~z(t - - to;  a , , . . . a , )  

stets einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen, wie man aucb at, a2 . . . .  a~ 

annobmen mSge, sonde rn  auch, dass der Radius  dieses Bezirks stets gr6sser bleibt 

ala sine angebbare Gr6sse, wenn ]i~r den absoluten Betrag sines jeden Coe//icienten 

der Functionen Gz, sowie ]i~r den absoluten Betrag ]eder der Gr6ssen al . . . .  a,, sine 

e n d l i c h e ,  i2brigens beliebig grosse obere Grenze /estgesetzt wird. 

Sind also die Coefficienten der Gz eindeufige analytische Funetionen beliebig 

vieler, aber yon t unabhgngiger GrSssen p, q . . . .  und beschrgnkt man die letzteren 

auf einen bestimmten Bereich, dergestalt, dass im Innern und an der Grenze 

desselben keiner der genannten Coefficienten unendlich gross wird, die a t , . . . a n  

aber auf einen beliebigen, ganz im Endlichen liegenden Bereich; so existirt eine 

bestimmte positive GrSsse ~, fiir welche gilt, dass die Reihen 

~31(t--to; a , . . . a ~ )  . . . .  ~3n(t--t0; at . . . .  a,,) 

eindeutige a n a l y t i s c h e  Functionen der Gr6ssen t, p,  q . . . .  a ~ , . . ,  a ,  sind, wenn 

It--t01<~ 

angenoramen und die Ver~inderlichkeit yon p,  q, . . .  al ,  �9 �9 �9 a ,  so, wie angegeben, be- 

schr~inkt wird. 

( m - -  I ) n g ( I  + n a )  m-1 

Dividirt man dann das (~ + x):te Glied dieser Reihe durch das vorhergehende, so 

ist der Quotient 

IV) v (m- -  i) + I �9 n g ( I  ~- n a ) m - l ( t - - t o ) ;  
r + I  
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Dieser Satz, der yon grosser Tragweite ist, ergiebt sich einfach daraus, dass 

in Folge der fiir die GrSsse der einzelnen Coeffieienten der Reihen $~ ermittelten 

Grenzbestimmung, jede dieser Reihen fiir alle, den gestellten Bedingungen genii- 

genden Werthsysteme der GrSssen t, p ,  q . . . .  al . . . .  an gleichmassig convergirt. 
Nunmehr mSgen die Coefficienten der Functionen G;. siimmtlich reel]e GrSssen 

sein und auch den a l , . . ,  an, to bestimmte reelle Werthe beigelegt werden, so dass 
jetzt  die Reihen 

~ l ( t - - t 0 ;  a l , . . . a n ) , .  . . . .  ~ n ( t - - Q ;  al . . . .  an), 

wenn der Radius ihres gemeinschaftliehen Convergenzbezirks mit T bezeiehnet 
wird, und der Ver~nderlichen t nur reelle, der Bedingung 

- - T < t - - t o < T  

geniigende Werthe gegeben werden, ein bestimmtes, die vorge]egten Differential- 

g]eichungen befriedigendes System reel]er Functionen x l , . . .  Xn darstellen. 

Diese Functionen lassen sich nun auf die gewShnliche Weise fortsetzen. 

Im gemeinsehaftliehen Convergenzbezirk der Reihen ~ ( ~ -  to; al . . . .  an) nehme 

man 6inen bestimmten reellen Werth t, yon t beliebig an und seize 

a'z = ~ (tt - -  to; a,, . . . an), 

so stellen die Reihen ~, ( t ~ t l ;  a ' , . . ,  a ' , , ) , . . .  ~ n ( t - - t ~ ;  a', . . . .  a'n) fiir die ihrem 
gemeinsamen Convergenzbezirk angehSrigen Werthe yon t Fortsetzungen der dureh 

die urspriingliehen Reihen definirten Fune~ionen dar. Mit diesen kann man dann in 

derselben Art weiter verfahren: man nimmt im gemeinsamen Convergenzbezirk 

derselben einen reellen Werth t2 an, setzt 

a";. = ~Bz (t~ - -  t, ; a '~, . . ,  a',,), 

so stellen aueh die Reihen 

$3, ( t - - t~ ;  a7 . . . .  a",), .. ~ 3 , ( t ~ t ~ ;  a': . . . .  a"n) 

Fortsetzungen der in Rede stehenden Funetionen dar; u. s. w. 

Nun 1/~sst sieh ]eieht beweisen: Wenn t' ein best immter reeller Werth yon t 

ist und es liisst sieh auf die besehriebene Weise aus der urspriingliehen Reihe 

~ ein System von Reihen 

~, (t ~ t ' ) , . . . .  ~ ( t - -  t') 

ableiten, so erh~ilt man stets dasselbe System, wie man aueh bei der Ableitung 

verfabren, d. h. welche vermittelnden Werthe t~, t~ . . . . .  man aueh anwenden mSge. 
Ferner, wenn man fiir irgend einen Werth t' ein solches System yon Reihen er- 

halter~ kann, so ist dies auch mSglieh fiir alle Werthe t ' ,  die in einer gewissen 
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Umgebung yon t r liegen. Daraus folgt denn, dass diejenigen Werthe t', fiir welehe 

es mSglieh ist, ein System von Reihen 

~1 ( t -  t') , . . .  ~ ,  (t--  t') 

zu erhalten, welehe aus den urspriingliehen 

~ l ( t - - t0 ;  a , , . . . a , )  . . . .  ~n( t - - t0 ;  a , . . . a , ~ )  

auf die angegebene Weise abgeleitet werden, eine continuirliche Folge bilden, deren 

Grenzpunkte T1, T2 sein mSgen (TI < T2), wo dann T 1 aueh - -  ~ und T2 = + 

sein kann. 

Hiermit ist bewiesen: 
Unter der Voraussetzung, dass unter t j e tz t  eine reelle Ver~inderliehe ver- 

standen werde und dass man festsetze, es sollen die GrSssen x l , . . ,  x,~ fiir einen 

bestimmten Werth to yon $ vorgesehriebene reelle Werthe a , . . . a ~  erhalten, 

existirt fiir die zwisehen zwei bestimmten Grenzen T1, T2 liegenden Werthe yon 

t ein bestimmtes System reeller und eontinuirlicher Funetionen x , . . .  x~ welehe 

den vorgelegten Differentia]gleiehungen geniigen. Ist  t r irgend ein bestimmter 

Werth yon t u n d  sind xr~ . . . .  xr,, die zugehSrigen Werthe von x~ . . . .  x , ,  so ist ffir 

alle Werthe von t in einer gewissen Umgebung yon t r 

xz = ~3z ( t - -  t'; z ' . . . ,  z ' . )  (Z = ~ , . . .  n) .  

Angenommen nun, es habe T2 einen endliehen Werth. Dann wird, wenn t 

sieh der Grenze T2 n~thert, wenigstens eine der GrSssen xz unendlieh gross. 

Denn w~ire dies nieht der Fall, so wiirde naeh dem vorhin bewiesenen der Radius 

des gemeinsamen Convergenzbezirks der Reihen 

bestiindig grSsser bleiben als eine endliehe GrSsse, wie nahe aueh f an T2 heran- 

riieken mSge, und man kSnnte fiir einen Werth t", der > T2 wiire aus den vor- 

stehenden Reihen andere 

~,  (t-- t") . . . . .  ~ .  (t--  t") 

ableiten; was wider die Annahme ist. Ebenso wird gezeigt, dass in dem Falle, 

wo T1 einen endliehen Werth hat, und t sieh der Grenze T~ n~hert, wenigstens 

eine der GrSssen xl, x2 , . . ,  x~ unendlieh gross wird. 

Ist  dagegen T2 = + r162 oder T~ = - -  ~ ,  so sind zwei F~lle mSglich. Es werden 

entweder, wenn t sieh der betr. Grenze n~ihert, einige der GrSssen xz unendlieh 

gross - -  in dem Sinne, dass unter den Werthen, welche sie nach und naeh an- 

nehmen, beliebig grosse sieh finden - -  oder es kann aueh der absolute Betrag 

einer jeden bestiindig unter einer endlichen Grenze bleiben. 
Aeta mathematiea. 35. Imprim6 l e2  mai 1911. 6 
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Nehmen wir nun an, es t re te  der letztere Fall  ein, d. h. es existire fiir alle 

reellen Wer the  der Ver/inderliehen t e i n  den vorgelegten Differentialgleichungen 

geniigendes System continuir]icher Fune t ionen  x , . . .  x~, und es gebe zugleich fiir 

den absoluten Bet rag  einer jeden eine endliehe obere Grenze, so dass aueh posi- 

t ive GrSssen A~, . . .  An existiren, fiir welche bei jedem Wer the  von t 

I x z l < A z  ist ffir),-----i . . . .  n .  

giebt es nun  fiir den Radius  des gemeinsamen Conver- Nach dem Obigen 

genzbezirks der Reihen 
~ z ( t - -  t0; a~ . . . .  an) 

eine endliche untere  Grenze (~), wenn den al . . . .  a .  nur  solehe Wer the  beigelegt 

werden, deren absoluten Betriige nieht  grSsser sind als bez. A~ . . . .  A . .  

Man ha t  aber, wenn fiir einen Wer th  t' von t 

X). ~ Xt). 

ist, 
x l  ----- ~, ( t  - - t ' ;  x ' ,  . . . .  x 'n )  . . . .  x , ,  = ~ , ( t - - t ' ;  x ' ,  . . . X 'n ) .  

Diese Reihen eonvergiren also fiir jeden reellen und imagin~iren Wer th  yon t, 

welcher der  Bedingung 

geniigt. 

Wenn man also auf  die 

Funct ionen-Elemente  

I t - - t r l <  T 

vorbin besehriebene Weise aus dam 8ysteme der  

~1 (t - -  to ; al . . . .  an) . . . .  ~n (t - -  to ; al . . . .  an) 

andere  Systeme ableitet ,  dabei  aber den vermi t te lnden GrSssen tl, t2 u. s. w. 

ebenso wie der GrSsse t o nur  reelle Wer the  giebt; so erh~lt man fiir ]eden reellen 

Wer th  t r e i n  solches System, dessen Geltungsbereich aHe reellen und  complexen 

Wer the  yon  t umfasst ,  fiir welche der absolute Bet rag  yon  t - - t  r un ter  einer 

gewissen Grenze liegt; diese Grenze ist fiir jeden Wer th  yon t f grSsser als die 

eben definirte GrSsse v. 

Dies vorausgesehiekt,  denke man  sieh in der die complexen GrSssen reprii- 

sent irenden Ebene um jeden P u n k t  t r (unter  t r wieder eine ree|le GrSsse ver- 

s tanden)  als Mi t te lpunkt  einen Kreis beschrieben, dessen Radius gleich ist dem 

Radius  des gemeinsamen Convergenzbezirks der Reihen 

~ z ( t - - t ' ;  x', . . . .  x'n), 

und bezeiehne mi t  ~: die Gesammthei t  derjenigen Punk te  t, die im Inneren  irgend 

eines solehen Kreises liegen. Dann  ist ~ eine Fliiche, welehe yon zwei symme- 
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trischen Linien begrenzt wird, die an versehiedener Seite der Linie der ree]len t 

liegen, und zwar so, dass sie yon dieser iiberall einen Abstand, der > z ist, haben. 

Je tz t  setze man, wenn t irgend ein dem Inneren v0n �9 angehSriger Werth 

ist, und t r der Mittelpunkt eines der Kreise, in dem t liegt, 

(t) = %. ( t - -  t '; x',  . . . .  x ' . ) ,  

so ist leieht zu zelgen, dass der Werth  yon cfx (t) unabh~ngig ist yon der Lage 
des Punktes t' und dass deshalb auf diese Weise fiir die dem Bereiche ~ ange- 

hSrigen Werthe t ein System eontinuirlieher analytischer Functionen 

,f, ( t ) , . . .  ~ ,  (t) 

defiuirt wird, welehe fiir x ~ , . . .  Xn gesetzt, den vorgelegten Differentialgleiehungen 

geniigen, fiir t-----to die Werthe a~ . . . .  a,t annehmen und fiir alle reel|en Werthe 

yon t ebenfalls reelle Werthe haben. 

Das System der Differentialgleichungen, yon welchem die Bestimmung der 

Bewegungen yon (n + i) nach dem NEWTON'sehen Gesetze sich anziehenden ma- 

teriellen Punkte  abh~ngt, l~sst sieh leieht auf ein anderes yon der im Vorste- 

henden vorausgesetzten Form zuriickffihren. 

Es seien mo, mi . . . .  m,  die Massen der sich bewegenden Punkte,  x~,  y~,  za 

die Coordinaten des Punkts  m~ zur Zeit t, s~z der reeiproke Werth  des Abstands 

roll  m s  und mp, und 

~ -~ s a ~ ( x ~ - - x a ) ,  ~ p  = s ~ ( y ~ - - y , ) ,  ~ = s ~ p ( z # - - z ~ ) .  

Dann hat man, wenn 

gesetzt wird, 

dxa ~_~ dza 
x'~ = - d r '  y'~ == , z'~ = d t  

dxta ~ 2 f 

m dy'~ 

! 2 

(~ ~ O, . . .  n) 
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Ferner 

dt 

d~a~ 
dt 

dSa~  

dt 

G. Mittag-Leffler. 

- -  = - -  s"~, a ( ~  (x'z - -  x ' . )  + ~a~ (Y',~ - -  Y' . )  + ~ ( z ' ~ - -  z'~)) 

I ~ ma (x'~ + Y'~a + z'~a) = S + Const. 
2 

Aus dieser Gleiehung ist ersichtlich, dass yon den GrSssen x'~, y'~, z'~ keine 
unendlich gross werden kann (bei reellen Werthen yon t), so lange alle GrSssen 

s,z endliche Werthe haben, d. h. so lange nioht zwei Punkte  des Systems einander 
unendlich nahe kommen. Da unter den GrSssen ~,z, ~p ,  ~ die Gl. 

besteht,  so kann yon diesen bei reellen Werthen yon t keine unendlioh gross 

werden. Es ergiebt sich also aus dem vorher Bewiesenen: 

Wenn die Bewegung des Systems in der Art vor sich geM, dass es /i~r den 
Abstand ]e zweier seiner Punkte sine yon Null versehiedene untere Grenze 9iebt, so 
sind die Grdssen 

dxa dya dz~ 
d r '  -dr' dt 

setzt, 

d ~ a ~  __ 
d t - -  s ~  ( z ' z - -  z'a) - -  s~z  ~ ( ~  (x'p - -  x'~) + ~ (y'~ - -  y'~) + ~ (z'~ - -  z ' . ) ) .  

Wenn man also die Gr6ssen 

als die zu bestimmenden Funetionen yon t ansieht, so hat man fiir dieselben sin 

System yon Differentialgleichungen, welche die Form der obigen haben. 

Es ist aber, wenn man 

S - - ~ m  o m  tsot  + m o m 2 s Q ~ - 4 -  ' - '  + m o m n s o n  

-4- o'tl m2  812 -4- " "  -4- t u r i n . s i n  

-.~ . . .  + m n - - l  m r t S n - - l , n  
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und somit auch die Coordinaten x~, y~, z~, nicht nut ]iir aUe reellen Werthe yon t, 
sondern auch ]i2r alle, die einen Bereich ~. yon der vorhin angegebenen Bescha]/enheit 
angeh6ren, eindeutige analytische Functionen. 

Es ist hierbei nieht ausgeschlossen, dass die Coordinaten m i t t  ohne Ende 

waehsen; im Gegentheil, das ist ja stets der Fall, wenn der Schwerpunkt des 

Systems nieht ruht. Aber auch die Differenzen 

xz - -  xa, yz - -  Ya, zp - -  za 

kSnnen fiir einzelne oder aueh alle Punktepaare m i t t  ohne Ende waehsen - - d a s  

trifft  sieher ein bei vielen der kleinen Massen, die das Weltall durehschw~i rmen-  

aber es bleibt der ausgesprochene Satz bestehen - -  die oben mit v bezoichnete 

Grfsse hat  einen von Null verschiedenen Werth, die Linien, welche den Bereieh 

~E begrenzen, behalten aueh im Unendlichen eineu endlichen Abstand yon der 

Linie der reellen t. 

Damit glaube ieh Ihre erste Frage beantwortet  zu haben, viel breiter, als 

es nSthig gewesen w~ire - -  Sie wollen dies aber freundlichst e n t s c h u l d i g e n -  

denn es ist mir leichter geworden, reich so gehen zu lassen wie vor meinen 

ZuhSrern im Seminar, als den Versuch zu machen, in ganz knapper Zusammen- 

fassung, wie es fiir Sie geniigt haben wiirde, das Wesentliehe der Sache darzu- 

stellen. 

Giebt man der GrSsse t nur solche Werthe, deren zweite Coordinate zwischen 

zwei Grenzen ( - -v  und v) liegt, so kann man die letzteren so klein annehmen, 

dass eine Entwicklung der GrSssen xra, Y'a, Z~ nach Potenzen der von POINCAR]~ 

eingefiihrten GrSsse 
t 

~k - -  I 
t 

e~ - I 

we k mit ~ zusammenh~ingt, mSglich wird, indem man diese GrSsse start  t in die 

Differentialgleichungen einfiihrt. 

Die so sich ergebenden, fiir jeden der jetzt betrachteten Werthe v o n t  con- 

vergirenden Reihen sind zwar praktisch unbrauchbar, da sic ffir einigermassen 

grosse Werthe v o n t  /~usserst schwach convergiren. Aber sie beweisen doch, dass 

es iiberhaupt - -  unter der gemachten Voraussetzung -- ,  Entwicklungen yon 

x,, y , ,  z: giebt, welche, - -  ebenso wie die Bestandtheile, aus denen sic zusammen- 

gesetzt sind - -  eindeutige analytische Functionen yon t sind und gleichm~issig 

convergiren - -  wenigstens wenn man t auf ein endliches, aber beliebig gross 

anzunehmendes Intervall besehr~nkt. Was also in der Preisfrage verlangt wird, 

ist keine an sich nicht zu erfiillende Forderung. Den Astronomen sind successive 
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Ann~herungen sin gel~ufigerer Begriff als die Entwickelung in gleichm~ssig con- 

vergirende Reihen - -  jedes richtige Anniiherungs-Verfahren liefcrt aber sine solche 

Entwickelung. Mit Vorbedacht ist darum in der Preisfrage in Betreff der Func- 

tionen, aus denen die verlangten Reihen zusammengesetzt sein sollen, keinerlei 

Vorschrift gegeben. 

Was nun Ihre fernercn Fragen angeht, so kann ich reich kurz fassen. 

Ich bin der Meinung, dass es vergeblieh sein wiirde, sine LSsung des Pro- 

blems der n KSrper zu erstreben, wenn etwa, wie auch der Anfangszustand des 

Systems angenommen werde, immer mit der Zeit zwei K6rper einander unendlich 

nahe kommen wiirden - -  oder dass dieses doeh nut  vermieden werden kSnnte 

durch die Annahme bestimmter Relationen unter den Anfangswerthen von xa, ya, z~ 

und xr~, y r ,  zr ,  die ja jede kleinste StSrung wieder vernichten wiirde. Ich eetze 
also voraus, ohne es bis jetzt  mit vdlliger Strenge beweisen zu k S n n e n -  die MSg- 

lichkeit, dass es unter gewissen Bedingungen so sei - -  dass im Allgemeinen je zwei 

KSrper best~ndig in einem Abstande verbleiben, der sine von Null verschiedene 
untere Grenze hat ;  d. h. ich denke mir, dass man versuchen mSge zu ermitteln, 

wie sich unter der in Reds  stehenden Voraussetzung die zu bestimmenden Func- 
tionen in Reihen yon der verlangten Beschaffenheit entwickeln lassen - -  wobei 

ich, wie gesagt, den Begriff der Entwicklung einer Function in eine Reihe im 

weitesten Sinne fasse. Kommt man auf diesem Wege zu eincm Resultat,  so 

wird ohne Zweifel die Feststellung der Bedingungen, unter  denen die gemaehten 

Voraussetzungen zul~issig sind, gleichzeitig sieh ergeben. Ob es dabei nSthig oder 

zweckm~ssig sei, den Fall, we ein KSrper sich mit der Zeit in's Unendliche ent- 

fernt - -  in jedem gegebenen Augenblick aber in einer endlichen Entfernung yon 

den iibrigen sich befindet - -  zu trennen von dem der Stabilit~it im engeren Sinne, 

we es fiir den Abstand je zweier KSrper eine endliche untere und obere Grenze 

giebt - -  das lasse ieh unentschieden. 

Dass ich an die bestimmte /~usserung DmICHLET'S, er kSnne durch seine 

Methode beweisen, dass fiir unser Planeten-System die Bedingungen der Stabilit~t 

(wohl im engeren Sinne genommen) erfiillt seien, erinnert habe, das ist, wie Sis 

riehtig vermuthen, geschehen, um die bei der  Stellung der Frage gemachte 
Voraussetzung zu rechtfertigen aber auch, um zur Inangriffnahme des in den 

Augen Vieler unlSsbaren Problems, zu ermuthigen. Wird dasselbe durch die 

Stellung unserer Preisfrage auch nur um einen wesentlichen Sehritt weiter ge- 

fiihrt, so werden wir sieher zufrieden sein. 
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Berlin, 23 V i888. W. Friedr. Wilhelmstr. I4. 

Sie werden reich entschuldigen, wenn ich heute nur auf einen Punkt  Ihres 
Schreibens, welcher der Erledigung am dringensten bedarf, eingehe. 

Herrn KRO~CKER'S Auslassungen in der am 12:ten v. M. der Akademie 

vorgetragenen Notiz, diir/en nicht unbeantwortet bleiben, und es muss die Antwort,  

wenn auch ruhig gehalten, doch an Bestimmtheit  und Deutliehkeit nichts zu 

wiinschen iibrig lassen. Jedoch halte ich es fiir durchaus gerathen, damit zu 

warren, bis die Einlieferungsfrist fiir die Einsendung der Coneurrenzschriften ver- 

strichen sein wird. 
Ich bin bereit, in dem Sitzungsbericht der Akademie einen Artikel erscheinen 

zu lassen, der nachweisen Sell, das KR.'s Ausstellungen mit Ausnahme eines ganz 

unwesentlichen Punktes, durchaus unbegriindet sind. Da KR. hartn~ickig darauf 

besteht, er wisse nicht, dass ich die betr. Preisfrage redigirt babe (was mir aller- 

dings kindisch erscheint), so mSchte es am besten sein, wenn ich ihm im Namen 

der Commission antworte, die ja in der That  ffir alle Fragen solidarisch verant- 

wort]ieh ist. Ich gebe Ihnen daher in der Kfirze die wesentlichsten Momente 

meiner beabsichtigten Entgegnung mit der Bitte an, mich benachriehtigen zu wollen, 

ob Sie damit einverstanden sind. Sie wfirden mich verpflichten, wenn Sie die Gfite 

hEtten, auch HERMITE YOn dem Inhalt  dieses Schreibens in Kenntniss zu setzen. 

Ieh wfirde das selbst thun, wenn es mir gegenw/irtig nieh$ noeh so sehwer w~re. 

Uebrigens werde ich Herrn HER~ITE eine franzSsische Uebersetzung meines Artikela 
seiner Zeit zukommen lassen. 

Nach einigen einleitenden Worten fiber den Inhalt und Ursprung des yon 

KR. mit nicht zu verkennender Absichtlichkeit stets nur als ~)Publieation der 

Aeta math.>> bezeichneten Schriftstficks beabsichtige ich, folgendes auszuffihren. 

i. ])ass es mSglich sei, die Coordinaten beliebig vieler, dem NEwToN'schen 
Gesetze gemiiss sieh bewegender materieller Punkte  als Functionen der Zeit unter  

der gemachten Voraussetzung in Reihen yon der in der Preisfrage geforderten 
Form und Beschaffenheit zu entwiekeln ldsst sich strenge beweisen. Ieh habe dies 

bereits vor 10 Jahren in einem Seminarvortrage gethan, und zu demselben Resul tat  
ist noch Hr. POI~CAR~ gekommen. 

2. Wenn DIRICHr.~T'S Untersuehungen, auf das Problem der n KSrper ange- 

wandt, ihn in der That auf ein AnnEherungsverfahren gefiihrt haben, das zu 

leisten vermochte, was KtrMMER in der Gediichtnissrede darfiber sagt - -  woran 

ich meinerseits nieht zweifele ~ so wfirden sieh aus dem Resultate dieses Ver- 



48 G. Mittag-Leffler. 

fahrens unmittelbar Reihen 1 yon der geforderten Form ergeben, so dass man durch- 
aus berechtigt ist, die Ergebnisse der DmlCHL~T'schen Untersuehungen als that-  
s~ehlichen Beweis dafiir anzufiihren, dass die Herstellung jener Reihen nicht nur  
mSglich, sondern aueh mit den jetzigen Hiilfsmitteln aus]i~hrbar sei. 

3. Ieh halte fest daran, aus innern und ~iussern Griinden, dass zwischen 
der yon DIRm~L~T zur Integration der dynamisehen Differenzialgleichungen ange- 
wandten allgemeinen Methode und dem yon ihm gelieferten Beweis fiir die Stabi- 
liter des Planetensystems ein Zusammenhang stattgefunden habe. Dagegen spricht 
weder der Umstand, dass DIRICHLET Herrn KRONECKER zuerst von dem genannten 
Beweise und dann erst ~>zu einem ganz anderen Zeitpunkte~>, d. h. in Wirklichkeit 
einen oder zwei Tage sp~iter yon seinen allgemeineren, auf die Probleme der 
Mechanik sieh beziehenden Untersuehungen Mittheilungen gemacht hat, noch 
aueh die Versicherung KR.'S, dass die erste Mittheilung ~>anspruchlos gehaltem>, 
die andere ~>fast in der Form einer feierlichen ErSffnung,> erfolgt sei. Nur das 
Eine ergibt sieh aus KR.'S jetzigen Angaben, dass DmICHLET den Stabilit~tsbeweis 
bereits im Wesentlichen fertig gehabt hat, w~hrend die andere Untersuchung 
noch nicht zu Ende geffihrt war. Aus der Ku~MER'schen Ged~chtnissr~de war 
dies nicht zu entnehmen; es steht darin kein Wort dariiber, ob die eine oder 

die andere DIRICHL~.T'sche Entdeckung die friiher gemachte sei, ]a es blieb zwei- 
felhaft, ob D. yon seinem Stablit~itsbeweise fiberhaupt mit KR. gesproehen habe. 
Diese Unklarheit in der KUMMER'schen Darstellung der Saehe ist aber, wie Herr  

K. uns jetzt  mit grosset Naivit~t sagt, absiehtlich yon ihm herbeigeffihrt worden, 
da er, s tat t  sieh auf die Rolle eines treuen Berichterstatters zu beschr~inken, aus 
mir nieht erkliirbaren Griinden yon vorn herein beflissen gew6sen ist, jene beiden 
Entdeekungen aus einander zu balten und nicht zuzugeben, dass die Prinzipien, 
welche DmICHL~T zur LSsung der Probleme der Mechanik im allgemeinen geffihrt 
haben, yon ihm auch zur Beantwortung aller damit in Verbindung stehenden 
Fragen h~tten angewandt werden k6nnen. 

4. Die einzige nach KR.'S jetziger Darstel]ung der Sache unzweifelhaft irrige 
Angabe in der yon mir der Preisfrage beigefiigten Erl~uterungen besteht also 
darin, dass DI~mHLET Herrn KRONECKEI~ mitgetheilt habe, er sei durch seine 

Integrations-iYlethode zu dem Stabilit~tsbeweise gelangt. Wiirden aus dem betr. 
Passus die Worte ,dureh diese Methode~> weggelassen, so wiirde alles durchaus 
correct sein. 

Uebrigens ist fiir die Absieht, in weleher in den genannten Erl~uterungen 
a u f  DIRICHLET'S  Untersuchungen hingewiesen worden, der yon mir begangene 

i Nich t s  deu te t  da rauf  hin,  dass un t e r  den  in der  Pre i s f rage  ge fo rde r t en  R e i h e n  die yon 
D. m i t  Rech t  als unzweckm~ss ig  b e t r a c h t e t e n  E n t w i c k e l u n g s f o r m e n  zu v e r s t e h e n  seien. 
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I r r thum ganz bedeutungslos. Die Thatsache, dass in einem Systeme beliebig 
vieler KSrper, die nach dem I~EWTON'schen Gesetze einander anziehen, eine Sta- 
bilitiit der Bewegung miiglich ist, so dass der Abstand je zweier KSrper weder 
jemals unendlich klein noeh jemals unendlich gross werden kann, musste angefiihrt 
werden, da die Kenntniss dieser Thatsache einem Bearbeiter der gestellten Preis- 
frage mSglicherweise yon grossem Nutzen sein konnte;  auf welehe Weise oder zu 
weleher Zeit aber DIRICrlLET dieselbe erkannt  habe, war dabei sehr gleiehgiiltig. 

Daran wiirde sich selbst dann nichts ~ndern, wenn das yon mir in blr. 3 als 
meine persSnliche Ueberzeugung ausgesproehene widerlegt werden kSnnte. 

Dies ist im Wesentliehen, was ieh zu sagen beabsichtige. Die Form, in der 
es zu geschehen hat, werde ieh sorgfaltig iiberlegen. Herr  KR. hat  seine .iiusserungen 
sehr vorsiehtig gehalten - -  nur  wer d i e  Briefe gelesen, welche er in der Preis- 
frageangelegenheit an Sie gerichtet hat, kann den wahren  Zweek seines Angriffs 
erkennen, wiihrend er anscheinend nur einer nach seiner Ansieht falschen Auf- 
fassungsweise seiner friihern Mittheilungen fiber DIRICHLET'8 letzte Arbeiten hat  
vorbeugen woUen. 

�9 �9 , o ~ 

Berlin, 27 Juni  88. 
�9 �9 . o , 

In Betreff der beabsiehtigten Abwehr yon KRON~.CKER'S Angriff muss ioh 
bemerken, dass ich zur Zeit die Saehe miisste ruhen lassen, wenn HER~ITE nieht 
gem seine Zustimmung dazu giebt, dass ieh im Namen und Auftrag der Commis- 
sion vorgehe. K. steift sich hartniiekig darauf, dass er absolut nieht wisse, yon 
were die beanstandete Preisfrage gestellt und motivirt  worden sei; yon einem 
gegen reich geriehteten Angriff kSnne also nieht die Rede sein. Dagegen liisst 
sich 6ffentlieh niehts sagen, obwohl es natiirlieh eine leere Ausrede ist. Uebrigens 
ist es in diesem Augenblieke fiberhaupt peinlieh fiir reich, gegen K. auftreten zu 
sollen, aus dem Grunde, weil neuerdings der Bruch zwischen uns beiden vollsti~n- 
dig geworden ist. 

Berlin, 29 Juni  88. 

Es ist bereits yon mir angedeutet  worden, warum lob unter  den inzwisehen 
eingetretenen Umstiinden nieht gern /at  meine Person allein KRO~ECrr~-~'S Aus- 

lassungen fiber die Preisfr~ge zuriiekweisen m6ehte. Nun ersehe ieh zudem 
aus einem eben eingegangenen Sehreiben yon Frau KowaLEvs~r~r, dass HERMITE 

Acta mo.theraatiea, 3 5 .  I m p r i m 6  l e  7 & o [ l t  1 9 1 1 .  7 
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gar keine Lust  hat  - -  aus nationalen Riieksiehten wie er sagt - -  sieh in eine 
~>question toute allemande~> einzumisehen. Unterlassen Sie es darum, ihm zuzu- 
reden. Ieh werde dann, nachdem i~ber die Preisertheilung entschieden ist, Veran- 
lassung nehmen, mich fiber die erste Preisfrage mit einiger Ausffihrliehkeit aus- 
zuspreehen, und dabei dann aueh KI~ONECKER'S Einwendungen gehSrig betraehten. 
Denn dann kann ich reich nennen als den, der die Frage vorgeschlagen hat, was 

jetzt unschicklieh ist, wie es fiberhaupt mit  dem literarischen Anstand (unver- 
einbar) 1 ist, eine noeh schwebende Preisfrage zum Gegenstand 6ffentlicher ErSr- 
terung zu machen . . . . . .  

Berlin, I5 Nov. 88. 

5- Die Abhandlung: ~Sur le probleme des trois Corps et les 6quations de  
la Dynamique~) ~ (mit dem Motto: Nunquam praescriptos transibunt sidera fines.) 
ist unbedingt eine Arbeit yon grosser Bedeutung, wenn sie auch nicht eine L6sung 
des allgemeinen Problems enth~ilt, auf das sich die erste der gestellten Preisfragen 
bezieht, sondern nur einen speeiellen Fall desselben behandelt. Es war aber aus- 

drfieklich freigestellt, falls die gestellte Aufgabe Scbwierigkeiten darbieten sollte, 
die zur Zeit nicht zu iiberwinden wiiren, derselben ein anderes bedeutendes Problem 
der Dynamik zu substituiren, und es wiirde deshalb, wenn auch die Arbeit nur 
fiir den behandelten besonderen Fall die LSsung der - -  bisher noch in keinem 
Falle des DreikSrperproblems erledigte - -  Stabilit~tsfrage brachte, zu erw~gen 
sein, ob dies nicht eine so erhebliche Leistung sei, dass die Arbeit gekrSnt werden 
kSnne. Dieselbe leistet aber viel mehr. Die Astronomen zwar werden yon ihr 
nicht sehr erbaut sein, nicht bloss, well fiir die Bediirfnisse der praktischen 
Astronomie unmittelbar kein Gewinn aus ihr zu ziehen ist, sondern aueh, weil 
sic Illusionen zerstSrt, denen man sich lange hingegeben hat, und manches, an- 

sche inend sicher begriindetes Ergebniss der bisherigen Untersuchungen als unhaltbar 
nachweist. So z. B. ist die Behauptung L~LACE'S - -  die man in jedem Lehr- 
buche der Astronomie wiederholt finder, auch noch im Kosmos, wo sie als Resultat 
tiefer analytiseher Forschung hingestellt wird - -  dass das Planetensystem dem 
Zerfalle preisgegeben sein wiirde, wenn die mittleren Bewegungen zweier Pla- 

neten commensurabel w/~ren, so wenig aufrecht zu halten, dass vielmehr die 
MSglichkeit besteht, dass die Bewegung des g~nzen Systems periodisch sei im 

x Das Wort  fehlt  im Manuskript. (M. L.) 
Diejenige Arbeit  yon PomcA~, die spater den Preis erhalten hat, (M. L.) 
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strengen Sinne des Worts. Noeh mehr Aufsehen ~ wohl aueh Bedauern ~ wird 
der Naehweis erregen, dass es unmSglich sei - -  was yon N~WCOMB, LIlCDSTEDT 

U. A., mit anseheinendem Erfolge vcrsueht worden ist ~ die Coordinaten der 
Planeten in eonvergirende Reihen yon der Form 

~ v~ ~2" COS 
~ . - .  .- sin (% cl + ~2c2 § . . - ) t  

zu entwickeln, we t die Zeit u n d c t ,  c2 . . . .  , A ~ 1 ~ 2 . . .  Constanten bedeuten. Aber 

gerade auf diesen ~)rSsultats n~gatifs~) seheint mir der Hauptwer th  der Unter- 

suchung zu beruhen, indem daraus unwiderleglich hervorgeht, dass zur LSsung 

des Problems der n KSrper ein ganz-anderer Weg als der bisher betretene einge- 

schlagen werden muss, wenn es sieh darum handelt, dass dadurch unsere Einsieht 

in den Bau des Weltsystems wirklich gefSrdert werde. Freilich ist meine Hoff- 

nung, dass dies Ziel sehon jetzt als ein erreichbares sich erweisen werde - -  eine 

Hoffnung, die sich haupts~chlich auf die bekannten Mittheilungen fiber die letzten, 
auf die Probleme der Dynamik bezfiglichen Arbeiten DIRICHLET'S sieh stiitzte - -  durch 

die Schrift bedeutend herabgestimmt worden, Aber immerhin ist es ein nicht gering 

anzuschlagender Gewinn, dass die eigentlichen Sehwierigkeiten des Problems jetzt 

klarer als bisher dargelegt worden sind. Indessen enth~lt die Schrift auch posi- 
tive Resultate yon sehr bedeutender Wiehtigkeit. Dahin reehne ieh - -  ausser 

der schon erw~ihnten LSsung der Stabilit~itsfrage in einem besonderen Falle - -  

u. a. die im ersten Capitel entwickelte ~)Th~orie des invariants intSgraux~) sowie 

die im 2:ten Capitel behandelte ,)Th~orie des solutions p~riodiques,) - -  es sind 

dies Untersuchungen, welche iiberhaupt fiir die Erkenntniss des analytischen 
Charakters der dutch a.lgebraische Differentialgleiehungen definirten Functionen 

einer Variablen yon Bedeutung sind. Ganz besonders mSchte ich aber hervor- 

heben, was im zweiten Theile der Schrift in Betreff der ~)asymptotischen Bewe- 

gungem) ermittelt  worden ist. Abgesehen von dem Gebrauch, der yon den Resul- 

taten dieser Untersuchung in dem im folgenden Capitel behaudelten, schon erw~hnten 
speciellen Falle gemacht wird, lehren sie, dass selbst in dem Falle, we mehr 

als zwei naeh dem N~WTON'schen oder auch nach einem anderen Gesetze sich 
anziehende KSrper sich so bewegen, dass der Abstand je zweier derselben best~ndig 

zwisehen zwei endliehen Grenzen bleibt, Bewegungsformen existiren, yon denen 

wir bisher kaum eine Ahnung hatten und ffir welche wir auch die entsprechende 

(yon t - ~ -  ~ bis t ~ + ~ gfiltig bleibende) analytisehe Darstellungsform noeh 
nicht kennen, in Betreff welcher nur feststeht, dass sie nicht die Gestalt trigono- 
metrischer Reihen haben kann. 

Hiernaeh trage ieh kein Bedenken, die in Rede stehende Bewerbungsschrift  
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fiir preiswiirdig zu erkl~ren. Da es Ihrem KSnige daran liegen kSnnte, dies schon 

jetzt zu erfahren, so bit te ich, es ihm mittheilen zu wollen, falls Sic dies fiir ange- 

messen erachten. Das fiir die VerSffentliehung bestimmte Referat, das yon dem 

Vorstehenden - -  welchem Sie und HERMITS hoffentlich zustimmen w e r d e n -  dem 

Inhalte naeh nicht abweichen w i r d -  aber sehr sorgf~iltig abgefasst werden muss, 

werde ieh gegen Ende d. M. einschieken. 

Sic kiinnen dem KSnige sagen, dass die in Rede stehende Sehrift zwar nicht 

als Liisung der gestellten Preisfrage zu betraehten, aber doeh yon einer solehen 

Bedeutung sei, dass yon ihrem Erscheinen naeh meiner Ueberzeugung eine neue 

Epoche in der Geschiehte der ))M~canique e~leste~)sich datiren werde. Der Zweck, 

den Se. Majest~t bei der Preisausschreibung im Auge hatten, sei also im Wesent- 

lichen erreicht. 

Die in Redo stehende Arbeit l~sst allerdings, was ieh nieht verschweigen 

daft, in Boziehung auf Darstellung Vieles zu wiinsehen fibrig, so dass sie sehr 

sehwer zu Iesen ist. Auch gegen die vollkommene Strenge einiger Beweise mSeh- 

ten sich Einwendungen erheben lassen. Es w~re sehr zu wiinschen, dass der 

Verfasser sich entschlSsse, seine Schrift vor dem Erscheinen noch einer sorgf~iltigen 

Revision zu unterwerfen, um die vorhandenen M~ingel nach MSglichkeit zu entfernen. 

Berlin, 19 Nov. 88. 

Mein lieber Freund. 

Ihren soeben mir zugegangonen Brief yon i6:ten d. beantworte  ich sofort. 

Es wiirde mir lieb sein, wenn Sic eine franzSsische l~bersetzung meines 

Gutachtens Herrn HERMITE zuschickten. Im Resul tat  wird er ohne Zweifel mit 

mir iibereinstimmen, im Ubrigen aber wolle er bedenken, dass wir Deutschen 
uns in Sehriftstiicken dieser Art weniger lebhaft und enthusiastisch auszudriieken 

pflegen als es bei den Franzosen Sitte ist. Eine Phrase, wie er sic in Betreff 

der astron. Arbeit dem Berichte hinzugefiigt zu sehen wiinscht, findet sich, wenn 

ich mich recht erinnere, am Sehlusse meines Briefes an Sic; theilen Sie ihm 

dieselbe gef~lligst mit, ich bin gem bereit, sic in meinen Bericht aufzunehmen. 

Wesentliche /~nderungen werde ieh in diesem Beriehte nieht vornehmen, nur auf 

die Fassung die mSglichste Sorgfalt verwenden. Sie k6nnen sich iibrigens ge- 

fasst darauf machen, dass unsere Entseheidung yon mehr als einer Seite einer 

sehr seharfen Kritik wird unterworfen werden. Herr  KR., der mit mir bis jetzt  

kein Wort  fiber die Preisfrage gesprochen hat und so thut, als ob zwischen uns 

absolut nichts vorgefallen sei~ hat doeh unter der Hand bei Bekannten yon mir 
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Erkundigungen eingezogen, ob sie nieht erfahren h~itten, class eine der einge- 

gangenen Arbeiten den Preis erhalten werde. Sehr leid thut  es mir, dass GYL- 

D~N sich fiber ungereehte Behandlung beklagt. Obwohl fiir mich keine Veran- 

lassung vorliegt, ~seiner Arbeiten zu erw~hnen, da er sieh nicht um den Preis 

beworben hat, so wiirde ich doeh gem ihm voile Anerkennung ausgesprochen 

haben, wenn ich es mit gutem Gewissen kSnnte. Aber, so sehr ich mich daran 

bemiiht habe, ich verstehe G.'s Arbeiten nicht, oder vielmehr, ich bleibe im Un- 
gewissen dariiber, ob die Resultate  riehtig sind oder nieht. Das mag an meiner 

mangelhafter Kenntniss des Gegenstandes liegen, aber tiiehtigen theoretisehen 

Astronomen geht es ebenso. Ich babe drei mit StSrungstheorie voUkommen ver- 

t raute Astronomen zu Rathe gezogen, sie stimmen alle darin fiberein, dass G.'s 

Untersuchungen bis jetzt  durchaus kein befriedigendes Resul tat  geliefert haben 

wede r  ffir die Praxis noch fiir die Theorie. 
�9 . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ 

Mit freundliehsten Griissen yon Haus  zu Haus  

Ihr aufriehtig ergebener 

W E I E R S T R A S S .  

Berlin, 8. i. 8 9 . 

Lieber Freund ! 

Erst  heute bin ich im Stande, den angefangenen Bericht wieder aufzunehmen. 
Naeh einem friiheren Briefe yon Ihnen glaube ich annehmen zu kSnnen, dass 

mein vorlgufig erstat teter  Bericht geniigen werde, bei dem KSnige die Er- 

theilung des Preises an den Verfasser d e r m i t  dem Motto:  ~)Nunquam transi- 

bunt  etc.~) versehenen Abhandlung zu beantragen. Ieh hat te  deshalb die Ent- 

werfung des ffir die 0ffentlichkeit bestimmten Beriehts, der so, wie ieh ihn zu 

fassen gedachte, keine leiehte Arbeit war, aufgeschoben, ohne zu bedenken, dass 

mir nieht mehr die Krgfte so wie friiher zu Gebote stehen und ieh auf Unter-  

brechungen duTch Unwohlsein gefasst sein musste. Uebrigens habe ich bis zu 
Weihnachten bin fast meine ganze ~Zeit auf das Studium der in Rede stehenden 

Abhandlung verwandt.  Sie ist sehr sehwer zu lesen, HERMITS . . . . . . . .  

hat sie schwerlieh in ihren Einzelheiten studirt. Ich bin noeh auf manche Be- 

denken gestossen und in Betreff mehrerer Punkte  auch jetzt  noeh nicht vSllig 

im Klaren. 

Was nun HERMITE'S Bericht iiber die Arbeit angeht, so kann ich reich mit 

demselben einverstanden erklgren, /alls er - -  wie Sie sagen - -  nut /iir den K6nig 
bestimm~ 8ein aaU. VeT der 0ffentlichkeit kSnnte ieh Vieles, das er enth~ilt, nieht 
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verantworten. Jemand, d e r n u r  H.'s Bericht vor Augen h~tte, miisste glauben, 
dass die wichtigsten und schwierigsten Fragen des Problems der n KSrper, z.B. 
die Stabilit~ts-Frage, in der Preisschrift erl~igt  seien, w~hrend man doch nur 
sagen kann, dass dies in einem sehr speeieUen FaUe, und aueh in diesem nur 
unter einschr~nkenden Bedingungen geschehen sei. Sagt doch der Verfasser selbst 

am Schlusse seiner Arbeit, dass er sich geirrt habe in der Annahme, es werde 
sieh die Stabilit~ts-Frage im allgemeinen Falle in analoger Weise wie in dem 
speciellen behandeln lasse, und giebt aueh die Griinde dafiir an, warum dies nicht 
angeht. Allerdings sagt H~.RMITE eigentlich nur, dass die wichtigsten Fragen der 
M~eanique c~leste yon dem Verfasser naeh neuen und genialen Methoden behandelt 

worden seien - -  dies ist ja vollkommen riehtig, aber ieh glaube doch, dass eine 
klare Darlegung des wirklichen Inhalts der Schrift fiir den Leser lehrreicher und 
fiir den Verfasser mindestens ebenso ehrenvoll gewesen sein wfirde als HER~ITE'S 
enthusiastisehe Lobrede. Was ich in meinem vorl~ufigen Berieht gesagt habe, 
halte ieh in allen Stiicken aufrecht. Der Nachweis, dass die Bewegung eines 
Systems materieller Punkte bei gegebener Kr~ftefunction unter bestimmten Bedin- 
gungen eine periodische sein kann, und noch mehr die Entdeckung der asymto- 
tischen Bewegungen, sind Leistungen yon der hSehsten Bedeutung und k~nnen 
ohne Uebertreibung als epochemaehend bezeichnet werden. Dasselbe gilt yon den 
am Schlusse der Arbeit angegebenen ~R6sultats n~gatifs)), die ieh ffir wahr halte, 
wenn mir auch die Beweiskraft der dafiir angegebenen Griinde nicht fiberall ein- 
leuchtet. Was dagegen die Behandlung der Stabilitgtsfrage anlangt, so habe ich 
ausser dem bereits angefiihrten noch allerlei zu erinnern. Naeh des Verfassers 
- -  am Schlusse der Einleitung und im Anfang des ersten Kapitels gegebenen - -  

Definition wiirde die Bewegung eines Systems materieller Punkte als eine stabile 
zu bezeiehnen sein, wenn die Entfernung je zweier Punkte st~ndig (d. h. yon 
t ~ -  ~ bis t ~ + ~ ) unter einer angebbaren Grenze bleibt. ]m mathematischen 
Sinne ist dagegen nichts zu sagen, im physikalischen aber muss auch gefordert 
werden, dass sie nicht unendlich klein werden diirfe. Nun kann ich zwar beweisen, 
dass bei gewissen Anziehungsgesetzen, zu denen das NEWTON'sehe gehSrt, ein 

Zusammentreffen zweier Punkte im Verlaufe einer endlicher Zeit nur unter ganz 
besondern Umst~nden, deren Eintreten unendlieh wenig wahrscheinlich ist, statt- 
linden kann, so dass man diesen allerdings mSgliehen Fall ffiglieh bei Seite lassen 
kann, dann aber sind die Coordinaten der einzelnen Punkte und die Entfernungen 
je zweier eindeutige und stetige analytisehe Functionen der Zeit t, welehe in einem 
endlichen Zeitintervall weder unendlieh gross noch unendlieh klein werden kSnnen. 
Wenn aber die Zeit ohne Ende w~chst, so wird jede der genannten Entfernungen 

entweder einer bestimmten Grenze (die auch unendlieh gross oder gleich Null sein 
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kann) sich n~hern oder in der Art  sehwanken, dass sie jeden zwisehen zwei be- 
st immten Grenzen (yon denen die obere aueh unendlich gross und die untere auch 

gleich Null sein kann) [gelegenen Werth] 1 unendlieh oft annimmt.  Ein gleiches gilt, 
wenn t der Grenze - -  oo sieh n~hert. Man sieht also, dass schon in einem System yon 
nur wenigen Punkten eine grosse Zahl von einander wesentlich versehiedenen 
Bewegungsformen m6glieh sind, und untersucht werden muss, welehe Formen 
wirklich start  finden kSnnen. In dem speciellen in der Preissehrift behandelten 
Falle des DreikSrper:Problems muss also, nach Feststellung der Bedingungen, 
unter  denen die AbstEnde des massenlosen Punktes yon den beiden andern be- 
st~indig unter einer angebbaren Grenze bleibt, untersueht werden, ob nicht auch 
der Fall mSglich sei, dass jener Punkt  einem der anderen im Verlaufe der Zeit 
unendlich nahe komme oder in der Vergangenheit unendlich nahe gewesen sei. 
Es scheint mir, dass dies wirklich so sein k6nne. Ob man nun in einem solchen 
Falle die Bewegung eine stabile nennen wolle oder nieht, ist ziemlieh gleiehgfiltig; 
jedenfalls aber w~ire dann die Bewegungform wesentlich eine andere als in dem 
Falle, wo jeder der genannten Abst~inde bestiindig zwischen zwei endlichen Grenzen 
bleibt. In der Preisschrift finde ieh keinen Aufschluss fiber die angeregte Frage. 

Ich muss ffir heute hiermit schliessen, hoffe aber nunmehr baldigst mit 
meinem Berichte fertig zu werden; den H~RMITE'schen habe ich yon ibm noch 
nicht erhalten. Um jedem Missverst~ndnisse zuvorzukommen, wiederhole ieh aber 

Ich sehliesse mich dem HER~IITE'schen Bericht, wenn er nur ffir den K6nig 
bestimmt ist, bedingungslos an. Dagegen muss ich aber die Bedingung stellen, 
dass, wenn wir uns nieht fiber einen gemeinschaftliehen Bericht ffir die Aeta 
vereinigen kSnnen, der meinige unver~ndert  abgedruckt  werde, neben oder ohne 
den HERMITE'Sehen. Beide Berichte widersprechen einander nicht, sind aber yon 
verschiedener F~rbung. Bei meinem Beriehte habe ieh fibrigens noch einen anderen 
Zweck im Auge gehabt, worfiber ich Ihnen in den n~chsten Tagen sehreibe. 

Berlin, z. z, 89. 

. . . .  ~ 

Im Ansehluss an meinen vorhergehenden Brief mSchte ich Folgendes be- 
merken. B e i  meinem Einwande, dass mir aus POI~CARk'S Darstellung nicht 
hervorzugehen seheine, dass der gestSrte Planet  einem der beiden anderen nicht 

Das Wort fehlt im Manuskript. (M. L.) 
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unendlich nahe kommen k/Anne, hat te  ich einen wesentlichen Punkt  iibersehen. 

In der Gleichung 

i + G + ~ F I ~ C  
2 a  

nimmt P. yon vorn herein die Constante C positiv und erheblioh grSsser als 3 
2 

an. Warum, ist nicht gehSrig motivirt, sondern wird erst bei genauerem Studium 
klar - -  n~mlich es liisst sieh nur unter  dieser Annahme der Stabilitiitsbeweis auf 

dem yon POINCAR~ eingeschlagenen Wege fiihren. Mir ist iibrigens die Ausein- 

andersetzung, die P. in der Note B giebt viel klarer erschienen als die des 
Textes. " . . . .  

Soeben erhalte ich auch die Noten F,  G zu der PoI~cABk'schen Abhand- 

lung. Durch die Note G wird mir best~tigt, was ich angenommen hatte,  dass P. 
wenn er yon einer eindeutigen analytischen Function der bei einem dynamischen 

Problem vorkommenden GrSssen spricht, darunter  etwas Anderes versteht  wie 

wir - -  die Function ist ihm eindeutig, wenn sie stets dieselbe /~nderung erfiihrt, 

sowie man auch yon einem System reeller Argumente derselben zu einem anderen 

reellen Systeme iibergehen mSge. Ich wiirde, um diesen Charakter der Function 

zu bozeichnen, mich anders ausdriieken, indess kommt wenig darauf an, nur 

mSchte es gut sein, an der Stelle (in den r6sultats nSgatifs) we zuerst yon einer 

solehen Function die Rode ist, auf die Note G zu verweisen. 

Nun h~tte ich noch ein Desiderium, woriiber ich selbst an P. schreiben werde. 

P. behauptet ,  dass aus der Nichtexistenz mehrerer eindeutigen (analytischen) 

Integrale bei eincm dynamischen Probleme nothwendig die UnmSglichkeit folge, 

das Problem dutch Reihen yon der Form 

~C~,. c~ § +...) 
'" sin 

zu l/~sen. Diese Behauptung, die yon fundamentaler  Bedeutung ist, wird ohne 

Beweis ausgesprochen. Nun glaube ich zwar der Sache einigermassen auf don 
Grund zu sehen, bin abet  doch nicht ganz sicher darin, und fiirchte, dass es don 

moisten Lesern ebon so gehen mSge. Ich mSchte daher sehr wiinschon, dass P. 

seinen Gedankengang auch noch in einer Note darlege. 
Die Nachricht yon der Preisertheilung stand schon am 23:sten in einer 

hiesigen Zeitung. Wie sie in gewissen Kreisen aufgenommen worden ist, kSnnen 

Sie sich vorstellen. Erfiihrt nunmehr doch auch das grosse Publicum, welcho 

Mathematiker der KSnig in die Commission berufen h a t -  und welche nicht. 

Ich verschone Sie aber mit dem Klatsch, der bei dieser Gelegenheit surge 

riihrt wird. 
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Meinen Bericht werde ich bis Ende n~ehster Woehe festgestellt haben. 

Was ihn mir schwer gemaeht hat ist der Umstand,  dass ieh es fiir notwendig 

gefunden, die Stellung der Preisfrage, welehe von verschiedenen Seiten her ange- 

foehten worden ist, zu rechtfertigen, ohne class es aussieht als eine Abwehr yon 
Angriffen. Sie werden den wenigen Zeilen, in denen ieh dies versucht habe, 

sehwerlieh ansehen, welehe Miihe sie mir gekostet  - -  eine l~ngere Abhandlung 

dariiber zu schreiben w~re mir viel leiehter gewesen. Ein Punkt  namentlieh hat  

reich gequalt. W/ihrend einige Kritiker die Aufgabe iiberhaupt fiir unl6sbar 

erkl~ren, haben andere es getadelt, dass die BeschrKnkung - -  ,>unter der Annahme, 

dass niemals ein Zusammentreffen zweier Punkte  stattfinde~> hinzugeffigt ist - -  

denn dadureh sei ein wesentlieher Theil der Untersuchung bei Seite gesehoben 

und die Stabilit/itsfrage stillschweigend zur H/ilfte als erledigt angenommen worden, 

Nun hatte ieh jene Besehr~nkung mit Vorbedaeht und aus guten Grfinden ge- 
maeht. Ich hatte mir n~mlich, was ieh nat~rlieh nieht ausdri~ekiieh sagen durfte, 

einen Beweis daffir zureeht ge]egt, dass unter der Voraussetzung des NEwTo~'schen 

Gesetzes ein Zusammentreffen zweier Punkte  in einem bes t immten  Augen- 
blieke nur unter ganz besonderen Umst~inden, deren Eintreffen unend]ieh wenig 

wahrseheinlich ist, erfolgen kann. Man kann also von diesem Falle fiiglieh 

absehen. Dann aber werden die Coordinaten der sich bewegenden Punkte  in der 

That eindeutige analytische [Functionen]l  der Zeit und es ist eine Entwieklung 

derselben in Reihen yon der verlangten Form mSglieh. 

Nun, diesen Beweis, der ziemlich complicirt ist, hat te  ieh vergessen, und 

beim Versuche, ihn wieder herzustellen, kam ieh, wie es zu gehen pflegt, auf 

allerlei Bedenklichkeiten. Kurz, nur naeh grosser Anstrengung ist es mir ge- 

lungen, wenigstens ffir ein System von drei Punkten das Behauptete  strenge zu 

beweisen. 
Der Beweis beruht auf Folgendem. Angenommen, in einem Systeme von n 

materiellen Punkten, die naeh dem Nv, wTo~'sehen [Gesetze] ~ einander anziehen, 

finde zur Zeit to ein Zusammentreffen irgend zweier Punkte  (nieht mehrerer) 

statt,  so lassen sich, wenn t hinliinglich nahe bei to angenommen wird, die Coordi- 

naten s~mmtlieher Punkte  nach ganzen positiven Potenzen yon 

(to-- t) ~ 

entwickeln, die allgemeinsten Ausdrfieke derselben enthalten dann aieht 6 n 

sondern nur 6 n -  2 willkiirliche Constanten. Daraus folgt, dass wenn zur Zeit 

1 Das  W o r t  f e h l t  i m  M a n u s k r i p t .  (M. L.)  
Acta mathemat4ca. 35. Imprim~ le 8 ao~lt 1911. 
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to die Anfangswerthe der Coordinaten und ihrer ersten Ableitung nach Willkiir 
angenommen werden, die Wahrseheinliehkeit eines Zusammentreffen zweier Punkte 
unendlieh klein ist. Fiir n ~ 3 ls sich ferner leieht zeigen, dass alle drei 
Punkte nur in dem Falle zusammentreffen kfnnen, wenn drei bei den Fliiehen- 
si~tzen vorkommenden Integrationsconstanten verschwinden. Es scheint mir daher 
unbedenklieh den in Rede stehenden Satz als allgemein gfiltig hinzustellen. 

Es ist aber wohl zu bemerken, dass durch diesen Satz nicht die Mfgliehkeit 
ausgeschlossen ist, dass naeh Verlauf einer unendlich grossen Zeit zwei Punkte 
- - o h n e  zusammenzutreffen --  einander unendlieh nahe kommen. Wie die Sache 
sich abet wirklich verhiilt, habe ich nieht ermitteln kfnnen. 

Berlin, 6. M~irz 89. 
�9 �9 �9 �9 * 

Endlieh biu ich, nach abermaliger, nieht zu vermeidender Unterbreehung, 
mit dem versprochenen Brief fertig geworden, lch kann ihn aber erst morgen 
frfih absenden, da ich ihn doch muss einsehreiben lassen, wozu es mir heute zu 
sp~t geworden ist. Zu meinem Sehrecken sah ieh erst heute Morgen, dass ich 
reich im Datum geirrt und den neunten auf Montag verlegt hatte. Sie erhalten 
den Berieht druckfertig, aber in der definitiven Abfassung sehr abgekfirzt gegen 
meinen ersten Entwurf. Ieh habe reich hauptsEchlieh fiber Bedeutung und Zweck 

der Preisfrage ausgesproehen. Was ieh fiber die gekrfnte Preissehrift gesagt, 
stimmt im Wesentliehen iiberein mit dora in meinem vorliiufigen Berieht ent- 
haltenen. 

�9 �9 * �9 �9 

Berlin, 6.3. 89 Abends. 

Ich habe reich nun doeh entsehlossen, das Beiliegende noch sp~it Abends 
uneingeschrieben abgehen zu lassen, damit es Freitag Mittag in Ihre H~nde 
gelange. Noch ist ja keiner meiaer Briefe an Sie verloren gegangen. Was noeh 
fehlt, schieke ich morgen nach; Sie kfnnen sieh aber jedenfalls mit meinem 
friiheren Berieht helfen, der sich dem Inhalte naeh nicht wesentlieh yon dem, 
was auf den folgenden Seiten gesagt wird, unterseheidet. 
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Berlin,  3.4.  89. 

�9 , ~ ~ ~ 

Ein rechter Unstern hat fiber der Abfassung des versprochenen Beriehts ge- 
walter, und ich kann mir lebhaft vorstellen, wie ungehalten Sie darfiber sind, dass 

die Sache so lange sich hingezSgert hat. Indessen hSren Sic, wie es mir ergangen 

ist. Sehon wenige Tage nach der Abreise der Frau KOWALEVSKu yon hier stellte 

sich wieder, wie im vergangenen Jahr, ein heftiger Bronchialkatarrh bei mir ein, 
an dem ich bis naeh Weihnaehten gelitten habe. Dann befand ich mich eine 

Zeitlang besser, so dass ich in den ersten Tagen des Januars  eJne kleine Vorle- 

sung beginnen konnte, ich hatte dringende Grfinde, nicht das ganze Semester hin- 

dureh unth~tig zu sein. Aber noch an demselben Abend, als ich die erste H~ilfte 

meines Berichts - -  der im Concept fertig war - -  an Sic abschickte, fiberfiel mich ein 

ernstliches Unwohlsein, an dessen Folgen ich noch immer leide. Indessen h/itte ich 

die Abschrift doch wohl schon in der vergangenen Woehe fertig stellen k6nnen, 

wKre nicht ein Umstand eingetreten, der mir die Nothwendigkeit  auferlegte, dem 

Beriehte insofern eine andere Fassung zu geben, dass ich den Inhalt  der Preis- 

sehrift eingehender, als es ursprfinglich geschehen, und ohne den Gebrauch ana- 
lytischer Formeln zu vermeiden, darstellen und so dem kundigen Leser eine 

Vorstellung v o n d e r  Bedeutung der PoI~CCAR~'schen Arbeit beizubringen ver- 

suchen muss. 
Um ihnen dies zu erkl~ren, muss ieh Ihnen zun~chst sagen, dass Ihr an den 

Secret~r der Pariser-Akademie gerichteter Brief vom 18 Febr. hier viel: bSses Blur 

gemacht hat und dass man ffir alles, was man daran auszusetzen hat, merkwfir- 

digerweise nicht etwa Sic, sondern reich verantwortlich macht. Sie sagen zwar 

ausdriicklich, dass Sie den Brief im Auftrage des KSnigs geschrieben haben und 

dieser Umstand ist ffir jeden nicht BSswflligen ein hinlis Beweis daffir, 

dass ich in keinerlei Weise an dem Brief direct betheiligt gewesen sei - -  aber 

man besteht  darauf, dass dem Inhalte desselben doch racine Beurtheilung der g. 

Preisschrift zu Grunde liegen mfisse. Nun sind es besonders zwei Stellen, gegen 

die sich namentlich unser kleiner Freund heftig ausgelassen hat  -- hinter meinem 

Rficken natfirlich. Zuerst die Phrase: ,comptera  parmi les plus importantes pro- 

ductions math6matiques du sibcle~>. Das sei unbedingt zu viel gesagt. Aber wer 

vermag dies zu beurtheilen, ohne die Schrift gelesen zu haben? Es kommt alles 

darauf an, wie welt man die Grenzen der wichtigsten Productionen des Jahrhun-  

derts zieht. In meinem Berichte kommt indessen nichts dergleichen vor -- ich 

begnfige mich, die P. 'sehe Abhandlung als eine Arbeit yon ungewShnlicher Bedeu- 

tung zu bezeichnen und diese meine Ansicht gedenke ich in jeder Beziehung 

aufrecht zu halten. Sodann findet man es in hohen Grade unpassend, dass Sic 
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den Secretar deswegen begliiekwiinsehen, dass die beiden PreisgekrSnten Franzo- 

sen seien. Gewiss wiirde es unpassend gewesen sein, wenn ich in einem offi- 

ciellen oder privaten Schreiben dies gesagt h~itte, oder wenn Sie es mit meiner 

Billigung geschrieben - -  aber, wie die Sachen liegen, kann ieh doch in keiner 

Weise verantwortlich gemaeht werden fiir ein Kompliment, das Sie - -  vielleicht 

im Auftrage des KSnigs - -  dem Secretar machen, der bei der yon Ihnen ange- 

fiihrten Gelegenheit die Ausschreibung der Preisfragen so sympatisch begriisst 

hat, w~hrend Andere sich yon vorn herein abfiillig dariiber ausgesprochen haben. 

Ich habe mich iibrigens darauf besehr~nkt, Freund und Feind auf meine 

demn~chst zu verSffentlichende Beurtheihmg der Preisschrift zu verweisen, mit 

dem Bemerken, dass ich ffir jedes darin stehende Wort, aber auch fiir niehts 

anderes, die volle Verantwortlichkeit iibernehme. Das Vorstehende bitte ieh a]s 

eine nur ffir Sie bestimmte Mittheilung zu betrachten. Sie werden aber daraus 

entnehmen, dass mein Bericht ein durehaus saehlicher'sein muss'und so welt dies 

iiberhaupt mSglich ist - -  den wesentliehen Inhalt  der Preisschrift wieder zu geben 

hat. Ich habe zu dem Ende die Abhandlung selbst und s~immtlich dazu gehSri- 

gen Noten - -  fiir deren Zusendung ieh Ihnen sehr dankbar bin --  noch einmal 

durchstudirt  und bin heute damit fertig geworden. Die geometrische Form, 

unter  der P. viele seiner wichtigsten Resultate darstellt, gestat tet  keine kurze 

Relation; aber es ist mir jetzt leicht, alles analytiseh in leieht verst~nd]icher 

Weise auszudriicken, so dass es mir nun nicht schwer fallen wird, meinen Zweck 

in einer Weise, gegen die auch P. nichts einzuwenden haben wird, zu erreichen. 

Bleibe ich nur 2--3 Tage leidlich wohl, so dass mir das Schreiben nicht zu grosse 

Miihe macht, so helle ieh in dieser Zeit fertig zu werden - -  auch zu meiner eigenen 

Befriedigung. 1 . . . . .  

Manuskript yon Weierstrass. 

Es seien gegeben die folgenden n Differentialgleiehungen, in denen t eine 

reelle Ver~nderliehe, x~ . . . .  x, zu bestimmende Funetionen derselben und G~ (x~ . . . .  x,~), 

. . .  G , ~ ( x ~ , . . .  xn), ganze rationale Funetionen yon x~ , . . ,  x~ bedeuten: 

d x ~  ~ G,~ (xl ,  xn).  I )  dx~___ G l ( x , ,  . x , ) , .  . ~ . . .  
d t  "" " 

Die Coefficienten yon G , . . .  G~ sollen reelle Gr5ssen sein: wenn dann fest- 

gestellt wird, dass fiir einen bestimmten reellen Werth to yon t die Gr5ssen 

W~i~asTaAss' Krankhoit hat ibm nie erla~bt d(~n Bericht fertig zu st~llen (M. L.). 
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xl,.., x, vorgeschriebene reelle Werthe x(, ~ . . . .  x~) erhalten sollen, so existirt 

ffir alle Werthe yon t innerhalb eines bestimmten, die GrSsse to enthaltenden 

Intervalls 

T1 �9 . .  T~ 

ein System yon n reellen und reguldren Functionen 

welehe fiir x~, . . .  x ,  gesetzt die vorstehenden Differentialgleiehungen befriedigen 

und zugleich fiir t = Q die angegebenen Werthe annehmen. 

Die Grenzen des genannten Intervalls (von denen T~ auch g I e i c h -  oo, 

T~----+ oo sein kann) sind dadurch bestimmt, dass, wenn die Veriinderliche 

stetig waehsend oder stetig abnehmend sich einer von ihnen unendlich n~hert, 

wenigstens eine der Gr6ssen Xl . . . .  xn unendlieh gross wird. 

Dies vorausgesehiekt, fiihre man an Stelle der n VeHinderlichen x , , . . . x ,  

n + x andere G0, ~1 . . . .  ~, ein mittels der Gleichungen 

~ ~ ~ I + X, + . . .  + X~' ()~ I, n) 

3) I - -  x ~ - - . . . - - x .  
$ 2 ~ 

I + Xl + . . . +  X n 

4) 

5) 

~0 

Dann hat  man 

Ferner 

~o + ~ + �9 "" + ~ = = ' I ,  

dxl ) 
d~o 4 X l - d T + " "  , dx, ) ( d~_~ ) 
d$ -- (I+x~ + . . . ) ' = - - ( I  +~'o) ~ I x ' ~ +  . . . . .  (I +~',) ~, + . . .  

also 

6) d~Odt (x + Go) 2)~1 ~t G). (Xl,... Xn) = - -  (I "~ G0) 2),1 ~ O), ~1 '" I -~-:~0~n , 

Die Gleichungen (6, 7) kann man nun auf die Form bringen: 

I~ . .. n). 
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8) d~x= (I + ~ 0 ) - - m a ) . ( ~ o , ~ , ,  �9 �9 .~n) ,  ( Z =  O, I , . . . n )  
dt  

we m eine ganze posit ive Zahl und  Go, G~ . . . .  G,  ganze rat ionale Func t ionen  yon 

~0 . . . .  ~., die nicht  s~mmtlieh dureh i + ~o theilbar sind, bedeuten.  

F i ih r t  man nun noch eine neue Vergnderliehe u ein mit tels  der  Gleichung 

9) dt = (I + ~o)mdu 

so geniigen die Func t ionen  yon u, in welche ~o, f~ . . . .  ~. dadurch fibergehen, den 

Differentialgleiehungen 

10) d~z__ Gz (~o, ~t . . . .  ~,,) ( i  = o, I . . . .  n). 
du  

Setzt man fest, dass u = o sein solle ffir t = to, so folgt aus (9) 

II) t - -  to=.f(i + ~o)~du. 
0 

Geht  man  umgekehr t  aus yon den Gleichungen (io, i i ) ,  so ha t  man,  wenn 

zungehst  keine Rela t ion  unter  den Vergnderlichen ~o . . . .  _~. angenommen und 

G~ ( ~' I--+-~-o'"' z 7t--~o~" ) mi t  G;. bezeiehnet wird 

I0, a )  

n 
d L _  (z + ~o) ~ ~za~. 
dt  

I 

(~{t = I . . . .  fl,). 

Daraus folgt, wenn s = ~ z  ~j' ~ .  gz Gz = 8 gesetzt  wird 
0 1 

d,~ 
dt 

2(1 +~o)~oS+ 2(1 +~o) S--2(8--~o')S 

=2(1--8) 8 

I2) s - -  I ~ Const. e-~JoSd t. 

Werden also die (reellen) Werthe,  welehe ~o,~, . . . .  ~. fiir u = o  annehmen 

sollen, so gewiihlt, dass fiir sie s = x ist, so ergiebt sioh 
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und man ha t  daher  fiir jeden W e r t h  von  u 

Da alsdann keine der  GrSssen ~0 . . . .  ~ ihrem absolu ten  Be t r ag  nach  grSsser als I 

werden kann,  so exis t i r t  e i n  die Dif ferent ia lg le ichungen (io) befr iedigendes S y s t e m  

reguliirer und reeller F u n e t i o n e n  

~4) ~0 = ~Po (u)  . . . .  ~ = ~p~ (u)  

deren Argumen t  jeden beliebigen reellen W er th  an n eh m en  kann.  Setzt  man  dann  

I5) t--to = f (I Jr ~o) "du 
t /  
0 

so wird t eine reelle Func t i o n  von u, welche best~ndig wichs t ,  wenn u best~ndig 

wachsend das In terwal l  

- - 0 0 ~  . -~O0 

durch l iu f t .  Dieselbe n i h e r t  sich daher,  wenn u beziehlich den Grenzen - -  oo, + oo 

unendl ich  nahe kommt ,  zwei bes t immten  Grenzen  T1, T~, zwischen denen die 

Constante  t o liegt, und es ist u eine F u n c t i o n  yon  t, welche s te t ig  wachsend von 

- -  o~ zu + oo i ibergeht,  wenn t s te t ig  wachsend das In te rwal l  T1 .. �9 T~ durchlEuft .  

Se tz t  man  dann  

i 6 )  x~ = ~ - ~ - ~ ,  1 = i . . . .  n 

un te r  der  Voraussetzung,  es seien die Werthe ,  welche ~0, �9 �9 �9 ~- f i i r t  - -  t o annehmen,  

so gew~hlt, dass fiir diesen W e r t h  von  t die Gle ichungen (I6) bes tehen,  so sind 

x , , . . ,  xn die den Different ia lgle ichungen (i)  un te r  den  festgestel l ten Bedingungen  

geniigenden F u n c t i o n e n  v o n t .  

Erster Teil  des Ber ichts  yon Weierstrass  Uber die Poincar6'sche Preisarbeit .  

Von den ausgeschriebenen vier Pre isf ragen ha t  nu r  die ers te  Bearbe i t e r  ge- 

funden.  Dieselbe war  gestell t  worden in der  Hof fnung ,  dass sic sich mi t  den 

gegenwir t ig  uns zu Gebote  s tehenden  Hii l fsmit te ln  werde erledigen lassen. Diese 

Hof fnung  gri indete sich auf  folgende E r w i g u n g e n .  
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In einem frei sich bewegenden Systeme materieller Punkte, welche einander 
nach dem NEWTO~'schen Gesetze anziehen, kann sieh kein Punkt  im Verlaufe 
einer endliehen Zeit unendlieh weit yon dem Sehwerpunkte entfernen. Dagegen 
ist es mSglich, dass der Abstand zweier Punkte  unendlieh klein werde, wenn sich 
die Zeit einer bestimmten endlichen (positiven oder negat iven)Grenze  n~ihert. 
Es l~isst sieh jedoeh zeigen, dass dies ein Ausnahmefall ist, der nut  unter  ganz 
besonderen Umst~inden eintreten und daher fiiglich unberiicksichtigt bleiben kann. 
Unter  dieser Voraussetzung sind aber die Coordinaten der einzelnen Punkte,  wie 
sieh aus bekannten funetionentheoretisehen S~tzen ergiebt, wiihrend eines Zeit- 
raums yon unbegrenzter Dauer eindeutige und stetige analytisehe Functionen der 

Zeit; und solehe Functionen kSnnen stets, und zwar auf mannigfaltige Weise in 
Reihen yon der in der Preisfrage geforderten Beschaffenheit dargestellt werden. 
Es stand also lest, dass die LSsung des vorgelegten Problems miiglieh sei. Dass 
sic aber auch ausfiihrbar sein werde, liess sieh freilieh nieht a priori annehmen. 
Indessen konnte selbstverstiindlieh nieht die vollst~indige Entwickelung der 
Reihen, um die es sieh handelt, sondern nur die Auffindung und Besehreibung 
eines zur suecessiven Bildung ihrer Glieder dienenden Verfahrens verlangt werden, 
und dass dies keine die Kr{tfte der Analysis iibersteigende .Aufgabe sei, dafiir 
sprach - -  wie in den der Preisfrage beigegebenen Erl~iuterungen hervorgehoben 
worden ist - -  was wir yon den auf die Integration der dynamischen Differential- 

gleichungen sieh beziehenden Untersuehungen DmICHLET'S wissen. Denn so unvoll- 
st~indig dies leider auch ist, soviel geht doch jedenfalls daraus horror, dass sich 
mittels der yon DIRICHLET erdachten Methode, wenn wir im Besitze derselben 
wii,ren, fiir jede der zu entwiekelnden Functionen ein angen~herter Ausdruck in 
der Art miisste herstellen lassen, dass der Unterschied zwisehen ihm und der 

Function in einem festgesetzten, beliebig langen Zeitintervall eine vorgeschrie- 
bene, beliebig klein anzunehmende Grenze nieht iibersehritte. 

Dann aber wfirde man aueh im Stande sein, die Function dureh eine unbe- 
dingte und gleichm~ssig konvergierende Reihe darzustellen, also das vorgelegte 
Problem in der vorgeschriebenen Form zu 15sen. 

Indessen maehen sieh, wenn aus der LSsung des Problems ffir unsere Ein- 
sicht in die wahre Natur  der Bewegungen der HimmelskSrper eine wesentliche 
FSrderung erwachsen soll, noeh andere, jedenfalls nieht leieht zu erfiillende For- 
derungen geItend. Unter  der im Vorstehenden angegebenen Voraussetzung ist die 
Bewegung des betrachteten Systems yon ewiger Dauer, und es kann der Abstand 

je zweier Punkte  im Verlaufe einer endlichen Zeit weder unendlich gross noch 
unendlich klein werden. 

Soil dies aber aueh fiir einen unendlich langen Zeitraum gelten, so miissen 
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Bedingungen erfiillt sein, welche sich bisher noeh nicht geniigend haben feststellen 
lassen, deren Erforsehung aber stets als eine der wichtigsten Aufgaben dcr Me- 

chanik des Himmels betraehtet worden ist und darum aueh von jedem Bearbeiter 
der Preisfrage als n~chster Gegenstand der Untersuchung h~tte in's Auge gefasst 
werden miissen. Wenn auch nicht zu erwarten, dass die sehwierige Frage sieh 
vollst~indig werde erledigen lasscn, so durfte man doch hoffen, dass man wenig- 
stens in Betreff der Stabilit~t unseres Planetensystems zu einem sichern Resul- 
tare gelangen werden. In Bezug auf den dabei einzuschlagenden Weg liess sich 

im voraus auch nicht einmal eine Vermuthung aussprechen. MSglicherweise kSnnte 
man zum Ziele kommen, wenn man, die Stabilit~t des Systems voraussetzend, die 
zu entwiekelnden Functionen durch Reihen, in denen jedes Glied eine best~ndig 
endlich bleibende und stetige Function der Zeit sein miisste, darzustellen ver- 
suchte, und, wenn dies gel~nge, die Convergenz der Reihen zu beweisen im Stande 
w~ire. In der That haben namhafte Astronomen und Mathematiker in neuer 

Zeit diesen Gedanken verfolgt und sind zu dem Ergebnisse gekommen, dass die 
auf dem Schwerpunkt der Sonne bezogenen Coordinaten der Planeten oder auch 
die ver~inderlichen Bahnelemente derselben dureh Reihen yon der Form 

(C~z~... sin (co + % ci + ~2 c~ + . . . )  t} %, ~2 . . . .  ganzc (positive oder 
(~,,,2,...) negative) Zahlen 

darstellbar seien, we t die Zeit, und eL, c2 . . . . .  C ~ , . . .  yon t unabh~ngige GrSssen 

bedeuten. 
Indessen konnte nur nachgewiesen werden, dass den Differentia]gleichungen 

der Bewegung in dem betrachteten Falle unter gewissen Voraussetzungen durch 
Reihen yon der angegebenen Form formell genfigt werden kann; ob aber diese 
Reihen convergent und die wahren Ausdriicke der darzustellenden GrSssen seien, 

war zur Zeit, als die Preisaufgabe ausgeschrieben wurde, eine unerledigte Frage, 
auf die notwendig eingegangen werden musste. 

In dem Vorstehenden habe ich die Gesichtspunkte angedeutet, welche bei 
der Priifung der eingegangenen, unter N:r 7, 9, 10 verzeichneten Concurrenz- 
schriften fiir mich massgebend gewesen sind. 

J 
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