
TRAVAUX 

ANALYSE 

DES 

SCIENTIFIOUES 
DE 

H E N R I  P O I N C A R E  

faite par lui-mOne. 

B I B L I O G R A P H I E .  

0uvrages ant6rieurs a 1886. 

Comptes fondus des s~ances de l'Acad4mie des Sciences. 

1. I I  aofit I879. Sur quelques propri6t6s des formes quadratiques. 

2. 24 novembre z879. Sur los formes quadratiques. 
3. 22 mars i88o. Sur los courbes d6finies par une 4quation diff4rentielle. 

4. 7 juin i88o. Sur los formes cubiques ternaires. 

5. 2z novembre I88o. Sur la r6duction simultan6e d'une forme quadratique 

et d 'une forme lin6aire. 

6. I4 et 2I f6vrier 1881. Sur los fonctions fuchsiennes. 

7. zI mars i88i. Sur los 4quations diff6rentielles lin6aires ~ int6grales alg6- 

briques. 

8. 28 mars i88I. Sur la repr6sentation des hombres par los formcs. 

9. 4 avril I88I. Sur une nouvelle application et quelques propri6t6s impor- 

tangos des fonctions fuchsiennes. 

10. i i  avril I88I. Sur l'int6gration, des 6quations lin6aires par le moyen des 

fonctions ab61iennes. 

11. I8 avril i88I. Sur los fonctions fuchsiennes. 

12. i8 avril I88i. Sur les fonctions ab6liennes. 

13. z3 et 3o mai i88I. Sur los fonctions fuchsionnes 
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l&. 6 juin i88i. Sur une propri6t6 des fonctions uniformes. 

15. 27 juin i88z. Sur les fonctions fuchsiennes. 

16. zI juillet i88i. Sur les groupes klein6ens. 

17. z8 juillet z88z. Sur une fonction analogue aux fonctions modulaires. 

18. 8 aofit z88z. Sur les fonctions fuehsiennes. 

19. z7 oetobre z88~. Sur les fonctions fuehsiennes. 

20. 5 d6cembre z88z. Sur les courbes d6finies par les 6quations diff6rentielles. 

21. 9 et z6 janvier z882. Sur une extension de la notion arithm6tique de 

genre. 

22. 2.4 janvier z88z. Sur les fonetions fuehsiennes. 

23. I3 f6vrier z882. Sur lea points singuliers des 6quations diff6rentielles. 

24. z 7 f6vrier I882. Sur l 'int6gration des 6quations diff6rentielles par les s6ries. 

25. 27 mars z882. Sur les groupes discontinus. 

26. ~o avril i88z. Sur les fonctions fuchsiennes. 

27. 24 avril I882. Sur les fonetions fuchsiennes. 

28. 22 mai i88z. Sur une elasse d'invariants relatifs aux dquations lindaires. 

29. 3 juillet z88z. Sur les transcendantes enti6res. 

30. 9 octobre z88z. Sur les fonctions fuchsiennes. 

31. 3o octobre z882. Sur les sdries trigonomdtriques. 

32. 22 janvier z883. Sur les fonctions de deux variables. 

33. 5 mars z883. Sur les s6ries des polyn6mes. 

34. ~2 mars x883. Sur les groupes des 6quations lindaires. 

35. ~6 avril I883. Sur les fonetions h espaees lacunaires. 

36. 3o avril I883. Sur les groupes des 6quations lin6aires. 

37. zz mai I883. Sur les fonctions fuehsiennes. 

38. 23 juillet I883. Sur eertaines solutions particuli6res du probl~me des trois 

corps. 

39. 29 octobre I883. Sur la reproduction des formes. 

40. 5 et z6 novembre z883. Sur l 'int~gration alg6brique des 6quations lin6- 

aires. 

41. 3 d6cembre ~883 (en commun avec M. PZCARD). Sur un th6or~me de RI~.- 

~a~r162 relatif aux fonctions de n variables ind4pendantes admet tan t  

an  syst6mes de p6riodes. 

42. z7 d6cembre x883. Sur les 6quations aig6briques. 

43. 24 ddcembre ~883. Sur les sdries trigonomdtriques. 

44. 4 f6vrier z884. Sur les courbes d6finies par les 6quations diff6rentielles. 

45. zz f6vrier x884. Sur les substitutions lin6aires. 

46. z5 f6vrier I884. Sur les groupes hyperfuchsiens. 
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47. 3I mars 1884. Sur une 6quation diff6rentielle. 

48, I5 juillet, 1884. Sur un th6or~me de M. Fucks .  

49. 3 novembre i884. Sur les hombres complexes. 

50. 17 novembre 1884. Sur |a r6duction des int6grales ab61iennes. 

51. 8 d6eembre 1884. Sur une g6n6ralisation des fractions continues. 

52. 29 d6cembre 1884. Sur les int6grales de diff6rentielles totales. 

53. 5 janvier 1885. Sur une g6n6ralisation du th6or~me d'ABEL. 

54. 9 f6vrier 1885. Sur l'6quilibre d'une masse fluide anim~e d'un mouvement 

de rotation. 

55. 16 mars 1885, Sur les fonctions ab~liennes. 

56. 2o avril et 27 juillet I885. Sur l'6quilibre d 'une masse fluide anim6e d'un 
mouvement  de rotation. 

57. 9 et i 6  novembre I885. Sur les int6grales irr6guli~res des 6quations lin6- 

aires. 

58. 7 d6cembre 1885. Sur les s6ries trigonom6triques. 

59. 4 janvier 1885. Sur ]a transformation des fonctions fuchsiennes et la r6duc- 

tion des int6grales ab61iennes. 

60. 25 janvier 1885. Sur les r6sidus des int6grales doubles. 

61. 20 mars 1885. Sur les fonctions fuehsiennes e t ] e s  formes quadratiques 

ternaires ind6finies. 

62. 19 avril 1885. Sur la r6duetion des int6grales ab61iennes. 

63. 27 avril 1885. Sur l'6quilibre d'une masse fluide en rotation. (R6ponse ~t 

M. MATHIESSEI% ) 

~4 Sur 

These inaugurale. 

(Paris, Gauthier-Villars; 1879.) 

les propri6t~s des fonctions d6finies par des 6quations aux diff6rences 

partie]les. 

Acta Mathematica. 

(Stockholm, Central-Tryckeriet.) 

65. Th6orie des groupes fuchsiens (t. I, p. I A 52; i882). 

66. M6moire sur les fonctions fuchsiennes (t. I, p. 193 s 294; 1883). 

67. Sur les fonctions de deux variables (t. II. p. 97 h II3;  I883). 

68. M6moire sur les groupes k]ein6ens (t. III,  p. 49 '~ 92; 1883). 
69. Sur les groupes des 6quations lin6aires (t. IV, p. 2oi ~ 3x2; 1884). 
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70. M6moire sur les fonctions z6tafuchsiennes (t. V, p. 209 ~ 278; 1884). 

71. Sur un th6or~me de M, FtzoHs (t. VII, p. i ~ 32; 1885L 
72. Sur l'6quilibre d'une masse fluide anim6e d 'un mouvement de rotation 

(t. VII, p. 259 k 38o; 1885). 
73. Sur ]es int6grales irr6guli~res des 6quations lin6aires (t. VIII, p. 295 ~ 

344; 1886). 

Journal de Mathematiques pures et appliquees. 

(Paris, Gauthier-Villars.) 

74. M6moire sur les courbes d6finies par une 6quation diff6rentie]le. [Premibre 

Pattie] (3 e s6rie, t. VII, p. 375 /~ 422; novembre et d6cembre 1881). 

75. - -  [Deuxibmo Partie] (3 e s6rie, t. VIII, p. 251 ~ 296; aofit 1882). 

76. - -  [Troisi~me Partie] (4 e s6rie, t. I, p. 167 /~ 244; 1885). 

77. - -  [Quatri~me Partie] (4 e s6rie, t. II, p. 151 k 217; 1886). 

78. Note 

79. Sur 

80. Sur 

81. - -  Seconde Patt ie  (LI e Cahier, p. 45 a 91; 1882). 

82. M6moire sur la r6duction simultan6e d'une forme 

forme lin6aire (LVI e Cahier, p. 79 h 142; 1886). 

Journal de l'Ecole Polytechnique. 

(Paris, Gauthier-Villars.) 

sur les propri6t6s des fonctions d6finies par les 6quations diff6ren- 

tielles (XLV e Cahier, p. 13 ~ 25; 1878). 
un mode nouveau de repr6sentation g6om6trique des formes quadra- 

tiques d6finies ou ind6finies (XLVII e Cahier, p. 177 b, 245; 188o). 

les formes cubiques ternaires et quaternaires. Premiere Pat t ie  

(L e Cahier, p. 199 ~ 253; f~vrier 1881). 

quadratique et d'une 

83. 

84. 

American Journal of Mathematics. 

(Baltimore, Johns Hopkins University.) 

Sur les 6quations lin6aires aux diff~rentielles ordinaires et aux diff6renees 

finies (Vol. VII, n ~ 3, 55 pages; 1885). 

Sur les functions ab61iennes (Vol. VIII,  n o 4, P. 289 a 342). 
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Bulletin de ta Soci~te math~matique de France. 

(Paris, Gauthier-Viltars.) 

85. Sur un th6or~me de la th6orie g~n6rale des fonctions (t. XI, p. 112 ~ 125; 

1883). 
86. Sur les fonctions (9 (t. XI, p. 129 g 134; 1883). 

87. Sur les fonctions enti6res (t.. XI, p. 136 g 144; 1883). 
88. Sur la r6duetion des int6grales ab61iennes (t. XII,  p. 124 /~ 143; 1884). 
89. Remarques sur une m6thode 616mentaire de M, APe~LL pour obtenir les 

d6veloppements en s6rie trigonom6trique des fonctions elliptiques (t. 

XIII ,  p. 19~  27; 1885), 
90. Sur la repr6sentation des nombres par les formes (t. XIII ,  p. 162 ~ 194 ; 

I885). 
91. Sur ]es d6terminants d 'ordre infini (t. XIV, p. 77 h 9o; 1886). 

92. Sur 

93: 

94. 

95. 
96. 

97 

Bulletin astronomique. 

(Paris, Gauthier-Villars.) 

certaines solutions particuli~res du  probl~me des trois corps (t. I, p. 

65 s 74; f6vrier 1884). 
Sur la, convergence des s6ries trigonom6triques (t. I, p. 319 ~ 327; juillet 

1884). 
Sur ]'6quilibre d'une masse fluide anim6e d 'un mouvement de rotation. 

[Premier Article] (t. II, p. Io9 ~t 1t8; mars 2885). 

[Deuxi~me Article] (t. II, p. 4o5 ~ 413; septembre 1885). 
Note sur l a  stabilit6 de l 'anneau de Saturne (t. II, p. 5o 7 k 5o8; novembre 

1885). 
Sur une m6thode de M. LINDSTEDT (t. III,  p. 57 h 6I; f~vrier 1886). 

Association fran~aise pour l'avancement des Sciences. 

(Congr~s d'Alger, 1881.) 

98. Sur les invariants arithm~tique s (t. X, p. lO 9 s i17}. 
99. Sur l 'application de la G6om6trie non-euclidienne s la th6orie des formes 

quadratiques (t. X, p. i32 s 138). 
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100. 

Henri Poincar6. 

Acta Societatis Scientiarum Fennic~e. 

(Helsingfors, Imprimerie de la Soci6t~ finlandaise de I,itt~rature.) 

Sur les fonctions h espaces laeunaires (t. XII ;  I883). 

101. Sur 

Mathematische Annalen. 

(I,eipzig. Teubner. 

les fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions 

lin6aires (Bd. XIX, p. 553 h 564, Bd. XX, p. 52--53; i882). 

Memoires de l'Academie nationale des Sciences de Caen. 

Sur la th~orie des fonctions fuchsiennes (Voir Comptes Rendus jusqu'au 27 

juin I88i) (i882, p. 5--29). 

102. 

Nouvelles Annales de Mathematiques. 

(Paris, GautMer-Villars. t 

D6monstration nouvelle des propridtds de l 'indicatrice d 'une surface (2 e s6rie, 

t. XIII,  p. 449--456; I874 ). 

Divers. 

103. Cours professd ~ la Facult~ des Sciences de Paris, pendant  l'ann~e i 8 8 5 -  
I886, et publi4 par l'Association amicale des El6ves et anciens ]~16ves 
de la Facult6. (Paris, au Si6ge social de l'Association $ ]a Sorbonne.) 

Premiere Pattie: Cin6matique pure. M6canismes; 
Seconde Pattie: Potentiel. M6canique des fluides. 

104. M6moire pour le coneours du grand prix des Sciences math6matiques;  I88o. 

)>Perfectionner en quelque point important la thdorie des 6quations 

diff6rentielles lin6aires ~ une seule variable ind6pendante.)) 

Ce M6moire, qui a obtenu une mention tr~s honorable, n'a pas 6t6 publi6 
sous sa forme primitive. 
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Ouvrages publi6s depuis 1886. 
Comptes Rendus des Seances de l'Academie des Sciences. 

105. Sur les Transformations des Surfaces en e]les m~mes (I886; 2). 
106. Sur une Classe 6tendue de Transcendantes uniformes (i886; 2). 
107. Sur le Probl6me de la Distribution Electrique (I887; i). 

108. Sur un Th6or6me de M. L~APOUNO~F relatif ~ l'6quilibre d 'une masse 

fluide (i887; i). 
109. Sur ]a Th6orie Analytique de la Chaleur (I887; I). 

110. Notice sur la vie et les t ravaux de LAGUERRE (I887; I). 
111. Sur l'6quilibre d 'une masse h6t4rog~ne en rotation (i888; i). 

112. Sur ]a figure de la Terre (I888; 2). 
113. Sur la Th6orie Analytique de la Chaleur (i888; z). 

114. Sur ]es Satellites de Mars (i888; 2). 

115. Sur les S6ries de M. LINDSTEDT (I889; i). 

116. Sur les tentatives d'explieation m6eanique des principes de la Thermo- 

dynamique (I889; x). 
117. Sur la loi 6Iectrodynamique de W~BER (I890; I). 
118. Rapport  sur un M6moire de M. CELL~RI~R intitul6: <,Sur les variations des 

excentricit6s et des inclinaisons>> (i89o; i). 
119. Contribution s la th6orie des exp6riences de H~RI'z (i89o ; 2). 

120. Sur le D4veloppement approeh6 de la fonction perturbatrice (x89i ; i). 

121. Sur l'exp6rience de M. W I ~ E R  (I89I; I). 

122. Sur la r6flexion m6tallique (i89x; i). 
123. Sur l'6quilibre des di61ectriques fluides dans un champ 61ectrique (i89x ; i). 
124. Sur l 'int6gration alg6brique des 6quations diff6rentielles (i89i ; i). 

125. Sur la Th6orie de l'Elasticit6 (i89i; I). 
126. Sur la Th6orie des Oscillations hertziennes (I89I; 2). 
127. Sur la Distribution des Nombres Premiers (I89x; 2). 

128. Sur un mode anormal de propagation des ondes (i892 ; I). 
129. Sur la Th6orie de l'Elasticit6 (i892; I). 

130. Rapport  sur un m6moire de M. BLO~DLOT relatif aux oscillations hertzi- 
ennes (x892; I). 

131. Sur la propagation des oscillations hertziennes (i892; I). 

132. Sur la Propagation des Oscillations Electriques (i892; I). 

133. Sur rApplication de la m6thode de M. LI~DSTEDT au probl~me des trois 
corps. (~892; I). 

134. Sur l'Analysis Situs (i89z; 2). 
Acta mathematica. 38. Impr im~ le 27 mars  1913. "2 
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135. Sur les M6thodes nouvelles de la M6canique c61este (1892 ; 2). 

136. Rappor t  sur le Concours du prix Bordin (1892 ; 2). 

137. Sur la Th6orie cin6tique des gaz (deux notes) (1893; I). 

138. Sur les transformations birationnelles des courbes alg6briques (I893; 2). 

139. Sur la g6n6ralisation d'un th6or~me d'EULER relatif aux poly~dres (1893 ; 2). 

140. Observations sur une communication de MM. BIRKELA:ND ct SAlqASIN 

sur la nature de la r6flexion des ondes 61ectriques au bout  d'un fil 

conducteur (1893 ; 2). 
141. Sur la propagation de l'61eetricit6 (i893; 2). 

142. Sur certains d6veloppements en s6ries que l'on rencontre dans la th6orie 

de la propagation de la chaleur (1894; I). 

143. Sur l '6quation des vibrations d'une membrane (1894; i). 

144. Sur la S~rie de LAPLAOv. (1894; I). 

145. Rappor t  verbal concernant une d6monstration du th6or~me de FERMAT, 
adress6e par M. G. KORNECK (1894 ; I). 

146. Sur l'6quilibre des mers (1894; i). 

147. Rappor t  sur un m6moire de M. STIZLTJES intitul6: ,>Recherches sur les 

fractions continues~> (1894; 2). 
148. Rappor t  sur le Concours du prix Bordin (en commun avee MM. PICARD 

et APPELL) (1894 ; 2). 
149. Sur un proc6d6 de v6rification applicable au caleul des S6ries de ]a M6- 

canique C61este (1895 ; I). 

150. Sur ]es fonctions ab61iennes (1895; I). 

151. Sur la m6thode de NEVMAI~N et le probl~me de DmmnL~T (1895; I). 
152. Observations au sujet d 'une communication de M. DESLA~DRJ~S intituMe: 

<,Recherehes spectra]es sur ]a rotation et les mouvements  des plan~tes,> 

(1895 ; I), 
153. Sur le spectre cannel6 (1895; i). 

154. Remarque sur un m6moire de M. JAuMA~in t i tu l6 :  >>Longitudinales Lieht,> 

(1895 ; 2). 
155. l~6ponses ~ M. JAUMANN (trois notes) (1896; i). 
156. Sur l'6quilibre d 'un corps 61astique (1896: I). 

157. Observations au sujet d 'une eommunication de M. P~.RRIN sur quelques 

propri6t6s des rayons R6I;TG~T (1896 ; I). 
158. Sur la divergence des s6ries de la M6canique C6leste (1896; i). 

159. Sur la divergence des s6ries trigonom6triques (1896; i). 

160. Observations au sujet d 'une communication de M. I}E M~.Tz sur la photo- 

graphie h l'int6rieur des tubes de CROOKES (I896; I). 



161. 

162. 

163. 
164. 

165. 

166. 

167. 
168. 
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Observations au sujet d 'une communication de M. DE METZ (I896 ; 2). 

Remarques sur une experience de ~ .  BmKELA~SD (I896; 2). 

Sur ]es solutions p~riodiques et le principe de moindre action (i896; 2). 
Sur une forme nouvelle des 6quations du probl~me des t rois  corps 

(I896 ; 2). 
l~apport sur le m6moire de M. HADAMARD (prix Bordin) (I896; 2). 

Sur la m6thode de BRU~S (i896; 2), 

Les solutions p6riodiques et le principe de moindre action (i897; I). 
Sur les pdriodes des int6grales doubles et le d6veloppement de la fonction 

perturbatrice (i897; I). 
169. Sur les fonctions ab61iennes (i897; i). 

170. Rapport  sur un m6moire de M. HADAMARD (lignes g6od6siques sur les sur- 

faces s courbures oppos6es) (i897; 2). 
171. Rapport sur un m~moire de M. LE R o t  (Equati6ns de la ehaleur) (i897; 2). 

172. Sur les p6riodes des int6grales doubles (I897; 2). 
173. Sur le d6veloppement approch6 de la fonction perturbatrice (i898; i). 
174. Les fonctions fuchsiennes et l'~quation J u - - e  ~ (I898; i). 

175. Rapport  sur le Concours du Grand prix des Sciences math6matiques 

(En commun avec M. PICARD) (i898 ; Z). 

176. Le ph6nom6ne de HALL et la th6orie de LORENTZ (I899 ; I). 
177. Sur les nombres de B~TTI (I899; I). 
178. Sur les groupes continus (i899; i). 

179. Appr6ciation d'un Ouvrage de M. V. BJERKNES intitul6: >>Vorlesungen fiber 

hydrodynamisehe FernkrMte (i9oo; i). 
180. l~apport sur le projet de revision de i'arc m6ridien de Quito (x9oo; 2). 

Acta mathematica. 

181. Sur les R~sidus des Int~grales Doubles (Tome 9). 
182. Remarques sur les int6grales irr6guli~res des ~quations lin~aires (R6ponse 

s M. THOM~) (Tome Io), 

183. Sur le Probl6me des Trois Corps et les Equations de la Dynamique (M~- 

moire couronn~ dans le coneours institu~ par S. M. le roi de Suede) 

(Tome I3). 
184. Sur la Polarisation par Diffraction (Tome i6). 

185. La M~thode de NEUWA~N et le Probl~me de DIRICHLET (Tome 2o). 
186. Sur la Polarisation par Diffraction (Suite) (Tome 2o). 
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187. Sur 

188. Sur 

189. 

190. 

Henri Poincard. 

une forme nouvelle des 6quations du probl~me des Trois Corps (Tir~ 

du Bulletin Astronomique) (Tome 21). 
]es rapports de l 'Analyse Pure et de la Physique Math4matique (Con- 

f6rence faite au congr~s de Ziirich; reproduite dans les comptes l~en- 

dus du congr~s de Ziirich et dans la Revue G~n6rale des Sciences; 
traduite en anglais dans Bulletin of the American mathematical Society, 

1898, et en polonais dans Wiadomosci Matematyczne) (Tome 21). 
L'ceuvre math~matique de WEIERSTm~SS (Tome 22). 

Les Propri~t~s du Potentiel et les Fonctions Ab~liennes (Tome 22). 

Journal des Mathematiques Pures et Appliquees. 

(Journal de Liouville) (4 e s~rie). 

191. Les Fonctions fuchsiennes et l 'Arithm~tique (i887). 

192. Sur une C]asse Nouvelle de Transcendantes Uniformes (I89o). 
193. Extension aux nombres complexes de ]a MSthode de M. TCHEB]CHEFF pour 

l'~tude des Nombres premiers (i892). 
194. Remarques diverses sur les fonctions ab~liennes (i895). 

195. Sur l 'Equlibre et le Mouvement des Mers (deux articles) (i895). 
196. Sur ]es P~riodes des Int~grales doubles et le d~veloppement de la Fonction 

Perturbatr ice (i897). 
197. Les fonctions fuchsiennes et l '~quation ~/u ~ e  '' (I898). 

198. 
199. 

Journal de l'Ecole Polytechnique. 

Notice sur Halphen (6o ~ cahier, i89o ). 
Analysis Situs (2 ~ s6rie, x er eahier, 1895). 

American Journal  of  Mathematics.  (Baltimore.) 

200. Sur les Equations aux D6riv6es partielles de la Physique Math~matique 

(Tome 12). 
201. Sur les Fonctions s Espaces lacunaires (Tome 14). 
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Bulletin Astronomique. 

202. Sur un moyen d'augmenter la Convergence des S~ries Trig0nom6triques 

(Tome 3). 
203. Sur ]a Figure de ]a Terre (Deux articles) (Tome 6). 
204. Sur le Probl~me des Trois Corps (Tome 8). 
205. Discours pronone6 aux Obsbques de M. TISSERAND (reproduit dans 

l'Annuaire du Bureau des Longitudes) (T. I3). 
- -  Sur une Forme nouvelle des 6quations du probl~me des Trois Corps (Voir 

aussi Acta Mathematiea)(T. i4). 
206. Sur les P~riodes des Intggrales Doubles et" le D6veloppement de la Fonc- 

tion Perturbatrice (T. x4). 
207. Sur le Ddveloppement de la Fonction Perturbatrice (T. ~4.) 
208. Sur l'int6gration des Equations du Probl~me des Trois Corps (T. I4). 
209. Sur le D6veloppement de ]a Foncgion Perturbatriee (Deux notes) (T. i5). 
210. Sur la Fagon de grouper les Termes des S6ries trigonom6triques que l'on 

rencontre en M6canique C61este (T. I5). 
21I. Analyse d 'un Ouvrage de C~. ANDR~ intitul6:>)Trait6 d'Astronomie stel- 

laire~) (T. x6). 
212. Sur l 'Equilibre d 'un Fluide en Rotation (T. i6). 
213. Sur ]es Quadratures M~eaniques (T. I6). 
214. Sur le Mouvement du Perig4e de la Lune (T. I7). 
215. Sur te D4terminant de HILL (T. i7). 
216. Sur les Equations du Mouvement de la Lune (T. i7). 
217. Les Mesures de Gravit~ et la G~od6sie (T. I8). 

Circolo Matematico di Palermo. 

218. Sur une Propri6t6 des Fonctions Analytiques (T. z). 
219. Sur l 'Int6gration alg6brique des Equations diff6rentielles du x er ordre et du 

~er degr6 (T. 5). 

220. Sur les Equations de la Physique Math6matique (T. 8). 
221. Sur l'int6gration alg4brique des Equations diff6rentielles du i ~ ordre et du 

i ~ degr6 (T. II)i 
222. Compl6ment ~ l'Analysis Situs (T. I3). 
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223. 
224. 

225. 

Henri Poincard. 

Archives des Sciences Physiques et Naturelles de Geneve. 

(3 e p6riode.) 

Contribution s la Th6orie des Exp6riences de HERTZ (T. 24). 
Sur le Calcul do la P6riode des Excitateurs hertziens (T. 25). 

Sur la R6sonance multiple des Oscillations hertziennes (T. 25). 

226. 

Bulletin de le Socidte Mathematique de France. 

Sur los Hypoth6ses Fondamentales de la g6ometrie (Traduit en russe dans 

Bulletin de la Soci4t6 physico-mat6matique de Kasan, i893) (T. I5). 

Annuaire du Bureau des Longitudes. 

227. La Lumi6re et l 'Electricit6 d'apr6s MAXWELL et HEaTZ (Voir Revue Seien- 

tifique; traduit  en anglais dans Nature, i894, et dans Annual Report  

of the Board of Regents of the Smithsonian Institution, i896 ) (i894). 
228. Rapport  sur la proposition d'unification des jours astronomique et civil 

(I895)- 
229. Les Rayons Cathodiques et les Rayons R6NTOE• (Voir Revue Seientifique) 

(~897). 
- -  Discours pronone6 aux fun6railles de TIssERA~])(Volt Bulletin Astrono- 

mique et M6moires de l 'Institut) (i897). 
230. Sur la Stabilit4 du Syst6me Solaire (Voir Revue Scientifique; traduit  en 

anglais dans Nature, i898 ) (i898). 
231. Discours prononc6 ~ l ' Inauguration de la statue de F. TISSERA~D (I9OO). 

- -  Rapport  sur le Projet de Revision de l'Arc m6ridien de Quito (Voir Comp- 
tes Rendus, Revue G6n6rale des Sciences et Association G6od6sique 

internationale) (xgoi). 

L'Eclairage Electrique. 

(Paris, Carrd et Naud.) 

232. Apropos de la th6orie de LARMOR (Quatre articles Tomes III  et V~ i895 ). 
233. Pol6mique avec M. JAU~ANN (Quatre articles, i895 et i806 ). 

234. Sur le Ph6nom6ne de ZEEMA~ (I897). 
235. Lettre sur la D6cimalisation de i 'Heure (i897). 
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236. La dScimalisation de l 'heure et de la circonf4rence (i897). 
237. Observations au sujet de la Note de M. J. J. THOMSO~ intitul4e: )>On the 

Cathode Rays)) (i897) . 
238. L'4n4rgie magnStique d'apr~s MAXWELL et d'apr~s HERTZ (1899). 
239. Sur le PhSnom~ne de ZEEMAN et ]a Th~orie de LORE~TZ (I899). 
240. Sur t ' induetion Unipolaire (i9oo). 

241. 
242. 

Nature. 

(Londres.) 

Pol4mique avec M. TAIT (1893). 
FOUaIER'S Series (Lettre ~ A. A. MIC~ELSO~) (I899). 

Proceedings of the London Mathematical Society (Juin 1900). 

243. Second Compl4ment ~ l 'Analysis Situs. 

244. 
245. 
246. 
247. 

248. 
249. 
250. 
251. 

252. 
253. 

254. 

Revue de Metaphysique et de Morale. 

(Paris, Armand Collin.) 

Le Continu Math6matique (Janvier i893 ). 
Le M4canisme et l 'Exp6rienee (Novembre i893 ). 
Le M6canisme et l 'Exp4rience (R6ponse ~ M. L~CHALAS) (Mars I894 ). 
Sur la Nature  du Raisonnement  Math~matique (Traduit  en russe darts Bulle- 

tin de l'a Soei4t~ physico-math4matique de Kasan, i898 ) (Juillet i894 ). 
L 'Espace et ]a G4om4trie (Novembre i895 ). 
R~ponse s quelques Critiques (Janvier i897 }. 
La Mesure du Temps (Janvier i898). 
Sur les Fondements  de la G4om4trie, s propos d 'un livre de M. RUSSELL 

(Mai i899 ). 
R4ponse ~ M. RUSSELL (Janvier i9oo ). 
Comptes Rendus des S4anccs du Congr~s de Philosophie; discussion; (Sep- 

tembre  i9oo ). 

The Monist. 

(Chicago.) 

On the Foundat ions  of Geometry (Oetobre i898 ). 
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Revue Gdndrale des Sciences. 

(Paris, Carrd et Naud, puis Armand Collin.) 

255. Le Probl~me des Trois Corps (T. 2; 1891). 

256. Les Gdom~tries non EucJidiennes (traduit en anglais dans Nature) (T. 2; 

I89I ). 
257. Lettre ~t M. MOURET sur les Gdomdtries non euclidiennes (T. 3; I892). 
258. Les Formes d'dquilibre d 'une Masse fluide en Rotation (T. 3; I892). 

259. Sur la Thdorie Cindtique des Gaz (T 5; I894)- 
260. Les Rayons cathodiques et les Rayons RSNTGEN (T. 7; I896)" 

261. La Vie et les Travaux de F. TISSERA~D (T. 7; z896)" 

262. Les iddes de HERTZ sur la Mdcanique (T. 8; i897). 
263. Rdflexions sur le Calcul des Probabilitds (T. io; I899). 
- -  Les Rapports de l 'Analyse et de la Physique mathdmatique (Voir Acta 

Mathematica et Congr~s des Mathdmaticiens h Ziirich) (T, 8; I897). 
- -  Rapport  sur le projet de revision de l'arc mdridien de Quito (Voir Comptes 

Rendus, Annuaire du Bureau des Longitudes et Association Gdoddsique 

internationale) (19oo). 
264. Sur les Rapports de la Physique mathdmatique et de ]a Physique exp~ri- 

mentale (Voir Revue Scientifique et Congrbs International de Physique; 

traduit  en allemand dans Physikalische Zeitschrift, I9oo--I9oi,  et en 

anglais dans The Monist, July  i9o2) (T. i i ;  I9oo). 

265. 
266. 

L'Enseignement Mathematique. 

(Paris, Carrd et Naud.) 

La Notation Diffdrentielle et l 'Enseignement (T. i). 
La Logique et l ' Intuition dans la Science Mathdmatique et l 'Enseignement 

(T. i). 

267. 

268. 

L'Intermediaire des Mathematiciens. 

(Paris, Gauthier Villars.) 

Sur le faisceau de cubiques passant par huit points d 'un plan (Question 

proposde) (T. I). 
Sur ]e rdseau de quadriques passant par sept points donnds dans l'espace 

(Question proposde) (T. i). 



Analyse de Ses travan)~ seientifiques. 17 

269. Sur te problgme de la ro ta t ion  d ' un  corps solide au tour  d ' un  point  fixe 

(gdponse 5~ une question proposSe par  M. APPELL) (T. I). 

270. Sur le thdorgme de GOZD~.~CH relat if  aux nombres premiers (Question pro- 

posde en commun avec E. CATALAn) (T. I). 

271. Sur des courbes gauehes particuli6res (Question proposde en eommun avec 

M. L~ON AUTOZ~NE) (T. 1). 

272. Sur une propri6t~5 d'une fonetion algdbrique d'un are (Rdponse ~ une question 

proposde par  M. H. DELLAC) (T. I). 
273. Sur certaines familles de courbes algdbriques (Question proposde) (T. I e t  T. 7). 

274. 

Cambridge Philosophical Transactions (Vol. XVIII). 

Jubild de sir G. G. Stokes. 

Sur les Groupes Continus (:t899). 

275. 

Jubile de Lorentz. 

(Leyde 1900.) 

L~ Thdorie de LOREI~TZ et le Principe de R~action (Voir Archives Nder- 

]andaise des Sciences exactes et naturelles). 

276. 

277. 

278. 

279. 

280. 

281. 

282. 

Archives Neerlandaise des Sciences exactes et naturelles. 

La thdorie de LORENTZ et]e Principe de Rdact ion (Voir JubiM de LORENTZ) 
(I9oo). 

Publications chez Gauthier Villars. 

Notice sur les Travaux  Scientifiques de M. POI~CAR~ I884. 

~> >) >~ ,> ,> >) >> ,> 1886. 

Les Mdthodes Nouvelles de la M6eanique Cdleste (Tome ~, i892 ). 

,> ~> >> ,> ,> ,> ,> (Tome 2, 1893). 

,> ,> ,> ,> ,> ,> >> (Tome 3, I899). 
Legons de M. TlSS~RA~D sur ]a D6terminat ion des Orbites; pr6face de M. 

POI~CARg (Voir Bullet in des Sciences math6matiques)  (i899). 

Discours prononc6 au Jubild de M. I-IERMITE (Voir R e v u e  des Questions 

scientifiques) (z892). 

(Euvres de LAGUERRE; prdfaee de M. POI~OAR~ (Voir Comptes Rendus)  (x898). 
Acta mathematica. ~ .  Imprim4 le 27 mars 1913. 
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283. Les G4om4tries non-euclidiennes; Note dans le Trait~ de G4om4trie par E. 

ROVCHE et Cm D~ CO~IBEROVSSE, II ~ partie (i9oo). 

Publications chez G. Carre et Naud. 

284. Th4orie MathSmatique de la Lumigre (Traduction en allemand: Berlin, 

Julius Springer, I894 ) (Tome i, I889). 
285. Th6orie Math4matique de la Lumi~re (Tome 2, i892). 
286. Electricit4 et Optique (~re Edition) (Traduction en allemand: Berlin, Ju-  

lius Springer, i89i ) (Tome i, z89o). 
287. Eleetricit6 et Optique (i ~e Edition) (Traduction en allemand: Berlin, Ju-  

lius Springer, i89i ) (Tome 2, I890.  

288. Capillarit6 (I895). 
289. Th6orie de l'Elasticit6 (I892). 

290. Th4orie des Tourbillons 0893 ). 
291. Thermodynamique (Traduction en allemand: Berlin, Julius Springer) (I892). 

292. Les Oscillations Electriques (i894). 

293. Th4orie Analytique de la Propagation de la Chaleur (I895). 

294. Calcul des Probabilit~s (i896). 

295. Th4orie du potentie] Newtonien (i899). 
296. Cin4matique et M4canismes; Potentiel et Dynamique des Fluides (3 ~ ~di- 

tion; les deux premi6res ont 4t~ publi4es chez Hermann;  vide sup. 

N o Io3) (I899). 
297. La Th4orie de MAXWELL et les Oscillations hertziennes (Collection Scientia) 

(~899). 
298. Eleetrieit6 et Optique, 2 e ~dition (i9ox). 

Memoires de l'Institut. 

- -  Diseours pronone5 aux fun4railles de TISSER.~,ND (Voir Bulletin Astrono- 

mique et :4nnuaire du Bureau des Longitudes) (i896). 
299. La Cgod~sie Fran~aise, discours prononc4 g la s6ance des Cinq Acad6mies, 

le z 5 0 c t o b r e  I9oo (Voir Bulletin de la Soci4t4 astronomique de France). 

Bulletin de la Societe astronomique de France. 

- -  La G~od~sie Frane, aise (Voir M4moires de l ' Institut) (I9oo). 
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Imprimerie Nationale. 

Rappor t  sur le projet de d6cimalisation du Temps at de la Circonf6rence. 

Revue Scientifique. 

- -  La Lumi6re et l 'Eleetrieit6 d'apr6s MAXWELL et HERTZ (Voir Annuaire du 

Bureau des Longitudes) (1894) . 

301. Diseours pronone6 au Jubil6 de M. BERTRAND (Voir Annuaire de l 'Ecole 

Polytechnique) (1894). 

- -  Les rayons cathodiques et les rayons RONTGEN (Voir Annuaire du Bureau 

des Longitudes) (1897) . 

- -  Sur la stabilit6 du syst6me solaire (Voir Annuaire du Bureau des Longitudes) 

(I898). 
- -  Sur les Rapports  de la Physique Math6matique et de  la Physique Exp6ri- 

mentale (Voir Revue G6n6ra]e des Sciences et Congr6s de Physique) 

(19oo). 

Comptes rendus des S~ances de la Conf4rence generale de l'Association 
Geodesique internationale. 

Rappor t  sur le projet de revision de l'arc m6ridien de Quite (Voir Comptes 

Rendus, Annuaire du Bureau des Longitudes at Revue G6n6rala des 

Sciences) (19Ol) . 

Annuaire de I'll.cole Polytechnique. 

Diseours pronone6 au Jubil6 de M. BERTRAND (Voir Revue Seientifique~ (i895). 

Bulletin des Sciences mathematiques. 

Pr6face de l 'Ouvrage posthume de F. TISSERAI~D intitul6: Legons sur ]a 

DStermination des Orbites (Voir Gauthier Villars) (2 e s6rie, t. 23; 1899). 

Revue des Questions scientifiques. 

(L0uvain.) 

Discours pronone6 au Jubil6 de M. H~R~[tTE (Voir Gauthier Villars) (2 e s., 

t. 3, 1893). 
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Les 

302. 
303. 

Congres Internationaux. 

Rapports de l'Analvse et de la Physique Math4matique (Voir Acta 
Mathematica et Revue G~n~rale des Sciences) (Congr~s des 5Iath4mati- 

ciens ~ Ziirich i897 ). 
Sur les Rapports de la Physique MathPmatique et de la Physique Exp4ri- 

mentale (Voir Revue G4n4rale des Sciences et Revue Scientifique) 

(Congr~s de Physique, Paris, i9oo ). 
Sur lea Principes de la M4canique (eongr~s de Philosophie, Paris, i9oo ). 
Sur le RSle de la Logique et de l 'Intuition dans la Science Math4matique 

(Congr&s des Math5maticiens, Paris, i9oo ). 

30t. Sur 

Divers. 

l 'application du Calcul des Probabilitds (Lvttre de M. H. POI~-C_~E ~t 
M. P. PAISLEVl~: Le Proems Dreyfus devant le Conseil de Guerre de 

Rennes, 7 aoiit--gl septembre z899. Paris, P.-V. Stock, t. III, i9oo). 

Ouvrages publies depuis 1901. 

Comptes-Rendus des seances de l'Academie des Sciences. 

305. Sur la th6orie de la prbeession (I(!OI; I). 

306. Sur une forme nouvelle des 4quations de la m~canique (traduit~ en russc 

dans Bulletin de la Soci4ti. physico-math6matique de Kasan ,  x9oi ) 

(i9oi ; i). 
307. Rapport  sur les papiers laiss4s par HALPHEh ~ (IgOI; 2). 
308. Sur l')>Analysis situs~> (i9oi ; _o). 
309. Sur la connexion des surfaces alg4briques (i9oI; 2). 

310. Rapport  pr(~sent4 au nora de la commission charg4e du contrSle scientifique 
des operations g6od4siques de l '4quateur (igoz; i). 

311. id. (i9o3; i). 
312. id. (i9o4; i). 

313. Th4orie de la balance azimutale quadrifilaire (i9o4; I). 
314. Sur la m4thode horistique de GYLDEh" (traduit en al]emand dans Physika- 

lische Zeitschrift, i9o4)(i9o4:  i). 
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316. 

317. 
318. 
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Rapport  sur le Concours du Prix Leconte (19o4; 2). 
Sur la g6n6ralisation d 'un th6or~me 61~mentaire de G6om6trie (19o5; x). 

Sur la dynamique de l'6]ectron (19o5; i). 
Rapport  prSsent6 au nom de la commission charg6e du contr61e scienti- 

fique des op6rations g6od6siques de ]'~quateur (19o5; i). 
319. Rapport  sur un M6moirc de M. BACHELIER intitul6: ~>Les probabilit6s con- 

tinues,, (19o5; 2). 
320. Rapport  sur le Contours du Prix Damoiseau (19o5; 2). 
321. Sur des Membres de l'Acad6mie des Sciences (i9o6; I). 
322. Sur des Membres de l'Acad6mie des Sciences et sur des Membres de la 

Mission g6od6sique ~ l '6quateur (19o6; 2). 
323. Rapport  pr6sent6 au nom de la commission chargde du contr61e Scienti- 

fique des op6rations g6od6siques de l 'dquateur (19o7; 2). 
324. Rapport  sur le Contours du Prix Vaillant (19o7; 2). 
325. Rapport  sur lc C0ncours du Prix Monthyon (19o8; 2). 

326. Remarques sur l '6quation de FREDHOLM (1908; 2). 
327. Sur quelques applications de la m6thode de M. FREDHOL• (I909; I). 

328. Les ondes hertziennes et l '6quation de FREDHOLM (1909; I). 

329' id. (19o9; I). 
330, Sur la diffraction des ondes hertziennes (19o9; I). 

331. id. (19o9; I). 

332. id. (19o9; i). 
333. id. (19o 9; 2). 
334. Sur les courbcs t rac6es sur les surfaces alg6briques (19o9; 2). 
335. Sur une g6n6ralisation de la m6thode de JACOBI (i909; 2). 
336. Pr6sentati0n du tome I I I  des Legons de M6caniquc c61este professdes ~ la 

Sorbonne (191o; 1). 
337. Sur les signaux horaires destin6s aux marins (i9io; I). 
338. Sur l'envoi de l 'heure par la t616graphie sans fil (191o; 2). 
339. Pr6sentation de la 2 e 6dition de l 'ouvrage Calcul des Probabilit6s 

(1911 ; 2). 
340. Pr6sentation des Legons sur les Hypothbses eosmogoniques (1911; 2). 

341. Sur la th6orie des quanta (1911 ; 2). 
342. Sur la diffraction des ondes hertziennes (1912; I). 
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Acta mathematica.  

343. Sur les fonetions ab61iennes (t. 26, i9o2 ). 

344. Sur la mSthode horistique de GYLDIgN (t. 29, I9o5). 

345. Sur l 'uniformisation des fonctions analytiques (t. 3I, I9o8). 

346. R6flexions sur les notes de M. A. S. SC~OENFHES et de 5I. E. ZERMELO 

(t. 32 , I909). 
- -  Remarqucs diverses sur l '4quation de FRED/cIOLM (t. 53, I9IO): voir Assoc. 

frang, p. l'avanc, des sciences. 

347. Rappor t  sur le Prix Bo]yai d4cern4 le i8 Octobre i9io (t. 35, I9II).  

Journal de mathematiques  pures et appliquees. 

(Journal de Liouville, 5 ~ et 6 e s~ries.) 

348. Sur les propri4tSs arithm~tiques des courbes algSbriques (i9oi). 

349. Sur les cycles des surfaces alg6briques. QuatriSme complSment ~ l',>Ana- 

lysis situs,, (~9oz). 

350. Sur l 'int6gration alg6brique des 6quations lin6aires et les p6riodes des int6- 

grales ab61iennes (i9o3). 
351. Sur les p6riodes des int6grales doubles (i9o6). 

Annales scientifiques de l'Ecole Normale Superieure. 

352. Sur les eourbes trac6es sur les surfaces alg6briques (3 e s6rie t. 27; I9Io). 

353. 

Journa l  fiir die reine und angewandte  Mathematik.  

(Journal de Crelle). 

Sur les invariants arithm6tiques (t. 129; I9o5). 

Circolo Matematico di Palermo. 

354. Quelques rernarques sur les groupes continus (t. I5; I9oI). 

355. Cinqui~me compl6ment s l' >> Analysis situs,) (t. i8; i9o4). 

356. Sur la dyn~mique de ]'Slectron (t. 2i; I9o6 ) . 
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357. Les fonctions analytiques de deux variables et la repr6sentation conforme 

(t. 23; 19o7). 
358. Nouvelles remarques sur les groupes continus (t. 25; I9o8). 

- -  L 'avenir  des matb6matiques (t. 26; 19o8): Voir Congr6s de Rome. 

359. Sur la r6duetion dos int6grales ab61iennes ct les fonctions fuchsiennes (t. 27; 

19o9). 
360. Sur  la diffraction des ondes hortziennes (t. 29; I91o). 

- -  Rappor t  sur le Prix Bolyai d4cern6 le 18 Oetobre 191o (t. 31; 1911): voir 

Acta mathematiea.  

36l. Sur un th6or6mc en g6om6trie (t. 33; 1912). 

Philosophical Transactions of the Royal Society of London. 

362. Sur la stabilit6 de l'~quilibre des figures pyriformes affect6es par uno 

masse fluide en rotation (19o2). 

Proceedings of the Royal Society of London. 

363. Sur la Stabilit6 de l 'Equilibre des Figures Pyriformes affect6es par une 

Masse fluidc en Rotat ion (oct. 19Ol ; t. 69). 

364. Sur la diffraction des ondes 61octriques (mai 19o3; t. 72). 

Bulletin astronomique. 

365. Sur los d6viations d e  la verticale en G6od~sie (t. 18; I9Oi ). 

366. Observations au sujet de l'article de F. H. SEAR•S, intitul6: Sur les qua- 

dratures m6caniques (t. i8;  19Ol). 

367. Les solutions p6riodiques et les p]an~tes du type  d 'H6eube (t. 19; i9o2). 

368. Sur les plan&tes du type d'H~cube (t. 19; I9O2 ). 

369. Sur uu th6or~mc g6n~ral relatif aux mar6es (t. 2o; I9O3). 
370. Sur la m6~hode horistique. Observations sur l 'Article de M. BACXLUI~I) 

(t. 21; 1903). 
371. Sur la d6termination des orbites par la m6thode de LAPLACE (t. 23; I906). 

372. Sur los petits diviseurs darts la th6orie de la Lune (t. 25; I9O8). 

373. Sur |a pr6eession des corps d6formables (t. 27; 19!o ). 

374. l~emarques sur l 'hypoth6se de LAPLACE (t. 28; 1911 ). 

- -  Discours prononc6 aux fun6raitles de M. ROI)OLrHE RADAU (t. 29; I912): 
voir Mgmoires de l ' Insti tut .  
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Annuaire du Bureau des Longitudes. 

375. Sur  la t~14graphie sans fil ( t radui t  en a l lemand dans Deutsche  Mcchaniker-  

Zeitung, i9oz ) (i9o2). 

- -  Discours prononc5 aux fun4railles de M. A. Comx~ ~ (i9o3): voir M~moires 

de l ' Ins t i tu t .  

376. Not ice  sur M. ~IAURICE L(:EWY (I908). 
377. Note  sur ]a XVI  e conference de l 'associat ion g6od~sique in te rna t iona le  

(I9II). 
378. Not ice  n4crologique sur M. ]~OUQUET DE LA GRYE (IO:[I). 

379. Discours prononc~ aux  fun4railles de M. P.~rL GArTIEa (IgII) .  

- -  Discours prononc~ aux  fun4raiHes de M. RODOLPE RADAU (IOI3): voir  ~[~- 

moires de l ' Ins t i tu t .  

380. 

381. 

Bulletin de la Societe mathematique de France. 

Sur les surfaces de t rans la t ion  et les fonct ions  abSliennes (t. 29; I9OI ). 
Sur cer ta ines  surfaces alg~briques. Troisi~me compl~ment  ~t l',>Analysis 

situs,> (t. 30; I902)- 

Bulletin de le Societ6 Fran~aise de Physique. 

382. Sur M. A. CoR~v ( le t t re  h M. ('.-5I. GARIEL; avril  i9o2 ). 

- -  Discours prononc6 aux  fun4railles de M. A. COR~U (avril  i9o2): voir  M4- 

moires de l ' Ins t i tu t .  

383. Sur les T r a v a u x  de la Soci6t6 Franqaise de Phys ique  ( janvier  19o3). 

384. R4flexions sur la th4orie ein4tique des gaz (juillet  i9o6 ). 

Transactions of the American mathematical Society. 

385. Sur |es lignes g4od6siques des surfaces convexes  (I9o5). 

Journal de Physique theorique et appliquee. 

386. R6flexions sur la th6orie cin6tique des gaz (4 e s6rie, t. 5; I9O6). 

387. Sur la th4orie des q u a n t a  (5 e s6rie, t. 2; I9Iz) .  

388. Les rappor t s  de la mat i6re  et  de l '6 ther  (5 e s6rie, t. 2; I912). 
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Bulletin des Sciences math4matiques. 

389. Analyse d 'un m6moire de M. ZAREMBA (2 e s4rie, t. 26; 19o2). 

- -  Fondements de la G6om6trie (t. 26; 19o2 e t t .  27; I9O3): voir Journal  des 
Savants. 

390. L '6tat  aetuel et l 'avenir de la Physique math6matique (traduit en anglais 

dans Congress of Arts and Science, Universal Exposition, Saint-Louis, 

19o5, dans The Monist, 19o 5, et dans Bulletin of the American mathe- 

matical Society, 19o6; en japonais dans Tokyobuteu  ri gakkozashi, 

19o5) (t. 28; 19o4). 
- -  L'avenir des math6matiques (t. 32; I9O8): voir Congr~s de Rome. 

- -  Rappor t  sur le Prix Bo]yai d6cern6 le 18 Oetobre I9iO (t. 35; I911): voir 
Aeta mathematica.  

L'Eclairage 41ectrique. 

391. Sur les excitateurs et r6sonateurs hertziens (t. 29; 19Ol ). 

392. Sur les propri6t6s des anneaux ~ collecteurs (deux notes) (t. 30; I9O2). 

393. A. CoRI~u (t. 31; 19o2). 
394. Sur les exp4riences de M. CR~I~IIEU et une objection de M. WILSON (]ettres; 

t. 31; 19o2). 
395. Sur la propagation du eourant en p6riode variable sur une ligne munie 

de r6eepteurs (t. 40; 19o4). 

396. A. P6TIE~ (t. 43; 1905). 
397. Sur le r6cepteur t616phonique (t. 50; 19o7). 

398. Sur quelques th6or6mes g6n6raux relatifs ~ I'61eetrotechnique (t. 50; 19o7). 

La lumibre electrique. 

399. Lord KELVIN (2 ~ s6rie, t. i ;  19o8 ). 

400. Sur la th6orie de la commutation (2 e s6rie, t. 2; 19o8 ). 

401. Sur la t616graphie sans fil (2 ~ s6rie, t. 4; I9O8). 

Sur la diffraction des ondes hertziennes (2 ~ s6rie, t. 8; 19o9): voir Comp- 

tes Rendus. 

402. Sur la diffraction des ondes hertziennes (traduit  en allemand dans Jahr-  

buch der drahtlosen Telegraphie und Telephonie, 191o ) (2 ~ s6rie, t. xo 

et t. I I ;  I9iO). 
403. Sur diverses questions relatives s la t616graphie sans fil (conf4rence: 

2 e s6rie, t. 13; 1911 ) . 
Acta matherna~ica. 38. Imprim~ le 27 mars 1913. 4 
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Mathematische Naturwissenschaftliche BlOtter. 

404. Ueber einige Gleichungen in der Theorie der I-IERTZ'schen Wel]en (I9IO). 

Comptes rendus des sessions de l'Association fran~aise pour l'avancement 
des sciences. 

405. Remarques diverses sur l'~quation de FREDHOLM (38 e s~rie. Lille i9o9). 

406. La m~canique nouvelle (ibid. i9o9). 

407. 

Journal des Savants. 

Fondements de la g6om6trie {analyse de l 'ouvrage de DAVID HILB~.I~T) (tra- 

duit en anglais dans Bulletin of the American mathematical Society, 

19o3) (I9O2). 

Revue de M~taphysique et de Morale. 

408. Sur la valeur objective de ta science (mai i9oz). 

409. L'espace et ses trois dimensions (mai et juillet I9o3). 

410. COURNOT et le principe du calcul infinit6simal (I9o5). 

411. Les math6matiques et la logique (novembre i9o5, janvier et mai i9o6 ). 
412. Apropos  de la Logistique (novembre i9o6 ). 
413. La logique de l'infini (juillet i9o9). 

414. Pourquoi l'espace a trois dimensions (juillet i9Ia ). 

Mind. 

415. Lettre de M. H. POINCAR~ s M. G. F. SWOUT (janvier i9o6 ). 

416. 
417. 

Revue g~n~rale des sciences pures et appliquees. 

Apropos  des exp6riences de M. CR~MIEtT (t. I2; I9oI ). 

Sur la dynamique de l'61ectron (t. i9; I9O8 ). 
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- -  L' inventian math6matique (t. I9; I9O8): voir Bulletin de l ' Inst i tut  g6n6ral 

Psychologique. 

- -  L'Avenir des Math6matiques (t. ~9; I9~ voir Congr6s de Rome. 

418. SULLY PRUDI-IOMME math6maticien (t. 2o; i9o9). 

419. 

Revue du Mois. 

Le Hasard (mai i9o7). 
L'invention math6matique (juillet i9o8): voir Bulletin de l ' Inst i tut  g~n~ral 

Psychologique. 

Vue d'ensemble sur les hypotheses cosmogoniques (octobre iOxi): pr4face 

de l 'ouvrage Lemons sur les hypotheses cosmogoniques, publi6 chez 

Hermann. 

La Revue des Idles.  

L'6tat  actuel et l 'avenir de la Physique math6matique (I9o4): voir Bull. 

des Selene. Hath.  

Scientia (Rivista di Scienza). 

- -  L'Avenir des Math6matiques (i9o8): voir Congr~s de Rome. 

420. L'Svolution des lois ( i9 i i ) .  

421.  La logique de l'infini (I912). 

422. L'espace et le temps (i912). 

Revue Scientifique (Revue rose). 

- -  Sur la t616graphie sans fil (4 ~ s6rie, t. I7; i9o2): voir Annuaire du Bureau 
des Longitudes. 

- -  La m6canique nouvelle (47 e ann6e, 2 o sem. i9o9): voir Assoc. fran 9. p. l 'avane. 
des sciences. 

423. L'hypoth~se des quanta  (5o e ann6e, i e sem. i 9 i i  ). 

424. 
425. 

Bulletin de la societe astronomique de France. 

Les Progr~s de l 'Astronomie en I9OI (discours; mai I902 ). 
Sur la vie et les Travaux de M. FAYE (diseours; novembre i9o2 ). 
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426. 

427. 

428. 

429. 

430. 

Hcm'i PointErS. 

Grandeur de l 'astronomie (confdrence" mai i9o3). 

La terre tourne-t-elle ? (mai i9o4). 

Une image de l 'Univers (janvier i9o5). 
La vole lactde et la thdorie des gaz (traduit  en tch6que dan Ziva, i9o7) 

(conf6renee; avril i9o6 ). 

Allocution prononc6e au Jubil6 de M. CAMILLE FLAMMARION (mars 1912 ). 

Bulletin de la societe industrielle de Mulhouse. 

431. Conf6rence sur les com~tes (x9io). 

L'annee psychologique. 

432. La relativit~ de l 'espace (t. I3; I9o7). 

433. 

434. 

Foi  et Vie (Paris). 

La morale et la science (i3 e annie,  iOiO). 

Les conceptions nouvelles de la mati~re (i5 ~ annie  i912 ). 

Comptes rendus des Seances de la Conference generale de l'Association 
Geodesique internationale. 

Rapports  present6 au nom de la Commission charg~c du contr61e scienti- 

fique des operations g6od6siques de l ']~quateur (I9o 5 et I9o8): voir 

Comptes Rendus. 

435. Ent ropy  f~vrier 19o3). 

The Electrician. 

Journal  de l 'Universite des Annales. 

436. La t614graphie sans fil (conf6rence; avril i9o9). 
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437. 

Bulletin de la Societ~ physico-mathematique de Kasan. 

Rappor t  relatif au I I I  e Concours du Prix LOBATSCHEWSKIJ d6cern6 le 14 

f6vrier 19o 4 (2 e s6rie, t. I4; I9o4). 

The Athenaeum. 

438. La fin de la matibre (f6vrier i9o6 ). 

The Monist. 

439. Le choix des faits (avril 19o9). 

440. 

Conferences du Musee pedagogique. 

Les d~finitions g~n6rales en Math~matiques (traduit en italien dans Perio- 

dieo di Matematiea per l ' Insegnamento seeondario, i9o5, et en es- 

pagnol dans Gazeta de Matem~ticas, 19o5) (conference; 19o4). 

L'Enseignement Mathematique. 

- -  Les d~finitions g~n~rales en Math~matiques (juillet i9o4): voir Conferences 

du i~us6e p6dagogiques. 

- -  L'invention math~matique (septembre i9o8): voir Bulletin de ] ' Insti tut  

g~n4ral Psychologique. 

Bulletin de l'Institut general Psychologique. 

441. L'invention math~matique (conference; mai-- juin  19o8 ). 
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Memoires de l'Institut. 

442. Discours prononc6 aux fun~railles de M. A. COR~U (I9o2). 

443. Rappor t  relatif g la Fondation JEAN DEBROUSSE (1903). 

444. id. (19o4). 

445. id. (I9O5). 

446. id. (19o6) . 
- -  Sur des Membres de l'Acad~mie des Sciences et sur des Membres de la 

Mission g6od6sique ~t l '6quateur (19o6): voir Comptes Rendus. 
447. Sur la Vie et l '(Euvre po~tique et philosophique de SULLY PRUDHOMME 

(discours prononc6 par HE~'RI POI~'CARg k l'Acad6mie fram;aise, en y 

venant prendre s6ance; 19o9). 
448. Discours lu aux fun6railles de M. HIPPOLYTE LA~GLOIS (1909). 

449. Discours prononc6 h l ' Inauguration du Monument 61ev6 k la Mr 

d'OCTAVE GREARD (I909). 
450. Discours prononc6 aux fun6railles de M. RODOLI'HE RADAU (I9II).  

451. 

L'Universite de Paris. 

Sur la v6rit6 seientifique et sur la v6rit6 morale (allocution prononc~e 

au 19 e Banquet  de ]'Association g6n6ra]e des Etudiants  de Paris; juin 

I9O3). 

Questions du temps present (Paris). 

La morale et la science (I9IO): voir Foi et Vie. 

La Revue de Jean Finot (Paris). 

La morale et la science (191o): voir Foi et Vie. 

452. 

Revue international de l'Enseignement. 

Sur la n~cessit6 de la culture scientifique (t. 58; I9O9): voir Divers. 

Allocution prononc6e au Jubil6 de M. GASTO~ D.~RSOUX (t. 59; I912)" 
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Journal de l'~.cole Polytechnique. 

Notice sur la Vie et les (Euvres d'ALFRED CORNU (2 ~ s~rie, io e cahier; i9o5): 

voir Divers. 

Sitzungsberichte der Berliner mathematischen Gesellschaft. 

Sur les courbes trac~es sur les surfaces a]g~briques (octobre ig io  ). 

Revue politique et litteraire (Revue bleue). 

454. Sur ]a participation des Savants /~ la Politique (5 ~ s~rie, t. i ;  I9O4). 

Le Matin (Paris). 

455. Sur l '(Euvre de MARCELIN BERTHELOT (25 mars i907). 

456. Comment se fair la Science (25 novembre i9o8 ). 
457. Comment on invente. Le travail de l 'inconscient (24 d~cembre 19o8 ). 

Le Temps (Paris). 

458. Compte rendu d'ensemble des Travaux du IV e Congr~s des Math6maticiens 

tenu s Rome en i9o8 (2i avril i9o8 ). 

- -  Discours pronone6 ~ l ' Inauguration du Monument 61ev6 s la M6moire 

d'OcTAVE C~R~:ARD (I2 juillet i9o9): voir Mdmoires de ] 'Institut.  

- -  Sur la repr6sentation proportionnelle (2 f6vrier ig i i ) :  voir F. Alcan. 

459. 

L't)pinion (Paris). 

Sur la pr~pond6ranee politique du Midi (25 m a r s  IgII ). 

460. 

E s t  Republicain (Nancy). 

Toast prononc5 au Banquet  de la Soei~t4 amicale des Lorrains de Meurthe- 

et-Moselle (i 9 juin i9o9). 
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Le Petit Temps (Paris). 

Sur la n6cessit6 de la culture scientifique (i aofit i9o9): voir Divers. 

Magyar Szo (Budapest). 

461. Sur la culture scientifique en Hongrie (25 d6cembre i9o6). 

Ouvrages publies chez Gauthier Villars (Carre et Naud). 

462. Figures d'6quilibre d 'une masse fluide (i9o2). 

463. La Th6orie de MAXWELL et les Oscillations hertziennes (Collection Scientia), 

2 e et 3 e 4ditions (Traduction en anglais: London, New York, i9o 4 , 

i9o5; en allemand: Leipzig, Johann Ambrosius Barth, i9o9) (i9o 4, 

z9o7). 
464. Lemons de m6canique c61este profess6es s la Sorbonne (tome I, i9o5). 

- -  >> ,> ,~ ,> ,> ,> ,> ,> ( t o m e  I I ,  1 9 o 7 - - o 9 ) .  

- -  ,> ~ ,> ,> ,> , ~> >> ( t o m e  I I I ,  I9IO). 

465. Thermodynamique, 2 e 6dition (I9O8). 

466. Calcul des Probabilit6s, 2 ~ 6dition (i912). 
A. POTIER; pr6faee des M6moires sur l']~leetricit6 et l 'Optique par A. POTIER 

(I912): voir L']~clairage 61eetrique. 

467. 

0uvrage publie chez Hermann. 

I,egons sur les hypoth6ses cosmogoniques (Traduction en roumain du cha- 

pitre IX:  Orion, Bucuresti,  i912 ) ( i9i i ) .  

468. 

0uvrage publie r 

Sechs Vortr/ige fiber ausgew/s Gegenstfinde aus der reinen Mathematik 

und mathematischen Physik (igio). 

469. 

0uvrages publies chez Flammarion (Paris). 

La science et l 'hypoth6se (Traduction en allemand: Leipzig, B. G. Teubner, 

i9o4, iQo6; en anglais: Londres, Walter Scott, i9o 5, New York i9o 5, 
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x9o7; en espagnol: Madrid, Jos6 Ruiz, i9o7; en hongrois: Budapest, 
x9o8; en japona!s: Tokyo, x9o9; en su6dois: Stockholm, Albert Bon- 
nier, x9zo) (x9o2; compl6t6 en i9o7). 

470. La valeur de la science (Traduction en allemand: Leipzig, B. G. Teubner, 

x9o6; en espagno]: Madrid, Jos6 Ruiz, I9O6; en anglais, New York, 

z9o7) (I9O5). 
471. Science et M6thode (Traduction en allemand: Leipzig, B. G. Teubner, 

i9o9; en espagnol: Madrid, Jos6 Ruiz, z9o6; en anglais du chapitre 
intitul6 Les Logiques nouvelles: The Monist, avril z9z2 ) (i9o8). 

472. Savants et 6crivains (i9io). 

473. 

Ouvrage public par la Carnegie Institution of Washington. 

Pr6face de l 'Ouvrage d e  (~EORGE WILLIAM HILL, intitul6: *Collected Mathe- 

matical Works, (I9o5). 

474. 

0uvrage publie chez Dunod et E. Pinat  (Paris). 

Pr6face de l 'Ouvrage de DEVAuX-CHARBONNEL, intitul6: ~)]~tat actuel de 
la Science 61ectrique~> (z9o8). 

475. 

Ouvrage publie chez F. Alcan (Paris). 

Sur la repr6sentation proportionelle; pr6faee de l 'ouvrage de GEORGES 

LACHAPELLE intitul6: *La repr6sentation proportionnelle en France et 
en Belgique (z9ii). 

Ouvrage publie chez A. Faya rd  (Paris). 

476. Les Sciences et les Humanit6s (I9II). 

477. 

Ouvrage publie chez M. Weissenbruch (Bruxelles), 

Le libre Examen en mati6re seientifique (conf6rence faite le 2I novembre 

z9o 9 aux F6tes organis6es par l'Universit6 libre de Bruxelles pour le 
LXXVe Anniversaire de sa Fondation) (z9io). 

Acta mathematica. 38. lmprim6 le 27 mars 1913. .) 
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478. 

Henri Poincar6. 

Ouvrage publie chez Hachet te  (Paris). 

Ce que disent les choses, par H. POINCAR~, E. PERRIER, P. PAINLEVI~: 

cinq articles de H. POINCARE intitul6s: Les astres. En regardant tom- 

ber une pomme. La Chaleur et l']~nergie. Los Mines. L 'Industr ie  

61ectrique (i912). 

Atti del IV ~ Congresse internazionale dei Matematici (Rome). 

479. L'avenir des Math6matiques (x9o8). 

Divers. 

480. Sur la Par t  des Polytechniciens dans l '(Euvre scientifique du XIX  e sibcle 

(allocution prononc6e ~ la 36e Assembl6e g6ndrale de la Socidt6 amicale 

de secours des anciens 61~ves de l']~cole Polytechnique; Compte rendu, 

Gauthiers Villars, r9o3). 
481. Notice sur la Vie et les (Euvres d'ALFRED CORNU (ALFRED CORNU, Ren- 

nes, Francis Simon, I9o4). 
482. Cours d'Astronomie g6n6rale, avec un Suppl6ment intitul6 M6canique c6- 

leste, profess6 ~ l']~cole Polytechnique en x9o6--i9o 7 (]~eole Polytech- 

nique, autographi6). 
483. Sur l 'application du Calcul des Probabilit6s (Rapport  fair par MM. DAR- 

BOUX, APPELL et POINCAR]~, sur l 'Ordonnance du i8 avril i9o 4 de ]a 
Cour de Cassation: Affaire Dreyfus. La Revision du Proc6s de Ren- 

nes. Enqufite de la Chambre criminelle de la Cour de Cassation, 5 

mars- - i  9 novembre i9o 4. Paris, Ligue des Droits de l 'Homme, t. III, 

I909). 
484. Sur la n6cessit6 de la culture scientifique (discours prononc6 ~ la distribu- 

tion solennelle des Prix au Lyc6e Henri IV, ~ Paris, le 3I juillet i9o9; 

Palmarbs du Lyc6e Henri IV, i9o9--I910). 
485. Discours prononc6 par M. H. POINCARk, au nora du Bureau des Longitu- 

des, ~ la R6ception en Sorbonne des Membres de l 'Exp6dition dans 

l 'Antarctique, command6e par le D r J. CHARCOT (Paris, 7, rue Saint- 

Benoit,  I9iO ). 
486. La m6canique nouvelle (conf6rence faite le I4 obtobre i9io ~ l'Universit6 

de Berlin; traduite en allemand dans Himmel und Erde, i9io). 

487. Le d6mon d'ARRrIENIUS (Hommage ~ Louis Olivier, Paris, x9II ). 



Analyse de ses travaux scientifiques. 35 

488. Pr6face de l 'Ovrage de JACQUES L ux  intitut6: ~)Histoire de deux Revues 

fran~aises: La Revue bleue e~ La Revue scientifique I863--19xi,)(Edi- 
tion des deux Revues, Paris). 

489. Sur les invariants arithm6tiques (conf4rence faite ~ l'Universit6 de Londrcs 

le xo mai i912 ). 
490. La th6orie du rayonnement (conf6rence faite h l'Universit6 de Londres le 

II mai i912). 

491. Sciences et Humanit6s (conf6rence faite le 22 mai 1912 s la Soci6t6 des 

Amis des Gymnasiums, s Vienne ,  Autriehe), 



RESUME  ANALYTI  UE. 

I N T R O D U C T I O N .  

J 'a i  class6 les t ravaux que j'ai s r6sumcr sous les sept rubriques suivantes:  
l ~ Equations Diff6rentielles. 

2 ~ Th~orie g~n6rale des Fonctions. 

3 ~ Questions diverses de Math6matiques pures (Alg~bre, Arithm6tique, 
Th6orie des Groupes, Analysis Situs). 

4 ~ M~canique C61este. 

5 ~ Physique Math6matique. 

6 ~ Philosophic des Sciences. 

7 ~ Enseignement, vulgarisation, divers (Bibliographie, rapports  divers). 

Inutile d 'ajouter  que je n'ai pas poursuivi tous ces buts diff6rents ind6pen- 

damment les uns des autres et qu'il y a entre eux plus d'une connexion impr6vue. 

On s 'apercevra en effet que quelques m6moires ont dfi figurer plusieurs fois, 
sous deux ou trois rubriques diff6rentes. 

Les chiffres entre parenth6ses, en caraet6res gras, renvoient aux num~ros 
de la bibliographie. 



P R E M I E I ~ E  P A R T I E .  

EQUATIONS DIFF]~]RENTIELLES. 

I. Generalites. (64, 78, 83, 57, 73, 182, 278 chap. II.) 

les prineipes du Calcul infinitesimal furent 6tablis, ] 'analyste se D~s que 

t rouva en face de trois probl~mes: 

t~solut ion  des ~quations alg~briques; 

Int6gration des diff~rentielles alg6briques; 

Integration des 6quations diff6rentielles. 

L'histoire de ces trois prob]~mes est la m~me. Apr~s de longs et vains 

efforts pour les ramener ~ des probl~mes plus simp]es, les g~om~tres se sont 

enfin r(~sign~s h les 6tudier pour eux-mSmes, et ils en ont ~t~ r~compens~s par  
le succ~s. 

Longtemps on a pu esp~rer que l'on pourrait  r~soudre toutes les ~quations 

par radicaux, On y a renonc~, et aujourd'hui les fonctions alg~briques nous 

sont aussi bien connues que les radicaux auxque] on voulait les ramener. De 

m~me les int~grales de diff6rentielles alg~briques, que l'on a cherch~ ]ongtemps 

ramener aux fonctions logarithmiques ou trigonom6triques, s 'expriment aujour- 

d'hui ~ l'aide de transcendantes nouvelles. 

I1 devait  en 8tre ~ peu pros de mSme des 6quations diff~rentielles. Le 

nombre des ~quations int6grables par quadratures est extr6mement restreint, et 

tant  qu'on ne s'est pas d~cid6 ~ 6tudier les propri~t~s des int~grales en  elles- 

m~mes, tout  ce domaine analytique n'a 6t6 qu'une vaste terra inco.qnita qui 

semblait ~ jamais interdite au g~om~tre. 

C'est CAUCHY qui y a p6n~tr~ le premier, grace ~ l ' invention d 'une m~thode 

ing~nieuse qu'il a appel4e calcul des limites. A sa suite, MM. FUCHS, BRIOT et 
BOUQUET, et M me KOWALEVSKI ont employ~ avec succ~s la m~me m~thode. 
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Ce sont donc les travaux de ces g~om~tres qui n fon t  servi de point de 

ddpart. 

En pr6sence d 'un probl~me si compliqu6, ces divers savants, au lieu 

d'~tudier la mani~re d 'etre des intt4grales des 6quations diff6rentielles ou des 

6quations aux d~riv6es partielles pour to~ttes les valeurs de la variable, c'est-s 

dans tout le plan, se sont d 'abord occupds de ddterminer les propridtds de ces 

int6grales dans le voisinage d'un point donnd. Ils avaient ainsi reconnu que ces 

propri6t~s sont tr~s diff~rentes selon qu'il s'agit d 'un point ordinaire ou d 'un 

point singulier. Dans le voisinage d 'un point ordinaire, l '6quation diff6rentielle 

peut se mettre sous la forme 

dy 
(I) dx - [ (x, y), 

et y pcut se d6velopper suivant les puissances de x - - x  0. 

Dans le voisinage d 'un point singulicr, l '6quation diff6rentie]le peut 

mettre sous l'une des deux formes 

(2) dy 
(x  - -  Xo) d x  = / ( z ,  y ) ,  

s e  

(3) 
dy 

(x - -  xo) '~ d x  ~ / (x ,  y)  

si elle est du premier ordre ou, sous des formes analogues, si elle est d 'un ordre 

sup6rieur ou aux ddriv6es partielles. Dans le cas off l'6quation diff6rentielle se 

met sous la forme (~} (ou sous des formes analogues pour le second ordre ou 

les ordres sup6rieurs), MM. BRIOT et BOUQUET avaient signal6 certaines pro- 

pri6t6s des int6grales, et M. FUCHS en avait  donn6 le d6veloppement en s6ries 

dans le cas particulier des 6quations lin6aires. 
J 'ai  compl6t6 les r6sultats de CAUCHY relatifs aux points ordinaires (278, 

Ch. II) en montrant  dans quelles conditions la solution pout ~tre d6velopp6e 

non seulement suivant les puissances de la variable inddpendante, mais suivant 

celles des valeurs initiales, ou celle d'un petit  param6tre arbitraire, dans le cas 

oh les 6quations diff6rentielles d6pendent d'un pareil param6tre. J 'ai  montr6 

comment ces s6ries proc6dant suivant les puissances de cc param6tre ou des 

valeurs initiales peuvent encore rester convergentes non seulement pour les 

petites valeurs de la variable ind6pendante, mais pour des valeurs quelconques 

de cette variable. Mais je me suis surtout occup6 d'6tudier ce qui se passe dans 

le voisinage d 'un point singulier. 
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J 'ai  ehereh~ d'abord ~t ~tudier l '~quation (2), supposs~e non lin~aire et 

trouver le dSveloppement en s6ries de ses int~grales. J 'ai  reconnu (78) ~ que 

ces int5grales peuvent se d~velopper suivant les puissances de ( x - - x o ) e t  de 

(x xo) z, ). ~tant une constante facile ~ dSterminer, ou, dans un cas particulier, 

suivant les puissances de (x--x0) et de log (x--xo). Le r~sultat peut d'ailleurs 

s'~tendre aux ~quations d'ordre sup6rieur. 

J 'a i  voulu ensuite (64) 6tudier du m~me point de vue les ~quations aux 

d~rivdes partielles du premier ordre. CAUCH:r et Mine KOWALEVSKI nous avaient 

appris comment on pent d~velopper en s6rics les int~grales de ces dquations 

dans le voisinage d'un point ordinaire. II restait s ~tudier ees int~grales dans 

]e voisinage d 'uu point singulier, comme l 'avaient fait MM. BmOT et Bovqu~w 

pour les ~quations diff4rentielles. En abordant ce probl~me, je rencontrai deux 

sortes de singularit~s: les premi6res aceidentelles et sp~ciales h l'int~grale parti- 

culi~re que l'on envisage, les secondes essentielles et provenant de l'~quation 

aux differences partiel]es elles-mSmes. Dans le premier eas, je vis ais~ment que 

les in~grales satisfont h des ~quations alg~briques, dont les coefficients sont 

holomorphes par rapport  aux variables. Dans le second cas, les difficult~s 

surmonter ~taient plus grandes. 

J 'a i  envisag6 d'abord l'~quation 

dz dz dz 
(4) X ,  d 7  ' + + . . .  + = 

off les x sont des fonctions holomorphes de xl, x2 . . . .  , x~ (quand ees variables 

soar suffisamment voisines de z4ro) et s 'annulent  avec ces variables. 

Pour que cette ~quation admette une int~grale holomorphe, il faut d'abord 

que ~, satisfasse ~ une certaine ~quation alg~brique de degr~ n; mais cette con- 

dition n'est  pas suffisante; les raeines de cette ~quation doivent de plus 6tre 

assujetties ~ une condition sp6ciale: le polygone convexe qui contient tous ]es  

points du plan qui repr~sentent ces racines ne doit pas contenir l'origine. Si 

cette condition est remplie, il y a toujours une int~grale holomorphe, et il n 'y 

en a pas, en g~n~ra], dans le cas eontraire. Nous verrons plus loin quelles sont 

les consequences de ce fair dans la thdorie g~n~rale des fonctions. 

Consid~rant ensuite les 6quations 

dx~ dx~ dxn 
X 1 X~ X n 

1 Les chiffres places entre parentheses renvoient au~: numdros de l~ Bibliographie. 
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je reconnus que ]es int~grales de ce syst~me sont de la forme 

oh les T sont des fonctions holomorphes par rapport aux x, off les ). sont les 

racines de l'~quation alg~brique dont nous venons de parler et les K des con- 

stantes d'int~gration. 

Cela n'est vrai d'ailleurs que si les )~ satisfont s ]a condition ~nonc6e plus 

baut, et, dans ce cas, il est possible de trouver le d6veloppement des diverses 

int~grales partieuli~res de l%quation (4). 

Tout ce que je viens de dire ne s'applique qu'aux points singuliers les plus 

simples, analogues s celui de l'~quation (2). Pour les singularitSs d'ordre plus 

6]ev~, tel]es que celle que pr~sente l '6quation (3), on ne salt presque rien. Ces 

singularit~s d'ordre sup6rieur se pr~sentent en particulier dans l '6tude des 6qua- 

tions lin~aires, dont les int6grales sont dites alors irr~guli~res; mais, m~me dans 

ce cas sp4eial, nous ne savons h leur sujet que fort peu de chose. 

M. T~OME, qui les a 5tudi6s, a montr~ que les dquations sont alors satis- 

faites formellement par des s6ries de la forme suivante 

P~ ~tant un polyn6me entier e n x e t  ~p (~ )~ tan t  une sdrie ordonn~e suivant Ies 

puissances d~croissantes de x. (Je suppose ici, pour fixer les idles, qu'on a 

rejet6 le point singulier h l'infini.) Mais, pour que ces s~ries repr~sentassent les 

int~grales cherch6es, il faudrait  qu'elles fussent convergentes, ce qui n'a lieu 

que darts des eas tr~s particuliers. J 'eus l'id4e d'appliquer h c e s  int6grales irr~- 

guli~res la transformation de LArLAeE (104, 83, 73 et 182), et j 'obtins ainsi sous 

une forme nouvelle et simple la condition de convergence de ces s4ries; mais le 

cas de la convergence n'6tait  qu'exceptionnel, et il semblait que, dans le cas 

g('n~ral, on ne pfit rien tirer des d~veloppements de M. TnOM~. ]l n'en 6tait 

rien. On connait  depuis longtemps une s~rie, celle de STIRLI~G, qui, bien que 

divergente, peut ~tre ldgitimement employee pour repr6senter la fonction 

1" (x). 
c (x)' 

ear, s i x  est tr~s grand, l 'erreur commise sur eette fonetion en s 'arrStant dans 

la s~rie s un terme de rang convenable est extr6mement petite. J 'ai  montr6 
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que les s~ries de M. T ~ o ~ .  jouissent de la m6me propri&t6. Alors m~me 

qu'elles sont divergentes, elles repr~sentent ]es int6grales des 6quations propo- 

s6es de la m6me mani~re que la s~rie de STIRLI•Q repr(~sente la fonction F~(x) 
r(x) 

J 'ai  trouv4 en outre, en passant, un certain nombre de propri4t6s des 6quations 

lin~aires, entre autres celle-ei: 

Si une 6quation lin6aire d'ordre n a pour coefficients des polyn6mes entiers 

d'ordre m(m < n), elle admettra n - - m  int~grales holomorphes dans tout  le plan. 

Mais l'6tude des int~grales des 6quations diff~rentiellcs clans le voisinage d'un 
point donn& quelle que soit son utilit4 au point de rue  du eMcul num~rique, ne 

saurait ~tre regard~e que comme un premier pas. Ces d6veloppements, qui ne 

sont valables que dans un domaine tr~s limit~, ne nous apprennent pas, au 

Sujet de ces ~quations, ce que nous apprennent les fonctions O au sujet des 

int6grales des diff~rentielles alg~briques: ils ne peuvent pas ~tre consid~r~s comme 

une v6ritable integration. 

II faut done les prendre comme point de d~part dans une ~tude plus 

approfondie des int~gralcs des ~quations diff~rentielles off I'on se proposera de 

sortir des domaines limit6s, oh l'on s'~tait syst6matiquement cantonn~, pour 

suivre les int4grales dans route l'4tendue du plan. 

Mais cette ~tude peut 6tre faite h deux points de vue diff~rents: 

I ~ On peut se proposer d'exprimer les int~grales & l'Mde de d~veloppe- 

ments tou]ours vMables et non plus limit,s & un domaine particulier. On est 

conduit ainsi h introduire darts la Science de nouvelles transcendantes; mais c e t t e  

introduction est n~cessaire, car les fonctions anciennement connues ne permettent 

d'int~grer qu'un tr~s petit nombre d'6quations diff~rentielles. 

2 ~ Mais ce mode d'int4gration, qui nous fait connaltre les propri~t~s des 

5quations au point d e  vue de la th~,orie des fonctions, ne saurait suffire ~ ]ui 

seul si l 'on veut appliquer les 4quations diff~rentielles, par exemple, ~ des ques- 

tions de M6canique ou de Physique. Nos d6veloppements ne nous apprendraient 

pas, h moins d 'un travail considerable, si par exemple la fonction va constam- 

ment en croissant, ou si elle oscille entre certaines limites, si elle peut croitre 

au dels de route limite. En d'autres termes, si l'on consid~re la fonetion comme 

d~finissant une courbe plane, on ne saurait pas quelle est la forme g6n~rale de 

cette courbe. Dans certaines applications, routes ces questions ont au tant  d'im- 

portance que lc cMcul num~rique, et il y avait  1s un nouveau probl~me ~ r~- 

soudre. 

Dans les paragraphes qui vont suivre, je vais exposer les efforts que j'ai 

fairs pour trouver la solution de ces deux probl~mes. 

A c t a  mathema~iea .  3~. Iml)~im~ le 27 mars 1913. 6 
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II. Fonctions fuchsiennes. (6, 9, 11, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 22, 25, 26, 27, 28, 
30, 34, 36, 37, 59, 61, 65, 66, 68, 69, 70, 101, 10& 174, 191, 197). 

D6sirant, comme je l'ai expliqu6 plus haut, exprimer les int~grales des 6qua- 

tions diff6rentielles ~ l'aide de s6ries tou)ours convergentes, j '6tais naturellement 

conduit s m'a t taquer  d 'abord aux 6quations lin6aires. Ces 6quations, en effet, 

qui ont 6t6 dans ces derniers temps l 'objet des t ravaux de MM. Fucks ,  T u o ~ ,  

FROBENIUS, SCHWARZ, KLEIN et HALPHEN, 6taient les mieux connues de toutes; 

on poss6dait depuis ]ongtemps les d6veioppements de leurs int6grales dans le 
voisinage d'un point donng et, dans un assez grand nombre de eas, on 6tait par- 

venu s les int6grer compl6tement ~ ]'aide des fonctions anciennement connues. 

C'6tait done en en abordant l '6tude que j 'avais le p]us de chances d'arriver 6 

un r6sultat. 

Mais il 6tait n6cessaire de plus de faire une hypoth6se au sujet des coeffi- 

cients des 6quations que je voulais 6tudier. Si j 'avais pris, cn effet, pour  

coefficients des /onctions quelconques, j 'aurais obtenu dgalement pour les int6- 

grales des /onctions quelconques et, par cons6quent, je n'aurais pu dire quelque 

chose de pr6cis au sujet de la nature de ces int6grales, ce qui 6tait mon but.  

J '6tais donc conduit ~ examiner les 6quations lin6aires b. coefficients rationnels 

et alg6briques. Je  supposerai, pour simplifier un peu l'expos6 qui va suivre, 

que les coefficients sont rationnels. 

Voici maintenant la classification que j'ai adopt6e pour ces 6quations 

lindaires et qui est la plus naturelle au point de rue  du probl6me que nous 

voulons r6soudre (28, 70). Soit 7 une int6grale d 'une dquation lin6aire d 'ordre 
n h coefficient rationnels. Posons 

1 dn-17 F ~ , _ 2 ~  d7 7)' 
(5) z ~ eJ "zd~ (Fn-1 dx , ,_  1 + ax --  + "'" + F~ d-x + F~ 

~, et les F 6tant des fonctions rationnelles de x. I1 est clair que z satisfera comme 

7 a une 6quation lindaire d 'ordre n ~t coefficients rationnels. Je  dirai que  ces 

deux 6quations appart iennent  s la m~me ]amille. On voit aisdment, en effet, 

que la connaissance des propridt6s de la fonction 7 entraine celle des propridt6s 
de la fonction z. 

I1 y a dans chaque famille une infinit6 d'6quations diff6rentes, mais cer- 

taines fonctions des coefficients ont m~me valeur pour les 6quations d'une mfime 

famille; en d 'autres termes, il y a, eomme je l'ai montr6 dans ma Note du 22 

mai I882, des invariants qui demeurent inaltdrds par la substitution reprdsentde 

par l '6quation (5). Ces invariants ne sont pas les m~mes que ceux de M. 
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HALP~ES. Ce savant g4om~tre envisage la transformation qui consiste h rem- 

placer x par une fonetion quelconque de x r et ~ multiplier 7 par une autre fonc- 

tion quelconque de x r. Au contraire, ]es fonetions qui entrent dans ma substitu, 

tion (5) ne sont pas quelconques, mats rationnelles. Rien ne saurait mieux faire 

comprendre la difference du point de vue de M. HALPHEN et du mien. M. HAL- 

PHEN cherche avant  tout  des relations entre diverses int~grales, et il peut im- 

pun~ment introduire dans ses calculs des fonctions quelconques; au contraire, 

mon but 6tant d'~tudier la nature de l'int~grale elle-m~me, cette nature serait 

6videmment alt6r~.e, si je multipliais l'int6gra]e par une fonction quelconque, 

comme le fait M. HAL~'HEN. 

Mats cette ~tude intime de la nature des fonctions int~grales ne peut se 

faire que par r introduction de transcendantes nouvelles, dont je vats mainte- 

nant  dire quelques mots. Ces transcendantes ont une grande analogie avec les 

fonctions elliptiques, e t  l'on ne doit pas s'en ~tonner, car si j 'imaginais ces fonc- 

tions nouvelles, c'~tait afin de faire pour ]es ~quations diff(~rentielles lin6aires ce 

qu'on avait ~ ]'aide des sSries O elliptiques et ab~liennes, pour Its int6gra]es 

des diff~rentielles alg~briques. 

C'est donc raualogie avec les fonctions elliptiques qui m'a servi de guide 

dans routes mes recherehes. Les fonctions elliptiques sont des fonctions uni- 

formes qui ne sont pas alt~r~es quand on augmente la variable de certaines 

p6riodes. Cette notion est tellement utile dans l'Analyse math~matique, que 

t o u s l e s  g~om~tres ont dfi penser depuis longtemps qu'il conviendrait de la g~- 

n~raliser en cherchant des fonctions uniformes d'une variable x qui demeurent 

inalt6r~es, quand on fait subir s cette variable eertaines transformations, mats 

ces transformations ne peuvent pas 6tre choisies d'une mani~re quelconqUe. Elles 

doivent dvidemment former un groupe, et, de plus, on ne doit pas pouvoir 

trouver dans ce groupe une transformation infinit~simale, c'est-h-dirc qui ne fasse 

varier x que d'un infiniment petit. Sans cela, en r6p~tant ind~finiment cette 

transformation, on ferait varier x d 'une facon continue, et notre fonction uni- 

forme, qui ne serait pas alt~r~e quand la variable augmenterait  d'une mani~re 

continue, se r6duirait ~ une constante. En d'autres termes, notre groupe dolt 

6tre discontinu (104, 6, 65). Le premier probl~me ~ r~soudre est donc de trou- 

ver t ous l e s  groupes discontinus que l'on peut former. 

Dans le cas des fonctions elliptiques, les transformations du groupe (qui est 

~videmment discontinu) consistent h a]outer s x certaines constantes. Ici encore 

une nouvelle analogie avee les fonctions e]liptiques peut nous venir en aide. 

Pour ~tudier ces fonctions, on divise le plan en une infinit~ de parall61ogrammes 

connus sous le nom de paralldloqrammes des pdriodes. On peut obtenir tous les 
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parall61ogrammes en transformant l 'un d'eux par les diverses substitutions du 

groupe, de sorte que la connaissance de la fonction h l'int6rieur de l'un des 

parall61ogrammes entralne sa connaissance dans tout  le plan. De mfime, si 

nous envisageons un groupe discontinu plus compliqu6, engendrant une trans- 

cendante d'ordre plus 61ev6, nous pourrons partager le plan (ou la r6gion du 

plan off la fonction existe) en une infinit6 de r6gions ou de polygones curvi- 

lignes, de telle fagon qu'on puisse obtenir toutes ces r6gions en appliquant 

l 'une d'elles toutes les transformations du groupe. La connaissance de la fonc- 

tion ~ l'int6rieur d 'un de ces polygones curvilignes entraine sa connaissance 

pour toutes les valeurs possibles de la variable. 

I1 est ais6 de voir quelle est l'esp~ce particuli~re de groupes discontinus 

qu'il convient d'introduire. On se rapelle quel est le mode de gdn6ration des 

fonctions elliptiques: on considbre certaines int6grales appeldes de premiere esp~ce, 
ensuite, par un proc6d6 connu sous le nom d'inversion, on regarde la variable x 

comme fonction de l'int6grale; la fonction ainsi d6finie est uniforme et double- 

ment p6riodique. 

De m~me ici, nous envisagerons une 6quation lin6aire du second ordre et, 

par une sorte d'inversion, nous regarderons la variable x comme function, non 

plus d'une int6grale, mais du rapport z des deux int6grales de notre 6quation. 

Dans certains cas, la fonction ainsi d6finie sera uniforme, et alors elle demeurera 

~z + fl 
inalt6r6e par une infinit6 de substitutions lin~aires changeant z en 7z +--~" 

Pour cela, le groupe form6 par ces substitutions doit fitre discontinu, et il 

est ais6 de voir que les polygones curvilignes dont il a 6t6 question plus haut  

sont limit6s par des arcs de cercle. J 'ai  suppos6 d'abord que les coefficients 

( ^ des substitutions z, V z ~  / ~taient r6els ou, ce qui revient au meme, que ces 

substitutions n'alt6raient pas un certain cercle appel6 /ondamental. Dans ce cas, 

les arcs de cercle qui servent de cSt6s s nos polygones curvilignes sont ortho- 

gonaux s ce cercle fondamental. 

Quelle est alors la condition pour que le groupe engendr6 par un polygone 

curviligne donn6 soit discontinu? Pour r6soudre ce probl~me, il y avait  h sur- 

monter une difficult6 sp6ciale que je veux expliquer en quelques mots. Par tant  

du polygone curviligne g6n6rateur, on construit ais6ment les polygones voisins, 

puis les polygones voisins de ceux-ci, et ainsi de suite. On a ainsi une sorte de 

surface qui va sans cesse en s'accroissant, et ce qu'il s'agit de faire voir, c'est 

que cette surface ne va p a s s e  recouvrir elle-m6me partiellement ou totalement, 

c'est-~-dire qu'un polygone nouvellement annex6 s notre surface ne va pas re- 
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couvrir  en partie un polygone anciennement construit. Pour  ce]a, il ne suffit 

pas de remarquer  que notre surface est simplement connexe et sans point de 

ramification (unverzweigt). Cette facon de raisonner n'est qu 'un paralogisme 

qui a d6j~ entraln6 quelques savants dans diverses erreurs et qui, dans le pro- 

blbme qui nous occupe, nous 6garerait certainement. I1 faut encore faire voir 

que la surface recouvre une partie du plan qui est elle-mfime simplement con- 

nexe (le contraire pourrai t  avoir lieu et  une surface simplement connexe pour- 

rait, en so recouvrant  plusieurs fois elle-mSme, couvrir une r~gion plane ~ con- 

nexion multiple). Ici la r~gion simplement eonnexe, recouverte une fois et une 

seule par  notre surface, est la superfieie du cercle fondamental. 

I1 s'agit donc de  d~montrer qu'en construisant successivement tous nos po]y- 

gones, comme je l'ai dit plus haut, on ne sortira jamais de ce cercle et qu'on 

at teindra forc~ment un point quelconque du cercle. La seconde de ces proposi- 

tions m'aurai t  peut-~tre arr~t~ longtemps sans l'aide que j'ai trouv~e dans une 

th~orie fort diff~rente: je veux parler de la Gdomgtrie non euclidienne. Cette G~o- 

m~trie, fond~,e sur l 'hypoth~se que la somme des angles d 'un triangle est plus 

petite que deux droits, ne semble d 'abord qu'un simple jeu de l 'esprit qui n'a 

d'int~r~t que pour le philosophe, sans pouvoir ~tre d 'aueune utilit~ au math~ma- 

ticien. I1 n'en est rien; les th~or~mes de la g~om~trie de LOWATSCHEVSKI sont 

aussi vrais que ceux de la g~om6trie d'Euclide, h la condition qu'on les inter- 

prate comme ils doivent l'~tre. Ainsi, par  exemple, ees th6or~mes ne sont pas 

vrais de la ligne droite, telle que nous la concevons, mais ils le deviennent si, 

pa r tou t  off LOWATSCHEVSKI dit une droite)), nous disons un cercle qui coupe 

orthogonalement le cerc]e fondamental)). Je  me trouvais donc en presence de 

route une th6orie, imagin6e, il est vrai, dans un but  m6taphysique, mais dent  

ehaque proposition, convenablement interpr6t~e, me fournissait un th6or~me 

applicable h la G6om6trie ordinaire. I1 se t rouva qu'en combinant tous ces th~,o- 

r~mes, j 'obtins ais6ment la solution de la difficult6 dont  j 'ai parl~ plus haut. 

Je  pus ainsi construire ~ous les groupes diseontinus form,s de substitutions, 

n 'al t~rant pas le eerele fondamental,  et je les appelai groupes /uchsiens. 
Mais un probl~me important  se posait: 6tant  donn~ un groupe fuchsien, 

existe-t-il des fonctions uniformes inalt6r6es par les substi tutions de ce groupe 

(66)? C'est ce que j'ai d~montr6 at j 'ai donn4 h ces fonctions le nom de M. 

Fucas ,  Pour  arriver s ce r~sultat, il efit ~t~ possible, dans certains cas parti-  

culiers, d 'appliquer la proposition connue sous le nom de principe de Dirichlet, 
si souven~ appliqu6e par RrEMAN~ et d~montr~e plus r~eemment par M. SC~WARZ. 

Je  ne connaissais pas ee principe ~ eette ~poque, mais l'euss~-je connu, que je 

ne m'en serais pas servi; car il ne pouvai t  me donner la solution du probl~me 
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que dans certains cas particuliers et, m~me dans ces (:as, il pouvait  servir k 

d6montrer l'existence de la fonction, mais il n 'en donnait  pas le d6veloppement 

analytique. 

C'est encore ~ l'analogie avec les fonetions elliptiques que j'ai dfi faire 

appel. On salt que ces fonctions peuvent ~tre regard6es comme le quotient de 

deux t ranscendantes ,  non plus seulement uniformes, mais encore enti6res, et 

que l'on appelle les sfiries O. Les fonctions ne sont plus doublement p6riodiques, 

mais elles sont multipli6es par une exponentielle quand la variable augmente 

d'une p6riode. De mfime ici, je devais chercher h exprimer les fonctions fuch- 

siennes par le quotient de deux trancendantes finies et uniformes, tout  ~ fair 

analogues aux fonctions O, et se reproduisant multipli6es par un facteur simple, 

quand la variable z subit une des transformations du groupe. 

tie trouvai ais6ment des s6ries satisfaisant ~, ees conditions et je les appelai 

thdta/uchsiennes. Le quotient de deux pareilles s~ries ~tait ~videmment une fonc- 

tion fuchsienne: j 'avais done du m6me coup d~montr~ l'existence de ces fonc- 

tions et trouv~ leur expression analytique. Le quotient de l'unit~ par une s~rie 

th6tafuchsienne est susceptible aussi d 'un d~veloppement simple, et c'est la 

consideration de ees d~veloppements nouveaux qui m'a permis de d~montrer 

r~ciproquement que toute fonction fuchsienne peut ~tre regard~e eomme le quo- 

tient de deux s~ries th~tafuchsiennes. 

Ces fonctions fuchsiennes sont de deux sortes, les unes existant dans tout  

le plan, les autres n'existant qu'.~ l'int~rieur du cercle fondamental. Dans les 

deux cas, il y a entre deux fonetions fuehsiennes qui ont m6me groupe une rela- 

tion alg~brique. La d~termination du genre de cette relation est d'une impor- 

tance eapitale; je l'ai obtenue d'abord par des proc~d~s analytiques, et plus 

simplement ensuite par la g~om~trie de situation. 

Grace s ces relations alg~briques, il est possible d'utiliser les fonctions fuch- 

siennes pour l'~tude des fonctions et des courbes alg~briques. Ainsi ]'on pent 
exprimer les coordonndes des points d'une courbe alg~brique par des /onction.v /uch- 
siennes, c'est-~ dire uni]ormes, d'un mdme param~.tre. On pent alors se servir de 

ces expressions des coordonn~es pour arriver ~ u n  certain nombre de th~or~mes 

sur ces eourbes. On peut s'en servir ~galement pour exposer d'une fa~on plus 

simple la th~orie des fonctions ab~liennes. 

Si, dans  une int~grale ab~lienne de premiere esp~ce, on remplace la variable 

par une fonction fuchsienne de z, cette int~grale devient h son tour une fonction 

uniforme de z dont on trouve ais(iment le d~veloppement analytique. Ainsi ces 

int~grales, qu'on savait d~jh obtenir s l'aide des fonctions O, sont susceptibles 

d 'une expression analytique enti~rement diff~rente, off entrent des transcen- 

dantes ne d~pendant que d'une seu]e variable. 
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Mais ce n 'es t  pas tout.  Tou~e fonetion fuehsienne peut  ~tre regardde comme 

provenant  de rinversion d ' u n e  6quation du second ordre ~ coefficients alg6bri- 

ques, c'est-h-dire qu'on peut  l 'obtenir e n  regardant la variable x comme fonetion 

du rapport  z des int6grales de eette 6quation. Nos transcendantes nous fournis- 

sent done imm6diatement 1,int6gration d'une infinit6 d '6quations lin6aires que 

l'on peut appeler /uchsiennes. 
Pour que l'analogie avee les fonctions elliptiques ffit compl6te, il faudrait 

que les autres propridtds de ces fonctions, telles que les lois d'addition, de mul- 

tiplication et de transformation pussent s'6tcndre aux nouvelles transcendantes.  

La th6orie de la transformation se g6n6ralise imm6diatement, avec cette 

diff6renee toutefois que le groupe des fonctions fuchsiennes 6rant beaucoup plus 

eompliqu6 que celui des fonctions elliptiques, les cas ~ consid6rer sont beaucoup 

plus nombreux e t  vari6s. Ce qui en fait sur tout  l ' intdrft ,  c'est qu'on peut  s'en 

servir pour jeter quelque lumi6re sur  la question de la rdduction des int6grales 

abdliennes (59). J ' y  reviendrai plus loin. 

Au contraire, le th6or6me d'addition ne peut pas s'6tendre ~ toutes les 

fonctions fuehsiennes. Cela n'est possible que dans un cas particulier et pour 

une elasse sp6ciale de ces transcendantes (61, 191). Je  veux parler de ces fonc- 

tions fuchsiennes qui tirent leur origine de la consid6ration des formes quadrati- 

ques ternaires ind6finies et sur lesquelles je reviendrai dans le paragraphe rela- 

tif h l 'Arithm6tique. 

Les substitutions lin6aires dont les coefficients ne sont plus r6els, mais quel- 

conques, peuvent  aussi former des groupes diseontinus que j'ai appel6s kleindens 
(15, 16, 68). Pour  d6montrer l 'existence de ces groupes, je rencontrais la m6me 

difficult6 que pour  les groupes fuchsiens, et il semblait au premier abord im- 

possible d 'appliquer la g6om6trie non-euelidienne. Dans certains cas particuliers 

la difficult6 6tait facile ~ surmonter;  reals, dant  le eas g6n6ral, elle subsistait  

tout  enti6re. J ' imaginai alors un artifice qui me permit  de me servir de la g6o- 

m6trie non euclidienne, non plus s deux, mais ~ trois dimensions, et je d6mon- 

trai ais6ment l 'existenee des groupes klein6ens. J e  n'avais plus qu'~ appliquer 

les m6thodes qui m'avaient rdussi une premi6re fois pour t rouver  une nouvelle 

ca~6gorie de fonetions tout  ~ fai~ analogues aux fonctions fuchsiennes. La seule 

diff6rence digne d'etre signal6e est celle qui r6sulte de la forme du domaine 

l'int6rieur duquel ces fonetions existent. Ce domaine, au lieu d 'etre un eerele, 

est limit6 par une eourbe non analytique qui n'a pas de rayon de courbure d6- 

terrain6. Dans d'autres eas, ce domaine e s t  limit6 par une infinit6 de circon- 

f6rences. 

Les fonctions fuehsiennes sont susceptibles d'une autre mode de g6n6ralisa- 
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tion: je veux parler des fonctions hyperfuchsiennes imagin6es par M. PICARD. 

Mais, comme elles ne peuvent  gu~re s 'appliquer aux 6quations diff6rentielles 

proprement dites, je me r6serve d 'y  revenir dans la deuxibme Partie, consacr6e 

la th~orie g~n~rale des fonctions. 

Les r~sultats d~j~ obtenus faisaient d~s lors pressentir quel int~r~t il y 

aurait s d~terminer les coefficients du groupe d'une ~quation lin~aire en fonc- 

tion des coefficients de l%quation elle-m6me (34, 36, 69). Ce probl~me n%tait 

pas nouveau et il avait d~js fait l 'objet  des t ravaux de divers math~maticiens 

allemands, entre autres de MM. F v c ~ s  et HAMBURGER. J 'ai  imagin~ de nou- 

velles m4thodes de calcul num+rique, analogues k celles de ces savants, et j'ai 

reconnu qu'on pouvait  varier ces proc~d~s s l'infini. Mais ces m~thodes ne 

nous apprennent rien, au point de rue  de la th~orie g~nSrale des fonctions, sur 

les propri6t~s des transcendantes, dont elles donnent seulement la valeur num~ri- 

que. Il fallait chercher aussi ~ r~soudre le probl~me ~ ce nouveau point de vue. 

J 'ai  obtenu dans cette voie divers r~sultats qui peuvent  presenter quelque in- 

t4r~t. Ainsi les coefficients du groupe consid~r~s comme fonctions de certains 

coefficients de l '~quation (les autres coefficients ~tant regard~s comme constants) 

en sont des fonctions enti~res. J 'a i  ~tudi~ 5galement les fonctions inverses qui, 

dans certains cas, sont uniformes. 

Les r~sultats ainsi obtenus ne donnaient encore qu'une solution bien incom- 

plete du probl~me que ]e m'~tais propose, c'est-~-dire l'int~grat.ion des ~quations 

diff~rentielles lin~aires. Les ~quations que j'ai appel~es plus haut  / u c h s i e n n e s ,  

et qu'on peut  int~grer par une simple inversion, ne sont que des cas tr~s patt i-  

cullers des ~quations Iin~aires du second ordre. On ne dolt pas s'en 5tonner si 

l'on r~fl~ehit un peu ~ l'analogie avec les fonctions elliptiques. Le proc~d~ de 

l'inversion ne permet de ca lcu le r  que les int~grales elliptiques de premiere 

esp~ce. Pour les int4grales de deuxi~me et troisi~me esp~ce, il faut proc4der 
d 'une autre mani~re. 

Envisageons, par exemple, l'int~grale de deuxi~me esp~ce 

x ~ d x  . 

u = V ( ~ - - x ~ )  ( ~ -  k ~  ~) 
0 

Pour l 'obtenir, nous consid6rerons comme ~quation auxiliaire celle qui donne 

l'int~grale de premiere esp~ce 

0 
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l~emplagant x par sn z ,  on trouve que u est 6gal ~ une fonction uniforme 

de z, Z(z), qui augmente d'une constante quand z augmente d'une p~riode. On 

est done conduit s employer ici un proc4d6 analogue: ~tant donn~e une 5quation 

linSaire E d'ordre quelconque, ~ coefficients a]g~briques en x, on se sert d'une 

~quation auxiliaire E' du second ordre, et cette ~quation auxiliaire doit ~tre 

choisie de telle fa~on que x soit fonetion fuchsienne du rapport z des int~grales 

de E r et que les int~grales de E soient des fonctions uniformes de z. 

Est-il toujours possible de faire ce choix de mani~re ~ satisfaire s routes 

ces conditions? Telle est la question qui se pose naturellement. Cela revient 

d'ailleurs ~ demander si, parmi les ~quations ]in,aires qui satisfont s certaines 

conditions, qu'il est inutile d'~noncer ici, il y a toujours une ~quation fuchsienne. 

Je suis parvenu ~ d~montrer qu'on devait r~pondre affirmativement ~ cette ques- 

tion. Je ne puis expliquer ici en quoi consiste la m6thode d0nt nous nous som- 

mes scrvis d'abord, M. KLEIN et moi, dans l'~tude de divers exemples particu- 

liers; comment ~r Kn~IN a cherch~ ~ appliquer cette m~thode dans le cas g~- 

nSra], ni comment j'ai combl4 les lacunes qui subsistaient.encore dans la d~- 

monstration du g~om~tre allemand, en introduisant une th~orie qui a les plus 

grandes analogies avec celle de la r~duction des formes quadratiques (18, 19, 

26, 27, 69). 

On peut arriver au m~me r~sultat par une voie enti~rement diff~rente, 

comme ]'ont reconnu divers savants. I1 suffit de d~montrer que l'~quation 

zJ u ~ e u 

admet toujours sur une surface de RIEMA~N donn~e une solution pr~sentant 

des singularit~s donn6es. M. PICARD a donn6 le premier une d~monstration de 

c e  th6or~me; j 'en ai donn6 une (174, 197) qui est enti~rement diff~rente et qui 

permet de completer le r6sultat de M. PICARD en I'~tendant s un cas que ce 

g6om~tre avait laiss~ de c5t6 et qui est important au point de Vue de la th~o- 

rie des fonetions fuchsiennes. C'est celui off l 'un des sommets du polygone g~- 

n~rateur se trouve sur le cercle fondamenta| .  

Ainsi l '~quation auxiliaire E' existera toujours; mais il ne suffit pas de pou: 

voir d~montrer son existence, il faut encore savoir la former. C'est 1s l'objet de 

la derni~re Partie de mon M~moire S u r  les  g r o u p e s  d e s  ~ q u a t i o n s  l i n d a i r e s .  J 'ai  

donn6, dans eette dernibre Partie, des proe6d6s pour calculer les coefficients de 
Acta mathematica. 38. Imprim~ le 27 mars 1913. 7 
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l '6quation E r, non pas exactement, cc qui est impossible, mais avec une approxi- 

mation aussi grande que l'on veut. 
Si maintenant  on consid6re le rapport z des int~gralcs de cette 6quation 

auxiliaire, x est une fonction fuchsienne de z que j'appellc ](z), et les int6grales 

de l'~quation E sont des fonctions uniformes de z, qui subisscnt des transforma- 

tions lin~aires lorsque z subit une transformation du groupe, de ]a m~me mani6re 

que la fonction Z(z) augmente d 'une constante quand z augmente d'une p6riode 

(70). Ces fonctions uniformes jouent pour l'int~gration de l'~quation E le m~me 

rSle que la fonction Z (z) joue pour le calcul des int6grales elliptiques de se- 

conde esp~ce. C'est pour cette raison que je ]es ai appeldes zdla/ucl~siennes. 
Ces fonctions z~tafuchsiennes sont 6videmment susceptibles d 'etre mises 

sous la forme du quotient de deux sdries ordonn6es suivant les puissances crois- 

santes de z. Ces deux s6ries sont convergentes h l'int6rieur du cercle fonda- 

mental. Si la fonction ](z) n'existe qu's l'int6rieur du cercle fondamental (ee 

que nous supposons), la variable z ne peut jamais sortir de ce cercle, en sorte que 

nos deux sdries sont toujours convergentes. D'ailleurs, les coefficients de ces 

s~ries se calculent ais6ment par r6currence. A ce point de vue, on peut donc 

d~j~ dire que ces d6veloppements nous donnent l'int~gration compl6te de l'dqua- 

tion E, puisqu'ils sont touiours valab]es au lieu d'etre limitds ~ u n  domaine 

particulier. Je ne me suis cependant pas contentd de ce r~sultat, car il est 

possible de donner des fonctions z~tafuchsiennes des d4veloppements beaucoup 

plus satisfaisants pour l'esprit, parce que les termes sont liSs les uns aux auires 

par une ]oi simple, et que, par cons6quent, le d6veloppement met en ~vidence 

los propri6tds caract~ristiques de ces fonctions. C'est ainsi que l'expression de 

snz  par les s6ries d'EIsENSTEIN est beaucoup plus satisfaisante pour ]'esprit 

(quoique moins convergente) que le d6veloppement de cette fonction suivant les 

puissances de z et de k s. C'est dans ce but que j 'ai exprim6 les fonctions z6ta- 

fuchsiennes, par le quotient de deux sdries; le d6nominateur est une s6rie th6ta- 

fuchsienne et le num6rateur est une s6rie s termes rationnels, off l'expression 

du terme g6n6ral est fort simple. 

Ainsi, il est possible d'exprimer les int6grales des 6quations ]indaires h 

coefficients a|g~briques, ~. l'aide des transcendantes nouvelles, de la m6me ma- 

ni6re que l'on a exprim6, h l'aide des fonctions abdliennes, les int6grales des 

diff6rentielles algdbriques. D'ailleurs ces derni~res int6grales elles-m6mes sont 

suseeptibles d'6tre obtenues aussi par l'interm6diaire des fonctions fuchsiennes, 

et l'on en a ainsi une expression nouvelle, enti~rement diff6rente de celle off 

entrent ]es s6ries O h plusieurs variables. 
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III .  ~.quations non l inea ires .  (24, 48, 71). 

n resterait s faire pour les 6quations non iin6aires ce que j'ai fair pour les 

6quations lin6aires, c'est-s trouver des d6veloppements des int6grales qui 

soient tou?'ours convergents. Je n'ai pu y parvenir; j'ai seulement reconnu que 

l'on peut, d'une infinit6 de mani~res, exprimer ces int6grales par des s6ries qui 

convergent pour toutes les valeurs r6elles de la variable. Voici comment j'ai 

op6r6 (24, 77). 

Je mets les 6quations diff6rentielles sous la forme 

d x 1 d x2 d xn 
. . . . .  x o '  

les Xn 6tant des polyn6mes entiers par rapport aux variables x. Cela est tou- 

jours possible. J ' introduis ensuite une variable auxiliaire s d6finie par l'6quation 

dx~ dx.~ dx,~ ds 
x ,  X~ x n  X~ + X~ + ... + X~ + 

Je puis alors d6montrer que si ~ est convenablement choisi, les variables x 

peuvent se d6velopper suivant les puissances croissantes de 

e a s  - -  i 

e a s  + i 

et que les d6veloppements restent valables pour toutes les valeurs r6elles de s. 

Si l'on applique ce qui pr6c~de au probl~me des trois corps, on verra que, 

quand s varie de - - ~  s + ~ ,  t v a r i e d e - - ~  ~ + ~ , d e s o r t e q u e l e s d 6 v e l o p p e -  

ments restent convergents pour routes les valeurs r6elles du temps. Il n 'y  

aurait  d'exception que dans l 'hypoth~se, assez peu vraisemblable d'ailleurs, off 

deux corps viendraient se choquer h l'6poque to, et les d6veloppements ne nous 

apprendraient rien sur ce qui se passerait apr~s l'6poque du choc; le probt~me 

d'ailleurs ne se pose m~me pas, Si de plus on suppose que les 6l~ments initiaux 

aient 6t6 ehoisis de telle sorte que les distances mutuelles restent constamment 

sup6rieures ~ une limite donn~e, on peut remplacer la variable auxiliaire s par 

le temps lui-m~me et d~velopper suivant les puissances de 

e a t _  I 

e at  ~- I" 

Ainsi que je l'ai dit plu s haut, je n'ai donn6 eette solution qu's titre 
d'exemple. 
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Une pareille intdgration cst d 'un caract~re bien diffdrent et dvidemment 

beaucoup moins satisfaisante pour l 'esprit que l'intdgration des dquations lin~ai- 

res par les fonctions fuchsiennes. Aussi y avait-il lieu de se demander si les 

mdthodes qui avaient rdussi pour les dquations lindaires n'dtaient pas applicables 

d 'autres classes d'~quations, quoiqu'elles ne le fussent pas dans le cas gd- 

ndral. 
Un peu de rdflexion fair tout  de suite comprendre quelle est la diffdrence 

essentielle entre le cas gdndral et celui des ~quations lindaires. Les dquations 

lindaires n'ont qu'un nombre fini de points singuliers, tandis que les dquat ions 

non lindaires en ont en g~ndral une infinit6. On est donc amend s rechercher 

s'iI n'existe pas d 'autres classes d'dquations dont les points singuliers soient en 

nombre fini. 
M. FL:CHS a publid, dans les Sitzungsberichte de l'Acaddmie de Berlin, un 

M~moire off il expose les conditions ndcessaires et suffisantes pour qu'une t:qua- 

tion diffdrentielle et, en particulier, pour qu'une dquation du premier ordre 

n'ait qu'un hombre fini de points singu]iers. On put  croire un instant que l'on 

dtait sur la voie d'une nouvelle catdgorie de transcendantes uniformes et d 'une 

nouvelle classe d'dquations int~grables. 
Je  fus donc amend s faire un examen plus approfondi de la question (48, 

71); mais cet examen m'obligea "~ renoncer ~ respoir que j 'avais con~u. Les 

dquations du premier ordre qui satisfont aux conditions de M. FUCHS, ou bien 

se ram~nent s l 'dquation de R:CCAT: et par elle aux t~quations lin~aires, ou bien 

sont intdgrables par les fonctions elliptiques ou alg~briques. On n'est  donc ja- 

mais conduit s une classe rdellement nouvelle d'~quations intdgrables. M. PA:~- 

LEV~ a dt~ plus heureux en passant aux dquations d'ordre supdrieur. 
Quoi qu'il en soit, le rdsultat de M. FucHs conserve encore son int~r~t, 

puisqu'il nous fait connaltre une catdgorie d'dquations diffdrentielles intdgrables 

alg~briquement. Mais, en tout  cas, le probl~me de l'intdgration des 5quations 

non lindaires ne peut  8tre regardd comme rdsolu. 

IV. Integration des equations par les fonctions algebriques et abeliennes. 
(7, 10, 40, 124, 219, 221). 

Bien que le probl~me de l'intdgration des 8quations lindaires soit rdsolu 

dans le cas gdndral par I'emploi de nos transcendantes nouvelles, ce rdsu]tat 

laisse subsister tout  entier l'intdrSt qui s 'at tache aux cas particuliers oh rintd- 

gration peut  se faire au moyen de fonetions plus simples, telles que les fonc- 
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tions alg5briques, elliptiques et ab~liennes. D'ailleurs les proc~d6s d'int~,gration 

par les fonctions alg6briques et el]iptiques rentrent  facilement dans la m~thode 

g4n6rale qui comprend ainsi comme cas particuliers les proc~d6s d~js connus. 

I1 en r~sulte que eette m~thode jet te quelque lumi~re sur les difficult~s qui se 

rapportent  h l'emploi des proc6d6s particuliers. En ce qui concerne la recherche 

des cas d'int6grabilit4 al'g~brique, le premier probl~me s r6soudre ~tait de for- 

mer les  groupes d'or(Ire fini contenus dans le groupe lindaire. Ce rdsultat a 

~t~ obtenu par M. JOI~DA~r il y a quelques ann~es; mais je ne erois pas que 

ee savant  air dbmontr6 qu'~ tout groupe d'ordre fini correspond une ~quation 

lin~aire int6grable alg6briquement. L'emploi des fonctions fuchsiennes m'a fait 

voir ais~ment (40) qu's tout  groupe d'ordre fini correspond, non pas une, mais 

une infinit6 d'~quations dont les int6grales sont a]g4briques. P6n6trant ensuite 

plus profond6ment dans la question, j 'ai cherch6 ~ quelles conditions une fonc- 

tion alg6brique dont on se donne le groupe de GALOlS satisfait ~ une 6quation 

lin6aire d'ordre p. J 'a i  trouvd que certains ddterminants dont  les 61~ments 

s 'expriment tant6t h l'aide des racines de l'unit6, tantSt h l 'aide des p6riodes 

des int6grales ab4liennes de premiX, re esp~ce correspondant ~ la fonction al- 

g~brique consid6r6e, devaient ~tre nuls h la fois. D'autre  part, on peut, sauf 

dans certains cas exceptionnels, t rouver un syst~me fondamental d'int~grales de 

premiere esp~ce, tel que les p~riodes normales de l 'une quelconque d 'entre elles 

soient des fonctions lin~aires ~ coefficients entiers des p6riodes normalcs de ]a 

premi+re. Je  fus ainsi conduit ~ exprimer la condition cherch@ sous la forme 

de certaines relations entre les p~riodes normales des int6grales de premibre 

esp~ce qu,on peut  former a v e c l a  fonction algbbrique consi@r~e. 

Au contraire, les proc6d6s d'int6gration par les fonctions ab~liennes ne ren- 

trent pas dans la m6thode ggm6rale. On y est conduit en cherchant ~ g~n6ra- 

liser les m6thodes d'int~gration par les fonctions elliptiques (10). On sait que 

la th6orie des fonctions elliptiques permet  de calculer les int6grales des 6quations 

lin6aires du second ordre dans trois cas enti+rement diff~rents: 

xo. Lorsque, l e s  coefficients 4tant rationnels, il y a trois points singuliers 

tels que ]a difference des racines des trois 6quations d6terminantes soit respec- 
t ivement ~ , �89 ~, ~ et ~, ou bien ~ ~, ] et ~, ou bien encore ~, ~ et 

2 ~ Lorsque, les coefficients 6tant rationnels, il y a quatre points singuliers 

tels que la difference des racines de chaque ~quation d6terminante soit �89 

3% Lorsque, les coefficients 6tant doublement p6riodiques, ]es int4grales 
n'offrent d 'autre  singularit6 que des pSles. 

~/[. /~PPELL a g~n~ralis~ le troisi~me cas en montrant  que, lorsque le groupe 

de l 'Squation lin6aire se r~duit h u n  faiseeau, la d6riv@ ]ogarithmique de cer- 
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taines int6grales est alg6brique et que l'int~gration peut  s 'effectuer par les fonc- 

tions ab61iennes. J 'a i  voulu de mSme g6n6raliser le premier et le second cas. 

Je  suis arriv5 ainsi k une infinit6 d'6quations ]in,aires du troisi6me ordre 

coefficients alg~briques dont les int6grales s 'expriment h l'aide des fonctions 

ab61iennes de deux variables. De m~me, les fonctions ab~liennes & p variables 

permet tent  d'int6grcr une infinit6 d'6.quations lin6aires d'ordre p + I.  

J 'ai indiqu6 ensuite succinctement les principales propri6tSs des groupes de 

ces 6quations. 

J e  me suis pr6occup6 aussi de rechercher des cas off les 6quations non 

lin6aires sont susceptibles d'int6gration alg6brique, mais je me suis restreint 

aux 6quations du i er ordre et du i er degr6. 

La vole avait  6t6 ouverte par M. Dt, RBOUX. J 'e  I'ai suivie s mort tour dans 

deux m6moires ins6r6s aux Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (219, 

221). Le probl6me dolt se poser ainsi: 6tant donn6e une 6quation diff6rentielle, 

reconnaitre par un hombre fini d'op6rations, si elle est ou non int6grable alg6- 

briquement. Ce probl6me pourrait  6videmment (~tre regard6 comme r6solu si 

l'on savait d6tcrminer une limite sup6rieure du degr6 de l'int6grale g6n6rale, si 

on la suppose alg6brique. 

Apr&s avoir donn~ un certain nombre de relations num6riques entre le 

degr6 de l'int6grale gbn6rale, son genre, le nombre des points singuliers des di- 

verses espgces, le nombre des valeurs remarquables pour lesque]les la courbe 

a]g~brique qui reprSsente l'intbgra]e g6n6rale se ddcompose et les degr(~s des 

composantes, je r~sous le probl~me dans un cas particulier, celui off les deux 

entiers caract~ristiques relatifs h tous les cols sont 5gaux ~ i. 
Dans le cas g6ndral, je n'ai obtenu que des r(~sultats partiels; j 'ai par 

exemple limit6 Ie nombrc des va|eurs remarquables pour lcsquelles notre courbe 

se d6compose et le nombre des composantes; mais il y a encore deux entiers 

qui joucnt un rSle dans le problbme et qui restent inconnus, ce qui m'emp6che 

de limiter ]e degr6, sauf dans certains cas particuliers. 

Quand on veut aller plus loin, les in6galit6s alg~briqucs dont je me suis 

servi ne peuvent plus suffire et les difficultbs ~ vaincre sont d'une nature pour 

ainsi dire arithm~tique; c'est ce que je montre sur un exemple simple oh ces 

difficult6s peuvent  ~tre surmont6es grgce k ]'emploi des fonctions elliptiques. 

Je  termine par une 6tude de ce qui se passe darts le voisinage de eertains 

points singuliers. Darts le voisinage d 'un noeud queleonque, on peut  t rouver  

deux s6rics infinies X, et X~ proc6dant suivant les puissances des variables 

et qui 6gal6cs h. z6ro, fournissent deux solutions particuli6res de l '6quation 

diff6rentielle. On volt alors que l'int6grale g6n6rale si elle est alg6brique se 
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r6duit ~ une fonction rationnelte homoggne de deux puissances entigres de Xx et 

X 2. Or ~ chaque noeud correspondra une semblable expression de notre int6- 

grale g6n6rale. Si nous 6galons deux de ces expressions, la discussion de l'6galit6 

ainsi obtenue, discussion oh s ' introduisent les fonetions fuchsiennes, conduit h 

plusieurs r6sultats importants.  

V. Courbes definies par les equations differentielles. (3, 20, 23, 74, 75, 76, 77). 

Alors m~me qu'on parviendrait  ~ faire pour une 6quation que]eonque ce 

que j 'ai fair pour les ~quations lin6aires, c'est-h-dire ~ trouver des d6veloppemenis 

des int6grales valables dans toute l '6tendue du plan, ce ne serait pas une raison 

pour laisser de c6t6 les r~sultats que l'on peut obtenir par d 'autres m6thodes, 

car il peut arriver que ces m~thodes nous fassent d6eouvrir certaines partieula- 

rit6,s que les d~veloppements ne mettraien~ pas imm~diatement en 6videnee. 

C'est ce qui m'a d6cid6 ~ me placer s un point de vue nouveau et je ne saurais 

mieux le faire comprendre qu'en reproduisant ce que j'6crivais au moment off 

je eommenguis ees recherchesl: 

,)I1 est done ndcessaire d'6tudier les fonctions d~finies par des ~quations 

diff6rentielles en elles-m~mes et sans chercher s les ramener ~ des fonctions plus 

simples, ainsi qu'on a fair pour les fonctions alg~briques, qu'on avait  eherch5 

ramener s des radicaux et qu'on 6,tudie maintenant  directement , ainsi qu'on a 

fair pour les int6grales de diff6rentielles alg6briques, qu'on s'est efforc6 long- 

temps d'exprimer en termes finis. 

Reehercher quelles sont les propri6t6s des 6quations diff6rentielles est done 

une question du plus haut int4r~t. On a d4j~ fair un premier pas dans cette 

vole en 6tudiant la fonction propos6e dans le voisinage d'un des points du plan. 
II s'agit aujourd'hui d'aller plus loin et d'dtudier eette fonetion dans route l'dten- 

due du plan. Dans eette reeherehel notre point de ddpart sera dvidemment ce 

que l'on salt d6j~t de la fonction 6tudi~e dans une certaine rdgion du plan. 

L'6tude complbte d 'une fonction comprend deux parties: I ~ partie qualita- 

tive (pour ainsi dire), ou 4tude g6om6trique de la eourbe ddfinie par la fonction; 

20 pattie quantitative,  ou calcul num4rique des valeurs de la fonction, 

Ainsi, par exemple, pour 6tudier une ~quation alg6brique, on commence 

par rechereher, s l 'aide du th6,orbme de STvm~i, quel est le nombre des racines 

r6elles: c'est ]a partie qualitative; puis on calcule la valeur numdrique de ces 

1 3 o u r n a l  de Liouvil le ,  3e s6rie,  t. V I I .  
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racines, ce qui constitue l'6tude quanti tat ive de l'6quation. De m~me, pour 

5tudier une courbe alg6brique, on commence par construire cette courbe, comme 

on dit dans ]es cours de Math~matiques sp~ciales, c'est-h-dire qu'on cherche 

quelles sont les branches de courbes ferrules, ]es branches infinies, etc. Apr~s 

cette dtude qualitative de la courbe, on peut en d6terminer exactement un cer- 

tain hombre de points. 

C'est naturellement pv~r la pat t ie  qualitative qu'on doit aborder la th6orie 

de toute fonction et c'est pourquoi le probl~me qui se pr6sente en premier lieu 

est le suivant: Construire les courbes dd/inies par des dquations di/]grentielles. 
Cette ~tude qualitative, quand elle sera faite compl~tement, sera de la plus 

grande utilit6 pour le caleul num~rique de la fonetion, et e]te y conduira d 'au tan t  

plus facilement que l'on connalt  d~jh des s~ries convergentes qui repr~sentent 

la fonction cherchde dans une certaine rdgion du plan, et que la priucipale diffi- 

cult6 qui se prdsente est de trouver un guide stir pour passer d 'une r6gion ou 

la fonction est repr~sent~e par une sSrie ~ une autre r6gion du plan off elle est 

exprimable par une s6rie diff6rente. ~ 

D'ailleurs cette 6tude qualitative aura par elle-m~me un intbr~t de pre- 

mier ordre. Diverses questions fort importantes d'Analyse et de M~canique 

peuvent  en effet s 'y ramener. Prenons par exemple le probl~me des trois 

corps: ne peut-on pas se demander si l 'un des corps rcstera toujours dans une 

certaine r6gion du eiel ou bien s'il pourra s'61oigner inddfiniment; si la distance 

de deux corps augmentera, ou diminuera b~ l'infini, ou bien si elle restera com- 

prise entre certaines limites? Ne pent-on p a s s e  poser mille questions de ce 

genre, qui seront toutes r6solues quand on saura eonstruire quali tat ivement les 

trajectoires des trois corps? Et, si l'on eonsid~re un nombre plus grand de 

corps, qu'est-ce que la question de l'invariabilit6 des dldments des plan6tes, sinon 

uno v6ritable question de gdom6trie qualitative, puisque faire voir que le grand 

axe n'a pas de variations s6eulaires, c'est montrer qu'il oscille constamment 

entre eertaines limites? 

Tel est le vaste champ de d6eouvertes qui s'ouvre devant  les g~omStres. 

Je n'ai pas eu la prdtention de le pareourir tout  entier, mais j 'ai voulu du moins 

en franehir les fronti6res, et je me suis restreint ~ un cas tr~s particulier, eelui 

qui se pr4sente d'abord tout  naturellement, c'est-h-dire ~ l'6tude des ~quations 

diff6rentielles du premier ordre et du premier degr6.~ 

Ces consid6rations n,'ont effectivement servi de guide dans des recherches relatives au 
calcul numdrique de la fol~ction (24), 
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Je  commengai donc rues recherches (3, 74) par l '6tude des courbes d6finies 

par les 6quations diff6rentielles de la forme 

dx  dy  
(i) X Y '  

off X et Y sont des polyn6mes entiers en x et y, et je reconnus d 'abord que 

ces courbes pouvaient  repr6senter la forme de courbes ferm6es ou celle de spi- 

rales. Je  d6montrai 6galement le th6orbme suivant:  

Si une courbe dd]inie par une dquation de la /orme (I) n'a pas de point 

d'arr~t et ne coupe aucune courbe algdbrique qu'en un nombre ]ini de points r~els, 
elle est une courbe /ermde. 

Pour pousser plus loin l '6tude de la forme de ces courbes, j 'ai dfi commen- 

cer par rechercher ce qui se pa s se  dans le voisinage d 'un point singulier quel- 

conque. En r6alit6, le probl~me 6tait r6solu par  les t ravaux ant6rieurs de MM. 

BaIoT et BOUQUET ct par les miens (Journal de l'~cole Polytechnique, XLV e Cahier, 

et Th~se inaugurale), mais j 'avais s approprier la solution s mon nouveau but;  

dans les M6moires que je viens de citer, et off je me pla~ais au point de vue 

de la th~orie des fonetions, j 'a t tachais  une 6gale importance au r~el et b~ l'ima- 

ginaire. Pour  mon but  nouveau de g6om6trie qualitative, le r6el seul m'int6res- 

salt et je devais faire une discussion sp6ciale qui me conduislt  h distinguer 

quatre sortes de points singuliers (sans parlor de points singuliers plus compli- 

qu6s qui ne se prdsentent que dans certains eas par t icul iers  et qui peuvent  ~tre 

regard6s comme compos6s de plusieurs points singuliers simples eonfondus). 

J 'a i  donn6 h ces quatre sortes les noms suivants:  

i ~ Les eols, par iesquels passent deux courbes d6finies par l'6quation et 
deux seulement ; 

2 ~ Les  nceuds, oh viennent se croiscr une infinit6 de courbes d6finies par 
l '6quation; 

3 ~ Les /oyers, autour  desquels ces courbes tournent  en s'en rapprochant 
sans cesse s la fa~on d 'une spirale logarithmique; 

4 ~ Les centres, autour  desquels ces courbes se pr6sentent sous la forme de 

cycles ferm6s s 'enveloppant mutuellement et enveloppant le centre. (On ne ren- 

contre les centres que darts des cas tr~s exceptionnels.) 

J 'a i  4tudi6 ensuite la distribution de ces divers points singuliers dans le 

plan, J,ai montr6 ainsi qu'il y en avait  toujours  (s distance finie ou infinie) 

et qu'i[ y avait  toujours  une relation simple entre le hombre des cols, des 
Acta mathematica. 38. Imprim~ le 27 mars 1913. 8 
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foyers et des centres, et que, sur la courbe X - - o ,  les cols ou les n~uds  et 

foyers se suce~daient alternativement.  

Ces probl~mes r4solus, je me suis occup6 des contacts que peut avoir une 

courbe algSbrique donn~e avec les courbes d~finies par l '~quation (i) et j 'ai vu 

que, dans un tr~s grand nombre de eas, il existe des branches de courbes fer- 

m~es qui ne touchent  en aucun polnt aucune des courbes qui satisfont s notre 

~quation diff~rentielle. Je les ai appel~es cycles sans contact (75). 

I1 est facile de comprendre l ' importance de la ddtermination des cycles sans 

contact;  on volt ais~ment en effet qu 'une courbe dSfinie par l '6quation (I) ne 

peut rencontrer un pareil cycle en plus d'un point. Si done on imagine un point 

mobile d~crivant notre courbe, d~s qu'il sera sorti d 'un cycle sans contact, il n 'y  

pourra plus rentrer. En d 'autres termes, si ce point a occup~ une lois une 

position donn5e, il ne pourra plus jamais y revenir, ni m~me revenir dans le 

voisinage imm~diat de cettc position. Les coordonn~es du point n'oscilleront 

pas entre certaines limites et ne pourront ~tre repr~sent~es par des s~ries trigo- 

nom~triques, de sorte que, si l'on voulait appliquer s la trajectoire de ce point 

mobile le m~me langage qu'emploient les astronomes pour les orbites des pla- 

n~tes, il faudrait  dire que l 'orbite de cc point est instable. 

Outre les cycles sans contact, il y a un autre genre de courbes ferm~es qui 

jouent un rSle capital dans cette th~orie: ce sont les cycles limites. J'appelle 

ainsi les courbes ferm~es qui satisfont g notre ~quation diff~rentielle et dont ]es 

au~res courbes ddfinies par la m6me ~quation se rapprochent asymptot iquement  

sans jamais les atteindre. Cette seconde notion n'est pas moins importante que 

la premiere. Supposons en effet que l 'on air trac~ un cycle limite; il est clair 

que le point mobile dont nous parlions plus haut ne pourra jamais le franchir 

et qu'il restera toujours s l'inte~rieur de ce cycle, ou toujours ~ l'ext~rieur. ]] 

est vrai que les cycles limites sont en g~n~ral des courbes transcendantes qu'on 

ne saurait  tracer exactement. Mais on peut souvent tracer deux courbes alg~- 

briques fermdes, concentrique s l 'une ~ l 'autre, d~terminant une sorte d 'anneau, 

de telle fa~on qu'on peut distinguer dans le plan trois r6gions, l'int4rieur de 

l 'anneau, la rSgion annulaire et ]'ext~rieur de l 'anneau. Supposons que l'on air 

d~montr6 d'une mani~re quelconque que le cycle limite se trouve dans la r~gion 

annulaire; on sera certain alors que, si notre point mobile est s l ' int~rieur de 

l 'anneau, il ne pourra jamais aller s l'ext~rieur de cet anneau. On peut done, 

malgr~ l'instabilitd de ce p o i n t  mobile, assigner des limites sup~rieures s ses 

coordonn~es. 

Je reconnus ensuite qu'on pouvait  dans t o u s l e s  cas sillonner le plan par 

une infinit4 de courbes ferm~es, s 'enveloppant mutuellement et rappelant par 
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leur forme et leur disposition les eourbes de niveau d'un plan topographique. 

:Pour poursuivre cette eomparaison, je dirai que, dans ce plan topographique, les 

sommets et les fonds seraient repr6sent6s par les nceuds et les foyers, et les cols 

par les points singuliers que j'ai appel6s plus haut  de ce nom. Parmi ces cour- 

bes ferm6es, les unes sont des cycles sans contact, les autres sont des cycles 

limites. A part  ces cycles limites, les courbes d6finies par notre 6quation diff6- 

rentielle sont des spirales se rapprochant  asymptot iquement  des points singuliers 
et des cycles limites. 

Apr~s avoir d6montr6 que le nombre des cycles limites est fini, sauf dans 

certains eas exceptionnels, j 'ai donn6 une m6thode g6n@ale pour d6terminer ce 

hombre et pour tracer des r6gions annulaires dans lesquelles se trouve un cycle 
limite, et un seul. 

A la fin du M6moire, j 'ai donn6 plusieurs exemples d'applieations de cette 

m6thode, ge citerai seulement le dernier de ces exemples, celui de l '6quation 

dx dy 
y +x(x'~+y2--2x--3)(x~ +y~ 2x 8) x +y(x~'+y~-2x 3)(x~+y~--2x--8) 

J 'a i  divis6 le plan en quatre r6gions, limit6es par les trois cercles ~ 

(2) x ~ + y ~ =  I ,  x 2 + y ~ - -  2 x  + 5 , s ,  x ~ + y~ ~ 1 6 ,  

qui s 'enveloppent mutuellemen~. De ces quatre rdgions, ]a deuxibme et la troi- 

si~me contiennent un cycle limite et n'en contiennent qu'un, les deux autres 

n'en contiennent pas. I1 suit de 1~ que si, ~ l'origine des temps, notre point 

mobile est ~ l 'int6rieur du premier des cercles (2), il ne pourra jamais sortir du 

second et que, s'il est ~ l'int6rieur du second, il ne pourra jamais sortir du 

troisi~me. 

II y a un cas partieulier qui m6rite de fixer l 'at tention, bien qu'il ne se 

pr6sente que trbs exceptionnellement: c'est celui off routes les courbes d6finies 

par l '6quation (~) sont des courbes ferm6es qui s'enveloppent mutuellement s la 

fa~on des courbes de niveau d'un plan topographique. C'est lb, le seul cas oh, 

pour employer de nouveau une comparaison emprunt6e ~ l'Astronomie, le point 

mobile dont il a 6t6 question plus haut  a une orbite stable. C'est le seul cas, 

en effet, oh l 'on ne puisse pas sillonner le plan de cycles sans contact (76). 

1 De telle faqon que la p remibre  r6gion soit  i n t6 r i eu re  au p r e m i e r  des cercles (2), la 
deux i~me comprise  en t re  le p r e m i e r  e~ le deux i~me de ces cercles, la t ro is ibme comprise  en t r e  
le deux i~me e~ le troisi~me, e~ la qua t r i~me r6gion ex t6 r i eu re  au trois i~me cercle. 
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Pour que ce cas particulier se pr6sente, il faut  une infinit6 de conditions, 

et l'on pourrait  croire d'abord qu'il est impossible de reconnaitre si elles sont 

toutes remplies s la fois. Cela est, au contraire, le plus souvent trbs facile, et 

l'on d6montre a priori que ces conditions doivent ~tre routes satisfaites, dans 

un certain nombre de cas, et, en particulier, quand on a 

d X  d Y  
+ d;y = ~  

J 'a i  appliqu6 ces prineipes ~ une 6quation diff6rentielle rencontr~e par D~- 

LaUNAY dans la th6orie de la Lune. 

J 'abordai ensuite (20, 76) l'6tude des 6quations du premier ordre et de 

degr6 sup6rieur de la forme suivante 

dy  
F d6signant un polynSme entier en x, y et dx" Pour 6tudier plus facilement 

cette 6quation, j'emploie trois variables auxiliaires ~, ~, ~, li~es aux variables 

dy  
primitives, de telle fa~on que x, y et dx  soient des fonctions rationnelles de ~, 

et ~, et ]e consid~re ces trois variables comme les coordonn~es d 'un point 

darts l'espace. L'6quation (3) signifie alors que ee point est situ6 sur une cer- 

taine surface alg4brique. J 'a i  soin de choisir rues nouvelles variables, de telle 

fa~on que cette surface n'ait  pas de nappes infinies et se r6duise h un certain 

nombre de nappes ferrules. J 'envisage en particulier une de ces nappes~ que 

j'appelle S. Grace aux conventions faites, par chaque point non singulier de S 

passera une courbe d~finie par l '6quation (3) et une seule. Quant aux points 

singuliers, i ls se subdivisent en cols, en foyers, ne nceuds et en centres et 

jouisscnt des m~mes propri6t~s que les points que j 'ai appel~s plus haut  de ces 
nOES. 

Une notion qui joue ici un rSle capital, c'est lc genre de la nappe S. Je 

dirai que cette nappe est de genre o, si elle est convexe s la fa~on d'une sphere; 

de genre I, si elle prSsente un trou h ]a fa~on d 'un tore; de genre 2, si elle prd- 
sente deux trous, etc. 

J 'ai  d~montr~ une relation tr~s simple entre ]e genre de cette nappe et le 

hombre des cols, des foyers et des nceuds qui s 'y trouvent.  C'est la g4n6ralisa- 

tion d'une relation dent  j 'ai parl~ plus haut  et qui s'applique aux ~quations du 

premier ordre et du premier degr6. 
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La suite de la discussion est d'ailleurs tout  s fair la m6me que pour ]es 

courbes d6finies par l '6quation (i), c'est-s par une 6quation du premier 

degr6. La nappo S est sillonn6e d'une infinit6 de courbes ferm6es, qui sent des 

cycles sans contact ou des cycles limites; il y a toutefois une diff6rence essen- 

tielle sur laquelle je d6sirerais appeler l 'attention. Supposons, par exemple, 

que ]a nappe S soit un to re  et qu'un cercle m6ridien de ce tore soit un cycle 

sans contact;  contrairement g c e  que nous avons remarqu6 dans le cas des 

6quations du premier degr6, rien ne s'oppose s ce qu'une courbe d6finie par 

notre 6quation diff6rentielle vienne couper ce cercle m6ridien en plusieurs points 

et m6me en une infinit6 de points. Si cela arrive et qu 'un point mobile d6crive 

cette courbe en pa r tan t  d 'une position initiale donn6e, il finira toujours par 

revenir dans une position aussi voisine qu'on le voudra de cette position 

initiale. On pourra donc dire que cc point mobile d6crit une trajectoire stable. 

Ainsi la stabilit6 qui, lorsqu'il s'agissait des 6quations du premier degr6, 

ne se pr6sentait que dans des cas tr~s particuliers, n 'est  plus une exception 

quand il s'agit d'6quations de degr6 sup6rieur. 

D'ailleurs les points, en hombre infini, off le point mobile vient successive- 

ment rencontrer le cercle m6ridien, jouissent d 'une propri~t6 arithm6tique inat- 

tendue. 

Appelons ~t un certain nombre incommensurable; appelons M i l e  point off 

le point mobile vient rencon~rer pour la i~me lois le cercle m6ridien. Cherchons 

dans quel ordre circulaire ces points Mi se reneontrent sur ce cerele. Cet ordre 

sera le m~me que celui des nombres , , i  E( , , i ) .  

Passons maintenant  (23, 77) aux 6quations du second ordre, que j'6crirai 

sous la forme suivante 

dx  dy  dz 
(4) X Y Z ' 

X, Y ct Z d6signant des polynSmes entiers en x, y et z, et les variables x, y e t  

z 6rant regard6es comme les coordonn6es d 'un point dans l'espace. Nous pou- 

vons alors 6tudier les eourbes qui satisfont s ces 6quations et que j'appellerai 

les courbes C, et nous verrons que par chaque point de l'espace vient passer 

une courbe C et une seule, si toutefois on excepte les points singuliers, c'est-s 

dire les points d'intersection des trois surfaces 

(5) X =  o, Y = o ,  Z =  o. 

L'6tude de ces points singuliers s'imposait tout  d'abord. Je reconnus qu'il 
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y e n  a de quatre sortes (sans parler des points singuliers que ne se rencontrent 

que tr~s exceptionnellement, par exemple, les centres): 

i ~ Les noeuds, oh viennent converger toutes celles des courbes C qui pas- 

sent assez pros du point singulier; 

2 ~ Les cols, oh viennent converger une infinit4 de ces courbes dont l'en- 

semble forme une surface et off passe, en outre, une autre courbe satisfaisant h 

l '4quation et non situ~e sur cette surface; 

3 ~ Les /oyers, off passe une courbe C et une seule, pendant que les autres 

courbes  se rapprochent asymptot iquement  du point singulier h la fa~on des 

spirales; 

4 ~ Les cols /oyers, par lesquels passe une eourbe C et une seule, pendant 

qu'une infinit~ d'autres, dont  l'ensemble forme une surface, se rapprochent 

asymptotiquement du point singulier. 

J 'a i  ~tudJ4 ~galement le cas off les trois surfaces (5) ont une courbe com- 

mune qui devient alors une ligne singuli~re. J 'a i  reconnu que les diff4rents 

points d 'une ligne singuli~re ont des propri4t4s analogues h celles des points 

singuliers ordinaires dont nous venons de parler. 

Dans le cas des 4quations du premier ordre, nous avons trouv6 une rela- 

tion entre les nombres des points singuliers des diverses esp~ces. Il n'en existe 

pas de pareille pour les 4quations du second ordre. Une analyse approfondic 

montre qu'il doit y e n  avoir pour routes les dquations d'ordre impair, et qu'au 

contraire les ~quations d'ordre pair n'en poss~dent pas. 

N4anmoins un assez grand nombre de propri~t~s des dquations du premier 

ordre s'4tendent h celles du second. Les surfaces sans contact sont tout  ~ fair 

analogues aux cycles sans contact, et l 'on peut d~montrer, par exemple, qu'h 

l'int~rieur de route surface sans contact (si elles ne sont pas triplement connexes) 

il y a toujours des points singuliers. 

On a vu, plus haut,  que c'est l '4tude des points singuliers des 4quations 

du premier ordre qui nous a fait connaitre les principales propri4t4s des courbes 

d4finies par ees 5quations; au contraire, la th~orie des points singuliers des 

~quations du second ordre ne saurait suffire s elle seule pour nous faire p~n4- 

trer aussi profond4ment dans la connaissance des courbes C. II faut introduire, 

en outre, une notion nouvelle qui joue, dans une certaine mesure, le m~me rSle 

que les points singuliers. Soient Co une eourbe /ermde quelconque satisfaisant 

s notre 4quation, et D u n  domaine comprenant tous les points suffisamment voi- 

sins de Co; nous pouvons ~tudier la forme et la disposition g4n~rale des courbes 

C s l'int4rieur de ce domaine. On reconnaltra  ainsi, ind~pendamment d 'un 

grand nombre de cas moins importants, quatre cas principaux, qui sont les 

suivants: 
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s ~ On peut faire passer par la eourbe Co deux surfaces que l'on peut sil- 

lonner par une infinit~ de courbes C satisfaisant aux 4quations (4). Les autres 

eourbes C, apr~s ~tre entr4es darts le domaine D et s'6tre rapproch~es de Co, 

s'en ~loignent ensuite et finissent par sortir du domaine. Je n'ai rien s ajouter 

sur ce premier cas, qui nous apprend peu de chose sur les propri~tSs de nos courbes. 

2 ~ On peut construire une surface S pr~sentant une forme annulaire ana- 

logue s celle du tore, et s l 'int6ricur de laque]le se trouve la courbe Co, de ]a 

m~me fa~on que le cercle, lieu des centres des cercles m~ridiens, se trouve 

l 'int6rieur d 'un tore. De plus, cette surface S n'est tangente en aucun point, 

aueune des courbes C: e'est une surface sans contact. Consid~rons un point 

mobile d~crivant une courbe C; d~s qu'il sera sorti de la surface S, il n 'y  pourra 

plus rentrer; nous avons donc instabilitd, et cela semble 6tre ici le cas g4n~ral. 

3 ~ On peut construire une surface S analogue s eel]e dont nous venons 

de par]er; mais e]le ne sera pas une surface sans contact, elle sera au contraire 

sillonn~e par une infinit~ de courbes C. Alors, si notre point mobile est situ~ 

sur la surface S, il y restera toujours; de plus, s'il part  d 'une position initiale 

quelconque, il finira toujours par revenir aussi pros que l'on veut de cette posi- 

tion. Son orbite est donc $table. 
4 ~ Dans le quatri~me cas enfin, le point mobile peut aller aussi pros que 

l'on veut d'un point quelconque du domaine D, et, s'il part  d 'une position ini- 

tiale donn4e, il finira toujours par revenir aussi pros que l'on veut de cette 

position. Dans ce sens, il y a donc 8tabilild, et la d6monstration de cette stabi- 

lit6 serait complbte, si l 'on savait assigner des limites aux coordonn6es du point 

mobile. 

Malheureusement, mes m6thodes ne me permettent.presque jamais de distin- 

guer le trois~me cas du quatri~me, ni, dans le quatri~me, de trouver les ]imites 

entre lesquelles les coordonn6es du point mobile restent comprises. C'est ls une 

tacune importante que jusqu'ici j 'ai vainement essay6 de combler. 

Ce troisi~me et ce quatri~me cas ne se pr6sentent que si X, Y e t  Z satis- 

font s une infinit6 de conditions, de sorte qu'ils semblent d'abord tr~s excep- 

tionnels. IIs ont n6anmoins une grande importance pratique. On peut d'ailleurs 

d6montrer qu'ils se pr6senteront toujours si le dernier multiplicateur M, d6fini 

.par l'~quation 

d ( M X )  d ( M Y )  d ( M Z )  
dx + dy + dz o, 

est toujours uniforme et positif dans le domaine consid6r6. Or cette circon- 

stance se rencontre pr~eis~ment darts la plupart des applications. 



64 Henri Poincar~. 

Pour  ~tendre les r~sultats precedents aux 6quations d'ordre sup~rieur au se- 

cond, il faut renoncer ~, la representation g5omdtrique qui nous a ~td si com- 

mode, ~ moins d'employer le langage de l'hyperg~om6trie s n dimensions. Mais 

ce langage est si peu familier s la plupart  des g~om~tres qu'on perdrait  ainsi 

les prineipaux avuntages que l 'on peut  attendre de la representation en question. 

"Les rSsultats n'en subsistent pas moins, et l 'on retrouve les quatre cas dont nous 

avons parl~ plus haut. Ce qu'il y a de remarquable, c'est que le troisi~me et le 

quatri~me cas, c'est-h-dire ceux qui correspondent h la stabilitY: se rencontrent 

pr~cis~ment dans les ~quations g~n~rales de ]a Dynamique. Cette circonstance 

doit nous faire d 'autant  plus d~sirer de voir se combler la lacune que j 'ai sig- 

nal6e plus haut. 

Pour aller plus loin, il me fallait crier un instrument destin~ h remplacer 

l ' instrument g4om4trique qui me faisait d~faut quand je voulais p4n~,trer duns 

l 'espace ~ plus de trois dimensions. C'est la principale raison qui m'a engag~ 

aborder l'~tude de l'Analysis Situs; rues travaux ~ ce sujet seront exposes plus 

loins dans un paragraphe special. 

J 'a i  poursuivi ensuite mes recherches sur les courbes d~finies pas les ~qua- 

tions diff~rentielles, mais les r~sultats nouveaux que j'ai obtenus se rapportant  

avant  tout  s la M~canique C~leste seront exposes dans la Quatri~me Partie de 

cette Notice. 



D E U X I ] ~ M E  P A R T I E .  

THEORIE  DES FONCTIONS. 

VI. Th~orie gen~rale des fonctions d'une variable. 
(14, 29, 33, 35, 44, 85, 87, 100, 201, 218). 

La ~h~orie des fonctions d'une seule variable complexe a fair dans ces der- 

niers temps des progr~s consid~rables, grs aux travaux de M. WEIERSTRASS et 

de M. M~TTAG-LEFFLEm 

Ces fonctions peuvent se r~partir en trois classes: s ~ fonctions uniformes 

existant dans route l '6tendue du plan; 20 fonetions uniformes s espaces lacunaires, 

c'est-s n 'existant pas dans route l '~tendue du plan; 30 fonctions non uni- 

formes. 

Parmi les fonctions de la premiere classe, les plus importantes sont les 

fonctions enti~res, c'est-~t-dire celles qui peuvent se d~velopper suivant les puis- 

sances de x, en s6ries toujours convergentes. M. WEIERSTRASS a fair voir qu'une 

pareille fonction peut toujours se d6composer en un produit  d'une infinit~ de 

]acteurs primaires. Uu facteur primaire de g e n r e n e s t l e p r o d u i t  (I X) e~) ,  

P(x)  ~tant un polyn6me entier de degr6 n. Une fonction de genre n e s t  une 

fonction enti~re dont tous les facteurs primaires sont de genre inf~rieur. 

Cette classification des fonctions enti~res en genres soul~ve un grand 

nombre de probl~mes int~ressants. J 'ai  voulu contribuer (87) ~, la solution de 

ces probl~mes en ~tudiant la mani~re dont une fonction de genre n s e  comporte 

s l'infini et la rapidit6 avec laquelle d6croissent les coefficients de son d~velop- 

pemeut suivant les puissances de x. Je suis arriv6 ainsi aux r4sultats suivants: 

i ~ Si F(~) est une fonction de genre n et si le module de x crolt  ind~- 

finimen~ avee un argument tel que e ~ + ~  tende vers o, le produit F (x)e ~x~+l 

tend aussi vers o. 
Acta mathematlca. 38. Imprim~ le 27 mars 1913. 9 
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2 ~ . L'int6grale 
oo  

j e (~)n+l F (z) dz 

0 

repr6sente une fonction enti&'e de ~. 
x 

3 ~ Si Ap est le coefficient de xZ ~ dans le d~veloppement de F(a) ,  on a 

n + l  

lim A.  @ =  o (pour p = ~ ) .  

4 ~ Si F(x) est une fonction de genre o, elle est susceptible d '&re  repr6- 

sent6e par la s6rie d'Abel &udi6e par M. HAm'r~.~ dans le tome X du Bulletin 
de la Socidtd mathdmatique de France, et cela quelle que soit la constante ft. 

Malheureusement les r6ciproques de ces propositions ne sont pus toujours 

vraies. I1 est ais6 de voir la raison pour laquelle il est impossible de t rouver  

un crit~re infaillible, donnant  les conditions n~eessaires et suffisantes pour qu 'une 

fonetion soit du genre n. En effet, la classification des fonctions en genres se 

ra t tache  tr~s &roi tement  s la th6orie de la convergence des s6ries. I1 y a done 

toujours, ainsi que l 'a montr6 M. HADAMARD des cas douteux off l 'on peut 

h6siter entre le genre n et n + i .  Mais M. HADAMARD a montr6 quel parti  on peut  

tirer de ces r6eipruques malgr6 les restrictions auxquelles elles sont soumises. 

Pour qu 'une fonction dont  les z6ros sont, par ordre de module croissant, 

a l ,  a 2 ,  . . . ,  a p ,  . . . ,  

soit de genre n, la premiere condition et la plus importante,  c'est que la s6rie 

I I I 

P 

soit convergente.  Or il n 'y  a point  de crit~re de la convergence d 'une s6rie 

pouvant  s 'appliquer s t o u s l e s  cas. C'est pour  eela qu'il n 'y  a pas non plus 

de crit~re permet tan t  de reconnai t re  dans t o u s l e s  cas si une fonction est du 

genre n. 

Outre les fonctions enti~res, la premiere classe comprend:  i ~ les fonctions 

qui out des p61es; 2 ~ celles qui out un nombre fini de points singuliers essen- 

tiels; 3 ~ eelles qui en ont un nombre infini parmi lesquels on peut  t rouver  des 

points singuliers isolds (j 'appelle ainsi les points singuliers autour  desquels on 

peut  t racer  un cerele assez pet i t  pour ne contenir aucun autre point singulier); 



Analyse de ses travaux scientifiques. 67 

40 celles qui ont une ligne singuli~re; 5 ~ celles qui, ayant  un nombre infini de 

points singuliers, mais n 'ayant  pas de lignes singuli~res, n 'ont  eependant pas de 

points singuliers isol6s. (Les Allemands disent alors que les points singuliers 

ferment eine per/ecte Menge.) J 'ai  donn~, pour la premiere fois, 1 un exemple 

de fonctions de cette derni~re cat~gorie; ce sent les fonctions fuchsiennes qui 

existent dans toute l'6tendue du plan. En appliquant un th6or~me de M. PI- 

CARD, on peut voir en effet que ces fonctions ne peuvent avoir des points singu- 

liers isol~s. 

Passons maintenant  ~ la deuxi~me classe, eelle des fonctions ~ espaces lacu- 

naires signal~es pour la premiere fois par M. WEIESTRASS. J 'a i  ~t6 conduit par 

deux voies diff~rentes (100) ~ m'occuper de ces fonctions. En premier lieu les 

fonctions fuchsiennes et klein~ennes n'existent en g~n6ral qu's l 'int~rieur d 'un 

cercle ou d 'un domaine plus eompliqu~; elles me fournissaient donc un exemple 

de fonctions ~ espaces lacunaires. Les r~sultats de ma th~se inaugurale me con- 

duisaient 6galement ~ des fonctions pr~sentant des lacunes. Si l'on veut bien 

en effet se reporter au paragraphe que j'ai intitul6 Gdndralitgs sur les ~quations 

di[fdrentieUes et s l '6quation (4) de ce paragraphe, on verra que cette (~quation 

(4) n'a d'int~grale holomorphe que si le polygone convexe, qui contient tous les 

points repr~,sentatifs des diff6rentes racines d 'une certaine 6quation alg6brique, 

ne contient pas l'origine. Ce|a ne pourrait pas arriver, si l'int6grale holomorphe 

de l'~quation (4), considdrde comme fonction des racines de cette gquation algdbrique, 

n'6tait  une fonction s espace lacunaire. 

Cette remarque m'a fair d6couvrir toute une classe de fonctions pr6sentant 

des lacunes. Voici quel est leur mode de g6n6ration. On pose 

A~ 

en supposant que la s~rie ~ A .  soit absolument convergente et que les points 

b~ soient int6rieurs ~ un certain domaine D ou situ4s sur le contour de ce do- 

maine, et cela de telle fagon que, si ]'on prend sur ce contour un arc quel- 

conque et aussi petit qu'on voudra, il y air toujours sur cet arc une infinit6 de 

points bn. 

La fonetion el(x) est alors une fonetion uniforme admet tant  le domaine D 

comme espace lacunaire. Comme exemple particulier, j 'ai cit4 la s~rie 

1 ~onctions fuchsiennes (passim). 
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U m V n W p 

(x) 
A~ mcr § nfl + PT' 

x - -  
m + n + p  

oh u, v, w sont des eonstantes donn6es, de module inf6rieur & i, off a, ~)', 7 sont 

des constantes imaginaires queleonques et o~ m, n e t  p peuvent prendre sous 

le signe ~, t ous l e s  systbmes de valeurs entibres et positives. 

La fonction rf (x) a alors pour espace lacunaire le triangle c~flT. 
I1 importe de se rendre compte de la v6ritable nature de ces fonctions 

espaces lacunaires. I1 arrive souvent que les d6veioppements en s6ries, s termes 

rationnels par exemple, sont convergents h la fois ~ l 'int6rieur et s l'ext6rieur 

de ce domaine et ne divergent que sur le contour m~me du domaine. Les deux 

parties du plan off la s6rie converge sont alors compl~tement s6par6es par une 

ligne le long de laquelle le d6veloppement cesse d 'etre valable. Dolt-on cepen- 

dant  consid6rer les deux fonctions repr6sent(~es par le d6veloppement h l 'int6rieur 

et s l'ext4rieur du domaine comme le prolongement analytique l 'une de l 'autre? 

Plusieurs g6ombtres 6talent autrefois tent6s de le croire. M. WEIERSTRASS a 

montr6 pour ]a premiere fois que leur point de vue 6tait faux, en donnant  des 

exemples de s6ries qui repr6sentent dans des domaines diff6rents des fonctions 

manifestement diff~rentes. J 'en  ai moi-m~.me rencontr6 un exemple dont je veux 

ici dire un mot. Certains d4veloppements qui repr6sentent s l'int6rieur du cercle 

fondamental une de ces fonctions que j'ai appel6es plus haut  thdta/uchsiennes 

repr6sentent o h l'ext6rieur de ce cercle. 

J 'ai  voulu donner (35) un argument nouveau h, l 'appui de la mani~re de voir 

de WE~ERSTR~SS. Consid~rons une fonction F(x)  admet tant  un domaine D 

comme espace ]acunaire, et une autre fonction F~(x)n 'ex i s tan t  au contraire 

qu'h l 'int6rieur de ce domaine et admet tant  par cons6quent tout  le reste du 

plan comme espace laeunaire. Divisons le contour du domaine D en deux arcs 

A e t  B. J 'a i  d6montr6 qu'on pouvait trouver deux fonctions uniformes O(x) 
et @~ (x) existant dans tout  le plan et admet tant  seulement, la premiere A, la 

seconde B comme ligne singulibre; et cela de teUe sorte que 

O § q), ~ F s l'ext~rieur de D, 

O § O L = F 1 s l'int~rieur de D. 

Si la fonetion F avait un prolongement analytique naturel ~ l'int~rieur de 

D, ee prolongement devrait  ~tre FI; mais nous avons ehoisi cette fonetion F~ 

d'une mani~re tout ~t /ait arbitraire, en l 'assujett isant seulement ~ n'exister qu'h 

l'int~rieur de D. I1 est done d~nu6 de sens de parler du prolongement naturel 
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d 'une fonction ~ l'int~rieur d'un de ses espaces laeunaires. J 'avais en m~me 

temps ramend l 'dtude des fonetions ~ espaces lacunaires s celle des transcendan- 

tes uniformes ~ ligne singuli~r.e essentielle. Je suis revenu sur la m6me ques- 

tion dans un mdmoire plus dtdndu (201). 

La thdorie des fonetions non uniformes est loin d'6tre aussi avancde que 

celle des fonctions uniformes. J 'ai montrd d 'abord (218) que le nombre de leurs 

ddterminations s'il est infini est de la I bre puissance au sens de CA~TOR. 

Quoiqu'on connaisse assez bien la mani~re d'6tre de ces fonctions non uni- 

formes dans le voisinage d'un point donnd, quoique l ' introduction des surfaces de 

RIEMA~N air jetd beaucoup de lumi~re sur les parties encore obscures de leur 

thdorie, il y a encore bien de progr~s ~ faire avant  de connaltre leurs princi- 

pales propridtds. J 'dtais donc animd du ddsir de ramener leur ~tude ~ cel|e des 

~ranscendantes uniformes. La thdorie des fonctions fuchsiennes me rapprochait 

d~js du but;  j 'avais d~montrd, en effet, que si / (x ,  y ) - - o  est l 'dquation d'une 

courbe algdbrique quelconque, on peut choisir un param~tre z de (elle fagon que 

x et y soient des fonctions uniformes de ce param~tre. J 'avais ainsi rdso]u ]e 

problbme pour ]es plus simples des fonctions non uniformes, c'est-s pour les 

fonctions algdbriques. 

J 'dtais donc (85) naturellement portd h me demander si cette propri4t4 est 

partieuli~re aux fonctions alg~briques, ou si l 'on peut l 'dtendre ~ une fonction 

non uniforme quelconque. J 'ai  pu rdpondre h cette question ct d~montrer le 

thdor~me tr~s gdndral suivant:  

Soit une /onetion analytique quel6onque de x, non u,i/orme. On peut toujours 

trouver une variable z, telle que x et y soient /onctions uni/ormes de z. 

lgon point de ddpart a dtd ]a ddmonstration du principe de I)IRICHLET donnde 

par ~ .  SC~WARZ. Mais ce principe n 'aurai t  pu ~ lui seul me permettre de triom- 

pher des difficultds qui provenaient de la grande gdndralitd du thdor~me s dd- 

montrer. Il faut  d 'abord ddfinir la surface de RIEMA~ s une infinitd de feuil- 

lets dont je cherehe ~ faire, sur une partie du plan, la reprdsentation conforme. 

Je choisis cette surface de fa~on qu'elle soit simplement connexe, que tous l e s  

points singuliers restent en dehors de la surface proprement dire et se t rouvent  

pour ainsi dire sur sa fronti~re, et enfin de fa9on que la fonction y ne puisse 

prendre deux valeurs diffdrentes en un m~me point de la surface. 

Je ddcoupe une portion finie R de cette surface, et j 'en fais sur un cercle 

la repr4sentation conforme, ce que le thdor~me de M. SCHWARZ me permet de 

faire. Cette repr4sentation se fair s l 'aide d'une certaine fonction analytique u. 

Faisons ensuite croitre ind4finiment ]a r4gion R;  nous aurons la repr4sentation 
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conforme d'une portion de  plus en plus 6tendue de notre surface de RIEMAI~I~. 

I1 me faut alors fairs voir que la fonction analytique u dont je parlais plus haut  

tend vers uno limite finie et d6termin6e. Quand cela est fait, les premieres dif- 

ficult6s seules sont vaincues. En effet, il reste s d6montrer que la ]imite de la 

fonction u est elle-m6me une fonction analytique. Pour cela, il faut  que la fonc- 

tion analytique u tende uni]ormdment vers sa limite (gleichmdssig), ce que je 

suis parvenu h d6montrer. 

Ainsi, l'dtude des /onctions non uni/ormes est ramende, dans tousles cas pos- 

sibles, ~ l'dtude bien plus /acile des /onctions uni/ormes. 
Je rattacherai s ces recherches, re]atives aux fonctions d'une variable, les 

t ravaux que j'ai consacr6s s l'6tude des s6ries de polynSmes (33, 83). E t  en 

effet, il y a un fait qui joue un rSle tr~s important  dans la th6orie des fonc- 

tions: c'est que les r6gions off une fonction quelconque peut 6tre repr6sent6e 

par une s6rie de puissances sont limit6es par des cercles. On peut done sup- 

poser qu'on pourra tirer un profit analogue de la connaissance des r6gions off 

conviennent des d6veloppements d 'autre  forme. 

J 'a i  cherch6, eu particulier, les conditions de convergence des s6ries dont 

le n i~m~ terme est un coefficient constant multipli6 par un polyn6me entier P . (x )  

de degr6 n, en supposant qu'il y ait entre un certain nombre de polyn6mes 

P~ cons6cutifs une relation de r~eurrence. Les s6ries ordonn6es suivant les poly- 

n6mes de LEOENDRE n'en sont 6videmment que des cas particuliers. J 'ai  trouv6 

que les r6gions off ces s6ries convergent sont limit6es par certaines courbes de 

convergence et j 'ai d6termin6 ces courbes en remarquant  que la s~rie 

Pn z', 

cosid4r6e comme fonction de z, satisfait ~ une ~quation diff6rentielle lin6aire 

dont les coefficients sont des polyn6mes entiers en z et en x. 

VII. Theorie generale des fonctions de deux variables. (32, 67, 190). 

]l semble d'abord que, pour ~tudier les fonctions de deux variables, il suffit 

d'appliquer, sans y rien changer, les principes qui ont servi s ~tablir les pro- 

pri4t~s des fonctions d'une seule variable. I1 n'en est rien; il y a entre ]es deux 

theories des differences essentielles et Yon ne saurait passer de l'une h l 'autre 

par une simple g~n~ralisation. 
Cette difference apparal t  d~s que Yon consid~re les polynSmes entiers qui 

sont d4composables en facteurs s'il n 'y  a qu'une variable et ne le sont plus dans 
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le cas c0ntraire. Je  laisserai de e6t6 pour le  moment les difficultds que l'on a 

6prouv6es en voulant g6ndraliser la th6orie des r6sidus de CAUCHV, car j 'y  veux 

consacrer le paragraphe suivant. J ' insisterai seulement sur un exemple qui met 

bien en 6vidence les diff6rences dont  je viens de parler: c'est l '~tude des fonc- 

tions m6romorphes dans tout  le plan, c'est-h-dire des transcendantes qui ne pr6- 

sentent s distance finie d 'autres singularit6s que des infinis. 

On sait que M. WEIERSTRASS a d6montr6 que, si une fonction d 'une seule 

variable est m6romorphe dans tout  le plan, elle peut  6tre regard6e comme le 

quotient  de deux fonctions enti~res. Pour  arriver h ce r6sultat, le c61~bre g6o- 

m~tre de Berlin construi t  une fonction enti~re qui s'annule pour tous l e s  infinis 

de la fonetion m6romorphe donn6e. Le produit  des deux fonctions, ne devenant  

plus infini, est une fonction enti~re. Pour  construire la t ranseendante en ques- 

tion, il faut consid6rer sdpargment  les diff6rents infinis de la fonction m6ro- 

morphe donn6e. 

La m6thode de M. WEIERSTRASS para i t  done, aU premier abord, ne pas 

pouvoir s'6tendre aux fonctions de deux variables, dont  les infinis sont non plus 

des points isolds, mais des multiplicit6s continues, et nc peuvcnt  par consdquent 

~tre envisagds s@ardment .  Aussi les g6om~tres qui tentaient  de g6ndraliser le 

th6orbme de M. WEIERSTRASS ont-ils 6t6 longtemps arr~tds (32, 67). 

J 'eus  l'id6e de tourner la difficult6 en g6n6ralisant la notion de fonction 

de deux variables. Soit en effet V +  iW une fonction des variables imaginaires 

x + i y  et z + i t .  La partie r6elle V satisfera b~ l '6quation 

d 2 V d 2 V d ~ V d ~ V 
(~) d V = d x  ~ + ~ y ~  + ~ -  + - r i g  = o. 

~ais  cette condition n'est  pas suffisante pour que F soit la partie r6elle 

d 'une fonction de nos deux variables. I1 faut en outre que V satisfasse 

aux relations 

d ~ V d 2 V d ~ V d ~ V 
(2) dx- ~ + ~ - -  o ,  d x d ~  + dyd---t -=- o. 

Envisageons maintenant toutes les fonctions V qui satisfont ~ l'~quation (I) 

sans ~tre assujetties s satisfaire aux 6quations (2). On pourra alors construire 

une fonction qui remplira cette unique condition ( i ) e t  qui de plus admettra  une 

partie seu|ement des infinis de la fonction m6romorphe donn6e sans  en admet tre  

d 'autres ,  Cela 6tait impossible au contraire quand cette fonction restait assu- 

jettie aux conditions (2). 
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Pouvant  alors consid~rer s~parement les infinis de notre fonction m~ro- 

morphe, nous n'avons plus qu'g appliquer la m~thode m~me de M. WEIERSTRaSS 

pour construire une fonction e v qui s'annule pour tous le s  infinis de |a fonction 

m~romorphe donn~e et telle que V satisfasse g l '6quation (i). On peut m~me 

en trouver une infinit& Soient en effet V0 l'une d'elles et G une fonction enti~re, 

c'est-g-dire toujours finie, de x, y, z, t, satisfaisant g l'Squation J G = o ;  toutes 

les fonctions V0 + G rempliront, comme [a fonction V0 elle-m~me, les conditions 

6noncdes plus haut. I1 reste g faire voir que, parmi ces fonctions, V0 4- G, il y 

en aune qui peut ~tre regard6e eomme la partie r~elle d'une fonction de x + i y  

et de z + i t ,  ce qui veut dire que l'on peut disposer de la fonction enti~re G, 

de telle faqon que 

d ~ ( V o + G )  + d 2 ( V o + G )  d " ( V o + G )  + d 2 ( V o + G )  
- -  O ,  

d x  ~ d y  ~ d x  d z  d y d t  

C'est ce que j'ai fait, d~montrant  ainsi le th~or~me suivant: 

S i  une  /onction de deux  variables imagina ires  est partout  m&'omorphe, elle sera 

le quotient  de deux  /onctions enti&es.  Je suis revenu sur cette m~me question 

(190) et je suis parvenu g simplifier consid6rablement les d6monstrations. 

En ce qui concerne les fonctions non uniformes, j'ai contribu6 h l'6tude de 

leurs propri6tds dans ]e voisinage d'un point donn6, par les lemmes que j'ai d6- 

montr6s au d6but de ma th6se inaugurale. Supposons qu'une 6quation 

F(z ,  xl ,  x2, . . . ,  x n ) = o ,  

d6finissant z comme fonction implicite de x 1, x2 . . . .  , x , ,  soit satisfaite pour le 
systb~me de valeurs 

Z ~ X l  ~ 9 : 2  ~ . - .  ~ X n :  0 

et que nous 6tudions la fonction dans un domaine voisin de ee syst~me de 

valeurs. Je suppose de plus que dans ce domaine la fonction F soit holo- 

d F  
morphe. On sait depuis longtemps que, si ~ n'est pas nul, z e s t  fonction ho- 

d F  
lomorphe de xi, xz . . . . .  x,~. J'ai cherch6 ce qui se passe ]orsque dz  est  nul en 

m~me temps que d~ F d 3 F d m - i F  d "  F 
d--z ~ , dz  ~ . . . .  , d z . , _ ~ ,  mais que la m T M  d4riv4e d z ( -  n'est 

pas nulle. J 'ai  d6montr~ que dans ce cas z satisfait s une ~quation alg~brique 

de |a forme 
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zm+ Bm-lz ~ - t + B ~ - 2 z  ~-2 q- ~'" + B ~ z + B 0 ~ o  

dont les coefficients A sont  des fonctions holomorphes des x. J ' a i  obtenu en- 

suite un  r4sultat .analogue pour  le cas oh l'on a p fonetions implieites de  n 

variables d~finies par p ~quations simultan~es. 

VIII.  Integrales  multiples. (52, 53, 60, 105, 172, 168, 181, 196, 206). 

La th~orie qui a l e  plus eontribu4 s faeiliter l'~tude des fonctions d'une 

variable est certainement celle des int~gra!es prises entre des limites imaginaires. 

E]le conduit, eomme on le sait, s envisager les p6riodes de ces int~grales et 

distinguer les p~riodes polaires (eorrespondant aux r~sidus) des p4riodes cycli- 

ques. Un des points les plus importants est d'ailleurs l '~tude des int~grales 

ab61iennes, c'est-~-dire des intSgrales de diff~rentielles alg~briques; cette th~orie 

est ordinairement pr~sent6e sous une forme g6om6trique, ee qui a amen~ k dire, 

pour abr~ger, que ees int~grales <<appartiennent ~ une eourbe alg6brique~). 

Quand on passe aux fonctions de deux variables, la notion de ces int~grales 

et de leurs p~riodes peut se g~n~ra]iser s deux points de vue diff~rents: par les 

int4grales de diff4rentielles totales et par les int6grales doubles. Je ne m'~ten- 

drai pas beaueoup sur le premier de ces modes de g6n~ralisation. I I n e  m'ap- 

partient pas, en effet: c'est !V[. PmARD qui en a tir~ les premiers e~ les plus 

beaux r~sultats. Je n'ai fait qu'appeler l 'a t tention (52), ~ la suite de la Note 

de 1~I. PICARD, sur quelques points de d~tail. Ainsi ce g6om~tre avait d~mentr6 

qu'une surface alg~brique ne poss~de d'int~grales ab~liennes de diff~rentielles 

totales de premiere esp~ce que dans des eas partieuliers. 

Je veux dire que, si 

y, = ) - o  

est l 'Squation d'une sarface alg~brique d6finissant z en fonetion de x et de y, il 

n 'y  aura pas, en g6nSral, de diff~rentielle exaete 

P dx  + Qdy,  

oh P e t  Q soient rationnels en x, y, z, de telle fa~on que i'int~grale 

P dx  + Qdy  

reste toujours finie. 
Acta ma2hematlca. 38. Impr im4 le 27 mars  1913. 10 
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Par tan t  de lg, j 'ai trouv6 les conditions pour qu'une surface du quatri~me 

ordre possgde de pareilles int6grales. I1 faut et il suffit qu'elle soit une surface 

r6gl6e ou qu'elle se ram~ne s uno surface de r6volution par une transformation 

lin6aire. J 'a i  indiqu6 6galement un certain nombre de cas off il n 'y a jamais, 

et d 'autres oh il y a toujours, des int6grales de premiere espgce. 

J 'a i  reconnu que le th6or~me d'ABEL s'6tendait imm6diatement aux intd- 

grales de diff6rentielles totales de premigre esp~ce; mais il semblait au premier 

abord qu'il n e  serait plus applicable aux surfaces qui ne possgdent pas de pa- 

reilles int6grales, c'est-h-dire la grande majorit6 des surfaces a]g6briques. 

II n'en 6fair rien. J 'a i  d6montr6 (53) le th6or~me suivant:  

Si (xl, Yl, zt), (x~, y~, z~), . . . ,  (xq, yq, z~) sent  les q points d'intersection 

d 'une surface alg6brique S et d 'une courbe alg6brique C; si (x~ + dxl ,  Yt + dye, 

z~ + dz~) . . . .  sent les q points d'intersection de cette m~me surface S avec une 

corbe C ~ infiniment peu diff6rente de C, on aura un certain nombre de relations 

de la forme 

X~dx~ + X ,  dx~ + ...  + X q d x q = o ,  

off Xi est une fonction rationnelle de xl, yi, zi. Ces relations peuvent  8tre regar- 

d6es comme la g6n~ralisation du th6orbme d'AB•L. 

Les difficult6s qui s 'at tachent s l '6tude des int6grales doubles et multiples 

6tendues s un domaine imaginaire sent d 'une nature diff6rente. I1 semble que 

la th6orie des int6grales simples prises entre des limitcs imaginaires serait d 'une 

exposition beaucoup plus laborieuse si l'on n'avait  pour s 'y guider une repr6senta- 

tion g6om4trique. On perd ce guide quand on passe aux int4grales doubles; il 

faudrait alors recourir ~ la G6om6trie ~ quatre dimensions, ce qui serait une 

complication pIut6t qu'une simplification. 
Cet obstacle ne para l t  pas d 'abord trbs s6rieux; cependant il arrSta long- 

temps les g6om~tres. M. PICARI), ~ propos des fonctions hyperfuchsiennes, avait  

trait6 une question qui pr6sente quelque analogie avec celle qui nous occupe, 

mals qui n'est pour tant  pas la mSme; ]es quantit6s qu'il a ainsi introduites ne 

peuvent ~tre en aucune faqon regard6es comme la g6n6ralisation des p6riodes 

des int6grales simples. I1 importe de ne pas les confondre avec les p6riedes 

cycliques que ce m~me savant  a 6tudi6es peu de temps apr~s Ia publication de 

ma premigre Note h c e  sujet, et qui se rattache, au contraire, trgs directement 

la th6orie que j'ai chereh6 s fender. 

Je  fus donc le premier ~t 6tudier m6thodiquement cette importante question 

dans une Note (60) que j'ai eu l 'honneur de pr6senter ~ l 'Academie le 25 jan- 

vier 1886 et dent  ]'ai d6velopp6 les r~sultats dans un Mgmoire plus 6tendu (181). 
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Le premier point ~tait d'imaginer un mode de repr6sentation g6omgtrique 

sans employer l'espace ~ quatre dimensions. On peut y arriver par diverses 
m6thodes que je n'exposerai pas ici et dont  j 'ai fair tour s tour usage. II faut 

ensuite donner une d6finition des int6grales doubles prises dans un domaine 
imaginaire. Gr&ce aux modes de repr6sentation dont je viens de parler, on peut 

donner eette d6finition sans qu'il subsiste aucune 6quivoque. I1 faut ensuite 

d~montrer le th~or6me fondamental, analogue s eelui de CAuoHr, et d'apr&s 

lequel une int6grale double prise le long d 'un contour ferm6 est nulle en g6n6ral. 

Cette d6monstration ne pr6sente aucune difficult6. On peut t rouver sous une 
forme simple les conditions d'int6grabilit6 de diff6rentielles doubles 

A d y d z  + B d x d z  + C d x d y  + .. . ,  

qu'il faut d'abord d6finir sans ambiguitS. Ces conditions pr6sentent presque la 

m6me forme que celles qui expriment l'int6grabilit6 d'une diff~rentielle ordi- 

naire. Seulement certains signes qu i  sont tous positifs pour les int6grales d 'ordre 
pair, et, en partieulier, pour les int6grales doubles, sont, au contraire, alternati- 

vement positifs et nSgatifs quand il s'agit d'int6grales d'ordre impair et en par- 

tieulier d'int6grales simples. Ces conditions une fois trouvdes, le th6or6me fon- 
damental  s'ensuit imm6diatement. 

I1 admet  eependant des exceptions, eomme la proposition correspondante 
de la th~orie de CAUCHr, et ce sont ces exceptions qui sont l'origine des p~rio- 

des des int6grales doubles. Ces p6riodes se distinguent, comme dans le cas d 'une 
seule variablel en p6riodes cycliques et en p6riodes polaires. Je me suis occupY, 
en particulier, des p~riodes polaires ou, si l'on veut, des r~sidus des intdgra]es 

doubles. M. PICARD a 6tudi6 ensuite les p~riodes eycliques. 

J 'ai  envisag6 l'int6grale d 'une fonetion rationnelle que j'ai 6erite sous la 
forme suivante 

/ /(x, y )dxdy  , 

en d6eomposant ie d6nominateur en facteurs irr~ductibles, et j 'ai reeonnu que 

cette int6grale pr6sente trois sortes de p6riodes: 
I ~ Celles de la premiere sorte sont ~gales ~ 2 i z  multipli6 par l 'une des 

pdriodes de premi6re esp~ce de l'int6grale ab61ienne 
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(rapport6e it la courbe alg~brique ~ =  o). 

2 ~ Celles de la seconde sorte se rapportent aux divers points d'intersection 

des deux courbes ~ f - - ~ =  o e t  sont 6gales it 

. .  ~ / ( X o ,  yo)  

,4(x,y) ~tant le d&erminant de ( f e t  de r par rapport it x et it y; et x 0 et Y0 

&ant  les coordonn~es du point d'intersection. 

3 ~ Enfin celles de la troisi~me sorte se rapportent aux divers points doubles 

de ees deux courbes et ont une expression analogue. 

Mais la th6orie serait incomplete si l 'on se bornait it ces trois sortes de p~- 

riodes. I1 peut arriver que la fonction sous le signe integral devienne infinie en 

divers points du contour d'int~gration sans que l'int~gra]e elle-m~me cesse d 'e tre  

finie. Cette cireonstance ne pouvait  pas se produire dans le cas des int~grales 

simples, lorsque ]a fonction it int~grer &ait rationnelle; il n'en est plus de m~me 

ici. D'un au t re  cSt~, on ne saurait exclure de parti  pris les int~grales de cette 

sorte; ear, autant  qu'on en peut juger aujourd'hui, elles doivent jouer un rSle 

important dans les applications. 

Or les int~grales de cette nouvelle sorte ont un caract~re bien different de 

celui des int6grales ~, p~riodes. Celles-ci, en effet, ou bien restent constantes 

quand on fair varier le chemin d'int6gration d 'une mani~re continue, ou bien 

s'aecroissent par sauts brusques; celles-lit, au contraire, varient d'une fa?on con- 

tinue comme le chemin d'int~gration lui-m~me. C'est lit la principale difference 

entre la th~orie nouvelle et celle de CAuc~Y. 

Ces r&ultats  s'appliquent, mutatis mutandis, aux transcendantes e~, en parti- 

culler, aux fonctions uniformes. 

Cette th~orie nouvelle sera-t-elle aussi f~conde que Font 5t~ les d~couvertes 

de CATCHY? Elle est encore trop jeune pour qu'on puisse se prononcer sur cc 

point. Certainement quelques-uns des r&ultats  qu'on peut obtenir ainsi, et par 

une g~n6ralisation immediate des m&hodes de CAUCHY, auraient pu ~tre atteints 

plus ais~ment par d'autres voies. Mais on peut esp~rer qu'il n'en sera pas tou- 

jours de m~me, et d~.jit je suis sur la vole de propositions r~ellement nouvelles 

sur la th6orie des fonctions ab~liennes. 
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Les p4riodes dont il a 6t6 question jusqu'ici sont ana]ogues ~ celles qui 

se rapportent  aux singularit~s polaires des int~grales simples. Mais lorsque la 

fonction sous le s i g n e f  n'est pas uniforme, les intdgrales multiples peuvent 

outre ees p6riodes polaires prSsenter des p~riodes eycliques. 

C'est une question de MScanique C~leste, celle du d~veloppement de la fonc- 

tion perturbatrice qui m'a amen4 h m'en occuper. 

Si la fonetion sous le signe f dSpend d'un param6tre (comme par exemple 

les  int~grales elliptiques du module) les p~riodes cyeliques seront des fonctions 

de ce param~tre.  De m~me que dans le eas des int~grales simp]es, ces fonctions 

seront d~,finies par des dquations lin~aires ~ coefficients alg4briques. J 'a i  ~tudi5 

ces ~quations lin~aires et leurs groupes (172). J 'ai  montr8 qu'il y a un lien 

intime entre l '~quation lin~aire qui d~finit les p~riodes des int~grales doubles 

d~pendant du radical VF(x, y) et celle qui d4finit les p~riodes des intdgrales 

ab~liennes simples engendr~es pal' la courbe alg~brique ~V(x, y ) - - o .  J 'a i  fait 

voir par  queIIe :transformation on peut  passer de l'une h l'autre. 

Cette derni~re recherche se rat taehe s mes t ravaux sur l'Analysis Situs. 

D'un autre e6t6, ~tant donn~e plusieurs int~grales mu|tiples ddpendant du 

radical VF(x, y), on peu~ se proposer de faire une th~orie de la r~duction de ces 

int6grales, analogue ~ la th~orie classique de la r~duction des int~grales ellipti- 

ques (ou hyperelliptiques) s un petit  nombre d'int~grales types (dites de ~re, 

2 de et 3 ~ esp~ees). J 'a i  r~solu ce probl~me qui m'~tait utile au point de vue du 

d~veloppement de la fonetion perturbatrice (168, 196, 206). 

La r6duetion des int~grales doubles et ce]le des int~grales de diff~rentielles 

totales se pr~sentent d'ailleurs ici comme deux questions intimement li4es. 

Apr~s cette revue des t ravaux que j'ai eonsacr~s h la th~orie g4nSrale des 

fonctions, je suis naturellement amen~ h passer l'~tude de diverses fonctions 

partieuli~res. J 'a i  dSjh parl6 plus haut des fonctions fuchsiennes. I1 me reste 

rSsumer mes reeherches sur les fonctions elliptiques, sur les fonctions ab~lien- 

nes et sur les fonctions hyperfuchsiennes. 

IX. Fonctions elliptiques. 

J 'ai  fait fort peu  de chose sur les fonctions elliptiques. Cependant j,ai 

donn~, dans un M6m0ire d'Arithm6tique (2, 98), une fagon d'exprimer ces fonc- 

tions h l'aide d 'une int6grale d6finie. On sait que les fonctions doublement p~- 
~' (u--  ~) 

riodiques peuvent se d6composer en 616ments simples de la forme o ( u - - a )  ou 

de la forme 



78 Henri Poincard. 

d" ~;' (u --  ~) 
d u  n ,~ ~u - -  (i)  " 

I1 suffit done d'exprimer par une int~grale d~finie la fonction 

off w - - 2 ! ~  § z!L~o/ et off p et !J peuvent prendre tous les  syst~mes de valeurs 

enti~res positives et n~gatives, except5 !~ = ! J ~  o. On pourra dvidemment d~- 

composer la s~rie du second membre en quatre autres: la premiere comprenant 

les termes oh !~ et !J sont positifs, la seconde les termes oh !~ est positif et !~r 

n~gatif ou nul, la troisi~me ceux oh !~ est n~gatif ou nul et !J positif, ]a qua- 

tri~me enfin ceux off ~e et !J sont nSgatifs ou nuls. Cette d~eomposition est 

analogue s la ddcomposition de z cot x:r en une somme de deux termes d(~pen- 

dant  des fonctions eul~riennes 

; l :  C O t  X T g  ~ - - - -  
r' (x) F'(~-- x) 
r(x) r(~--x) 

Cette g~n~ralisation des fonctions eule~riennes est analogue, mais non identique 

celle qu'a donn~e M. :~PPELL. 

I1 suffit alors d'exprimer, par une int~grale d~finie, la premiere de nos 

s~ries partielles, car les autres s'y ram~nent ais~ment. On trouve que cette 

s~rie partielle s'exprime par une int~grale prise par rapport s z entre les ]imites 

o et or la fonction sous le signe f ~tant rationnel]e par rapport s z et h diver- 

ses exponentielles de la forme e ~. Il est done possible d'exprimer de la m6me 

mani~re toutes les fonctions doublement p~riodiques. 

J 'ai  ~t~ conduit aussi d'une fa~on incidente ~ m'occuper des fonctions ellip- 

tiques en les consid4rant comme des cas particuliers des fonctions fuchsiennes. 1 

J 'a i  retrouv~ ainsi la plupart  des formules connues et, en particulier, l'expres- 

sion des fonctions s deux p~riodes par des s~ries trigonom~triques. J 'ai  ~tel con- 

duit par la m6me vole s une formule que je crois nouvelle et qui permet d'ex- 

primer les fonctions elliptiques par une s~rie infinie d 'une forme particu]i~re. 

(Acta Mathematica, Tome i, page 287.) 

i S u r  les fonct io~ts  [~whsiennes ( p a s s i m ) .  
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X. Fonctions abeliennes. (12, 41, 50, 55, 59, 62, 84, 86, 88, 138, 150, 169, 190, 194). 

La th~orie des fonctions ab~liennes est loin d'Stre aussi avanc~e que celle 

des fonctions elliptiques. Un grand nombre des propri~t6s de ces derni~res 

transcendantes ne s '6tendent pas ou ne s'~tendent que difficilement au cas g~n~- 

ral. On ne doit pas s'en 6tonner si l'on se rappelle que beauconp de propri6t~s 

des fonctions d'une variable ne sont plus applicables aux fonctions de plusieurs 

variables. C'est la m~me difficult6 qui nous a oecup~s au paragraphe VII. 

On a 6t4 conduit aux fonctions ab~liennes par l'6tude des courbes alg~- 

briques et des int6grales ab6liennes. Je  me snis occup4 ineidemment (138) des 

transformations birationnelles des courbes alg~briques afin de d6montrer qu'on 

peut  toujours ramener ces courbes g des courbes gauches d6pourvucs de route 

irr6,gularit6. Un des premiers faits que l'on a remarqu6s est la possibilit6 de la 

r6duction de ces int6grales ab61iennes. JAcoBI en a d6jg rencontr4 quelques 

exemples; darts des cas assez nombreux, on voit des int6grales appartenant  it 

une eourbe de genre (~ se r6duire ~ des int~grales de genre inf6rieur ~ Q ou m~me 

des int6grales elliptiques. Mais on est bient6t amen6 ~ se placer ~ u n  point 

de vue plus 41ev4; les fonctions O, qui doivent leur origine aux int6grales ab6- 

liennes de prem~re esp~ce, ne sont qu 'un eas particulier des s6ries O ]es plus 

g~n4rales. Mais il est ais6 de voir qu'g ces transcendantes plus g6n4rales ap- 

part iennent  des int6grales, qui son~, il est vrai, des intdgrales de diff~rentielles 

totales, mais qui peuvent  n6anmoins ~.tre regard4es comme la g4n6ralisation des 

int6grales de premiere esp~ee. I1 est alors naturel d 'appliquer g c e s  int6grales 

le proc6d~ de la r4duction; le probl~me primitif re~oit une importante extension: 

mais, par la suppression d 'une restriction g6nante, il est simplifi4 et non com- 

pliqu6; car on peut  d4sormais introduire dans ses raisonnements des fonctions 

O quelconques, sans avoir ~ s'inqui6ter de leur origine. 

Les g4om~tres se sont de longue date pr4occup4s de ce probl~me, qui doit 

nous fournir d ' importantes donn4es sur les fonetions alg6briques, et qui est un 

des meilleurs chemins pour p6n6trer dans le domaine myst4rieux des fonctions 

ab6liennes. Dans ces derniers temps, M. PICARD, par une s6rie de brillants tra- 

vaux, lui a fait faire plusieurs pas importants. 

Y[es premiers essais dans eet ordre d'id6es ne portent  que sur un cas parti- 

culler. Ainsi que je l'ai expliqu6 plus haut, dans le paragraphe intitul6: Intg- 
ffration des dquations lingaires par les /onctions algdbriques, si l'int6grale g6n6raIe 

d 'une 6quation lin4aire est algSbrique et si, ~ ]'aide de cette int6gra]e g6n4rale, 

on forme un syst~me d'int6grales ab61iennes de premiere esp~ee, il y a entre les 
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p~riodes de ce syst~me un grand nombre de relations int~ressantes. J 'avais 1~ 

un moyen (40) de p~n~trer plus profond~ment dans l'~tude des fonctions ab~- 

liennes, et je rSsolus d'en profiter. Je choisis comme exemple particulier le sys- 

t~me d'int~grales abSliennes que l'on peut former s l'aide de la r~solvante de 

GALOre de l '6quation modulaire relative ~ la transformation du septi~me ordre. 

Je trouvai que les relations qui existent entre les p~riodes suffisent pour les d~- 

terminer compl~tement. ]~tant parvenu ainsi h calculer ces p~riodes, je m'aper- 

~us que, parmi les int6grales ab61iennes de ce syst~me (qui est du genre 3), il 

y en a une infinit6 qui sont susceptibles d 'etre r6duites aux int6grales e]lipti- 

ques. C'6tait ]~ un troisi~me exemple d'une eirconstance remarquable, d6jh 

signal6e deux fois par M. PICARD. 

Mort at tention fut de nouveau attir6e sur cette question par un M6moire 

de M me KOWALEVSKI, O~1 se trouvaient cit6s deux th6or~mes de M. WEI~RSTRASS, 

sur la r6duction des int6grales ab61iennes aux int6grales elliptiques. Ces deux 

th6or~mes avaient 6t6 communiqu6s h divers savants par des lettres du profes- 

seur de Berlin, mais la d6monstration n'en avait pas 6t6 publi6e. J 'ai  donn6 

(88) deux d6monstrations diff6rentes de ces deux propositions; j'ignore encore 

si mes m6thodes sont identiques h celles de M. WEIERSTRASS. Toutes deux sont 

emprunt~es s l'Arithm~tique, et l 'on ne doit pas s'en ~tonner, car le probl~me 

est en r~alit~ purement arithm~tique. La premiere d~monstration se fonde sur ]a 

consid4ration des formes bilin~aires. Dans la seconde, j'emploie un proc4d4 particu- 

lier de r4duction. Je suppose que dans un syst~me d'intd~rales de genre r il y en 

air ,~L qui soient r~ductibles au genre !~. Leurs 2r p~.riodes, ou p~,riodes anciennes, 

s 'exprimeront alors ~ raide de 2!t quantit~s, qui seront les p~riodes nouvelles, 

par des polynSmes lin~aires ~ coefficients entiers. On peut donc dresser un Ta- 

bleau de 4r hombres entiers qui caract~rise la rSduction. Mais ce Tableau 

peut ~tre d'une infinit~ de mani~res; car on peut remplacer, soit le syst~me 

des p~riodes anciennes, soit le syst~me des p~,riodes nouvelles par un syst~me 

~quivalent. Le probl~me est pr4eis4ment de profiter de cette circonstance pour 

r~duire le Tableau ~t sa plus simple expression. Dans ma seconde m~.thode, la 

r~duetion se fait par une s~rie d'op~rations toutes pareilles entre elles. 

Je  profitai des avantages de ces deux m~thodes pour g~n~raliser les deux 

th~or~mes de M. WE~E~STRASS et les ~tendre au cas de la r~duction des int~- 

grales ab~liennes s d'autres int~grales ab~liennes. 

Le th~or~me de M. WE[ERST~ASS ~tait plus gdn~ral en un sens que le th~o- 

r~me de M. Pm~aD sur le m6me sujet; ee dernier ne s'appliquait en effet qu'h 

la r~duction du genre 2 au genre ~; le g~om~tre aliemand avait ~tudi4 la r6,- 

duction d 'un genre r quelconque au genre ~. D'autre part, le th~or~me de M. 
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I:)IeARD contenait  plus que celui de M. WEIERSTRASS, car la r~duction y ~tait 

pouss6e plus 10in. ]~tait-il possible de trouver une proposition qui cont int  s la 

fois eelle de M. W~IERSTRASS et eelle de M. PmARD, c'est-~-dire de pousser 

dans le eas g6n4ral la r6duction aussi loin que ce dernier analyste? L'applica- 

tion de ma seconde m~thode m'a fair reconnaltre (62, 84) que eela peut se faire 

sans difficult~. 

Le m~me: proc~,d~ me permit en m~me temps d'~tudier le cas g4n~ral (r~- 

duetion d 'un genre Q queleonque, non plus au genre i, mais ~ u n  genre tt ~gale- 

ment quelconque) et de pousser la r6duction beaucoup plus loin que je ne l'avais 

fair dans men premier travail. Le th~or~me auquel je fus ainsi conduit con- 

tient, comme eas particulier, routes les propositions ant~rieurement d~eouvertes 

et r~sume ainsi toute la th~orie. 

Un eas partieulier bien digne d'int~r~t est celui off un~ infinit~ d'int6grales 

d 'un m6me syst~me se r~duisent aux int~grales elliptiques. M. PICARI) en avait 

d6js reneontr~ deux exemples, et il semblait probable que, dans un syst~me 

d'int~grales de genre Q, il ne pouvait  y avoir plus de q int~grales r~duetibles 

sans qu'il y e n  efit une infinit6. J 'a i  d~montr6 (50, 84) qu'il en ~tait effective- 

ment  ainsi et j 'ai trouv~ en mSme temps les relations fort simples qui unissent 

entre elles les int6grales r~ductibles. 

Les m6thodes que je viens d'exposer permettent  une classification ration- 

helle des eas de r~duetion. Mais cette classification, h eSt6 d'incontestables 

avantages, pr~sente un inconvenient grave: elle ne distingue pas du cas g6n~ral 

les cas partieuliers off les int4grales ab~liennes ~ r6duire appart iennent  ~ une 

courbe alg4brique. Ces derniers ne pr6sentent pas d'int~r~t sp4cial au point de 

rue  de la th6orie des fonctions ab~liennes; mais ils en ont un fort grand, au 

contraire, si l'on se propose pour but l'4tude des fonetions alg~briques. I1 im- 

portait  done de trouver une classification nouve]le, ne portant que sur ces cas 

partieuliers et ]aissant de eSt~ tons les autres. J 'ai indiqu~ (59) un moyen d'ar- 

river ~ ee r~sultat par l 'dtude de la transformation des fonctions fuehsiennes; 

mais je n'ai pas eu le temps d'approfondir eette th~orie. 

L'~tude syst4matique des fonetions ab41iennes devait naturellement com- 

mencer par l 'examen des cas de r~duction, la suite de cet expos6 le fern suffi- 

samment comprendre; mais ce n'~tait qu'un premier pas, et bien d'autres pro- 

blames restaient s rdsoudre. 

On vient de voir que les fonctions O, d~finies h l'aide des int6grales ab~- 

liennes de premiere esp~ce, ne sent que des cas tr~s particuliers des s~ries O les 

plus g~n~rales. 

Qu'est ce qui caraet4rise les fonetions O sp~eiales; c'est s dire celles qui 

Acta matherna4ica. 37. Imprim6 le 27 mars 1913. ] 1  
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doivent leur origine aux int6grales ab61iennes? Qu'est ce qui permet de les 

distinguer parmi les fonctions 0 les plus g6n6rales? C'est la circonstance sui- 

vante; la vari6t6 

O = o  

est pour employer le langage de LIE, une vari6t6 doublement de translation. 

C'est ce qu'on aurait pu d6duire ais6ment des recherches ant6rieurs de L~E. 

Mais je suis parvenu au m~me r6sultat (150, 194) par une voie enti6rement dif- 

f6rente. Cette condition peut 6videmment s'exprimer par une relation entre ]es 

p6riodes, mais cette relation est transcendante et ne pout s'exprimer que sous 

forme de s6rie. Je me suis born6 ~ indiquer les premiers termes de cette s6rie, 

je veux dire ceux qui sont le plus sensibles quand la fonction O diffbre peu 

d 'un produit de fonctions O elliptiques. La forme ell est curieuse, car il y entre 

des radicaux. On peut eoncevoir une infinit6 de fonctions de n variables, ad- 

met tant  2n systbmes de p6riodes et ne rentrant  pas dans la catdgorie sp6ciale- 

ment 6tudi6e par RIEmAN~. Ces fonctions peuvent-elles 6tre toujours regard6es 

comme le quotient de deux fonctions O? RIEMA~ 6tait parvenu ~ le d6- 

montrer; mais il n 'a jamais publi6 sa d6monstration. M. WEIERSTRASS a retrouvd 

le m~me r6sultat, mais il n'a pas publi6 non plus de son vivant la m6thode 
dont il s'est servi. 

Abordant l'Stude de ees fonctions, que je n'assujettissais qu'~ la condition 

d'etre p6riodiques (12), je reconnus qu'on pouvait  toujours les tirer des fone- 

tions ab6liennes ordinaires, obtenues par la m6thode d'inversion de JACOBI, en 

appliquant le procdd6 de la r6duetion des int6grales ab61iennes. 

Dans ces conditions, nous devions naturellement songer, M. PICARD et moi, 

A unir nos efforts pour retrouver le r6sultat de RIEMAN:N. NOUS reconnfimes (41) 

qu'il devait y avoir entre les p6riodes les m6mes relations que dans le cas parti- 

culler des fonctions n~es de l'inversion des int6grales ab61iennes. I1 ~tait ais6 

d'en eonelure que toutes les fonctions s n variables et ~ 2n p6riodes s'expri- 
ment par le moyen des sSries O. 

La m6thode que ]e viens d'exposer est celle m~me dour s'6tait servi M. 

WEIERSTRASS et qu'il n 'avait  pas publi~e; c'est ce que nous reeonnfimes quand 

aprbs la mort du savant g6ombtre, nous re~fimes les bonnes feuilles du troisi~me 
volume de ses oeuvres completes. 

Il n 'y  avait que quelques diff4rences de d~tail; c'est ainsi que j'ai employ6 

un moyen un peu diff6rent pour d6montrer un Lemme indispensable, d'apr~s 

lequel il y a toujours une relation alg6brique entre p fonctions s p variables et 

s 2p p6riodes. J ' y  suis revenu plus tard (169). 
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Revenons au th~or~me dont j 'avais donn6 une d~monstration, apr~s M. 

WEIERSTRASS et en commun avec M. PICARD. Depuis M. APPELL en a donn4 

une nouvelle fond6e sur de tout  au~res principes et j 'en ai moi-m6me donnd 

une troisi~me, enti~rement diff~rente des deux premieres (169, 190). Je rappelle 

par quel artifice j 'ai ddmongr6 qu'une fonction m~romorphe de plusieurs 

variables est toujours le quotient de deux fonctions enti~res (vide supra w VII). 

Quelle est la nature de ces fonctions enti~res? Les perfectionnements apport~s 

(190) ~ ma d~.monstration primitive m'ont  permis de r~soudre cette question, 

et de faire .voir directement que si la fonction m~romorphe est p6riodique, ces 

deux fonctions enti~res sont ((des fonctions p~riodiques~). Je me bornerai /~ dire 

que la d6monstration pr~sente quelques analogies avec celle par laquelle WEInR- 

STRASS 6tablit qu'il existe une fonction enti~re de genre 2 qui admet tous les 

z~ros d 'une fonetion ellip~ique. 

L'existence de ces fonctions p~riodiques, en face desquclles le proc~d~ de 

l'inversion est impuissant, fait mieux ressortir la n~cessit~ off nous nous trou- 

vons d'6tablir la th4orie des fonctions ab41iennes en par tant  des s~ries O elles- 

m6mes. On sait qu'il est possible de fonder sur l'~.tude direete des fonctions 

O ~ une seule variable route la th~orie des fonctions elliptiques; le point de 

d~part est ce fair que l'4quation 

0 ( x )  = o 

n'a qu 'une  seule racine s l 'int6rieur du parall61ogramme des p6riodes. De 1s 

l ' importance du probl6me suivant, dont la solution (86, 12)dol t  6videmment 

pr~c6der toute 6tude directe des s6ries O s plusieurs variables: Combien les 
6quations simultan~es 

O(x 1 - a l ,  xbl--a2, . . . ,  x~--a,~) 
( i)  : O ( x ~ - -  , x 2 - - b 2  . . . . .  xn--b,~) . . . . .  O ( x ~ - - l l ,  x2--12 . . . .  , x n - - l ~ ) : o ,  

off los a, les b, . . . ,  les l sont des constantes donn~es, ont-elles de solutions dis- 

tinctes? A l'aide d'une formule de M. KRONECKER, j'ai pu d~montrer que ce 

nombre est constant et inddpendant des p~riodes, ainsi que des eonstantes a, 

b , . . . ,  1. I1 me fur facile ensuite, en envisageant le cas particulier off la 

fonction O se r6duit s un produit de n fonetions O elliptiques, de d4montrer 

que ce nombre est pr~cis~ment I .  2 . 3 . . . n .  

J 'appliquai aussi la m~me m~thode h des ~quations analogues aux ~qua- 

tions (i), mais plus compliqu6es, et je trouvai le nombre des solutions distinctes 
qu'elles doivent avoir. 
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l~ais il y a plus; dans ]e cas des fonctions e]liptiques, on trouve ais~ment 

la valeur de la racine de l'~quation 

O (x) = o. 

Si l'on a affaire ~ des ~quations analogues, mais plus compliqudes, on peut en- 

core trouver la somme des racines. 

Revenant aux fonctions ab~liennes et aux ~quations 0),  on peut alors se 

demander (55, 84) s'il est possible de trouver la somme des valeurs de xl, celle 

des valeurs de x:, etc., qui satisfont s ces ~quations. Ce probl~me est plus 

compliqu6 que le pr~c6dent, dans lequel le nombre cherch5 dtait une constante; 

cette cireonstance permettai t  de se restreindre s un eas particulier, et l 'on (~tait 

ainsi imm~diatement ramen4 aux fonctions elliptiques. ]l n'en est plus de m6me 

ici; les nombres cherch~s ne sont plus des eonstantes, mais des fonetions des 

p~riodes. 

Toutefois le probl~me est imm6diatement r~solu quand on est ramen6 aux 

fonctions elliptiques, c'est-h-dire quand on se trouve dans un des cas de rdduc- 

tion 6tudi4s plus haut. Quand, dans le syst~me d'int~grales ab~liennes de genre 

n qui correspondent aux fonctions O envisag~es, il y a n int6grales distinctes 

r~duetibles aux int~grales elliptiques, il est ais(i de voir que ]es fonctions O ab~- 

liennes s'expriment tr~s simplement g l'aide de fonctions O elliptiques. On peut 

alors, par l 'applieation du th6or~me d'ABEL g~n~ralis6 (cf. w VIII) r~soudre 

compl~tement le probl~me qui nous oecupe. 

Le syst~me des p6riodes d'une fonetion O quelconque diff~re toujours in- 

finiment peu d 'un syst~me de p~riodes correspondant s une eas de r~duction. 

C'est 1s une cireonstance qui donnera, je n'en doute pas, ]a clef de bien des 

probl~mes. E1]e nous donne en particulier Ia solution que nous eherchons. 

Nous connaissons la somme cherch~ des valeurs de x toutes les fois que 

nous nous trouvons dans un cas de r6duetion. Or cette somme dolt ~tre une 

fonction continue des p~riodes; nous la connai lrons donc dans  t o u s l e s  cas pos- 

sibles. C'est ainsi que, si ]'on connait  une fonction cont inue de x pour routes 

les valeurs commensurables de la variable, on la connaitra 6ga]ement pour toutes 

les valeurs incommensurables. 

On peut encore se p]acer h. un autre point de vue pour ~tudier les z6ros 

des fonctions O. Consid6rons une fonction O de deux variables (9(x, y). Soient 

(a, fl), (7, J) deux p6riodes de eette fonction. ]~crivons l'6quation 

O(at + yu, fit  + cYu) = o, 

off t et u sont des nombres assujettis s rester r~els et compris ente o et x. 
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Cette 6quation ainsi interpr6t~e admettra un certain nombre de solutions. Je 

serai conduit, par des considerations qui ne sauraient trouver place ici, k les 

distinguer en deux esp~ces. Soient alors N~ le hombre des solutions de la pre- 

miere esp~ce, T~ la somme des valeurs correspondantes de t, U~ celle des valeurs 

de u. Soient N2, T2 et U 2 les quantit4s analogues en ee qui concerne les solu- 

tions de la seconde esp~ce. On peut se proposer de d~terminer les nombres 

NI - -  -hT~, T I -  T2, UI - -  U~. 

Je suis parvenu par une m4thode assez simple (55) ~ d~terminer N~ N2. 

On obtient ainsi divers renseignements importants au sujet d u  nombre total des 

solutions /V~ ~/V 2. Ce nombre est, en effet toujours sup4rieur ~ N , -  N2 et il 
est de m6me paritY. 

On peut arriver au m6me r~sultat par l'emploi des int~grales doubles prises 

entre des limites imaginaires. J 'ai  lieu d'espSrer de plus que la m6me conside- 

ration pourra conduire & la valeur de T1--T~ et de U, U~. 

Enfin on peut se poser encore la question d'une autre mani~re. Soit une 

fonction O sp4ciale de p variables engendr~e par une courbe algSbrique de 
genre p 

F (x, y)----- o. 

Soient ul (x, y), u2 (x, y) . . . . .  u~(x, y) les p int~grales ab~liennes de I ~e esp~ce. 
J'6erirai pour abr6ger O(vl) pour: 

( 9 ( v l ; v : , . . . , . v p )  let ui(x) pour u i (x ,y ) ]  

et jc eonsid~rerai pq  eonstantes eik Off l'indice i varie de i ~ p e t  l'indice k de 

i ~ q. J 'envisage ators les q ~quations: 

O[u~(x~) + u~(x~) + . . .  + u ~ ( x q ) -  ei~]= o 

0 [Ui (Xl) Jr Ui (X2) + "'" + Ui ( X q ) -  el2] -~- o 

�9 �9 . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

O[u/(x,) § ui(x2) + . . .  -~ u i ( x q ) - -  eiq]= o 

off xl, x2 . . . . .  xp sont les ineonnues. Combien ces dquations ont elles de solu- 

tions? C'est le probl~me que j 'ai r~solu par une formule simple (194), le cas de 

q : p  se r~duisant s eelui que j'ai trait4 plus haut,  tandis que le cas de q ~  I 
n'est autre que celui de RIEMA~. 
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XI. Fonctions diverses. (46, 106, 192). 

Les fonctions fuchsiennes sont des fonctions uniformes d 'une variable, inal- 

t~r~es par certaines substitutions lin~aires. On est naturellement conduit  g se 

poser le probl~me suivant:  Former dos fonctions uniformes de deux variab|es, 

qui demeurent  inalt4r4es par certaines substitutions lin6aires. C'est, comme on 

salt, ce que M. PICARD a fait avec un plein succ~s par l ' invention des fonctions 

hyperfuch siennes. 

Le premier probl~me h r~soudre ~tait ~videmment de t rouver  les groupes 

discontinus contenus dans le groupe lin~aire g deux variab|es. M. PICARD est 

parvenu ~ e n  former un grand hombre par des considSrations aritbm~tiques. 

J 'ai  moi-m~me (25) d~montr~ l 'existence de deux classes de ces groupes. La 

premiere classe comprend les substitutions semblables des formes quadratiques 

ternaires ind~finies quand les coefficients de ces formes et de ces substitutions 

sont des entiers complexes. La seconde classe ne diff~re pas essentiellement des 

groupes fuehsiens. 

Si z ddsigne en effet une variable imaginaire 

et si l 'on pose 

2_~ 24 

5, tout  groupe fuchsien appliqu6 g z et admet tan t  pour cercle fondamental  

correspondra un groupe discontinu appliqu~ aux deux variables x et y. Ce 

groupe est discontinu lorsquo x et y sont imaginaires, ou bien r6els, mais de 

te]le fa~on que 

x ~ + y~ < I; 

i| n 'est  plus proprement  discontinu s i x  et y sont r~els et si 

x e + y'~ > I.  

C'est cette circonstance qui explique co fair remarquab]e:  qu'il est impos- 

sible d'imposer g une forme quadratique binaire ind~finie des conditions de r~- 

duction, telles que chaque classe contienne une r4duite unique. 
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Mais les groupes de cette, nature sont beaucoup moins importants que les 

groupes hyperfuchsiens proprement dits, J 'appelle ainsi ceux qui n 'alt~rent pas 

1' hypersph ~re 

XXo + YYo= I. 

(Je d6signe ici par x0 et Y0 les quantit6s imaginaires conjugu6es de x et  

de y.) 

Cette hypersph~re joue dans cette th~orie tout h fair le mSme r6le que |e 

cerele fondamental  dans la th6orie des fonctions fuchsiennes. 

J 'a i  voulu contribuer ~ l'~tude de ces groupes et j 'ai commenc~ par m'oc- 

cuper des substitutions elles-mSmes. J 'ai  reconnu (45) que la classification en 

substitutions elliptiques, paraboliques et hyperboliques s'~tendait aux substitu- 

tions hyperfuchsiennes. 

La classification des groupes fuchsiens en familles est 6ga]ement applicable 

aux groupcs hyperfuchsiens, Si nous laissons de e6t6 les familles mixtes, nous 

distinguerons les groupes de la premiere famiIIe qui contiennent des substitu- 

tions elliptiques, ceux de la deuxi~me famille qui n'en contiennent pas d'ellip- 

~tiques, mais en contiennent de paraboliques, ceux de la troisi~me famille qui n'en 

admet tent  que d'hyperboliques.  

Tous les groupes ant6rieurement d6couverts par M. PICARD appartenant  h 

la seeonde famille, je signalai alors l 'existence de route une eat6gorie de groupes 

de la troisi~me famille et des fonctions hyperfuchsiennes correspondantes que 

plusieurs propri~t~s impor tantea  distinguaient des fonctions d6jh connues. 

On se trouve ici en presence des m~mes diffieult~s que dans le probl~me 

de la formation des groupes fuchsiens. Il faut d 'abord former un groupe tel que 

la fonction correspondante soit uniforme dans le voisinage de chaque point. I1 

faut ensure  reconnaltre si ce groupe est effectivement discontinu. La premiere 

difficultY, bien que tr~s grande, est d 'ordre purement alg~brique. La seconde 

exige, pour 6tre r6solue, l 'emploi de consid6rations ~trang~res s l'Alg~bre. On 

peut  l '6viter rant que l'on se borne aux groupes de la deuxi~me et de la troi- 

si6me famille; il est n6cessaire de l 'aborder au contraire si l 'on veut  6tudier les 

groupes de la premiere famille. 

Je  l 'avais r6solue, dans le cas des groupes fuchsiens, par l 'emploi de la 

pseudog6om~trie de LOWATSCHEVSKI; j 'avais reconnu en effet que eertaines quan- 

tit6s (analogues ~ ce que LOWATSCHEVSKI aurait  appel6 longueur ou sur/ace) 

6taient des invariants par rapport  aux substitutions d 'un groupe fuchsien quel- 

conque. Je  me suis donc demand6 si les substitutions hyperfuchsiennes admet- 
taient de semblables invariants (46). J 'a i  reconnu qu'il en ~tait ainsi: par con- 
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s~quent tout groupe, tel que la /onction correspo~dante soit uni/orme clans le voisi- 

nage de chaque point, sera discontinu. 

La recherche des groupes hyperfuchsiens est donc ramen~e h~ un pur pro- 

blame d'Alg~bre; mais ce probl~me reste extr~mement difficile et il n 'a ~t~ r~- 

solu par M. PICARD que dans un cas particulier. J 'ai  cherch~ ~ g~n~raliser 

d'une autre mani~re les transcendantes uniformes qui se reproduisent par des 

substitutions simples. J 'ai  cherch~ s'il n 'existait  pas des fonctions uniformes 

poss~dant un ((th~or~me de multiplication((, c'est ~ dire subissant une transforma- 

tion alg~brique, quand la variable est multipli~e par un facteur constant. J 'a i  

trouv~ (106, 192) qu'il existe une classe ~tendue de pareilles transcendantes. Ce 

qui est int4ressant, c'est le mode de raisonnement dont je me suis servi et qui 

peut ~tre appliqu~ avec avantage ~ que]ques questions relatives aux fonctions 

ab6liennes. 



T R O I S I ] ~ M E  P A R T I E .  

QUESTIONS DIVERSES DE MATH]~MATIQUES PURES.  

XII.  Alg~bre. (39, 42, 45, 49, 80.) 

C'est par un probl~me d'Arithm6tique que j'ai ~t~ conduit  ~ m'occuper 

d'Alg~bre. La th4orie des formes arithm6tiques et des substitutions lin~aires 

coefficients entiers appliques h ces formes est en effet intimement li~e s l '~tude 

alg~brique de ces m~mes formes et des substitutions lin~aires s coefficients quel- 
conques qu'elles peuvent  subir. 

C'est ainsi que j 'ai ~t~ amend, h deux reprises diff~rentes, ~ rechercher 

quelles sont les formes alg~briques qui ne sont pas alt~r~es par une substitution 

lin6aire donn6e et quels sont les groupes continus form's  par  ces substitutions. 

Apr~s avoir class6 (4, 80) les substitutions lin4aires en quatre cat4gories jouissant 

de propri~t6s diff~rentes, j'ai cherch6 quelles 6taient les formes cubiques ternaires 

et quaternaires qui sont reprodnites par une substitution lin4aire donn~e et par 

un /aisceau de substitutions, c'est-h-dire par un groupe de substitutions permu- 

tables deux ~ deux. J 'a i  r6solu 4galement le probl~me inverse, c'est-~-dire que 

j 'ai d~termin4 les substitutions que reproduisent une forme cubique ternaire 
donn~e, ce qui m'6tait  n~cessaire pour  le but  arithmdtique que j 'avais en rue. 

I1 restait s trouver les formes cubiques quaternaires qui ne sont pas alt6r~.es 

par diverses sdbstitutions lin6aires non permutables entre elles. J ' y  suis arriv~ 

par une m6thode qui est fond~e sur l'emploi des (,crochets de Jacobb) et dont 

M. SOPHUS LIE a fait usage dans  des prob!~mes analogues. La m6thode n'~tait 

d'ailleurs p a s  restreinte aux formes cub iques  quaternaires et permettai t  de 

trouver quelles sont lessur faces  qui ne sont pas alt~r~es par deux transforma- 

tions homologiques non permutables. 

Depuis ,  j 'ai ~tendu ces r~sultats (39 )au  cas g~n~ral de ]a fa~on suivante. 
Ayant  indiqu6 la mani~re de former les groupes continus contenus dans le 

Acta mathematica. ~8. Imprim~ le 27 mar~ ]913. 1"2 
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groupe lin6aire ~ n variables, j 'ai 6tudi6 les formes homog~nes par rapport ~ces 

variables qui ne sont pus alt~r6es par ]es substitutions d 'un de ces groupes et j 'ai 

reconnu que ces formes satisfont h u n  certain nombre d'6quations aux d6riv6es 

partiellcs formant un ~syst~me complet)). Les plus simples des groupes continus 

en question jouissent de quelques propri6t~s que je vais 6noncer succinctement. 

Si ron  forme le d6terminant des coefficients d'une substitution lin6aire ~ n va- 

riables, qu'on ajoute + S h chacun des termes de la diagonale principale, et 

qu'on 6gale ~ o le d6terminant ainsi obtenu, on a u n e  certaine dquation en S de 
degr6 n. 

Un groupe continu contient toujours une infinit6 de faisceaux; on d~montre 

qne, s'il y a duns le groupe une substitution admet tant  une certaine 6quation 

en S, il y aura clans tons les /aisceaux du groupe une substitution admet tant  cette 
m~me 6quation en S. 

Parmi les groupes continus dont je viens de parler, les plus int6ressants 

sont ceux qui donnent naissance ~ u n  syst~me de hombres complexes ~ multi- 

plication non commutative (comme sont, par exemple, les quaternions). J 'a i  

d6montr6 que toutes les 6quations en S des substitutions de ces groupes ont des 
racines multiples. 

Je suis revenu depuis sur ces groupes particuliers (49). Les recherches de 

M. SYLVESTER sur les matrices avaient de nouveau attir6 l 'at tention des savants 

sur les nombres complexes. On pouvait se demander s'il en existait d 'autres 

que ces matrices et leurs combinaisons. J 'ai  montr6 qu'il y e n  avait encore 

d'autres classes parmi lesquelles j 'ai signal6 une classe de (,ternions~). 

Je rattacherai ~ ces ~tudes alg~briques une Note (42) oh j'~nonce un r6- 

sultat analogue ~ un important th6or~me de M. LAGUERRE. Soit une 6quation 

alg6brique ayant  p racines positives; j 'ai d~montr6 qu'on pouvait toujours en 

multiplier ]e premier membre par un polynSme choisi de te|le sorte que le pro- 

duit n'ait que p variations. Parmi tous ]es polyn6mes qui satisfont h cette con- 

dition, il y en a 6videmment un dont le degr6 eat minimum; mais je n'ai p u l e  

trouver que duns des cas particuliers. 

XIII.  Groupes Continus. (178, 274.) 

On vient de voir comment mes recherches sur l'alg~bre m'avaient amen6 

m'occuper des groupes continus. C'est ainsi que j 'avais montr6 (49) le lien qui 

unit ces groupes aux nombres complexes: j 'avais 6nonc6 ~ ce sujet un th6orbme 

dont, d6tourn6 pur d 'autres travaux, je n'ai jamais publi6 la d6monstration, mais 

qui a 6t6 depuis d6montr6 par M. STUDY. 
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Je  me suis servi dgalement des groupes continus dans un travail relatif aux 
g~om~tries non euelidiennes (226). 

Mais ce n'est que beaucoup plus r~cemment que j 'ai abord6 la th~orie g~n~- 
rale de ces groupes. 

LIE avait  d~montr6 au sujet de ees groupes trois th~or~mes fondamentaux. 

D'apr~s [e troisi~me de ces th~or~mes, il existe toujours un groupe qui admet 

des ~quations de structure donn6es pourvu que ees ~quations satisfassent aux 
conditions jacobiennes. 

LIE a donn6 de ce th6or~me deux d6monstrations. La premiere s 'applique 

seulement aux groupes qui ne eontiennent pas de substitutions permutables 

toutes ]es autres substitutions. Elle ne laisse rien h d~sirer au point de rue  de 

la simplieit6. La seconde s'applique ~ tous les groupes; elle est beaucoup plus 

indirecte et plus compliqu6e. 

Je  me suis propos~ de donner de ce troisi~me th~or~me une d~monstration 

directe et simple, applicable ~ tous les cas. J ' y  suis parvenu (178, 274) grace h 

]'emploi d 'une notation symbolique tr~s abr~g~e. 

Je  dois dire quelques mots sur le earact~re de cette d~monstration. E tan t  

donn6es les 6quations de structure, c'est s dire les r6gles de la composition des 

substitutions infinit6simales, j 'ai eherehd s en d~duire les r~gles de la compo- 

sition des substitutions finies. Or ces r~gles s 'expriment par des s4ries infinies; 

j'ai reconnu qtm ces s~ries pouvaient  se sommer par  des formules off n 'entrent pas 
d 'autre transcendantes que des exponentielles. 

Je  me pla~ais ainsi au point de vue formel, en introduisant des formules 

qui, faisant compl~tement abstraction de la ~(mati~re~) du groupe, sont 4galement 

applicables ~ tous les groupes isomorphes. Mais ces formules elles-m6mes nous 

font connaitre ]es transformations que subissent ]es param~tres qui d~finissent 

une substi tution du groupe lorsque l'on compare cette substitution avec une 

autre substi tution du groupe. Ces transformations forment un groupe isomorphe 

eelui que l'on so proposait  de former; ce groupe porte le nom de groupe pa- 
ram6trique. 

Nos formules nous permettent  done de former effectivement ee groupe 

param~trique. Ainsi non seulement elles d~montrent l 'existence d'un groupe de 

structure donn~e, mais elles donnent le moyen de le former effeetivement. LIE 

avait  d~montr~ que la formation d'un pareil groupe pouvait  se ramener h. l'int~- 

gration d'un syst~me d'6quations diff~rentielles ordinares. J 'a i  fait voir que 

non seulement on pouvai t  sans integration former les substitutions infinit~simales 

du groupe, mais que dans le cas le plus d$favorable, la formation des substitu- 

tions finies pouvai t  se ramener ~ une simple quadrature.  
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Dans le cas particulier auquel s 'appliquait la premi6re ddmonstration de LIE, 

les formules auxquel]es on parvient sont assez simples, moins simples t ou t e fo i s  

que celles de LtE. En tout  cas, elles sont diff6rentes et on ne voit pas imm6- 

diatement comment on peut passer des unes aux autres. La comparaison des 

deux sortes de formules n'en est que plus instructive. Elle nous fair retrouver 

un certain nombre de th6or~mes de KILLINO. L'6tude des formules obtenues 

nous fair d'ailleurs, mSme dans le cas g6n6ral, retomber sur ces m6mes th6or6mes. 

XIV. Algebre de l'infini. (89, 91, 215.) 

J 'ai  6t6 conduit par diverses consid6rations b~ une g6n6ralisation de la 

th6orie des ddterminants et des proc6d6s par lesquels on r6sout n 6quations 

lin6aires h n inconnues. 

Dans certaines questions d'Analyse on est conduit ~ envisager un systbme 

de relations que l 'on peut regarder comme une infinit6 d'dquations lindaires 

une infinit6 d'inconnues. 

Soit un systbme de nombres donn6s formant un tableau infini ~ double 

entr6e. Je d6signerai le terme g6n~ral de ce tableau par la notation 

anp ( n , p =  1,2 . . . . .  zo). 

Le problbme ~ r6soudre consiste h d6terminer une infinit6 de nombres 

X l ,  X 2 ~  . �9 . , X r t ~  . �9 . ~  

de telle fa~on que les s6ries 

Sp= ~a,pXn ( p = I , 2 , . . . , ~ )  
n z l  

soient absolument convergentes et aient pour somme 0. 

Ces 6quations lin6aires, que l'on peut 6crire 

~na~pX.n ~ 0, 

se rencontrent en particulier dans les cireonstances suivantes: 

i ~ Quand on cherche le quotient de deux s6ries trigonom6triques; 

2 ~ Quand, ayant  h int6grer une 6quation diff6rentielle lin6aire dont les 

coefficients sont des s6ries trigonomdtriques, on cherche ~t y satisfaire par une 

autre s6rie trigonom6trique. 
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Ce dernier probl~me se rencontre souvent  en M~canique c61este. 

Jusqu 'k  ces derniers temps, on ne s'6tait pas pr6occupd de savoir ~ quelles 

conditions les r~gles ordinaires du caleul pouvaient  ~tre appliqu~es k de sem- 

blables 6quations. Cependant deux savants, ayant  rencontr6 ce m6me probl~me 

dans deux ordres de recherches tr~s diff6rents, n 'ont pas h~sit6 k employer les 

r~gles de l'Alg~bre ordinaire. 

L 'un d'eux est M. APPELL, qui est arriv6 ~ des 6quations de la forme que 

nous 6tudions en cherchant k d6velopper les fonetions elliptiques en s6ries tri- 

gonom6triques. Les t ra i tant  d'aPr~s les r~gles du fini, il est parvenu h des for- 

mules qui concordent avee les r6sultats bien connus off conduisent les autres 

m6thodes. 

D'un autre c6t6, M. HILL, en voulant d~terminer le mouvement du p6rig~e 

de la Lune, a appliqu~ aussi au probl~me qui nous occupe les proc~d6s ordinaires 

de I'AIg~bre. Cependant, le hombre auquei il arrive diff~re tr~s peu du hombre 

observ6, et la faible divergence qui subsiste provient simplement de l'inclinaison 

de l 'orbite que M. HILL avait  n6glig6e. 

La hardiesse de M. APPELL et eelle de M. HILL avaient done 6t6 6galement 

heureuses; mais elles n'6taient justifi4es que par  le succ~s. N6anmoins ce suec~s 

lui-m~me devai~ faire d6sirer une 6rude rationnelle de la question. 

C'est cette 6rude que j'ai entreprise dans deux courtes Not, es ins6r6es au 

Bulletin de la Socidtd mathdmatique de France (89, 91). Je  suis parvenu k d6mon- 

trer rigoureusement que les 6quations consid6r6es par MM. APPEL e t  HILL ad- 

mettent  effectivement les solutions trouvg~,es pa r ces auteurs. Mais elles en ad- 

met tent  en m6me temps une infinit6 d 'autres;  elles ne suffisent done pas pour 

d6terminer les inconnues M. AI'rELL, de m6me que M. HILL, cherehait k cal- 

culer les coefficients d 'une s6rie. Or ces coefficients ne devaient pas seulement 

satisfaire aux 6quations envisagdes, ils devaient encore 6tre tels que la s6rie ffit 

convergente. Or, parmi les solutions en nombre infini qui admet tent  ces 6qua- 

tions, il se t rouve qu'une seule remplit cette seconde condition, et  e 'est pr6ei- 

s6ment celle des auteurs que je viens de citer. 

C'est cette circonstance qui explique le succ~s obtenu par ces deux savants 

g6om~tres;. ]eur m6thode est maintenant k l'abri de route objection; mais il est 

ais6 de voir que les consid6rations qu'ils ont invoqu6es ne suffisaient pas pour 
la justifier. 

Je  vais maintenant parler des proe6d6s qui m'ont  fait parvenir g ces r6- 

sultats. J ' a i  eommenc6 par m'oceuper du eas particulier off 

anp -- a~, 
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et j 'ai recomm que la solution du probl~me d~pendait de la ddcomposition de la 

fonction mdromorphe 

I 

1(z) 

en fractions simples, en appelant /(z) la fonction enti~re transcendante qui 

admet pour zdros les nombres a , .  

J 'ai  reconnu dgalement qu'on peut faire usage de considdrations analogues 

dans le cas gdndrai. 

Enfin, j'ai rencontrd un fait rdellement inat tendu et tout  ~ fait partieulier 

cette thdorie. Les dgalitds h traiter 

�9 ~ a a p x n  ~ O, 

qui sont en nombre infini, peuvent  6tre remplacdes par une infinit~ d'indgalit~s. 

Il suffit, en effet, pour que les hombres xn satisfassent h c e s  dquations, que cer- 

taines s4ries qui en d(ipendent soient abso]ument eonvcrgentes. 

Dans l 'dtude de eette question, on est naturellement conduit ~ considdrer 

des ddterminants d'ordre infini. A cet effet, on ~crira le tableau h double entrde 

des quantitds a,p, on formera un ddterminant avec les n premieres lignes et les 

n premieres colonnes de ce tableau, et l'on fera croitre ainsi n inddfiniment. I1 

convient de supposer 

a n n  ~ I. 

On dolt alors se demander s quelle condition un pareil ddterminant con- 

verge. J 'ai  trouv~ pour ces d~terminants une r~gle de convergence qui pr~sente 

la plus grande analogie avec la r~gle relative aux produits infinis. 

Mais en ee qui concerne l'application de la mdthode de M. HILL ~ la Md- 

canique cdleste toutes les difficult~s n 'dtaient pas encore surmontdes. Le ddter- 

minant de HILL d~pend d 'un certain param~tre. I1 fallait ddmontrer d 'abord 

que c'est une fonction enti~re de ce parami~tre, puis que cette fonction enti~re 

se r~duit h un cosinus. 

J ' y  suis parvenu (279, Ch. XVII) par une application des m~mes principes; 

mais dans la premiere marehe que j'ai suivie pour cela, il a dtd n~eessaire de 

d~terminer le .genre de eette fonction enti~re et j'ai du pour cela me servir des 

thdor~mes de M. HADAMARD citds plus haut  (Ch. VI). Pour dviter ce d~tour, 

j 'ai eru devoir revenir (215) sur la m6me question et j'ai simplifid considdrable- 

ment ma premiere ddmonstration. 
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XV. 

des 

sujet  des formes quadratiques. 

On sait (79) qu'on repr6sente la forme quadratique d~finie 

ax  ~ + 2 b x y  § cy ~ , D =  b ~ a c  < o 

par un r6seau de  parallSlogrammes dont  les sommets ont pour coordonn~es 

x V a  + Y ~aa' y a 

ou bien encore 

Arithm~tique. (2, 4, 5, 8, 21, 51, 61, 79, 81, 82, 90, 98, 99, 191, 127, ]93.) 

Mes recherches arithm~tiques ont presque exclusivement port~ sur la th~orie 

formes. Je  vais commencer p a r  exposer les r6sultats que j 'ai obtenus au 

ax  § by, y V D .  

Ce mode de representation ne peut  pas s'~tendre aux formes ind~finies. Je  

repr~sente alors la forme quadratique par  le rdseau dont les sommets ont pour 
coordonn~es 

ax  + by, y, 

mode de representation qui s 'applique h la fois aux formes d6finies et ind~finies. 

Je  reconnus d'abord que les r~seaux de parall~logrammes jouissent de propri~t~s 

analogues h celles des hombres, et ]'ai esquiss~ une arithmdtique des r~seaux off 

l'on t rouve des theories analogues s celles de la divisibilitY, des plus grands 

communs diviseurs et des plus petits communs multiples et m6me des nombres 
premiers. 

Ma mani~re de reprdsenter les formes ind6finies me conduit s une d~finition 

nouvelle de la r~duction de ces formes. L'unique condition de r~duction, c'est 

que les coefficients extr6mes doivent 6tre de signe contraire. Avec cette d~fini- 

tion, la r~duction continuelle d'une forme ind~finie est susceptible d 'une inter- 

pr6tation g~om~trique tr~s simple. Je  repr~sente une forme par un certain 

triangle T qui n'est autre, d'ailleurs, que le triangle fondamental de notre r~seau 

de paralldlogrammes. Si la forme est r~duite, des deux droites y ~  • x l/~, l'une 

traverse le triangle T, l 'autre lui reste ext~rieure. Achevons le parall61ogramme 

dont notre triangle est la moiti6 et partageoas-le de nouveau en deux triangles 

en menant la seconde diagonale; de ees deux nouveaux triangles, un, et un seu- 

lement, sera travers4 par l 'une des droites y - -  • x VD. Ce triangle repr~sentera 

la r~duite eontigu~ h celle que repr~sentait le triangle T. En poursuivant  ind,- 
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liniment de la sorte, on trouve une s~rie de triangles qui repr~sentent la rSduc- 

tion continuelle de la forme envisag~e. 

On peut, au lieu des droites y ~  5: xVD, consid~rer deux droites quelcon- 

ques passant par l'origine. On trouve ainsi, appliquant les m6mes proc~d~s 

ces deux droites, une representation g~om~trique des r~duites successives d'une 

fraction continue. On est naturellement conduit ~t une g~n~ralisation immSdiate. 

Passons, en effet, du plan ~ l'espace, rempla~ons le r6seau par un assemblage 

la BRAVAm et, a u  lieu de deux droites, faisons-en passer trois par rorigine. Les 

m~mcs considerations seront applicables, et l 'on sera ainsi amen4 s unc g4n4ra- 

lisation des fractions continues, ~ laquelle j'ai consacr~ une Note (51), mais 

qui, malheureusement, ne donne pas une approximation tr~s rapide. 

Il me reste, pour terminer l 'analyse de mon M~moire sur les formes qua- 

dratiques (79), h signaler deux r~sultats: 

Je  retrouve, en poursuivant l'~tude de cette representation g~om~trique, les 

lois de la composition des formes d~montr~es par GAuss. 

Enfin, je termine ce M~moire par l'~tude des nombres id~aux, qui ont pour 

origine les formes quadrat iques binaires. 

On salt que, lorsqu'on fair subir s une forme alg~brique des substitutions 

]in,aires quelconques, certaines fonctions des coefficients demeurent  inalt~r~es: 

ce sont les invariants. En dehors de ces invariants algdbriques, dont l'~tude a 

~t~ pouss~e tr~s loin, il y a, ainsi que je l'ai d~montr4 (2, 98), d 'autres fonctions 

des coefficients qui sont alt~r~es quand on applique s la forme une substitution 

coefficients fractionnaires ou incommensurables, mais qui se reproduisent au 

contraire quand on lui fait subir une substitution ~ coefficients entiers. Ce sont 

les invariants arithmgtiques. Les formes lin~aires binaires qui n 'ont pas d'inva- 

riants alg~briques ont, au contraire, des invariants arithm~tiques dont l '~tude se 

rat tache ~ la th~orie des fonctions elliptiques et ~ celle des fonctions modulaires 

et des fonctions fuchsiennes. Ces invar iants  peuvent  6tre utilis~s pour la solution 
des deux probl~mes suivants:  

i ~ Trouver le plus petit  hombre repr~sent~ par une forme quadratique 
binaire ind~finie ; 

~~ ~econnal t re  si deux formes quadratiques binaires ind~finies sont 4qui- 

valentes. 

A cet effet, on d4compose chacune de ces formes en deux facteurs lin~aires 

et ron  exprime en fonction des invariants de ces facteurs les coefficients de ]a 

Substitution qui permet de passer d'une forme ~ l'autre, 5 supposer qu'elles soient 
dTuivalentes. Il est ais~ ensuite de voir si les coefficients ainsi obtenus sont 

entiers et s'ils permettent effectivement de passer d'une forme ~t l 'autre. I)ans 
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le cas off i] n'en serait pas ainsi, on serait certain qu'il n 'y aurait  pas 5qui- 

valence. 

Les formes quadratiques binaires d~finies o u  ind4finies poss~dent ~galement 

des invariants arithm4tiques dont j 'ai ~tudi~ les propri6t~s. Pour  que deux for- 

rues soient ~quivalentes, il faut et il suffit que tous leurs invariants soient ~gaux. 

Toutefois, pour reconnaltre rapidement r4quivalence, il est preferable de d~com- 

poser chaque forme en deux  facteurs ]in,aires et d'envisager les invariants de ce 

syst~me de formes lin~aires. 

Tous ces invariants sont susceptibles d'6tre exprim~s: i ~ par des int4gra]es 

d6finies; 2 ~ par des s~ries. 
L 'un des probl~mes les plus importants  qui se posent au sujet des formes 

quadratiques ternaires ind~finies est l'~tude des propri~t~s des groupes discon- 

tinus form,s par les ((substitutions semblables,), e'est-h-dire par  les substitutions 

lin~aires qui n'alt~rent p a s c e s  formes (99, 61). Soit F (x, y, z) une forme qua- 

d r a t i q u e  ind~finie. On peut  choisir la constante K de telle fa~on que F(x,y,z)~K 
repr~sente un hyperboloide h deux nappes. Les substitutions semblables chan- 

geront alors un point de cet hyperboloide en un autre point de cette m~me 

nappe, de sorte que, le groupe 6tant diseontinu, l 'hyperboloide se trouvera par- 

tag~ en une infinit~ de polygones curvilignes, dont  ]es cSt4s seront des sections 

diam~trales de la surface. Les substitutions semblables changeront ces polygones 

les uns clans les autres. Faisons maintenant une perspective en p|a~ant l'ceil en 

un ombilie de la surface et prenant pour plan du tableau une section circulaire. 

Une nappe de l 'hyperboloide se projettera suivant un cercle, et ]es polygones 

que nous avons trac6s sur cette nappe se projet teront  suivant des polygones 

curvilignes, limit,s par des arcs de cercle reproduisant identiquement ta figure 

dont nous avons parl~ (p. 44 et suivantes), ~ propos de la th~orie des groupes 

fuchsiens. Ainsi, l'Stude des groupes de substitutions semblables des formes 

quadratiques est ramen~e s celle des groupes fuchsiens, ce qui est un rappro- 

chement inattendu entre deux theories tr~s diff~rentes et une application nou- 

veIle de la G6om~trie non euclidienne 
Apr~s avoir signal6 un certain nombre de propri~t~s de ces groupes fuch- 

siens partieuliers, j'ai abord~ Une question un peu diff~rente. 

Les substitutions semblables sont celles qui reproduisent une forme quadra- 

tique et qui en m6me temps appart iennent au groupe G des substitutions h coef- 

ficients entiers. On peut rechercher alors les substitutions qui reproduisent la 

forme quadratique et qui en m~me temps appartiennent h un autre  groupe, par 

exemple s un sous-groupe du groupe G. Cela nous permet en m~me temps de 

g4n~raliser la th~orie de l'~quivalence des formes et de leur r~duction. 
Acta mathematica. 38. Imprim4 le 27 mars 1913. ] 3  
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On obtient ais6ment des groupes de ces substitutions semblables g6n6ralis6es 

et l'on reconnait que ce sont encore des groupes fuchsiens. "En r6fl~chissant en- 

suite aux relations de ces divers groupes fuchsiens, j 'ai d6montr4 que les fonc- 

tions fuchsiennes eorrespondantes jouissent d 'une propri~t6 analogue au th6or~me 

d'addition des fonctions elliptiques, ce qui n'est pas vrai des fonctions fuch- 

siennes les plus g6n6rales. 

Passons maintenant  aux formes d'ordre sup6rieur au second (81), Le pre- 

mier probl~me ~ r6soudre est la r6duction de ces formes et l '6tude des conditions 

de leur 6quivalence. La solution a ~t6 trouv6e par M. HERMITE; bien que le 

savant g~om~tre n 'ait  par]6 que des formes binaires et des formes quadratiques, 

sa m6thode s'applique, sans qu'on ait rien .k y changer, s une forme tout ~ fair 

quelconque. C'est ainsi que M. JORDAZr 6tendant ~ u n  cas tr~s g~n~ral un 

th6or~me de M. HERMITE, a d6montr6 que, toutes ]es fois que le discriminant 

n'est pas nul, routes les formes qui ont mC~mes invariants a]g~briques se r~par- 

tissent en un nombre fini de classes. J 'a i  moi-m~me g~n6ralis6 le th6or~me de 

M. JORI)AI% en montrant  qu'il subsiste, pourvu que certains invariants ne soient 

pas tous nuls h la fois. 

J 'ai  cherch6 ensuite h appliquer la m6thode g6n6rale aux formes cubiques 

ternaires que j 'avais d6jb~ 6tudi6es au point de vue alg6brique dans un M6moire 

pr6c6dent. Je suis arriv6 ~ trouver les ]imites sup6rieures des coefficients d ' u n e  

r6duite dont les invariants sont donn6s, pourvu que le discriminant ne soit pas 

nul. Le nombre des classes est alors limit6 et, dans ehaque classe, il n 'y  a 

qu'une r6duite. 

Lorsque la forme 6gal6e k z6ro repr6sente une courbe de quatri~me classe, 

le discriminant est nul et le nombre des classes est infini, mais chacune d'elles 

ne contient qu'une r6duite. Si la courbe est de troisi~me classe, le nombre des 

classes est infini et chacune d'elles contient un nombre fini de r6duites formant 

une cha~ne limitge ~ ses deux extrdmitds. Si ]a courbe se d6compose en une coni- 

q u e e t  une droite qui ia coupe, le nombre des classes est tant6t  fini et tant6t  

infini; de plus, la chaine form6e par les r6duites d 'une m~me classe est, tant6t  

limit6e comme dans le cas pr6c6dent, tant6t  illimit~e de telle fa~on que les m6- 

mes r6duites s 'y reproduisent p6riodiquement. Si enfin la droite est tangente 

la conique, les r6duites ne forment plus une chalne, mais un r6seau. 

J 'a i  ensuite appliqu6 la m6mc m6thode, non plus s une forme unique, mais 

b~ un syst~me de formes, et ]'ai choisi comme exemple le syst~me d'une forme 

quadrat iquc ternaire et d 'une forme (5, 82) lin6aire dont j'ai 6tudi6 la rdduction 

simultande. La rbduction continuelle d 'un pareil syst~me de formes est tout  

fait analogue b, celle d'une forme unique. Elle peut servir 6galement s d6ter- 
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miner les substitutions semblables du syst~me. Ces substitutions semblables 

existent toujours; mais, ayant  voulu, dans un exemple partieulier, calculer les 

coefficients de la plus simple d'entre elles, j 'ai trouv6 des nombres entiers de 

plus de huit chiffres. 

Les lois de la r~duction d'une forme quelconque ~tant connues, il est facile 

de reconnaitre si deux formes sont ~quivalentes; mais ce n'est lh qu'un premier 

pas. Le principal probl~me ~ r~soudre, c'est de rechereher si un nombre donnd 

peut ~tre repr~sent~ par une forme donn~e. Je me suis occup6 sp~cialement de 

la representation par une forme binaire (8, 90). Egalant la forme binaire s 0, 

oll en tire pour le rapport x une certaine valeur. ~Avec cette valeur, je forme 
Y 

un syst~me de nombres complexes et d'id~aux. Le probl~me de ]a representation 

des nombres par les formes se ram~ne s la recherche des id6aux de norme 

donn~e. J 'ai donn~, en me fondant sur les m6mes principes que dans mon M~- 

moire intitul4 Sur un mode nouveau de reprgsentation gdomdtrique des /ormes qua- 

dratiques, la mani~re de former tous les idSaux de norme N, de former tous les 

id~aux premiers et leurs puissances, de multiplier deux id~aux, de d~composer 

un id6al en facteurs premiers, etc. Pour cela j 'envisage une cert.aine congruence, 

que je d4c0mpose en facteurs irr~ductibIes. A chacun de ces facteurs irrdduc- 

tibles correspond un ideal. 

On trouve routes les representations d 'un nombre donn~ quand on connalt  

t o u s l e s  idSaux dont la norme est le hombre donn~, mais tous ces id~aux ne 

donnent pas naissance s une repr6sentation du nombre. I1 importerait  donc de 

savoir distinguer a priori quels sont les id~aux qui conduiront ~ une pareille re- 

presentation. Tout ce que j 'ai pu faire dans ee sens a ~t~ de montrer qu'ils de- 

vaient tous se trouver parmi les id~aux auxquels correspond un facteur irr6duc- 

tible lindaire de la congruence dont j'ai parl~ plus haut  (et par consequent une 

racine rdelle de cette congruence). 

Darts deux Notes que j 'ai eu l 'honneur de presenter s l'Acad~mie les 9 et 

I5 janvier i882, j 'ai cherch~ quelle ~tait la v~ritable signification de la notion 

de genre d~finie par GAuss pour ]es formes quadratiques binaires et ~tendue par 

]~ISENSTEIN a u x  formes quadratiques ternaires, et je suis arriv~ h e n  donner les 

d~finitions suivantes: 

'I ~ Deux formes sont dquivalentes suivant le module n, si l'on peut ap- 

pl iquer  h la premiere de ces formes une substitution ~ coefficients entiers, telle 

que les coefficients de ]a transform4e ainsi obtenue ne different de ceux de la 

seconde forme que par des multiples de n; 
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2 ~ Deux formes sont de mfme genre lorsqu'elles sont 6quivalentes suivant 

un module quelconque. 

I1 est clair que cette d6finition peut  s 'appliquer h des formes tout  ~ fait 

quelconques auxquelles j 'ai 6fondu 6galement la d6finition de l'ordre. J 'ai  ap- 

pliqu6 ces principes aux formes quadratiques quaternaires et cubiques binaires. 

Dans un autre ordre d'id6es, j'ai cherch6 "~ g6n6raliser l'616gante mdthode de 

TCHEBrCrIEFF pour l'6tude de la distribution des nombres premiers. J 'a i  reconnu 

qu'elle pouvai t  s 'appliquer presque sans changement aux nombres complexes de 

la forme a + b V ~ i  (127, 193). Au point de vue des nombres rdels, cela permet  

de comparer ]a distribution des nombres premiers de la forme 4n + i h ce]le 

des nombres premiers de la forme 4 n + 3. 

XVI. Analysis Sitfis. (134, 139, 177, 199, 222, 243.) 

L'Analysis Sitfis est la science qui nous fait connaitre les propri~t~s quali- 

tatives des figures g6om6triques non seulement dans l'espace ordinaire, mais dans 

l 'espace ~ plus de trois dimensions. 

L'Analysis Sitfis ~ 3 dimensions est pour nous une connaissance presque 

intuitive, L'Analysis Sit~s ~ plus de 3 dimensions pr~sente au contraire des diffi- 

cult6s ~normes; il faut pour tenter de ]es surmonter ~tre bien persuad~ de l'ex- 

tr~me importance de cette science. 
Si cette importance n'est pas comprise de tout  le monde, c'est que tout  le 

monde n 'y  a pas suffisamment r~fl~chi. Mais que l'on pense aux avantages 

qu'ont tir~s les ana]ystes des representations g~om~triques, mG, me dans des 

questions d'Analyse Pure et d'Arithm~tique; que l'on estime le soulagement que 

ces mSthodes ont procur~ ~ ]'esprit des chercheurs. Combien il est regrettable 

que cet instrument merveilleux se trouve hors d'usage d~s que le nombre des 

dimensions surpasse trois. 
RIE~A~zr qui avait  fait de cet instrument l 'usage que l'on salt, avait  bien 

compris combien il serait important  d 'y supplier  et on a retrouv5 dans ses pa- 

piers que]ques notes, malheureusement un peu informes mais qui servent encore 

aujourd'hui de base ~ toutes nos connaissances sur l'Analysis Sitfis s plus de 

trois dimensions. 
On a dit, ~crivais-je (ou ~ peu pros) dans une preface (199), que la g~om~- 

trie est l 'art de bien raisonner sur des figures real faites. Oui, sans doute, mais 

une condition. Les proportions de ces figures peuvent  ~tre grossi~rement a]- 

t~rSes, mais ]curs 5l~ments nc doivent pas ~tre transpos~es et ils doivent con- 

server ]cur situation relative. En d'autres termes, on n'a pas ~ s'inqui~ter des 
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propri6t6s quantitatives, mais on doit respecter les propri6t6s qualitatives, c'est 

h dire pr6cis6ment celles dont s'occupe l'Analysis Sitfis. 

Cela doit nous faire comprendre qu'une m6thode qui nous ferait connaltre 

les relations qualitatives dans l'espace h plus de trois dimensions, pourrait,  dans 

uno certaine mesure, rendre des services analogues ~ ceux que rendent les figures. 

Cette m6thode ne peut  ~tre que  l'Analysis Sitfis ~ plus de trois dimensions. 

Malgr6 "tout, eette branche de la science a 6t6 jusqu'ici peu cultiv6e. A- 

pr6s RIE~ANN est venu BETTI qui a introduit quelques notions fondamentales; 

mais BETTI n'a 6t6 suivi par  personne, 

Quant h moi, toutes ]es voies diverses oh je m'6tais engag6 suecessivement 

me conduisaient "~ l'Analysis Sitfis. J 'avais  besoin des donn6es de cette science 

pour poursuivre mes 6tudes sur les courbes d6finies par  les 6quations diff6ren- 

tielles (vide supra w V) et pour les 6tendre aux 6quations diff6rentielles d'ordre 

sup6rieur et en particulier K celles du probl~me des trois corps. J 'en avais be- 

soin pour l '6tude des fonctions non uniformes de 2 variables. J 'en  avais besoin 

pour l '6tude des p6riodes des int6grales multiples et pour l 'application de cette 

6rude au d6veloppement de la fonction perturbatrice. 

Enfin j 'entrevoyais dans l'Analysis Sitfis un moyen d 'aborder  un probl~me 

important  de la thdorie des groupes, la recherche des groupes discrets ou des 

groupes finis contenus dans un groupe continu donn6. 

C'est pour routes ces raisons que je eonsacrai ~ cette science un assez long 

travail (134, 139, 199). ge commence par  donner plusieurs d6finitions des vari6- 

t6s de l'espace ~ plus de trois dimensions et par introduiro la notion fondamen- 

tale de l 'hom6omorphisme qui est la relation de deux vari6t6s qui ne sont pas 

distinctes au point de rue  de leurs propri6t6s qualitatives. 

Je  suis amen6 ensuite ~ distingucr les vari6t6s bilat~res analogues aux sur- 

faces ordinaires et les vari6t6s unilatbres analogues aux surfaces b~ un seul c5t6. 

BETTI avait d6couvert certains nombres entiers relatifs aux varidtdS; ana- 

logues ~ ce qu'est  pour une surface ordinaire ce qu'on appelle l 'ordre de con- 

nexion. On sait que l 'ordre de connexion d'une surface ferm6e d6pend du nombre 

de trous qui y sont perc6s, de sorte que cet ordre est toujours impair, 1 pour 

une sphere, 3 pour un tore etc. On salt 6galement quelle relation il y a entre 

le genre  d'une courbe alg6brique et l 'ordre de connexion de la surface de I~IE- 

MANN correspondante. 

J 'a i  fair voir  que si l'on 6crit la s6rie des nombres de BETTI pour une sur- 

face ferm6e, les nombres 6galement distants des extremes sont 6gaux. 

�9 -~. ~-~EEGAARD ayant  attir6 mon attention sur certains exemples off ce thdo- 

rbme paraissait  en d6faut, je revins sur la m6me question dans un autre travail 
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(222). La  d~finition que j 'avais donnde des nombres de BETTI ne concordait 

pas toujours avec celle qu'avait  donnde BETTI lui-m6me. Le th~or~me, vrai pour 

les nombres de BET~r~ tels que je les avais ddfinis, ne ]'est pas toujours pour les 

hombres tels que BETTI les ddfinissait lui-m~me. 

On salt que l'ordre de connexion suffit pour ddterminer une surface ordi- 

naire au point de rue de l'Analysis Sitfis, c'est 's dire que deux surfaces qui ont 

m~mc ordre de connexion sont homdomorphes. On pouvait supposer que les 

nombres de BETTI suffisaient de m~me pour ddterminer une varietal. J 'ai  montrd 

(199) qu'il n'en est rien, qu'h chaque vari~t~ correspond uu groupe, n@cessaire 

h sa ddtermination, et qu'h une m~me suite de" nombres de B~TTI ne correspond 

pas toujours un m~me groupe. 

J 'ai  cru devoir multiplier les exemples, pensant que c'dtait ]e meilleur 

moyen de familiariser les esprits avec des iddes aussi nouvelles. 

On sait qu'EvLER a ddmontrd une relation entre le nombre des faces, des 

ar~tes et des sommets d'un poly~dre convexe. Pour ]es poly~dres non convexes, 

il y a une relation analogue entre ces trois nombres et l 'ordre de connexion. 

Existe-t-il d e s  relations du m6me genre entre des dldments des poly~dres de 

l'espace ~ plus de trois dimensions? C'est la question que je me suis posde 

(199) et que j'ai rdsolue affirmativement, en faisant usage de plusieurs ddmon- 

strations distinctes. I] est ~, remarquer que si ie nombre des dimensions de 

l'espace est pair, cette relation ne ddpend pas des nombres de BETTI et qu'elle 

en ddpend au eontraire si le nombre des dimensions cst impair. 

Ces thdor~mes sur les poly~dres ont une portde assez gdndrale, car une 

vari~td fermde quelconque peut toujours ~tre ddcoup~e en poly~dres; rectilignes ou 

curvilignes, cela n'importe pas au point de vue de l'Analysis Sitfis. Dans rues 

t ravaux ult~rieurs (222, 243) j 'ai gdndralement trouvd plus commode de supposer 

effectude cette ddcomposition en poly~dres. 

I1 peut y avoir entre les figures trac~.es sur une varidtd, et en particulier 

entre les ~ldments d'un poly~dre, plusieurs sortes de relations qui sont suscep- 

tibles d'etre repr~sentdes algdbriquement par des dquations symboliques et d 'etre 

combin~es ensuite d'apr~s les r~gles de l'alg~bre ou d'apr~s des r~gles analogues. 

J'~i appel~ ces relations congruences, homologies, ~quivalences. Les congruences 

expriment tant6t  que l'ensemble de tels dldments constitue une vari~td fermde, 

tantSt au contraire que cet ensemble constitue une variSt~ ouverte dont la fron- 

ti~re eompl~te est formd par l'ensemble de tels autres dl4ments. 

Les homologies fondamentales expriment que l'ensemble de tels d]dments 

constitue une varidt~ ferm~e qui est la fronti~re complete d'une autre varidtd 

qui dolt avoir une dimension de plus, mais qui reste ind~termin~e. Les homo- 
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logies d4riv6es se d~duisent des homologies fondamentales, mais il importe de 

distinguer celles qui s'en dSduisent par addition et multiplication et celles qui 

s'en dSduisent par division. 

Les 4quivalences different des homologies parce qu'on ne se donne pas le 

droit d 'y  intervertir l'ordre des termes. C'est la consideration de ces ~quivalences 

qui conduit au groupe dont j 'ai par]~ plus haut.  

Toutes ces relations se pr~sentent sous la forme d'~quations lin6aires ~ co- 

efficients entiers. L'~tude d'une vari~t~ se trouve ainsi ramen~e s celle d'un 

certain nombre de tableaux form, s de hombres entiers. Ces tableaux varient 

~videmment selon la mani~re dont la vari6t~ a ~t~ d~coup~e en poly~dre; mais 

eependant tous les tableaux diff~rents que l'on peut obtenir ainsi conservent 

certains caraet~res communs que l'on peut appeler invariants et qui restent les 

m~mes quelle que soit la mani~re dont la v a r i ~  est d~eoup~e. Ces invariants 

son t  les plus grands communs diviseurs de certains d~terminants form,s avec les 

~l~ments des tableaux. 

Grace s cette representation arithm6tique, les ddmonstrations deviennent 

plus faciles ~ suivre e t  j'ai pu a]outer divers r~sultats s ceux que j 'avais d~j~ 

obtenus. Par exemple pour que ]es deux d~finitions des nombres de BETTI 

coincident, il faut et il suffit que t ous l e s  invariants soient ~gaux s o ou s i ;  

on encore que le syst~me des homologies obtenues par division n'en contienne 

pas que l'on ne puisse obtenir sans division; ou enfin que le poly~dre ne soit 

pas tordu, c'est s dire que toutes les vari~t~s que l'on peut former avec ses ~l~- 

ments soient bilat~res. 



QUATRIEME PARTIE. 

MECANIQUE CELESTE. 

XVII. Generalites sur les Equations de la Dynamique et de la Mecanique 
C~leste. (164, 166, 183, 187, 278, 280.) 

Les ~quations de la Dynamique pr~sentent des propri6t~s remarquables qui 

ont ~t~ mises en 5vidence par JACOBI dans ses Vorlesungen. 

Quelles sont les cons6quences plus ou moins imm~diates de ces propri6t6s? 

Quel partie peut-on en tirer pour la mise en ~quation des probl~mes de Dyna- 

mique et en particulier des probl~mes de M~canique C~leste ? Telle est la pre- 

miere question dont  je veux parler ici. 
J 'a i  6t~ amen6 h passer en revue les principales propri~t6s des ~quations 

canoniques (183, 278). Los propri~t~s sont classiques; et je n'ai eu qu'a  perfec- 

tionner certains d~tails; en me servant surtout du caract~re bien connu qui per- 
met de reconnaitre si un changement de variables conserve la forme canonique 

des 6quations. 
Ce genre de transformations facilite la raise en ~quation du probl~me des 

trois corps; c'est ce que j'ai montr6 (164, 187). On sait que dans le proc6d6 

classique on rapporte toutes les plan~tes h des axes mobiles passant par le Soleil. 

L'inconv6nient est que la fonction perturbatrice n'est pas la m~me pour toutes 
les plan~tes. Un autre procSd6 consiste ~ rapporter chaque plan~te au centre 

de gravit~ du syst~me form6 par le Soleil et toutes les plan~tes inf6ricures s ce]le 
que l'on consid~re. L'inconv~nient est ~vit~, mais la fonction perturbatrice est 

un peu plus compliqu~e. J 'a i  propos~ un troisi~me proc~d~, dans ]equel les 

coordonn~es de chaque plan~te sont rapport~es au Soleil, et sa vitesse ~ des 

axes fixes. 
Malgr6 les t ravaux dont les 6quations canoniques ont 5t6 l 'objet depuis 

JACOBt, toutes leurs propri6t6s ne sont pas connues, ou plutSt on n'a pas insist6 
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sur toutes les formes que peuvejat rev6tir ces propri~t~s et qu'il peut  6tre utile 

de connaltre. Si par exemple on ~tudie los ~quations aux variations des ~qua- 

tions de la Dynamique, c'est s dire ]es ~quations qui d~finissent une solution 

infiniment peu diff6rente d 'une solution donn~e, on rencontre des propositions 

importantes sur lesquelles j 'ai attir~ l 'attention (183, 278). 
D'un autre  c5t6, j'ai 6t6 amend b. introduire uno notion nouvelle, celle des 

invariants int~graux (183, 280). Ce sont certaiues int~grales d~finies simples ou 

multiples qui demeurent constantes, quand le champ d'int~gration varie con- 

form~ment ~ une certaine Ioi d~finie par  une ~quation diff~rentielle. Si par 

exemple on envisage les 6quations diff6rentielles au mouvement  d'un fluide in- 

compressible, le volume est un invariant int6gral. 

Les ~quations canoniques de la Dynamique poss~dent des invariants in- 

t~graux remarquables et l 'existence de ees invariants jet te une grande lumi~re 

sur leurs propri~t~s. 

Pour on finir avec ees g~ndralit~s sur les dquations de la Dynamique et le 

probl~me des 3 corps, je signalerai un dernier travail  (166). On sait que BRV~S 

a d5montr4 que le probl~me des 3 corps ne saurait admettre d 'autre int~grale 

algdbrique que les int~grales elassiques. Malheureusement darts sa d~monstration 

subsistait une lacune grave et particuli~rement d~licate s combler. J 'ai  ~td assez 

heureux pour mettre la belle et ing~nieuse d~monstration de M. BRU~S h l 'abri 

de toute objection. 

XVIII. Probl~me des Trois Corps; Propri~tes qualitatives. 
(38, 92, 163, 167, 183, 204, 278, 280.) 

Ce qui va suivre est le d~veloppement naturel des m~.thodes dont  il a dtd 

question plus haut  au w V e t  leur application ~ la M~canique C~leste. 

J 'a i  montr6 de diverses mani~res (183, 278) qu'en dehors des int~grales 

classiques le probl~me des trois corps n 'admet pas d'intdgrale analytique et uni- 

forme, et il en r~sultait que la plupart  des s(~ries propos~es jusqu'ici pour l'int~- 

gration de ee probl~me, de m~me que celles dont  il sera question dans le w 

suivant ne sont pas eonvergentes et ne peuvent ~tre utitis~es que dans un cal- 

cul approch~. 

D'apr~s ce qui pr~,c~de, il semble qu'il .soit  impossible en g4n~ral d'exprimer 

les distances mutuelles des astres par des s~ries purement trigonom6triques con- 

vergentes. Mais i] est des cas particuliers off les s~ries auxquelles on est conduit 

ne eontiennent qu'un seul argument et off leur convergence est 6vidente. En 
effeV, j'ai d~montr~ (38, 92) que, dans le probl~me des trois corps, on peut choisir 

Acta rnathematlca. 38. Impr im~ le 28 mars  1913. 14 
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les 616ments initiaux du mouvement, de telle faqon que ]es distances mutuelles 

des trois masses soient des fonctions p6riodiques du temps. On est ainsi amen6 

une solution particuli~re du probl6me, que I'on peut appeler pgriodique. 
Ces solutions p6riodiques sont de trois sort.es: dans les unes, les inclinaisons 

sont nulles et les excentricit~s tr6s petites; dans d'autres, les inclinaisons sont 

nulles et les excentricitds finies; duns d'autres, enfin, les inelinaisons sont finies 

et les exeentricit6s tr~s petites. 

Je suis revenu (183, 278) sur ces solutions p6riodiques et je les ai 6tudides 

en d6tail. Les procdd6s dont je me suis servi pour ddmontrer ]eur existence 

sont tr6s simples et se ram~nent au calcul des Limites. 

Mais on pent arriver K cette d6monstration par une vole toute diff6rente, 

qu'il pourra ~tre souvent utile d'adopter, mais dont je n'ai pus encore tir6 tout  

le parti possible. Supposons par exemple que l'on recherche les gdod6siques 

d'une surface ind6finie pr6sentant la m~me forme g6n6rale qu'un hyperboloide/ t  

une nappe. On sera certain alors qu'il dolt y avoir une g6od6sique ferm6e 

(correspondant ~ une solution p6riodique) puree que parmi toutes les courbes 

ferm6es que ]'on pent tracer sur la surface, et qui en font le tour il dolt y e n  

avoir une qui est plus eourte que toutes les autres. 

Les m~mes principes sont susceptibles d'etre appliqu6s h divers problb~mes 

de M6eanique, grace au principe de moindre action que l'on peut employer soit 

sous la forme que [ui a donn6e HAMILTON, soit sous eelle que lui a donn4e MAU- 

PERTUIS. Je n'ai fair qu'esquisser cette m6thode dont il y a sans doute encore 

beaucoup s tirer. 

Outre les solutions p~riodiques, les 6quations du probl~me des 3 corps ad- 

mettent  aussi d'autres solutions remarquables que j'appelle asymptotiques (183, 

278). Ce qui caract6rise ces solutions c'est qu'elles se rapprochent ind6finiment 

d'une solution pdriodique, ou bien qu'elles s'dloignent sans eesse d'une solution 

pdriodique dont elles sont infiniment rapproch6es pour t ~ - - z r  

D'autres solutions remarquables sont plus difficiles encore k apereevoir (280). 

Je eiterai d'abord les solutions p6riodiques de 2 ~ esp~ee, caractdrisdes par ce 

fair que deux des corps se rapprochent p6riodiquement de faqon s presque se 

choquer. 

Nous avons encore les solutions p6riodiques de 2 ~ genre; si l'on fait varier 

d'une manibre continue un des param6tres dont ddpend le probl~me, par exemple 

l'une des masses, on volt une solution p6riodique du ~e~ genre se d6former 

l'une fa~on continue, sa p6riode restant 6gale h T. A un certain moment, eette 

solution se d6doubie pour ainsi dire, ou plutSt se d6triple, je veux dire qu'h un 

certain moment on a trois solutions p6riodiques tr6s peu diff6rentes; l 'une 
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d'elles a encore pour p6riode T, les deux autres ont pour p6riode un multiple de 

T. Ce sont les solutions p6riodiques du 2 e genre.  

Je parlerai enfin des solutions doublement asymptotiques. Pour t = - - + ,  

elles sont infiniment voisines d'une solution p6riodique, puis e]les s'en ~loignent 

beaucoup, ensuite elles s'en rapprochent de nouveau de telle sorte que pour 

t ~ § + ,  el|es en sont encore infiniment voisines. 

Pour 6tudier les propri6t~s et les rapports de ces diff~,rentes solutions, je 

me suis servi des invariants int6graux. Ces rapports sont tr~s compliqu6s de 

sorte que cette 6rude est ~miuemment propre ~, mettre en 6vidence la difficult6 

du probl~me des Trois Corps, 

Je n'ai pu r6soudre rigoureusement et eompl6tement le probl~me de la sta- 

bilit6 du syst~me Solaire, en entendant  ce mot dans un sens strictement math~- 

matique. L'emploi des invariants int6graux m'a cependant permis (183, 280) 

d 'at teindre certains r~sultats partiels, s 'appliquant surtout  au probl6me dit re- 

streint, off les deux corps principaux circulent dans des orbites sans excentricit6, 

pendant  que le corps troubl~ a u n e  masse n6gligeable. Dans ce cas, si on laisse 

de c5t6 certaines trajectoires exceptionnelles, dont la r6alisation est infiniment 

pen probable, on pent d6montrer que le syst~me repassera une infinit6 de fois 

aussi pros que l'on voudra de sa situation initiale. C'est ce que j'ai appel~ 19 

stabilit6 s la PoIssoN. 

XIX. Probleme des Trois Corps; Developpements approches et applications. 
(47, 97, 115, 133, 149, 158, 159, 183, 208, 210, 214, 215, 216, 279.) 

Tous ]es th6or~mes dont il a 6t6 question dans le w pr6c6dent ont un ca- 

ract~re eommun, ils sont rigoureux. Ceux dont je vais parler maintenant ne 

seront en g6n6ra] qu'approch6s et auront par cons6quent avant  tout  un int@~t 

pratique. Ce sont cependant les seuls dont les astronomes fassent et puissent 
faire effectivement usage. 

Dans quelles conditions ces s6ries divergentes peuvent-elles ~tre utilis6es 

avec succ~s? C'est ce que j 'ai cherch6 ~ 6elaireir (279, Chapitre intitul6 ca]cul 

formel). J 'ai  montr6 dans quelles limites, cet emploi est 16gitime, comme l'est, 

pour citer un exemple c61~bre, celui de la s6rie de STmS~NG et j 'ai fair voir que 

les r~gles du calcul de ces sdries sont les m~mes que ceiles de s~ries ordinaires. 

J 'ai  justifi6 ainsi l'emploi que font les astronomes de ce genre de d6velop- 

pements; et en particulier des d6veloppements trigonom6triques. J 'a i  cherch~ 

en outre s perfectionner les m6thodes qui permettent  de les former. 

Rappelo~s en quelques roots comment le probl~me se pose. 
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On ne peut r6soudre le probl~me des n corps que par approximations suc- 

cessives, et la premiere id6e qui s'est pr6sent6e a consist~ ~ d6velopper les coor- 

donn6es des astres en s~ries ordonn6es suivant les puissances des masses. C'est 

sur cette id6e qu'est fond6e toute la M6canique c61este ancienne. Mails quels que 

soient les services qu'aient rendus autrefois ces anciens proc6d6s et qu'ils soient 

capables de rendre encore, on n'a pas tard6 ~ s'apercevoir de leur insuffisance 

et de leur impuissance s donner une approximation ind6finie. Dans les d6velop- 

pements auxquels ils conduisent, on voit en effet le temps entrer non seulement 

sous les signes sinus et cosinus, mais en dehors de tout  signe trigonom6trique. 

Ce fait suffit pour d6montrer que le champ, oh ]es anciennes m6thodes conser- 

vent leur efficacit6, quelque 6tendu qu'il puisse ~tre, est certainement limit6. 

C'est ee qui explique les efforts qu 'ont  faits les g6om~tres pour remplacer 

les s6ries anciennes par des d6veloppements purement trigonom6triques. Dans 

ces derniers temps, on a propos6 deux m6thodes remarquables qui paraissent 

atteindre compl~tement ce but. La premibre est celle de M. GYLD~N, qui est 

fond6e sur l'emp]oi des fonetions elliptiques; la seconde est celle de M. LINDSTEDT, 
dont je me suis surtout  oceup6. 

Dans cette dernibre m6thode, un artifice ing6nieux permet h chaque approxi- 

mation de faire disparaltre les termes s6culaires qui peuvent  s'6tre introduits. I1 

est ais6 de voir que eet artifice r6ussira toujours s'il n'y a qu'un terme ~ faire 

disparaltre; mails il n'en serait plus de m~me s'il s'6tait introduit /~ la lois deux 

termes s6culaires. Il est facile de v6rifier d'ailleurs que, dans les premibres ap- 

proximations, on n'a h se d6barrasser que d'un seul terme; mais on peut se de- 
mander s'il doit en ~tre toujours ainsi. Un examen superficiel pourrait faire 

croire le contraire, et m~me M. LINDSTEDT ~tait dispos~ h penser que sa m~thode 
ne r~ussirait que s'il n 'y avait  entre les arguments aucune relation lin~aire 

Je  suis parvenu & d6montrer que le terme s~culaire qui peut  apparal tre  

chaque approximation est toujours unique et que, par  consequent, la m~thode 

de M. LINDSTEDT est toujours applicable (97). Pour ce]a, j 'ai eu recours h u n  

th~or~me qui semblait ne se rapporter en aucune fa~on h ]a question, c'est-s 

au th~or~me de GREEN. 
J 'aurais pu ~galement, comme je l'ai fair ensuite, (115, 133) employer les 

invariants int6graux ou bien me servir des th~or~mes de JACOBI sur les ~quations 

de la Dynamique. 
La m~thode de M. NEWCOM~ est fond~e sur les mOmes principes; mais elle 

s 'applique plus naturellement aux eas les plus g~n~raux du probl+me des Trois 

Corps. J ' y  ai apport~ de notables perfectionnements (183, 279, 208). La m~me 

question se posait que pour la m6thode de M. LINDSTEDT. On pouvait  disposer 
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de eertaines arbitraires pour faire disparaltre les termes s~culaires; mais il y 

avait deux fois plus de termes s faire disparaltre que d'arbitraires. Heureusement 

chaque fois que l'on f a r  disparaltre l 'un de ces termes, un autre disparait  spon- 

tan~ment. Je  me suis servi de la m6thode de JACOB1 (279), pour d6m0ntrer cette 

disparition spontan6e et la possibilit6 du d~veloppement. Une fois cette possi- 

bilit~ ~tablie, j'ai donn6 (279, Chapitre XIV) le moyen de former effectivement 

et directement les s6ries. 

II y avait  1s toutefois un grave inconvenient, puisqu'il fallait dans deux 

analyses enti~rement s@ar~es, d~montrer la possibilit6 du d6veloppement et en 

calculer les coefficients. Ayant  remarqu5 qu'une certaine expression devait  ~tre 

diff~rentielle exacte, j 'en ai profi t6 pour modifier la m~thode (279, Chapitre XV). 

Certaines int6grations peuvent  ~tre ~vit~es et remplacSes par des differentiations 

ou des operations alg~briques; il en r~sulte d 'abord que la possibilit~ du dSve- 

loppement devient presque ~vidente. De plus les calculs sont simplifi6s. I,a 

partie la plus p~nible du calcul, bien qu'elle ne pr~sente aucune difficult~ th~o- 

rique, c'est en effet la substi tution des valeurs approch~es des variables dans 

les deux membres des ~quations diffdrentiel]es. La mdthode nouvelle permet  de 

diminuer de pros de moiti~ le nombre de ces substitutions. 

Mais on peut  aller plus loin encore darts cette voie. C'est ce que j 'ai montr~ 

plus tard (208). Je  me suis servi d 'une expression diff~rentielle exacte analogue 
h. celle dont je viens de parler et j 'ai pu diminuer encore le nombre des sub- 

stitutions et des integrations. On remarquera que le th~or~me de Po i s so~  

(invariabilit6 des grands axes en tenant  compte du earr~ des masses)devient  

presque intuitif. 

Tous ces proc~d~s se t rouvent  en d~faut quand les moyens mouvements sont 

pros d'6tre commensurables. Il faut alors employer une m6thode d6riv~e de celle 

de DELAU~AY. Dans l ' invention premiere de cette m~thode, j 'ai 6t~ devanc~, de 

quelques jours par M. BOnL~N, mais j ' y  ai apport~ divers perfectionnements en 

me servant toujours des m6mes principes. Je  me bornerai s dire que cette 

m~thode permet de discuter les cas singuliers dits (,de libration,) off il y a com- 
mensurabilit~ exacte entre certains mouvements moyens. 

Quelle relation y a-t-il entre routes ces m~thodes et avec les anciens proc~- 

d~s? Telle est la question que je me suis posse (210) et j 'ai montr~ qu'on pou- 

vait  envisager certaines sdries qui embrassent pour ainsi dire toutes ces m~thodes. 

En groupant les termes d'une certaine mani~re, on retombera sur les anciennes 

m~tbodes. Avec d'autres modes de groupement, on tombera sur ]a mSthode de 

NEWCOMB, OU bien encore sur celle de BonL~N. 

Tous ces proc~dSs s'appliquent naturellement ~ la Lune. Dans la th~orie 
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de cet astre, ils sont m~me plus n~cessaires que partout  ai]leurs. C'est dans les 

theories lunaircs les plus r6centes, comme celles de HILL et de BROWN, que l'on 

voLt le mieux l 'importance des solutions p6riodiques dont j 'ai parl6 plus haut.  

J 'a i  donn6 (214) une m6thode pour d~terminer le mouvement du perigee de la 

Lune qui diff~re de celle de HILL. Mais j 'att irerai plutLt l 'at tention sur un 

autre m6moire (216) off j 'applique ~t notre satellite les proc6d6s du m~moire 208. 

Ces proc~d6s seraient surtout utiles pour obtenir un d6veloppement purement 
littdral des coordonn~es de la Lune. J 'a i  signal~ en passant diverses circon- 

stantes curieuses et presque paradoxales. 

Toutes les s4ries dont je viens parler ne peuvent 6tre employe'es qu'au point 

de rue du calcul formel et par consequent du calcul approch6. J 'ai  insist~ h 

diverses reprises sur ce point important  (183, 278, 279, 158, 159). 

Toutes ces m~thodes si diverses peuvent ~tre employ6es pour se servir mu- 

tuellement de v6rification, sans trop de calculs suppl(,mentaires. Je citerai sur- 

tout un proc6d6 de v~rification fond~ sur l'emploi des invariants int(~graux (149). 

XX. Developpement de la Fonction Perturbatrice. 
(120, 168, 173, 196, 206, 207, 209, 278.) 

Je me suis oceup6 de l a  fonetion perturbatriee h plusicurs points de vue 

diff6rents. 
J 'ai  d 'abord cherch6 la valeur approch6e des cofifficients des termes de rang 

tr~s 61ev6. M. FLA.~ME avait d6js employ6 pour cet objet la mdthode de M. DAR- 

ROVx sur les fonctions de tr~s grands nombres. Mais comme cette m6thode sous 

sa forme primitive ne s'app]iquait qu'aux fonctions d'une seule variable, M. 

FLAMME devait donc d6composer chaque terme en une somme de produits, off 

chacun des facteurs ne d6pendait que d'une seule anomalie moyenne. J 'ai  pr6- 

f6r6 consid~rer directement la fonction comme d6pendant des deux anomalies 

moyennes. Des proc6d6s analogues, sont encore, comme je l'ai montr6, appli- 

cables dans ce eas. Seulement i]s exigent une discussion; j 'ai donn6 les prin- 

cipes qui doivent diriger cette discussion et j 'en ai fait l 'application dans un cas 

simple (278). 

On pent aussi consid6rer chaque cofifficient comme fonction des excentri- 

cit6s et des inclinaisons, 6tudier les divers modes de d6veloppement de ces fonc- 

tions et chercher ies conditions de leur convergence. Les conditions auxquelles 

j 'arrive (209) sont relativement simples. 
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On peut enfin chercher s'il y a des relations entre les divers coefficients. 

J 'en ai trouv~ un certain hombre (196, 206, 207). 

Dans toutes ces recherches je me suis servi des relations de ees coefficients 

avec les p6riodes de certaines int6grales doubles. 

XXI. Equilibre d 'un fluide en rotat ion et figure des plan~tes. 
(54, 56, 63, 72, 94, 95, 96, 108, 11l, 203, 212.) 

Je  me suis oceup6 6galement d'une autre question de M~canique c61este que 

l'on peut  ~noncer ainsi: 

Une masse fluide homog~ne ou h~t6rog~ne est anim~e d'un mouvement de 

rotation autour d 'un certain axe. De plus, ses molScules s 'at t i rent  d'apr~s la loi 

de NEWTOH. Quelles sont les formes d'4quilibre qu'elle peut affecter? 

C'est 1s un probl~me qui a beaueoup occupY, les g~om~tres depuis plus d'un 

si~cle et demi, et donb l ' importance se comprend sans peine. 

Dans le cas de l'homog6n~it~, auquel nous nous restreindrons, deux solutions 

6taient depuis longtemps connues: l'ellipso~de de r6volution et l'ellipsoide ~ trois 

axes in6gaux de JAco~I. Mais les conditions de stabilit~ de l'~quilibre n 'avaient  

pas ~t~ ~tudi~es. 

On ignorait s'il y avait  d'autres formes possibles quand M. MATHIESSEH et, 

apr~s lui, Sir W. THOMSON, annonc~rent l 'existence de figures annulaires d'~qui- 

libre. Mais la d6monstration donn~e par ces deux savants n'4tait pas parfaite- 

ment rigoureuse; d'ailleurs, M. MATHIESSEH supposait a p r i o r i  que la section 

diff~.rait tr~s peu d'une ellipse. J 'a i  montr4 (63) que cette hypoth~se, 16gitime 

quand la section de l 'anneau est tr~s petite, est erronde dans le cas g~n~ral, ce 

qui rend tr~s douteuse l'existenee de certains anneaux tr~s aplatis que le savant  

de Rostock avait  appel~s a n n e a u ~  ft. 

J 'ai  donc cru n~cessaire de faire une ~tude plus approfondie de ces figures 

(54, 94, 95). J 'a i  mis ~ l 'abri de toute objection la d~monstration de leur exis- 

tence et montr~ comment on peut en d~terminer les principaux ~l~ments avec 

une approximation ind~finie. 
Pour  la d6termination de ces 516ments, j 'ai fair usage d 'une m4thode que 

M me KOWALEVSKI avait d4js employ4e dans son M~moire sur l 'anneau de Saturne 

et qui est fond~e sur le d6veloppcment des p~riodes d'une f~176 elliptique 

en s~ries ordonn~es suivant les puissances croissantes du module. 
I1 convient d'observer que ces anneaux sont des figures d'~quilibre instable. 

Dans un M~moire plus ~tendu (72), j'ai repris la m6me question, en d~ve- 

Ioppant ies r~sultats obtenus dans deux Notes ant4rieures (56). Une premiere 
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difficult~ se pr6sentait sur ma route. Quand il s'agit d'int~grer de simples 4qua- 

tions diff6rentiellcs, la m~thode des approximations successives est parfaitement 

justifide, parce que l'existence de l'int6grale a 6t6 tout  d 'abord rigoureusemeut 

d6montr~e. II n'en est plus de m~me dans le probl6me actuel qui est beaucoup 

plus compliquS; il peut rester au sujet de la 14gitimit~ de cette m6thode quel: 

ques doutes qu'il s'agissait d 'abord de dissiper. Pour d~montrer rigoureusement 

l 'existence des diverses solutions du probl~me, j'ai employ6 un proc4d~ tout  

fair analogue ~ celui dont  j 'avais fait usage dans mes reeherches sur les solutions 

p~,riodiques du probl~me des trois corps et od je prends pour point  de d4part  

un th6or~me de M. KROZ~'ECKER. 
On reconnait  d 'abord que les diverses figures d'6quilibre d 'une masse fluide 

forment des s6ries lin~aires; dans une m~me s(~rie, ces figures ddpendent d'un 

param~tre variable. Telles sont la s~rie des ellipsoidcs de r~volution et celle des 

ellipsoides de JAcoBI. Mais il peut arriver qu'une m~me figure appartienne 

la lois h deux s~ries diff6rentes. C'est alors une figure d'dquilibre de bi/urcation. 
A chaque figure est attach~e une suite infinie de coefficients, que j'appe]le 

coe//icients de stabilitd, parce que la condition de la stabilitY, c'est qu'ils soient 

tous positifs. Quand un de ces coefficients s'annule, c'est que la figure corres- 

pondante est de bifurcation. 
Ainsi, si en suivant une s6rie de figures d'6quilibre on voit s 'annuler un des 

coefficients de stabilit4, on saura qu'il existe une autre s6rie de formes d'~qui- 

libre h laquelle appart ient  ]a figure de bifurcation. 
Un autre rSsultat, c'est que les deux s4ries lin6aires dont cette figure fait 

partie ~changent leur stabilit6. Si, cn suivant l'une des s6ries, on ne rencontre 

que des 6quilibres stables jusqu's la figure de bifurcation, on n'y trouvera 

plus ensuite que des figures instables. Les figures stables appart iendront 

l 'autre s~rie. 
Ces principes, appliques ~ divers prob]~mes d6js trait6s par L*~LnCE, m'ont  

permis d'en compl6ter la solution. 
Pour trouver les formes d'~quilibre d'une masse fluide en rotation qui dif- 

ferent peu d'un ellipsoide, il faut rechercher si, parmi les ellipsoides de r6vo- 

lu t ion et ceux de JACOB,, il y a des figures de bifurcation. Pour  cela il faut 

calculer les coefficients de stabilit6 de ces ellipsoides. On trouve que ces coef- 

ficients d~pendent des fonctions de LASTS. 
J 'a i  doric dfi faire de ces fonctions une 6tude approfondie. J 'a i  d6montr~ 

d'une mani~re nouvelle que ces polynSmes ont toutes leurs racincs r~elles et j 'ai 

6tudi4 la mani~re dont  ces racines se r6partissent. 
En ~galant s o les divers coefficients de stabilitY, on obtient des 6quations 
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qui sont transeendantes, mais qui peuvent  nSanmoins se discuter d'une mani~re 

complete. Cette discussion montre que, parmi les ellipsoides de r~volution, comme 

parmi les ellipsoi'des de J.~COBI, il y a une infinit6 de figures de bifurcation. 

Il r4sulte de l~ qu'il y a d 'autres formes d'~quilibre que les ellipsoides et 

les anneaux. Ces figures nouvelles sont en nombre infini; elles sont convexes et 

ont routes un plan de sym~trie. Quelques-unes n'en ont qu 'un;  d'autres sont de 

r~volution; d 'autres enfin ont plusieurs plans de sym~trie passant Far l'axe. 

I1 restait '~ 6tudier les conditions de stabilit~ de l'~quilibre. J 'a i  distingu6, 

l'exemple de Sir W. T~oMso~r la stabilitY, s~culaire, qui subsiste lorsqu'on tient 

compte de ]a viscosit6, et la stabilit~ ordinaire, qui n'a lieu que lorsqu'on n4g- 

lige cette r~sistanee. En ce qui concerne la premiere de ces stabilit6s, j 'ai 

montr6 qu'elle appartient  aux ellipsoi'des de rdvolution, moins aplatis que celui 

qui est en m6me temps un ellipsoide de JACOBI, et que les ellipsoides de JACOBI, 

qui satisfont ~ une certaine condition, en jouissent ~galement. Les autres ellip- 

soides sont instabies et il e n e s t  de m6me des figures annulaires. Quan~ aux 

autres figures nouvelles que j'ai d4couvertes, elles sont toutes instables, s l'ex- 

ception d'une d'entre elles qui est pour ainsi dire piriforme. 

J 'ai  donn6 aussi une m~thode pour d~terminer les conditions de la stabilit~ 

ordinaire, mais je n'en ai fair qu'une application partielle qui permet, toutefois, 

de reconnaitre que cette stabilit5 peut subsister quand la stabilit6 s~culaire 
a cess~. 

Je  ne puis d'ailleurs mieux r6sumer tous ces r~sultats qu'en faisant l 'hypo- 
th~se suivante : 

Imaginons une masse fluide se contractant  par refroidissement, mais assez 

lentemcnt pour rester homog~ne et pour que la rotation soit ]a m~me dans toutes 

ses parties. D'abord tr~s voisine d 'une sphere, la figure de cette masse deviendra 

un ellipsoide de r4volution qui s 'aplatira de plus en plus; puis, s un certain 

moment, se transformera en un cllipsoide ,~ trois axes in~gaux. Plus tard, ]a 

figure cessera d 'etre ellipsoidale et deviendra piriforme, jusqu's ce qu'cnfin ]a 

masse, se creusant de plus en plus dans sa partie m~diane, se scinde en deux 
corps distinets et in6gaux. 

L'hypoth~se qui precede ne peut  eertainement s 'appliquer au systbme so- 

laire. Quelques astronomes ont pensd qu'elle pourrait  6tre vraie pour certaines 

~toiles doubles, et que des ~toiles doubles du type de fl de la Lyre pr(~sen- 

teraient des formes de transition analogues ~ celles dont nous venons de parler. 

Dans un de ces M~moires (94), j'ai montr~ qu'aueune forme d'~quilibre 

stable n'est possible si la vitesse de rotation d4passe une certaine limite. 

On peut  faire de ce principe une application aux anneaux de Saturne. 
Acta mathematlea. 38. Imprim~ le 28 mars 1913. 15 
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CLERK MAXWELL a d~montr6 que ces anneaux ne peuvent ~tre solides et que, 

s'i]s sont fluides, leur ,densit6 ne peut ddpasser les 1~, de celle de la plan~te. 

D'autre part (96), je d6montre que, si les anneaux sont fluides, ils ne peuvent 

6ire stables qui si leur densit6 est sup6rieure au seizi~me de celle de Saturne. 

L'analyse semble done confirmer rhypoth~se de M. TROUVELOT, qui consid~re 

les anneaux comme formds d'une multitude de satellites extr~mement petits et 

ne croit pas pouvoir expliquer autrement certaines apparences observ~es. 

J 'a i  donn~ (108) une d6monstration plus simple d'un th~or~me de M. 

LIAPO~OFF, en vertu duquel la sphere correspond au maximum de la fonction 

potentielle, et je suis encore revenu it diverses reprises sur des questions analogues 

(111, 212) en donnant  quelques 6galitds et in6galit~s curieuses. 

M. RAD,~V avait remarqu6 qu'aucune hypoth~se ne peut rendre compte 

la fois de l 'aplatissement adopt6 et la valeur observde de la pr6cession. Dans 

deux articles consacr6s s la Figure de la Terre (203) j 'ai confirm~ la conclusion 

de M. RADAU. 

XXII. Astronomie, Questions Diverses. 
(31, 43, 58, 93, 114, 152, 195, 202, 213, 217, 281.) 

On a vu plus haut quel rSle jouent en Astronomie les s6ries trigono- 
mdtriques. 

J 'ai  donc au point de vue de ces applications 6t6 amend pour contribuer 

la solution de cette question ~ 6tudier les conditions de convergence des s6ries 

trigonomdtriques (43, 93). J 'ai  reeonnu ainsi deux faits principaux: 

i ~ Si une pareille sdrie est absolument convergente pour certaines valeurs 

du temps, elle l'est 6ternellement; il n'en est plus de mSme quand la conver- 

gence n'est plus absolue. 

2% Une m~me fonction ne peut pas ~tre reprdsent~e par deux s6ries diff6- 

rentes absolument convergentes. 

Je n'ai pu r6soudre, de fa~on ~t me mettre h l'abri de toute objectioz~, ]a 

question de la convergence des sdries particulibres de M LINDSTEDT; cependant, 

j'ai tout  lieu de penser que ces s6ries ne convergent pas abso]ument, mais que, 

en ordonnant convenablement les termes, on peut les rendre semi-eonvergentes. 

La convergence pourrait alors ne subsister que pendant un intervalle de temps 
limit6. 

On croit d'ordinaire qu'une fonction repr('~sentde par une s6rie trigonom6- 

trique absolument convergente ne peut cro~tre au delh de toute limite. C'est 

mSme eette croyance qui sert de fondement aux ddmonstrations anciennes de la 
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stabilit~ du syst~me solaire et qui,  depuis, a conduit les astronomes h faire rant 

d'efforts pour faire rentrer le temps sous les signes sinus et cosinus. Cette 

croyance est err0nSe; j 'ai montr~ (31, 93) qu'une pareille fonction devient aussi 

grande que l'on veut  si la convergence n'est pas uniforme. Mais il y a deux 

mani~res de croltre au dels de toute limite: une fonction peut  ((tendre vers l'in- 

finb). I1 arrive alors qu'elle finit par d6passer une quantit6 quelconque, si grande 

qu'e]le soit, pour rester ensuite constamment sup~rieure s cette quantit6. Une 

fonction peut  encore subir une infinit6 d'oscillations successives, de fa~on que 

l 'amplitude des oscillations croisse ind~finimen~. J 'ai  montr~ (58) que les deux 

cas peuvent  se presenter, en ce qui concerne la somme d'une s~rie purement 

trigonom6trique. En r6sum~, quand m~me on arriverait ~ representer les coor- 

donn6es des astres par des s~ries trigonom6triques convergentes, on n'aurait  pas 

d6montr~ la stabilit6 du syst~me solaire. 

J 'ai  ensuite (202) dtudi6 des proc~d~s destin6s ~ augmenter la convergence 

de certaines s~ries trigonom~triques dont divers astronomes et en particulier M. 

GYLDRN avaient fair usage dans les quadratures m~caniques. 

Je  reviendrai plus loin sur le travail que j'ai consacr6 aux mar6es (195) et 

qui int6resse ~,galcment l 'astronomie. 

Le calcul des perturbations des commies par les quadratures mdcaniques 

devient partieuli~rement pSnible quand la com~te passe tr~s pros de l 'astre troub- 

lant parce qu'k ce moment la distance des deux corps varie tr~s rapidement. 

J 'a i  indiqu6 (213) comment un cmploi judicieux des int4grales elliptiques pouvait  
faciliter ce calcul. 

J 'a i  publi~ aussi un article (217) sur le r61e des observations du peudule en 

g~od4sie et j 'ai montr~ comment les seule8 observations pendulaires, si elles ~taient 

parfaites et completes, pourraient suffire pour d~terminer la forme de la Terre. 

Enfin dans la Pr6face que j'ai ~crite pour les lemons de TmSERA~.D sur la 

d~termination des Orbites, ]'ai compar~ les diverses m6thodes en Usage et j'ai 

mont, r~ qu'une orbite parabolique pourrait  se d6terminer ~ l'aid e de trois ob- 

servations quelconques, par des formules off n 'entrent que des fonctions ration- 
ne]les. 



C I N Q U I E M E  PAl%TIE.  

PHYSIQUE MATH]~MATIQUE. 

XXIII. F.quations Differentielles de la Physique Mathematique. 
(107, 109, 113, 141, 142, 143, 144, 146, 151, 174, 185, 190, 195, 200, 220, 293, 295). 

Dans beaucoup de probl~mes de Physique Math6matique on rencontre des 
~quations aux d6riv~es partielles du 2 a ordre qui appart iennent  toutes ~ peu prgs 

au m~me type et dont la plus simple est la c~l~bre ~quation de LAPLACE J U  ---~ O. 
Ces problgmes qni conduisent ainsi s des 6quations identiques ou presque 

identiques appartiennent cependant aux branches de la Physique les plus diverses. 
On rencontre ces ~quations en 6lectrostatique, en magn6tisme, en 61ectrodyna- 
mique, dans la th6orie de la propagation de la chaleur, dans ce]le de l'6lasticit6, 

en Optique, cn Hydrodynamique.  On les rencontre en M~canique, dans la th6orie 
du potentiel newtonien; et j 'ajouterai enfin qu'elles jouent un rSle capital en 
Analyse Pure et servent de fondement ~t la th~orie des fonctions analytiques. 

La plus importante de ces 6quations est, comme je l'ai dit, l'~quation de 
LAPLACE qui est l '6quation fondamentale de la th~orie de l 'attraction newtonienne, 
de l'61ectrostatique, du magn6tisme et de l 'hydrodynamique. Dans d'autres 

questions on a h envisager des 6quations un peu plus compliqu~es telles que: 

d u d ~ u 
J u ~ k u ,  d u = k ~ - i ,  z l U ~ k  dt--, 5. 

Enfin en optique, en ~lasticit6, on trouve des systgmes de trois 6quations ~ trois 
inconnues off figure encore le Laplacien .4. 

Nous parlerons plus loin dans une question d'Analyse pure, d 'une 6quation 
analogue mais plus compliqude 

, . . 4  "//, ~ e u . 
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Mais ce n'est pas seulement par la forme des 6quations que ces probl~mes 

diffSrent entre eux, c'est surtout par les conditions aux limites. Tant6t la fonc- 

tion inconnue u e s t  assu]ettie s prendre des valeurs do nn~es sur une surface 

du 
ferm~e; tant6t  on se donne sur ce~te surface la d~riv~e normale dnn' ou bien une 

du 
relation entre u e t  dn" 

Ces probl~mes ont ~t5 envisages s plusieurspoints de rue  diffdrents. TantSt 

on a cherch8 seulement h d~montrer qu'ils sont possibles et s ~tablir en ce qui 

les concerne des ((ihgor~mes d'exietence,). 
Pour ces th~or~mes d'existence eux-mSmes, on s'est quelquefois content~ de 

d~monstrations par s peu pr~,s et s demi intuitives, dont |e type est ce qu'on 

appelle le principe de DIRICItLET. Ces aper~us, d~pourvus de v~ritable valeur 

math~matique, sont cependant de nature k satisfaire le physicien parce qu'ils 

laisseut en ~videncc, pour ainsi dire, le m6.canisme physique du ph~nom~ne. Ils 

sont g~n6ralement fondus sur la consid4ration d'une int6grale d~finie simple ou 

multiple qui ne pouvant s 'annuler doivent admettre un minimum. 

D'autres lois, on s'est prSoccup~ de d6montrer rigoureusement ces th~or~mes 

d'existence et pour cela on a imagin~ des proc~dbs d'approximations successives 

dont on pouvait ~tablir la convergence. Cette convergenc e est en g~n6ral trop 

lente et les approximations trop compliqu~es pour que l'on puisse y voir autre 

chose qu'un moyen de d6monstration et pour que le caleul effectif soit possible. 

Enfin on a cherch~ it r4soudre ces probl~mes au moyen de s~ries proc~dant 

suivant certaines fonctions que l'on peut appeler harmoniques, parce que la re- 

pr4sentation d 'un ph6nom~ne quelconque par une pareille s~rie est analogue s 

la d~composition d 'un son complexe en ses harmoniques. Les types de ces s6ries 

sont la s~rie de FOUmE~, celle de LAPLACE qui proc~de suivant les fonctions 

sph6riques, et les diverses s~ries consid~r~es par FOUaIER dans l'~tude du re- 

froidissement des corps solides. 

Dans l'application de cette m~thode, on rencontre plusieurs difficult~s suc- 

eessives. I1 faut d'abord d~montrer l'existence des fonctions harmoniques, ce 

qui se fair comme pour les autres th~or~mes d'existence, par les proc~d~s dont 

je viens de parler. On dolt ensuite calculer les coi!fficients des s~ries, ce qui 

g~ndralement est facile. I1 reste enfin s d~montrer la convergence- de la s~rie 

et on a alors une difficult~ grave ~ surmonter. 

Tels sont les diff~rents points de vue auxquels j 'ai dfi envisager successive- 
ment tous ces probl~mes. 

Je me suis occup~ d'abord de l'~quation de L~P~,AaE. La th6orie de cette 

5quation est intimement Ii6.e ~ celle du potentiel. Mais les propri6t~s du po- 
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tentiel n 'avaient pas toujours ~t4 d~montr~es ni avec assez de g~n~ralit~, ni avec 

assez de rigueur. Je m'en suis aper~u quand j'ai voulu les enseigner et aussi 

quand ]'ai voulu Ies appliquer h des questions d'Analyse. J 'a i  chereh~ (295) 

perfectionner ces d~monstrations et j'ai eu besoin ~galement (190) de les ~tendre 

h l 'espace .h plus de trois dimensions. 

En ce qui concerne l'~quation de LAeLACE, bien des m~thodes avaient d~j~ 

dt~ propos5es en vue de la d~monstration rigoureuse du th~or~me d'existence. 

Les principales ~taient celles de SCHWaRZ et de N~.u~iA~.~. J 'en ai propos4 une 

troisi6me, enti~rement nouvelle (107, 200) et qui est connue aujourd'hui sous 
le nora de m4thode du balayage. Elle pr~sente, comme m~thode de d~monstra- 

tion, l 'avantage de la g~n~ralit~ et elle permet de supprimer certains interm~di- 

aires. En revanche elle semble, moins que ce]le de N~VMA~I~, susceptible de 

s 'approprier au calcul num~rique. 
L'~l~gante m~thode de NEuMAz~ ne paraissait applicable qu'aux surfaces 

convexes. J 'a i  reconnu (151, 185) qu'elle ~tait beaueoup plus gSn~rale, j'ai montr6 

rigoureusement qu'elle s 'appliquait h toutes les surfaces simp]ement connexes et 

j'ai fait voir qu'elle dtait probablement  applicable h~ une surface tout  ~ fair 

quelconque; c'est ce qui a d'ailleurs 4t5 confirm~ depuis. Je  suis malheureuse- 

ment oblig~ d 'admettre  le principe de DII~tCnLET qu'il faut ~tablir d'abord par 

exemple par la m6thode du b.~layage, de sorte que la d~monstration dolt se faire 

en deux temps. 

Les m~mes principes peuvent  s'Stendre au probl~me de l'~quilibre d 'un 

corps ~lastique qui est beaucoup plus compliqu( ~ puisqu'il y entre trois ~qua- 

tions h, 3 inconnues. J 'a i  montr~ (156) qu'on pouvait  r~soudre ce probI~me par 

une m~thode tout h fair analogue s celle de N ~ u . ~ i ~ .  Je n'ai pas n~anmoins 

d~velopp~ cette icl~e et au lieu de d~montrer rigoureusement la convergence du 

proc~d~, je me suis born~ h un aper~u, analogue au (,principe de DIRICHLET)), 
qui, il est vrai, n'est pas suffisamment rigoureux, mais qui ne permet pas de 

douter s~rieusement du r~sultat. 
Je  suis revenu h diverses reprises sur le probl~me de FOURIER relatif aux 

lois du refroidissement des corps solides. Dans rues premiers m~moires, je me 

suis plac~ plut5t au point  de vue du physicien et j 'ai montr~ l'existence des 

fonctions harmoniques par des aperCus analogues au principe de DIRICttLET 

(109, 113, 200). C'est s ce mSme point  de rue  que je me suis plac4 le plus souvent 

dans mon enseignement (293). 
C'est seulement plus tard (143, 220) que j'ai donnd une d~monstration ri- 

gourcuse de ces th~or~mes d'existence. L'~quation est la m~.me que celle des 

vibrations d'une membrane. M. Scr~w~Rz avait d~montrd l'existence de la pre- 
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mitre  harmonique, M. P~CARO celle de la seconde. J 'ai  d~montr~ d'une fa~on 

plus simple l'existence de toutes les harmoniques. La m~thode de d6monstration, 

toujours fond~e sur l'a consideration de certaines int~grales si heureusement in- 

troduites par M. SCHWARZ, repose en outre sur l'~tude d'une certaine fonction 

mdromorphe d'un param4tre auxiliaire. En multipliant cette fonction par un 

polyn6me convenable, on fair disparaitre quelques-uns de Ces pSles; le cercle de 

convergence s'~tend et on peut  aborder l'~tude d'harmoniques d'ordre de plus 

en plus ~lev~. 

Cette m~thode ne s 'applique pas seulement au probl~me du refroidissement 

et h celui des membranes. J 'a i  dit plus haut comment j 'avais abord~ l'~tude 

de l'~quation de LAPLACE par la m~thode de N~.UMANN et celle de l'~quilibre 

des corps ~lastiques. Dans cette double ~tude je me suis encore servi d e s  in- 

t~grales de SCnWARZ et de la fonction m~romorphe auxiliaire dont je viens de 

parler. 

Mais on peut encore employer les mSmes proc~d~s dans des questions bien 

diff~rentes. Je  m'en suis servi par  exemple pour ~tudier l'~quilibre et le mou- 

vement des mers (146, 195). Dans ]e probl~me statique, par  exemple, qui est 

sensiblement r~alis~ dans les mar~es ~ longue p~riode, on rencontre, si l'on veut  

tenir compte de l'influence de la forme des continents, des fonetions harmoniques 

analogues aux fonctions sphSriques et dont l 'existence peut encore se d~montrer 

par les m~mes m4thodes. Le probl~me dynamique, tel qu'on doit  le traiter 

pour les mar4es s courte p6riode, pr6sente ~videmment plus de difficult~s. I1 se 

simplifierait si l'on pouvait  n6gliger la force de Coriolis. L'~quation oh on serait 

ramen5 serait encore celle des vibrations d'une membrane dont la tension et la 

densit4 seraient variables. Si l'on tient compte de la force de Coriolis, tout  

devient plus complexe. L e s  int~grales de SCHWARZ doivent 8tre remplac~es par 

d 'autres int6grales plus compliqu~es, quoique analogues; mais la marche g~n~rale 

du calcul reste ]a m~me. 

Une ~quation de m~me forme ~ / u - - e "  peut  encore ~tre trait~e de la m~me 

mani~re. Ce n'est plus cette fois en w~e d'applications physiques, mais en vue 

d'applications analytiques. J 'ai  dit plus haut quelle ~tait l ' importance de cette 

~quat ion dans la th~.orie des fonctions fuchsiennes. M. P~C~RD l'a int~gr~.e le 

premier. La m4thode que j'ai proposSe est enti~rement diff~rente et repose sur 

des principes analogues ~ ceux dont je viens de parler. Une difficult5 nouvelle 

se pr4sentait toutefois, c'est que notre ~quation n'est pas lin~aire comme le sont 

d'ordinaire celles de la Physique Math~matique. Ce qui caract~rise ma m~thode 

et la distingue de celle de M. PICARD, c'est qu'elle embrasse tout  de suite la 

to ta l i~  de la surface de R ~ F ~  envisag~e, tandis que M. P~C~RD consid~re 
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d'abord un domaine limitd, et 6tend cnsuite ses rdsultats de proche en proehe 

jusqu'h, ee qu'ils soient 6tablis pour la surface ent, i6re (Vide supra w II). 

Une autre 6quation lin6aire aux d6rivdes partielles a dt6 l 'objet de rues re- 

cherches (141). C'est l'6quation des t616graphistes, qui par sa forme tient le milieu 

entre l'6quation des comes vibrantes et eelle de la chaleur. Les rdsultats aussi 

sont interm6diaires s ceux que donnent ces deux 6quations. Dans le cas des 

eordes vibrantes l 'onde se propage avec une vite~:se constante sans se d6former, 

sans s'6taler, sans envoyer d 'avant-garde ni laisser d'arri6re-garde. Dans le cas 

de la chaleur, l 'onde s'6tale imm6diatement sur le fil condueteur tout entier, 

sans qu'on puisse lui assigner une commencement ou une fin. Dans le cas de 

l'61ectrieit6, la t~te de l'onde s'avance r~guli6rement avec la vitesse de Ia lu- 

mitre;  mais l'onde laisse derri6re elle un r6sidu, une sorte de queue. 

Les conditions ~ remplir aux limites sont tr6s diff6rentes de cel]es que nous 

avons envisag6es jusqu'ici. J 'a i  pu mettre en 6vidence les faits que je viens 

de signaler par une m6thode off le rSle principal est jou6 par la thdorie de 

CAUCH:~ sur les int6grales prises entre des limites imaginaires. Je suis revenu 

sur ee sujet ~, plusieurs reprises (293, 292). 

Mais dans l'6tude de ces dquations aux d6riv6es partielles, je me suis dga- 

lement plac6 au point de vue du d6veloppement en s6ries harmouiques. L'exis- 

tence des fonctions harmoniques 6tait 6tablie par ]es th6orbmes d'existence dont 

j'ai par16 plus haut, mais ia convergence des s6ries ne pouvait se d6montrer sans 

difficult6. C'est CAUCH'~ qui a l e  premier imagin6 une m6thode g6n6rale appli- 

cable ~ u n  grand nombre de ces s6ries. J 'ai  pr6sent6 cette m6thode de CAUCHY 

SOUS une forme particuli~re (293) qui en montre le v6ritable esprit et qui fait 

comprendre quels sont les obstacles qu'il reste ~ vaincre quand on veut l'appli- 

quer h un problbme particulier. 

Dans le cas du refroidissement de la sphere ou du cylindre, les fonctions 

harmoniques sont faciles s former puisque ce sont les fonctions bien connues de 

BESSEL. J 'a i  pu dans ces cas particuliers pousser jusqu'au bout l'app]ieation 

de la m6thode de CAUCHY (142, 293). 

L'une des plus importantes de ces s6ries est ce]le de LAPLACE qui proc6de 

suivant les fonctions sph6riques. La convergence a 6t6 ddmontrde par LEJEUI~E 

DrRmHLET. J 'ai  introduit successivement (144, 293) de telles simplifications dans 

eette ddmonstration qu'elle devient prcsque mdconnaissable. Je m'appuie sur ]a 

convergence de la s6rie de FormER e~ sur certaines propri6t6s des fonctions 

de variables imaginaircs. J'esp~re que ]a forme donnde au raisonnement en fa- 

cilitera l'extension /~ d'autres problbmes almlogues. 

J 'avais dgalement s traiter la convergence des s6ries harmoniques que l'on 
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rencontre dans ]a th6orie de ]a propagation de la chaleur ou dans celle des vi- 

brations d'une membrane. J e  me suis content6 d'abord (109, 113, 200) de simples 

aper~us. Je  montrais sculement par exemple que l'int~grale du carr~ de l'erreur 

commise tendait  vers z~ro quand on prenait  dans la s6rie un plus grand nombre 

de termes. Un pareil r~sultat, suffisant pour les applications physiques, ne 

pouvait  satisfaire le math~maticien. 

Depuis j 'ai obtenu des d4monstrations rigoureuses (220); mais s la condi- 

tions de faire des hypotheses restrictives sur la fonction s d~velopper. Cela n'a 

pas d'ailleurs d' importance au point  de vue des applications, car on peut  tonjours 

trouver une fonction qui satisfasse s ces hypotheses restrictives et qui diff~re 

aussi peu que l'on veut  de la fonction donn6e. 

XXIV. Critique des Theories Physiques. 

(116, 117, 121, 122, 123, 125, 129, 137, 154, 155, 157, 160, 161, 162, 175, 184, 185, 
232, 233, 234, 239, 240, 241, 259, 275, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 

293, 294, 298.) 

Dans le paragraphe precedent, j'ai envisag6 pour ainsi dire les probl~mes 

de Phys ique  math6matique; je vais les consid~rer maintenant par le e6t6 phy- 
sique. 

J 'a i  publi6 dans une s~rie d e  volumes mes cours de Physique Math~matique. 

Je  reviendrai sur ces volumes au point de vue de l 'enseignement (w XXXI) ;  j 'en 

parlerai encore ~ propos des idles philosophiques expos6es dans les Prefaces 

(w XXIX).  Pour le moment, je ne m'occuperai que de l'int6r6t qu'ils pr6sentent 

pour ]a physique proprement dire. J 'a i  6t4 amen6 ~ passer en revue les dif-  

f6rentes thSories physiques et k les soumettre ~ la critique. 

J 'a i  consaer6 d'ailleurs au m6me objet  un certain nombre de notes et 
d'articles. 

La ehaire de Physique Math~matique a pour titre offieiel: Calcul des P r o -  

babilit4s et Physique Math6matique. Ce rat tachement  peut  se justifier p a r  les 

applications que peut  avoir ce ealcul dans routes les exp6riences de Physique; 

ou par celles qu'il a trouv6es dans la th~orie cin6tique des gaz. Quoi qu'il en 

soit, ]e me suis oecup6 des probabilit~s pendant un semestre et rues lecons o n t  

~t4 publi4es (294). La th6orie des erreurs ~tait naturellement mon principal 

but. J 'a i  dfi faire d'expresses r~serves sur la g6n6ralit6 de la (doi des erreurs,); 

mais j'ai eherch~ ~ la justifier, dans les cas off elle reste l~gitime, par des con-: 

sid~rations nouvelles. J 'ai  montr4 que si l 'erreur totale r6sulte de l 'accumula- 
Aeta mathematica.  38. Imprim~ le 28 mars 1913. ] 6  
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tion d 'un grand nombre de petites erreurs partielles, si ces derni~res suivent des 

lois quelconques, mais sym6triques, l 'erreur r6sultante totale sera soumise s la 

loi de GAuss. 

Je ne m'6tendrai pas sur les legons que j'ai consacrds aux Tourbillons (290) 

ou s la Capillarit~ (288); ce qu'elles peuvent contenir de nouveau int6resse 

plutSt l'enseignement. 

J 'ai  consacrd un volume ~ ]a Thermodynamique (291). Je signalerai seule- 

ment dans ce volume la discussion de l'in6galit6 de CLAUSIUS 

La d6monstration de eette in~galit6 avait  donn~ lieu ~ de longues controverses; 

j'ai cherch6 s la mettre s l'abri de toute objection. 

Dans la d6monstration des th~or~mes de G~BBS, on rencontre une difficult~ 

qui avait  6chapp6 s plusieurs savants 6minents. C'est celle qui se rapporte 

l 'dvaluation de ]'entropie d 'un m~lange gazeux. On en triomphe d'ordinaire 

aujourd'hui en faisant intervenir les propri6t6s de l'osmose. J 'en suis venu 

bout par un moyen tout diff6rent, en faisant intervenir les propri~t6s de la 

dissociation du carbonate de chaux. 

L'irr6versibi]it6 des phdnom6nes thermodynamiques a pr~occup~ de nom- 

breux chercheurs. On en a voulu donner plusieurs explications mdcaniques. 

La premiere est ce]le de HELMHOLTZ; j'ai montr6 (116) qu'elle ne suffit pas pour 

rendre compte des faits (vide infra w XXVIII).  La seconde cst celle qui se rattache 

la th6orie cin~tique des gaz. J ' y  ai fait diverses objections qui me semblent 

la rendre peu vraisemblable, mais qui cependant ne sont pas d@isives. J 'ai  

discut6 en particulier dans deux notes (137) divers points de cette th6orie, ce 

qui m'a donn6 l'occasion de rectifier une faute de calcul faite par MAXWELL 

propos de la relation entre la conductibilit6 et la viscosit6 des gaz. J 'ai  d 'autre 

part  justifi6 le principe de BOLTZ~ANN et montr6 sa ]6gitimit6 dans des cas oh 

il avait  6t6 contest6 (259). 

J 'a i  expos6 s deux reprises diffdrentes la th~orie gdn6rale de l'61asticit4 

(284, in initio, 289). J 'ai  montr~ quelles relations il doit y avoir entre les 2I 

coefficients d'6lasticit6 i ~ dans l 'hypoth~se des forces centrales, 2 ~ dans le cas 

oh la pression est nulle s l '6tat d'6quilibre. Ces r6su]tats supposent qu'il n 'y  a 

que des mol6cules d'une seule sorte, et ne s'appliqueraient pas par cons6quent, 

au moins imm~diatement, h deux milieux diff~rents se p6n6trant mutuellement. 

Ils ont donn6 lieu ~ des objections que j'ai facilement r~fut~es (125). 
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Dans la suite de men livre (289) j'ai signal6 (page 134 ) une erreur commise 
par  LAME. 

Je  me suis oceup6 aussi d'un probl~me particulier d'61astieit6 (129)s propos 

d'une exp6rience de M. CORNU. J 'ai  montr6 que certaines relations, qui par tout  

sent approeh6es, deviennent rigoureusement exactes sur les ar~tes d'un prisme 
~, base rectangulaire. 

Les 6quations de l'61asticit6 s 'appliquent imm6diatement s l 'Optique. J 'ai  
cherch6 ~ r6unir dans une exposition commune toutes ]es th6ories optiques des 

ondes. En particulier (284) j'ai montr6 comment dans le cas de la double r6- 

fraction, les th6ories de FftESN~L, de NEU~rAN~ et de SAR•AU se d6duisent des 

~quations g~n6rales du milieu ~lastique. De m6me, grs ~ l'emploi des *con- 

ches de passage,s, les diverses ~h~ories de la r~flexion sent notablement simpli- 

fi~es et on comprend mieux leurs rapports mutuels. 

Que r6sulte-t-il de ce rapprochement entre la th~orie de FRESNEL O~1 la 
vibration est suppos6e perpendiculaire au plan de polarisation, et celle de NEU- 

MANIC oh elle est regard~e comme parall~le & ce plan? On salt que ces deux 

theories ont jusqu'ici 6galement bien rendu compte des fairs; mais la compa- 

raisofi que j'ai faite entre ces deux theories m'a montr6 la raison de ce fait. 

Cette raison est g6n6rale. Tout fair dent  une des theories rendra compte, sera 

6galement bien expliqu6 par l'autre, de sorte qu'aucune exp6rience optique ne  

pourra d6cider entre elles. 

On a voulu chercher un crit~re d6eisif dans les ph~nom~nes de diffraction, 

dans la r~flexion m~taUique et surtout  dans l'exp~rience c~l~bre de WIEneR. 

J 'ai  montr~ (121, 122) qu'on s'~tait fait ]~ une illusion. 

Le principe de HUYGHE~S et ses applications s la diffraction m'a longtemps 

occupY. J'ignorais ~ cette ~poque les t ravaux de KIaClZHOFF; l 'interpr~tation 

que j'ai propos6e pour le principe de HUVC~HE~S pr~sente les plus grandes ana- 

logies avec celle de KlaC~O~F;  elle repose ~galement sur la consideration d'une 

int6grale analogue au potentiel newtonien. 

J 'a i  abord6 aussi le probl~me d'une autre mani~re (284 page 3o0; 285, page 

98) en d~duisant direetement des 6quations la propagation rectiligne d e  la lu- 

mitre comme premiere approximation; et la diffraction comme seeonde approxima- 

tion. Je  montre ainsi que la direction du rayon lumineux dolt 6tre conforme 

au prineipe de HUu en ce qui concerne la seconde approximation, ]e 

cherche ~ illustrer |a th~orie g6n6rale par  un exempie simple, en ~tudiant les 

cas de propagation anormale des ondes dans un faisceau tr~s d61i6 (128, 285). 

Quoi qu'il en self, la th6orie de la diffraction restait tr~s imparfaite. Non 

seulement |a question de la Po]arisation 6tait laiss6e de c6t6, mais certains ph6- 
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nom~nes que M. G o u t  appelle (,diffraction 61oign6e)) restaient compl6tement 

inexpliqu6s. J 'ai  cherch6 K donner une th6orie de la diffraction 61oign6e et de 

la polarisation par diffraction (184, 186); malheureusement j'6tais oblig6 de faire 

certaines hypotheses, assez voisines de la r6alit6 pour donner une id6e g6n~rale 

de la marche des phdnombnes, pas assez toutefois pour en asseoir la th6orie com- 

plete et d6finitive. 

J 'a i  pass6 en revue dans mes leqons publi6es les principales th6ories de 

l'61ectrodynamique (286, 287, 298). Mais j'ai consacr6 aussi plusieurs notes 

certaines questions particuli~res. J 'a i  discut6 (117) la loi 61ectrodynamique de 

W]~BER et ses rapports  avec le principe de la conservation de l'6nergie. J 'a i  

6tudi6 (123) les conditions d'6quilibre d 'un liquide didlectrique plac6 dans un 

champ 61ectriquc, je voulais montrer  qu'on pouvait  faire cette th6orie de la fagon 

la plus 616mentaire et sans faire intervenir les pressions de MAXW]~LL. J 'a i  trait6 

(176) des rapports du ph6nom6ne de HALL avec la th6orie de LOR~TZ. 

J 'ai  consacr6 (240) un article s l 'induction unipolaire. Les lignes de force 

magn6tiques sont-elles entrain6es par les aimants en mouvement? Ma conclusion 

est que cette qucstion si controvers6e est d6nu~e de sens. 

Mais je me suis surtout occup6 des rapports de I 'Electrodynamique et de 

l 'Optique. J 'a i  trait6 ~ plusieurs reprises du ph6nom~ne de ZEEMA~ (234, 239, 

298). L 'un de ces articles a 6t6 critiqu6 par LORE~TZ. L'expdrience ddcidera. 

Si l'on confirme d6finitivement les exp6riences de ZE~MAN~ sur la dissym6trie 

du triplet dans un champ faible, relat6es par LORE.~TZ dans son rapport  au 

Congrbs de Physique (Tome III, page 3I), ce sera LORE~'TZ qui aura raison. 

J 'ai  pass6 en revue (286, 287, 298, 232) les principales th6ories 61ectro- 
magn6tiques de la Lumi~re, celles de MAXWELL, de HELI~IHOLTZ, de HERTZ, de 

LORE~TZ et de LARMOR. La plus satisfaisante m'a paru ~tre celle de LoR~sWz. 

J ' y  ai fait cependant une objection; cette th6orie n'est pus conforme au prin- 

cipe de l'6galit6 de Faction et de la r6action (suppos6 appliqu6 ~ la mati6re 

seule) (232, 298). Je  suis revenu (275) plus en d6tail sur les relations de la 

th6orie de LOaENTZ avec ce principe. 

J ' a i  6t6 amend enfin h m'occuper des rayons cathodiques et des rayons 

RONTGE~. J 'ai  donnd (162) l'explication d'une exp6rience de M. BIRKELA~TD, en 

d6terminant la trajectoire des rayons cathodiques duns un champ variable. 

J 'a i  r6fut6 (154, 155, 233) ]es id6es de M. JAUMAN~ sur ces rayons. 

J 'a i  fait (157, 160, 161) diverses observations ~ propos de certaines exp6ri- 

ences relatives aux rayons R6NT~.~. C'est dans un article de vulgarisation 

(260) que j'ai 6mis au sujet des rayons R6~T~EN une hypothbse qui a exerc6 

une certaine influence sur le d6veloppement de la Science. Je  me suis demand6 
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s'il n 'y aurait  pas quelque relation entre ces rayons et les ph~nom~nes de phos- 

phorescences. Plusieurs savants ont alors dirig~ leurs reeherches de ce cSt~. 

Quelques-uns n 'ont obtenu que des succ~s partiels ou douteux. Mais M. B~C- 

QCEREL a r6ussi compl~tement e t a  d~eouvert les rayons qui portent  son nom. 

Les ph~nom~nes qu'il a observ6s ne sont pas sans analogie avec ceux que j 'avais 

pr6vus; mais ils sont beaucoup plus extraordinaires encore. 

XXV.  Oscillations hertziennes. (119, 126, 132, 140, 223, 224, 225, 287, 292.) 

Je  crois devoir mettre s part, ~ cause de leur nombre les articles que j'ai 

consacr~s aux oscillations hertziennes. Le premier est une note (119)oh j 'ai 

rectifi6 une erreur de ealcul commise par HERTZ dans la d6termination de la 

p6riode. Cette rectification ~tait facile, mais il importait  de la faire prompte- 

ment; car ~ ce moment, cette erreur, si elle ~tait rest~e inapergue, aurait  pu 
arr~ter les progr~s de la Science. 

J 'a i  donn6 dans d 'autres notes et dans mes legons, des proc6d6s en vue du 

calcul plus ou moins approch4 de la p6riode d'un excitateur, et j 'ai discut6 les 

diff6rentes circonstances qui influent ou qui sembleraient devoir influer sur cette 

p6riode (126, 223, 224, 292). 

Le ph~nom~ne de la r6sonance multiple d~couvert par  MM. SARASI~ et DE 

LA RIVE semblait assez paradoxal. J 'en ai donn6 une explication simple (225, 

292) fond~e sur l 'amortissement rapide des oscillations. Cette explication a ~t~ 

confirm~e exp6rimentalement d 'abord par M. BJERX~ES, puis par d 'autres physi- 
eiens. 

J 'a i  ~tudi6 enfin (132, 140) la propagation d'une onde hertzienne le long 

d'un fil. J 'a i  montr~ que l 'affaiblissement de cette onde est due ~ deux cau- 

ses; le rayonnement et la chaleur de JOULE. La premiere de ces causes cro~t 

avee le diam~tre du fil, tandis que la seconde d~croit. L'exp~rience semble ]n- 

diquer que la seconde est pr~pond~rante. 
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P H I L O S O P H I E  DES SCIENCES. 

XXVI. Arithm~tique et Analyse. (244, 247.) 

Voulant approfondir la philosophie des sciences math~matiques, je devais 

d 'abord 6tudier ces sciences dans ]es parties oh elles sont le plus d~gag~es d%ld- 

ments sensibles et en g6nSral d'~]~ments 6trangers. C'est ]s que j 'avais le plus 

de chance de p~n~trer la v6ritable nature du raisonnement mathdmatique. Or 

c'est en arithmdtique que la notion fondamentale de nombre r~gne dans toute sa 

pur6t6. C'est donc h l 'arithmdtique que je devais emprunter mes exemples et non 

pas ~ la g6om6trie comme le font la i)lupart des philosophes. 

J 'ai  reconnu pour tant  (247) que mfime en arithm6tique le raisonnement 

mathdmatique n'est pas un simple syllogisme, et que par tout  le syllogisme est 

st6rile. Le raisonnement math6matique exige l'emploi d'une sorte d'induction 

qui diffbre de l 'induction ordinaire paree qu'elle entraine la certitude absolue. 

C'est ~ cette induction que l'on a rccours par exemple, quand on affirme qu'un 

th6or~me d6montr6 pour le nombre i, est vrai pour tons les nombres, si l'on 

6tablit qu'il est vrai de n + i s'il l'est de n. 
Comment passe-t-on maintenant du nombrc pu t  au continu et de l'Arith- 

m6tique s l 'Analyse? J 'ai  6tudi6 (244) les origines de la notion du eontinu 

math6matique; j'ai montr6 qu'elle ne saurait ddriver de l'exp6rience et qu'elle 

diffbre beaucoup de la notion du continu physique, qui nous vient des sens. 

Celle-ei est rdgie par la c61bbre (,loi de FECHNER~) qui (si on voulait traduire 

litt6ralement les exp6riences qui lui servent de fondement )devra i t  s'exprimer 

par la formule contradictoire: 

A > B ,  A = C ,  C = B .  

C'est pour lever cette contradiction que respri t  a crdd le continu math6matique. 

Sa puissance cr6atrice n'est pas 6puis6e ainsi, et s'il ne l'exerce pas de nouveau 

c'est par ce que l'exp6rience ne lui en fournit pas l'occasion. 



Analyse de ses travaux cientifiques. 127 

XXVII. Geom6trie. (226, 248, 249, 251, 252, 254, 256, 257.) 

Je me suis ~ plusieurs reprises, occup6 d'6claircir les origines de la g6om6trie 

et celles de la notion d'espace. 

Je me suis demand6 (226, 256) quel est le v6ritable earact6re des v6rit6s 

g6om6triques et en particulier du postulatum d'Euclide. Ce postulat est il un 

fait d'exptrience, une n6cessit6 logique, ou un jugement synth6tique a priori? 

Rien de tout  cela, e'est une convention et il n'cst pas plus raisonnable de se 

demander s i c e  postulat est vrai et la g6om6trie de LO~ATC~ErFSKI fausse que 

de rechercher si le systb.me m6trique est vrai et si le syst6me de la toise et du 

pied est faux. 

Comme LIE je crois que la notion plus ou moins ineonsciente du groupe 

continu est la seule base logique de notre g6om6trie. Comme I-I~LMHOLTZ je 

crois que l 'observation des mouvements des corps solides e n e s t  l'origine psycho- 

logique. Mats je ne fats pas pour eela d6river la g6om6trie de l'exp6rience; loin 

de 1s Les exp6riences sur les solides n 'ont  6t6 que l'oecasion qui, parrot tous 

les groupes continus dont nous aurions pu faire une g6om6trie, nous a fait choisir 

le groupe euclidien, non comme le seul vrai, mats comme le plus commode. 

J 'ai  reehereh6 6galement s analyser l'origine psyehologique de la notion 

d'espace (248, 254). Comment parmi les ehangements que nos sens nous r6v6- 

lent dans les objets ext6rieurs distinguons-nous les ehangements d'6tat des 

changements de position? C'est que ees derniers peuvent toujours ~tre eorrig6s 

par des ((changements internes)) (mouvements du corps) qui eux-mfimes se dis- 

tinguent des (~ehangements externes~) parce qu'ils sont ~olontaires et paree 

qu'ils sont aceompagn6s des sensations que l'on est convenu d'appeler muscu- 

laires. Il en r6sulte d 'abord qu'un 6tre immobile serait incapable de cr6er la 

g6om6trie. 

La notion de l'espace ne peut done faire partie int6grante d'aucune de nos 

sensations prise isol6ment. C'est seulement quand nous observons l'ordre dans 

lequel ces sensations se succbdent que cette notion peut prendre naissance. Or 

s'il est absurde de supposer que nous puissions imaginer des sensations diff6- 

rentes de nos sensations normales, nous pouvons au contraire avec quelque effort 

imaginer une succession de sensations, pareilles individuellement ~ nos sensa- 

tions normales, mats se suec6dant dans un ordre anormal. Nou~ pouvons 

imaginer que ces sensations suivent d 'autres lois et par exemple qu'elles s'ordon- 

nent, non conform6ment ~ la structure du groupe euclidien, mats conform6ment 

la structure d 'un autre groupe. Des 6tres qui 6prouveraient nos sensations 
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normales dans cet ordre anormal, cr~eraient une g~om~trie diff~rente de la nStre. 

C'est en ce sens que j'ai pu dire (256) sous une forme ]~g~rement paradoxale: (,quel- 

qu'un qui voudrait  y consacrer sa vie, arriverait s se figurer l'espace ~ quatre 

demensions,). Dans un autre article (257), j'ai d~crit un monde fictif dent  les 

habitants seraient n~cessairement conduits ~ crier la g~om~trie de LOB)~T- 

C H E F F S K I .  

Plus paradoxal encore est ce que ie dis du point g~om~trique. Cette notion 

en apparence imm6diate et primitive ne me semble pas r6sister ~ l 'analyse et 

j 'en cherche l'origine dans la structure du groupe euclidien et l'~tude des sous- 

groupes qui y sont contenus. Je cherche h montrer que de que]que fa~on qu'on 

aborde la question, on sera toujours ramen~ h cette consdquence (248, 249, 254). 

J 'a i  r~fut~ (251, 252) les idles de M. RVSSEr_~ sur les fondements de la 

g6om6trie. Ce philosophe attribue ~ l'exp~rience un r61e important dans la ge- 

n~se de la g6om~trie. Je lui ai objeet~ ce que j'avais dit ailleurs (256) qu'il est 

impossible d'exp6rimenter sur des droites ou des figures abstraites; que l'ex- 

p~rience ne peut porter que sur des corps materiels, et qu'alors si on op~re 

sur les corps solides, on aura fait une expgrience de m6canique, que si on op~re 

sur les rayons lumineux, on aura fait une expgrience d'optique, mais qu'on 

n 'aura jamais fait une exp6rience de g6om~trie. 

Bien que sur certans points je fusse d'accord avec M. RUSSELL et que je 

rendisse justice s son talent, j 'ai 6t6 ob]ig6 de eombattre 6ga]ement quelques 

autres idles de cet auteur. 

XXVIII. Mecanique. (116, 245, 246, 250, 253, 262, 303; 291, preface.) 

Mes recherches sur les principes de la M~canique ont ~t~ inspir~es par le 

m6me esprit. 

La notion du temps n~cessitait d 'abord un examen critique analogue 

celui que j 'avais fair subir s la notion d'espace. On admet g~nSralement, non 

seulement que ]e temps est relatif, mais que ]'~galit~ de deux dur~es ne peut  

~tre per~ue directement et ne peut rn~me ~tre d~finie que par une sorte de con- 

vention. J 'ai  cherch6 s montrer (250) que la notion m~me de la simultan~it~ 

de deux ~v~nements a aussi quelque chose d'un peu arbitraire, j'allais dire d 'un 

peu conventionnel. 

J 'ai  discut4 (116, 245, 246) la port~e philosophique du second principe de 

la Thermodynamique. Ce principe est ou semble ~tre en contradiction avec l'hy- 

poth~se du m~canisme universel. J 'a i  par]6 plus haut (w XXlV) des diverses ten- 

tatives qui ont 6t6 faites pour lever cette contradiction et des discussions aux- 
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quellcs elles ont donn6 lieu. J 'ai  cherch~ s mettre lcs philosophes au courant 

de ces eontroverses. 

Les principes de ]a M~canique sont-ils a priori ou bien leur origine est elle 

empirique? Aucune de ces deux solutions n'est enti~,rement satisfaisante. Quelle 

position convient-il d 'adopter entre les deux? Je suis revenu sur ces probl~mes 

plusieurs reprises (253, 262, 302). Ce sont des fairs expdrimentaux qui nous 

ont conduits ~ adopter les principes fondamentaux de la M~canique, celui de 

l'inertie, celui de l'~galit6 de Faction et de la r6action, celui du mouvement re- 

latif. Devons-nous conc]ure que ces lois ne sont qu'approch~es, que des experi- 

ences nouvelles nous conduiront ~ y ajouter de petits termes correetifs? Pour 

nous en rendre compte, il nous suffit d'essayer d'~noncer correctement ces prin- 

cipes, en les appliquant s la totalit6 de l'Univers. Nous reconnaissons alors 

que, quand on veut leur donner une forme absolue, ils deviennent inv~rifiables 

parce que nous ne pouvons connaltre que les mouvements re|atifs. Nous reste- 

rons done toujours libres de les conserver, sans crainte d'6tre d~mentis, et nous 

les conserverons parce que l'exp~rience nous a appris qu'ils sont commodes, 

Voils pourquoi l'exp4rience qui leur a donn6 naissance, ne pourra plus ]es 

d~truire. 

Les m6mes considerations s'appliquent s un principe qui touche de plus 

pros ~ encore ~ la Physique, celui de la conservation de l'~nergie. C'est ce qu e 

je me suis efforc6 de d~montrer (291, preface; 253, 302). Quand on veut donner 

ce prineipe une valeur absolue, on le volt pour ainsi dire s'~vanouir en une 

tautologie. Il semble qu'il se soit mis ainsi hors des atteintes de l'exp6rience. 

I1 n'est pas impossible toutefois que des experiences nouvelles nous emp6chent 

de lui attribuer une port~e universelle, en nous mont ran t  qu'il ne pourrait  re- 

eevoir une nouvelle extension sans perdre sa f~eondit~. C'est ce que j'ai cherch~ 

s expliquer (264). 

Quoi qu'il en soit de ces considerations, je me suis efforc~ de montrer pour- 

quoi la M6eanique est et doit rester une science exp6rimentale (302). 

XXIX. Physique. (263, 188, 264; prefaces, 294, 284, 286, 291, ~98.) 

En p~n~trant dans le domaine de la Physique on doit renoncer ~ ce genre 

particulier de certitude qu'exigent les Math~maticiens. Nous devons nous con- 

tenter du probable. Le calcul des probabilit~s joue un rSle n6cessaire et j 'ai 

montr~ (263) que dans  toute induction on faisait un calcul de probabilit6 in- 

conscient. J 'a i  cherch~ (263; 294, preface) ~ p6n~trer les principes de ce calcul, 

j'ai cru les d~eouvrir dans la croyance ~ la continuit~ des ph~nom~nes naturels. 
Acta mathematlca. 38. Imprim~ le 28 mars 1913. 17 
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La Physique ne peut  se passer des Math~matiques qui lui fournissent la 

seule langue qu'elle puisse parler (188). De lh les services mutuels at incessants 

que se rendent l 'Analyse pure et la Physique. Chose remarquable, les travaux 

des analystes ont ~t~ d 'au tant  plus f~conds pour la physique qu'ils ont 6t~ plus 

exclusivement cultiv~e pour sa beaut~ propre. En revanche, la Physique, en 

posant de nouveaux probl~mes, a ~t~ aussi utile au Math~maticien que le mo- 

dule l'est s l 'artiste. 

Le physicien (264) ne saurait se contenter de l'exp6rience toute nul. Son 

objet n'est pas le m~me que celui de l'historien et un fair isol~ est pour lui sans 

valeur. De l~ l'utilit~ de la g~n6ralisation qui exige l'emploi des Math6matiques. 

Cette g6n~ralisation suppose une certaine croyance s l'unit~ et ~ la simplicit~ de 

la nature (264; 291, prO, face). Cettc croyance, justifi~e ou non, est n~cessaire 

la science. 

D'ailleurs on ne saurait se passer de l 'hypoth~se et souvent une hypoth~se 

fausse a rendu plus de services qu'une hypoth~se vraie. Pour tirer parti de ces 

hypotheses, on a cherch~, h r~soudre ]e ph~nom~ne complexe observable en un 

tr~s grand nombre de ph~nom~nes 414mentaires ob(:qssant tous aux m~mes lois. 

C'est ainsi que la Physique Math~matique est devenue possible. 

Dans les theories physiques, il faut distinguer le fond et la forme. Le fond, 

c'est l'existence de certains rapports entre des objets inaccessibles. Ces rap- 

ports sont ]a seule r~alit~ que nous puissions atteindre et tout  ce que nous p o u -  

vons demander, c'est qu'il y air les m6mes rapports entre ces objets r~els in- 

connus et les images que nous mettons h leur place. 

La forme n'est qu'une sorte de v~tement dont nous habillons ee squelette; 

ce v~tement, nous le changeons fr(~quemment, s l '~tonnement des gens du monde, 

que cette instabilit~ fait sourire et qui proclament la faillite de la Science. Mais 

si la forme change souvent, le fond reste. 

Les hypotheses relatives ~ ee que je viens d'appeler la forme ne peuvent  

pas ~tre vraies ou fausses, elles ne peuvent ~tre que commodes ou incommodes. 

Par exemple, l'existenee de l'4ther, celle m~me des objets ext~rieurs ne sont que 

des hypotheses commodes (264; 284, preface). 

C'est pour cela que l'on voit renaitre de leurs cendres en se transformant 

certaines theories que l'on croyait d~finitivement abandonn~es. C'est pour cela 

aussi qu'il y a certaines categories de faits qui s 'expliquent ~galement bien dans 

deux ou plusiers thSories diff~rentes, sans qu'aucune experience puisse jamais 

d~cider. Cela est vrai en particulier pour les theories m~canistes. On peut 

en effet d~montrer que, si un ph~nom~ne comporte une explication m~canique, il 

en comportera une infinit~ (264; 286, preface). 
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Le M6canisme en tout  cas n'est que l'un des v~tements dont la v6rit6 peut 

s'habiller, et s'il satisfait notre esprit, il ne faut pas y at taeher plus d'impor- 

tance qu'il n'en m6rite. I1 oblige s introduire l 'hypoth~se de fluides auxiliaires 

tels que l'6ther; j 'expose quelques vues sur le plus ou moins de r6alit6 de ce 
fluide. 

Je  termine (264) par l'expos6 de l '6tat actuel de la Science et de ses pro- 

gr~s depuis cinquante ans. Ma conclusion est que l'on a march6 vers l'unit6; 

progr~s important,  car on ne d0it pas oublier que le but  v6ritable, ce n 'est  pas 

le M6canisme, c'est l'unit6. 

XXX. Psychologie scientifique et Pedagogie.  (265, 266, 303.) 

Dans la formation de ]a Science Matb~matique et dans son enseignement, 

on distingue deux tendances oppos6es, la tendance analytique et la tendance 

intuitive. A mesure que la Scinee a progress6, la premiere a tendu ~ prendre 

le pas sur la seconde. Toutes deux ont leur rSle n~cessaire eependant. Dans 

]'enseignement, il est indispensable de faire appel ~t l 'intuiti0n pour d6velopper 

eertaines facult6s de l'esprit, utiles au savant  et surtout s l ' ing6nieur (266). 

Dans la Science m~me, l 'intuition reste, sauf pour quelques esprits privil6gi6s, 

l ' instrument principal de l'invention, tandis que l 'analyse t e n d  de plus en plus 

devenir le seul instrument ldgitime de la ddmonstration (303). 

Je  me suis aussi pr6occup6 de l'influence que peut avoir dans l'enseignement, 

l'emploi de la notation diff6rentielle (265). J 'a i  montr6 quels inconv6nients peut 

entrainer rusagc pr6matur6 de cette notation. 
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ENSEIGNEMENT, VULGARISATION, DIVERS. 

XXXI. Enseignement. 

Voici le tableau des cours que j'ai profess4s ~ la Sorbonne depuis I885. 

1885, 2. 
1886, i. 

1886, 2. 

Chaire de Mecanique Physique et Experimentale. 

Frottement.  

Cin4matique et M6canismes (103, 296). 

Potentiel. Hydrostatique,  Hydrodynamique (103, 296). 

I887, 
1887, 
i888, 
1888, 

I889, 
1889, 

I89o, 

189o, 
189I, 
I89I, 
1892, 

1892 , 

1893, 
1893, 

Chaire de Physique Mathematique. 

I. Th6orie du Potentie| .  
2. Th6orie du Potentiel et Propagation de la Chaleur. 
I. Th6orie math6matique de la Lumi~re (284). 
2. Th6orie de MAXWELL (286, 298). 

I Thermodynamique (291). 
2. Capillarit4 (288). 

I. Probl~me des Trois Corps. 
2. Electrodynamique (278, 298). 
I. Elasticit6 (289). 
2. Electrostatique. 
I. Optique (285). 

2. Tourbillons (290). 
i .  Oscillations 41ectriques (292). 

2. Thermodynamique et th6orie cin6tique des gaz. 



1894, I. 

1894; 2. 

1895, I. 

1895, 2. 
1896, I. 

1896, 2. 

Analyse de ses travaux scientifiques. 

Propagation de la chaleur (293), 

Caleul des Probabilit6s (294). 

Potentiel newtonien (295). 

Electrostatique. 

Elasticit6. 

Optique. 
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1897, 
1898, 

1899, 

1899, 
I9OO, 

19Ol, 

Chaire de Mecanique Celeste. 

1. Sur le Probl~me des Trois Corps et les Perturbations Plan6taires. 

i. Sur le D6veloppement de la Fonetion Perturbatr ice et les m6thodes 

de GYLD~N et de HA~SEN. 

1. Sur les nouvelles th6ories 61ectrodynamiques (298). 

2. Figure des Corps C61estes. 
1. Th6orie de la Lune. 

i. Mouvement des Corps C61estes autour  du leur centre de gravit6. 

La signification de ce tableau est ais6e h comprendre; par exemple 1886, I 

signifie i er semestre de l'annde scolaire 1885--86. Les chiffres en earaetbres gros 

entre parentheses aprbs l'6nonc6 d'un cours sont des renvois h la bibliographie 

et se rapportent  aux cours qui ont 6t6 publi6s. 

Ce serait faire double emploi que de revenir sur tous les cours publi6es, 

dont j 'ai d6js parl6 au w XXIV. Je  dirai seulement quelques roots, au point de vue 

de l'enseignement, des cours 1888, 2 et 189o, 2 (286, 287). A cette 6poque, on 

ne s'6tait pas encore familiaris6 sur le continent avec les id6es de MAXWELL, 
et il 6tait n6cessaise de jeter un pont pour ainsi dire entre les anciennes manib.res 

de penser et les nouveltes. Maintenant que tout  le monde est pass6, ce pon t  

peut  paral t re  inutile et les pr6cautions que j'ai cru devoir prendre 6tonneront 

quelques personnes. Ndanmoins je crois qu 'aujourd 'hui  encore les deux images 

artificielles dont je me suis servi pour faire eomprendre les id6es de MAXWELL, 

celle du fluide inducteur, et celle des di6lectriques cellulaires, peuvent  faciliter 

pour certains esprits l '6tude des th6ories 61ectriques. Dans mes lecons sur 

l '61ectrodynamique (287) j'ai expos6 ]es id6es de H~.LMrfOLTZ, mais je crois les 

avoir rendues plus accessibles en employant les unit6s 61ectromagn6tiques au 

lieu des unit6s 61ectrostatiques qui 6taient aussi mal appropri6es que possible 

au but  que poursuivait  le savant  allemand. 

O n  a vu que tons les cours n 'avaient  pas 6t6 publi6s. Je  parlerai seule- 

ment des cours d'61ectrostatique, des deux cours de I896, et des legons sur la 

th6orie cin6tique des gaz. 
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Je me suis effore~ d'exposer l'~lectrostatique sans prononcer ]e mot d'~lectri- 

cit~ et en parlant seulement de conducteurs 61ectris6s. Je d6finissais d'abord 

l'6galit6 de potentiel de deux eonducteurs par l'dquilibre 61ectrique comme on 

d6finit l'6galit6 de temperature par l'~quilibre thermique, et ce n'est que tout 

la fin du cours que j '0btenais l'expression habituelle du potentiel par une int~- 

gralc, en la d~duisant d 'un certain hombre de constatations exp6rimentales, et 

en particulier des experiences sur los ~crans ~lectriques. Je r~duisais ainsi autant  

que possible le part de l 'hypoth~se. 

Dans mon second cours sur l'~lasticit6. (!896, i), j 'ai trait~ plusieurs ques- 

tions nouvelles; j'ai expos6 quelques-unes des idles de lord KELVIN et montr5 

par exemp]e qu'en admet tant  plusieurs sortes de molecules (et pour ainsi dire 

plusieurs milieux se p6n~trant mutuellement) on pouvait obtenir des dquations 

contenant 2i coefficients arbitraires et non pas 15 seulement, et cela sans re- 

noncer ~ l 'hypoth~se des forces eentrales. J 'ai expos6 ensuite d'une faqon comp- 

lete et systSmatique la th4orie de l'Sther gyrostatique, que les publications de 

lord KELVIN permettent  de reconstituer, mais non sans quelque effort. 

Dans mort troisi~me cours sur l 'Optique (I896, 2), j 'ai fair jouer un grand 

r61e aux idles de M. GouY sur la fa~on dont se comporte une lumibre poly~ 

chromatique en traversant un appareil optique quelconque, h la representation 

de cette lumibre polychromatique par une int~grale de FOURIER, et aux conse- 

quences qui s'en d~duisent. 

Dans mon cours sur la Thermodynamique et la Thdorie Cin~tique des Gaz 

(r89. 3, 2), j'ai ~expos~ la d~monstation des deux principes de la Tbermodynamique 

sous une forme un peu plus g~n6rale et plus abstraite que la forme ordinaire. 

J 'a i  ensuite expliqu6 la th6orie du viriel, justifi~ le principe de BOLTZMA~C-- 

MAXWELL et analys6 l'ouvrage de MAXWELL. J 'ai  discut~ l'influence de la Ioi 

des grands hombres sur les ~quations de la M~canique, mais sans arriver sur ce 

point h une conclusion d~finiiive. 

A la fin de mon cours sur les tourbillons (290), j 'ai exposd les idles de 

I-[ELMHOLTZ sur la formation des vagues; cette partie du tours n'a pas 6t6 

publi6e, paree que je ne suis pas parvenu g une solution qui re'air enti~rement 

satisfait. 

On peut se faire une id6e de ce qu'il y a eu de plus original dans mon 

enseignement de la M6canique C61este, en lisant les articles que je publiais en  

m6me temps dans lc Bulletin Astronomique. Dans mon cours sur la Th6orie 

de la Lune, j 'ai expos~ presque exclusivement les m6thodes de HILL et de 

B~owN et n'ai consacr6 que quelques ]egons ~ celles de DELAUNAY. Dans mon 

cours sur le mouvement des corps c61estes autour de leur centre de gravit6, j ' a i  

fair usage des quaternions. 
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XXXII. Vulgarisation. (227, 229, 230, 255, 258, 259, 260, 297, 299.) 

Dans ces articles qui portent  sur la 1Vf6canique Cdleste, sur la gdoddsie, sur 
les oscillations hertziennes, sur les rayons R6~TGES, je me suis astreint ~ 6viter 

compl~tement 1.'emploi des signes alg~briques. Je  rappallerai seulement que c'est 

dans l 'un d'eux (260) que j 'ai dmis une hypoth6se qui, historiquement, n 'a pas 
6t6 sans influence sur la d6couverte des rayons BECQUEREL~ 

XXXIII. Bibliographic. (ll0, 189, 198, 205, 261, 276, 277, 282, 301.) 

Dans ces articles j'ai 6tudi6 la vie et les travaux de WEIERSTRASS, HERMITE, 
BERTRAND, LAGUERRE, HALPHEN, TISSERAND. 

XXXIV. Rapports Divers. (130, 147, 165, 170, 171, 180, 228, 235, 300.) 

Parmi ces rapports je citerai ceux que j 'ai 6t6 charg6 de faire sur le projet 

d'unification du jour civil et du jour astronomique et sur le projet de d6cimali- 
sation du temps et de la eirconf6rcnee. Ces deux projets de r6forme n'ont  pas 

r6ussi par suite de la difficult6 d 'une entente internationale. Je citerai ~galemcnt 
mon rapport  sur la nouvelle mesure de l 'arc de m6ridien de Quito. 


