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Dans l'histoire de l'Astronomie, POINCAR~ restcra toujours au premier rang 

des explorateurs les plus 6minents qui par la force irr6sistible de leur g6nie ont 

r6ussi ~ 6tendre les limites de la science de l'Univers. Au premier coup d'ceil, cette 

opinion peut  paral tre  6trange, puisque PO~CAR~ n'6tait ni observateur ni calcu- 

lateur. Mais pour justifier notre sentiment, il suffit de rappeler que l 'Astronomie - -  

dans ses efforts pour connaltre les lois du mouvement  et l '6tat physique des 

corps c61estes et de l 'Univers - -  dolt n6eessairement rester en coop6ration intime 

avec l 'Analyse math6matique, la M6eanique et la Physique. C'est l 'honneur im- 

p6rissable de POINCARk d'avoir renforc6 les liens qui doivent rat tacher l 'Astronomie 

ces autres branches de la Science. Ainsi, l 'Astronomie a pu profiter de la ri- 

gueur et de l'616ganee des m6thodes de l 'Analyse moderne et des progr~s r6cents 

de la Physique math6matique. 
La plupart  des t ravaux astronomiques de POINCAR~ se rapportent  au pro- 

bl6me des n corps et partieuli~rement au mouvement  des plan6tes et des satel- 

lites dans notre syst6me solaire. Pour  bien faire Comprendre l ' importanee de ces 

travaux, il convient de rappeler en peu de mots l'histoire de ce probl~me c618bre. 

I1 est bien connu que la d6couverte de l 'attraction universelle avait  6t6 

bien facilit6e par ce fair que les masses des planStes sont petites par rapport  

celle du Soleil. De m6me, la plupart  des m6thodes qui ont pour but  le calcu] 

du mouvement des corps c61estes doivent ]eur succSs ~ ]a petitesse des masses. 

Ainsi les fondateurs de la M6eanique c61este ont d6velopp6 les coordonn6es ou 

les 616ments des plan~tes suivant les puissances d 'un petit  param~tre ~t de l 'ordre 

des masses. Ces d6veloppements perfectionn6s plus tard par HANSE~r LEVERRIER, 

NEWCO~B, HILL et GAILLOT ont. permis de d6terminer quanti tat ivement pour 
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plusieurs si4cles le mouvement des planStes avec une exactitude comparable avec 

celle des observations. 

Toutefois, ~tant donn6s les termes s6culaires off le temps sort des signes 

trigonom~triques, ces theories classiques ne peuvent pas suffire pour des espaces 

de temps tr~s longs. D'ailleurs, et pour la m6me raison, ces s6ries ne nous ap- 

prennent pas grand'chose au point de vue de la stabilit6 du syst~me. 

Pour d6montrer la stabilit~ et afin d'~tudier en g~n~ral les orbites au point 

de vue qualitatif, LAORANOE d6veloppa les perturbations s~culaires les plus im- 

portantes en s~rics trigonom~triques. Ensuite, DELAUNAY, dans sa thSorie de la 

Lune, d~montra qu'il est possible d'6viter compl4tement les termes s~cu]aires. 

Mats c'est NEWCOMB qui ~non~a le premier en toute g~nSralit5 que les coordonn~es 

des plan4tes peuvent se d~velopper en s~ries purement trigonom6triques. Toutefois 

NEWCOMB n'est pas entr~ darts t ous l e s  d6tai|s de la dSmonstration. GYLD]~N 

s'occupa de ]a mSme question dans sa th~orie des orbites absolues, mats sa th~orie 

ne semble jamais avoir obtenu sa forme d6finitive. Ensuite M~r LINDSTEDT et 

BOHLIN ont trait~ certaines 6quations diff~rentielles de types sp6ciaux qui se 

rencontrent dans la tb~orie de G:ZLD]~, et ont montr5 que ces ~quations peuvent 

8tre int6gr~es au moyen de s6ries purement trigonom~triques. 

3Iais ]a r6solution eomp]bte du problSme formel dont il s'agit fut r6serv6e 

/~ PO~C~RE. ]1 y est arriv6 en g6n6ralisant ]a m6thode de M. LI:NDSTEDT. En 

somme, PoI~'CXR~ d~montre que les 61bments canoniques des plan6tes peuvent se 

d~velopper formellement en s~ries trigonom6triques suivant les multiples d 'un 

certain nombre d'arguments lin~aires par rapport au temps. Les s6ries sont 

ordonn~es aussi suivant les puissances des masses et de certaines quantit6s de 

l'ordre des excentricitt~s et des inclinaisons. Mats POInteRS. va beaucoup plus 

loin. Il montre, d'une part, que les sdries en question ne sont pas convergentes, 

et que, par suite, elles ne donnent pas la solution complSte du prob|Sme c~lSbre, 

la d~termination du mouvement des corps c~lestes pour t ous l e s  temps. Mats il 

d6montre, d'autrc part, que les s~ries trigonom~triques dont il s'agit sont semicon- 

vergentes et qu'elles suffiront aux besoins de l'Astronomie pendant des espaces de 

temps extrSmement longs. 

Dans ces derniers temps, M. K. SUSDM~N est arriv~ s une solution du pro- 

blame des Trois Corps par une vote tout  s fait diff~rente. Ce savant a appli- 

qu5 une m~thode g~n~rale due ~ POINCARE, laquelle donne la solution complete 

d 'un systSme d'~quations diff~rentielles tout le long de l'axe r~el, si la solution 

reste holomorphe dans une bande quelconque autour de cet axe. M. SV~DMA~ 

a tourn~ la difficult~ caus~e par la possibilit~ des chocs e t a  montr6 que les coor- 

donnSes des trois corps et le temps peuvent se d~veloppcr suivant les puissances 
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d'une variable auxiliaire. Ces s6ries sont valables pour routes les valeurs du 

temps. Mais il reste s voir si les s~ries de M. SU~D~A~r convergent assez rapide- 

ment pour satisfaire aux besoins pratiques de l'Astronomie. En tout cas, le~ 

s4ries en question ne r~solvent pas le probl~me de la stabilit4. D'ailleurs la m~me 

m~thode n'est peut-6tre pas applicable au probl~me g6nSral des n corps (off n > 3), 

puisque la nature des singularit6s des solutions de ce prob]~me g6n6ral reste 

encore inconnue. 

Pour ~tudier au point de vue qualitatif les solutions du probl~me des n corps 

et d 'autres problSmes de Dynamique beaucoup plus g~n6raux, POINCAR~ s'est 

engag5 dans une autre vole. I1 cherche avant  tout les solutions sp~ciales les plus 

simples. I1 trouve ainsi les solutions p~riodiques dans lesquelles le syst~me re- 

prend apr~s un certain temps sa configuration et ses vitesses relatives initiales. I1 

d~couvre aussi une classe de solutions plus g6n6rales: les solutions asymptotiques 

qui se rapproehent asymptotiquement d'une solution p~riodique pour t = - -  

ou pour t ~ + ~r Parmi ces solutions, il y e n  a d'ailleurs une infinit4 qui se 

rapprochent de la solution p~riodique non seulement pour t-=----~ mais aussi 

pour t = + ~ .  Ce sont les solutions doublement asymptotiques. Pour d4montrer 

leur existence, POI~CAR~ a dfi inventer une notion nouvelle et extr6mement 

f4conde: celle des invariants int6graux. Tous ces r6sultats sont 6tablis avec la 

rigueur absolue qu'exigent les MathSmatiques. La th6orie des invariants int~graux 

lui permet aussi de traiter la question de la stabilit6. I1 trouve ainsi que dans 

un certain cas special du probl~me des Trois Corps, le syst~me revient en g~n~- 

ral infiniment souvent aussi pros que I'on veut de sa situation relative initiale. 

Les solutior~s qui ne jouissent pas de cette propri4t~ sont infiniment peu pro- 

bables. 

En poursuivant les recherehes dont nous venons de parler, POI~CARk n'a pas 

r6ussi ~ p6n6trer jusqu'au fond du problbme proposS, qui est d u n e  complication 

extreme. Toutefois les r~sultats auxquels il est arriv~ forment dans leur ensemble 

un terrain solide sur lequel les chercheurs de l 'avenir pourront s 'appuyer avec 

confiance. 

Les solutions p~riodiques sont surtout utiles quand il s'agit de calculer ]e 

mouvement d 'un syst~me dont les conditions initiales sont voisines de celles qui 

correspondent exactement h la solution p~riodique. On peut alors prendre cette 

solution comme point de d6part et d~velopper ainsi la solution cherch~e suivant 

les puissances d 'un certain nombre de quantit~s petites. Ainsi on r~ussira parfois 

r~soudre certains probl~mes oh les m~thodes anciennes ne sont pas applicables. 

Pour ]e calcul des perturbations, le d~veloppement de l'inverse de la distance 

de deux plan~tes en sSrie trigonom4trique, suivant les multiples des anomalies 
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moyennes, est d 'une importance capitale. Pour 5tudier les coefficients de ce ddve- 

loppement, qui sont certaines fonctions des ~l~ments, POINCARI~ applique les 

thSories g~n~rales des singularit4s ct des p~,riodes des int4grales doubles. Enfin, 

pour caleuler certains termes ~loigu4s et de p~riodes tr~s longues dans le dSve- 

loppement considSr~ - -  termes qui donnent parfois naissance ~ des perturbations 

assez importantes - -  POI~CARE fair usage de la mdthode ing~nieuse de M. ])ARBOUX 

qui donne l'expression asymptot ique d 'une fonction d4pendant d 'un grand nombre. 

La plupart  de ces t ravaux importants, concernant le mouvement  des corps 

e~lestes et les propri~t~s g(~n~rales des ~quations .de la Dynamique, out 6t5 publi6s 

par POINCAR]~ dans un g:and m~moire couronn~ t. I3 des Acta mathematica, 

dans les trois volumes de son admirable ouvrage (,Les m~thodes nouvelles de la 

MScauique c~,]este~> et dans les deux premiers volumes de ses ((Lemons de M~ca- 
nique c4|este.)) 

Les chefs-d'oeuvre d~js mentionn4s auraient suffi s crier  la gloire imp~ris- 

sable d 'un savant. Mais POINCAR~ a trait~ encore avec le m~me succ~s toute 
une foule de probl~mes astronomiques des plus importants. 

Rappelons d~s maintenant qu'il a perfectionn4 la m~thode de LAPLACn pour 

]a d~termination des orbites, de sorte que cette m~thode ~l~gante cst devenue 
aussi la plus efficace au point de vue pratique. 

Dans la GSod~sie, PO~SCAR~ a attird l 'attention sur |es mesures de la pesan- 

teur en montrant  que ces mesures suffisent pour d~terminer les irrSgularit~s du 

g~oide. Il a signal~ aussi l ' importance des mesures des azimuts dans les trian- 
gulations g~od4siques. 

La th~orie des mar~es est certainement l 'une des plus difficiles' de la M~ca- 

nique c~leste. Avant  Pos tcaRd,  on ne savait  traiter que des cas particuliers en 

admet tant  par exemple que la met recouvre toute la Terre ct que |a profondeur 

de cette mer ne d~pend que de la latitude. Ddjs dans ses premiers t ravaux sur 

ce su]et, dans le Journal  de Math~matiques de I895 , P O ~ C A ~  a recherch~ la 

solution g~n~rale du probl~me. Les m~thodes propos~es et les r4sultats auxquels 

il est arriv~ ont eu la plus grande influence sur le d~veloppement r~cent de la 

Physique math~matique en g~n~ral. Maintenant, il est vrai, ces r~sultats s 'obtien- 

nent plus facilement par la m~thode de M. FREDHOLM, laquelle constitue pour 

ainsi dire le point culminant de ce ddveloppement. C'est d'ailleurs PO~C~R~ qui 

a appliqu4 le premier cette m~thode ing~nieuse s la r~solution th~orique du pro- 

blame g~n~ral des mar~es. La plupart  des recherches de POI~CAR~ sur la thSorie 

en question se t rouvent  r~unies dans le troisi~me volume de ses (~Le~ons de MS- 

canique cSleste,). C'est un travail d 'une ~l~gance et d 'une clart~ tout  s fait re- 
marquables. 
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= La th6orie des figures d'6quilibre relatif des masses fluides es t  d 'une impor- 

tance capitale pour l 'Astrophysique et pour la Cosmogonic. Une relic th6orie 

nous permettrai t  de suivre le d6veloppement des n6buleuses et des astres et  nous 

renseignerait probablemeut sur les causes de la variabilit6 des 6toiles. Malheu: 

reusement les problbmes dont il s'agit ne semblent  pas encore ~tre ab0rdables 

dans routes leurs g6n6ralit6s. D'une part, nos connaissances sur la constitution 

de la mati6re au sein des 6toiles, sous les pressions et les temp6ratures 6aortaes 

qui y r6gnent, sont encore tout  ~ fair insuffisantes m6me pour la raise en 6qua- 

tions des probl6mes; d 'autre part, m~me dans le cas id6al off les probl6mes 

peuvent ~tre analytiquement pos6s, les difficult6s analytiques paraissent encore 

insurmontables, ~ moins qu'on ne se t rouve darts le voisinage d 'une solution 

particuli6re et simple. 

E t  n6anmoins PoI~caR~ est arriv6 ~ plusieurs r6sultats d 'une grande g6n6- 

ralit6. I1 a montr6 que la rotat ion doit 6tre uniforme autour  de l 'un des axes 

principaux d'inertie de la masse; il a trouv6 une limite sup6rieure de la vitesse 

de rotation; il a d~duit la condition ndcessaire et suffisante pour la stabilit6 de 

l'6quilibre en tenant  compte de la viseosit6 du fluide. 

M6me si le fluide est suppos6 homoggne, les difficult6s analytiques h sur- 

vaincre sont eonsid6rables. L'une des plus belles d6couvertes de POI~CAR~, se 

rapporte ~ ce cas id6al. Par une m6thode extremement f6eonde, il d6montre 

l 'existence d 'une infinit6 de nouvelles figures d'6quilibre qui se rattachent,  pour 

certaines valeurs du moment d e  rotation, aux ellipsoides d6j~ connus de MAc 

LAURIN et de JACO~L On rencontre dans eette thdorie la notion nouvelle des 

coefficients de stabilit6, lesquels pr6sentent des analogies int6ressantes avec les 

exposants caract6ristiques des solutions pdriodiques dans ]es probl~mes de la Dyna- 

mique. POI~CAB~ d6montre que les ellipso~des de MAc LACR~ peu aplatis et 

les ellipso~des de JACOBI les moins allong6s forment une suite continue de formes 

d'6quilibre stables. Cette suite se prolonge aprbs par des figures piriformes 
auparavant  inconnues, dont  ]a mati~re semble enfin vouloir se partager en deux 

part.ies. 
Quoique les corps cblestes ne soient pas homog~nes, ces ddcouvertes de PoI~cAR~ 

je t tent  une lumi~re assez claire sur la gen~se des 6toiles doubles et sur l'originc 

de la Lune. A e e  point  de vue, ces reeherches forment pour ainsi dire le eom- 

pl6ment de celles de G. I-I. DAaWIN sur l '6volution des syst~mes doubles par 

l 'influence des mar~es internes. 
PoI~cAa~ a publi6 aussi des ~Legons sur les Hypotheses eosmogoniques)). 

Il y a expos6 les hypoth6ses qui ont une base scientifique solide, en a fair une 

analyse approfondie e t  a signal6 les objections que soul ,vent  les id6es ~mises. 
Acta mathematlca. 38. Imprim~ le 10 mars 1915. 40 
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Personne n'dtait plus eompdtent que POII~'CARI~ pour se faire juge de routes ces 
hypoth6ses parfois aussi incertaines qu'ing6nieuses. - -  

Essayons enfin - -  ce qui est impossible - -  de caract6riser en peu de mots 

l 'esprit des t ravaux de Pm~CAR~.. Toujours ee sont les probl~mes fondamentaux 
qui at t irent  son attention. Toujours il fair preuve d 'une facult6 de gdndralisa- 

tion 6minente. Son imagination para l t  presque sans limites. Ses exposds se 

distinguent par une didgance et une limpidit6 extraordinaires. Les cas particuliers 

et les d6tails l 'intdressent moins, ou peut-fitre le temps ne lui a pas permis de les 
approfondir. 

I1 est 6vident que, justement b~ cause de cette grande g6n6ralit6, l'oeuvre 

astronomique de POtNOAR~ restera pour longtemps comme une v6ritable mine 
d'or pour les chercheurs qui veulent y p6n6trer. 

Dans ce qui suit, nous allons essayer de donner une exposition rapide de 

cette oeuvre gigantesque. Nous mettrons en lumi~re surtout les r6sultats, mais 
parfois aussi l'essentiel des m6thodes. 

L Forme des 6quations du mouvement .  

Dans l'~tude si compliqude du mouvement  des corps c61estes, il importe de 

donner aux 6quations diff6rentielles une forme aussi simple que possible. 

On choisit d'ordinaire comme variables les coordonn6es, X~, X ~ , . . .  XaN des 

N p|an~tes rapportdes au centre du So]ei]. Comme variables conjugudes Y1, 

Y2 . . . .  Y3N, on prend les composantes des quantit6s de mouvement dans ce 

mouvement relatif. La forme des 6quations devient alors semicanonique, et la 

fonction earactdristique change d'une planSte h l'autre. Il y a ]hun inconv6nient 

eonsid6rable, sur tout  quand il s'agit du calcui des perturbations d'ordre supSrieur. 

Pour  obtenir la forme canonique, il faut choisir les variables d'une autre 

maniSre. C'est ainsi que I:~ADAU a fait le choix suivant. I1 d6signe par X~, X2, X3 

les coordonndes de la planSte P~ par rapport  au Soleil S, par X4, X5, X~ les 

coordonn6es de P2 par rapport  au centre de gravit~ de S et P~, par X7: , Xs, X9 
les coordonndes de P3 par rapport  au centre de gravit6 de S, P~ et P~ et ainsi 

, dX~ m' de suite. Comme variables conjugu6es, il prend Yi ~ m/ ~ / - ,  / 6rant certaines 

masses fictives qui ne different que peu des masses r@lles. Avec ces variables, 

les dquations du mouvement prennent la forme canonique, la fonction caract~ri- 

stique F 6tant l'6nergie totale du syst~me en supposant le centre de gravit5 

comme fixe. 
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Les 6quations de RADAU n'ont  pas 6t6 employees dans la pratique, puisque 

l'expression de F est t rop compliqu6e quand il s'agit de ealculer les perturbations 

d'ordre sup6rieur. Pour rem6dier s cet ineonv6nient, PoI~r [164; 187; 464, 
nO26] 1 choisit les variables Xi comme dans les th6ories anciennes. Mais comme 

variables conjugu6es :Yi, il prend les composantes des quantit6s de mouvement  

darts le mouvement  absolu en supposant  fixe le centre de gravit6 du syst~me, 

Les 6quations ont encore la forme canonique, mais l'expression de l'6nergie totale 

F en fonction des variables X i ,  Y i  est beaucoup plus simple qu'avec les variables 

de RADAU. 
Les masses des plan6tes 6rant petites, il convient d 'employer comme vari- 

ables les 616ments du mouvement k6pl6rien. POI~CAR~ regarde les coordonn6es 

relatives X et les composantes de la quantit6 du mouvement  absolue Y qui 

correspondent s la plan~te PT, comme les eoordonn6es et les composantes de la 

quantit6 de mouvement  d'un point mobile attir6 suivant la loi de N~WTO~ par 

un centre fixe. La masse du centre fixe et celle du point mobile sont conve- 

nablement ehoisies. Soit dans l 'orbite de ce point mobile ak, ek, in, lk, gk, 0k le 

demigrand axe, l'excentricit6, ]'inc]inaison, l 'anomalie moyenne, la distance du 

p6rih61ie au noeud et la longitude du noeud. Les X, Y qui correspondent s la 

plan~te Pk seront ainsi donn6s comme certaines fonctions des 616ments ak, �9 . .  Ok. 

Cela 6tant, POI~CAR~ introduit au lieu des variables X, Y les variables [278, 

n o I I ;  464, n ~ 56] 

i 7 Lk = flk v a k ,  Gk Lk 1--ek, Ok ~ G~ eos ik 

lk , g~ , Ok 

les /?k d6pendant de la masse du Soleil et de celle de la plan~te Pk. Apr~s ce 

ehangement de variables, les 6quations restent canoniques. La fonetion carac- 

t4ristique F peut  se mettre  sous la forme 

F ---= Fo + ~L F~, 

~t 6rant de I'ordre des masses des plan~tes. F 0 ne d6pend que des Lk. Enfin 
#F~, qui s 'appel le  la fonetion perturbatriee, est d6veloppable en s6rie trigono- 

m~trique suivant les multiples des variables angulaires l, g, 0, les coefficients d6- 

pendant  des variables eonjugu6es L, G, O. Avec les variables de POI~CAR]~, la 

fonction perturbatriee est aussi simple que dans les theories aneiennes. Mais le 

grand avantage, c'est qu'on aura une seule fonction perturbatrice pour routes 

les plan~tes. 

Les hombres en crochets se rapportent k la bibliographie qui se trouve dans l'Analyse des 
Travaux Scientifiques de HElm Poi~cAm~ faite par lui-m~me darts les Acta mathematica, tome 38. 
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Les 6quations dont nous avons parl6 rentrent dans le type g6n6ral [278, n o ~3] 

dx~ d F  dy~ d F  
d t  dye '  d-t = - -d -x i  (i ~ i ,  2 . . . .  n) 

F ~  Fo + tLF1 + !~F~ + . . .  

est d6velopp6 suivant les puissances d 'un petit  param6tre , ;  F 0 est ind6pendant 
des y~; F~, F 2 , . . .  sont p6riodique.s par rapport  aux y~ avec la p6riode 2z .  

L'6tude du probl6me des N + I Corps est beaucoup compliqu6e tiar le fair 

que les p6rih61ies et les noeuds sont fixes dans le mouvement non troubl6. I[ en 

r6sulte que F0 ne d6pend que des grands axes, c'est-~-dire seulement de quel- 

qu'unes des variables xl. Seulement dans le eas sp6eiol le plus simple du pro- 

bl6me des Trois Corps, appel6 le probl~me restreint, et qui comporte deux degr6s 
de libert6, Fo d6pend de tous les x~. 

Si les excentricit6s et les inclinaisons s o n t  petites, il est avantageux d'em- 

ployer d'autres variables canoniques. POI~OARg fait alors souvent l'usage des 

variables [278 , n o 12; 464, n ~ 57] 

Lk,  ~'~. .... ~ ( L k -  Gk) cos (gk + Ok), ~ = l/2(G~--Ok).) COS 0k, 

~.,  r~k ~ - -  V-2 (Lz,--Gk) sin (gk + (~k), ~ = ~ V 2 (Gk--01,) sin Ok, 

off )~k--lk + ffk + Ok est la longitude moyenne de Pk. 

dans le type 

(2) 

off 

Les 6quations rentrent alors 

dx~ d F  d y i d F  
d t  dy i  d t  dx i '  

d~z, d F d_ ,;k : __ d R  
d t  d~;k d t  d~k 

F = F 0 + , , F t + . , ~ F 2 + - . -  

Ici Fo ne d~pend que des x; F~, F2 . . . .  sont p6riodiques par rapport  aux y avee 

la pdriode e z  et d6veloppables suivant les puissances des ~: et des r~. 

2. Solut ions p6riodiques.  

C'est LAGRANGE qui le premier a d~montr6 l'existence de solutions p~rio- 

diques dans le probl~me des Trois Corps. Dans ces solutions de LAORANGE, les 

rapports  des distances mutuelles restent invariables et les trois corps forment ou 
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bien un triangle 6quilat6ral ou bien ils se t rouvent  en ligne droite. Ces derniers 

temps, ces solutions de LAGRA~GE ont acquis un int~r6t particulier par  la dd- 

couverte des ast~roides du type Hector  ayant  le mSme moyen mouvement  que 

Jupiter.  C'est h M. G. W. HILL que la science doit la d~couverte d 'une classe 

nouveUe de Solutions p4riodiques. En n~gligeant dans la th4orie de la Lune 

l'excentricit4 de l 'o[bite terrestre et la parallaxe du Soleil, M. H~LL parvient 

d6montrer l 'existenee d'orbites p~riodiques renfermant comme param~tre ]e rapport  

des dur~es du mois et de l'ann~e. Elles pr~sentent des conjonctions sym6triques 

au commencement et au milieu de la p~riode. Parmi les solutions p6riodiques 

de M. HILL, celle qui correspond au temps de r6volution aetuel de la Lune a 

servi, dans ces derniSres armies, comme point de d6part pour la th~orie de la Lune 

de M. E. W. BROWN. 
D~j~ dans ses premiers t ravaux sur les courbes d~finies pat' des ~quations 

diff~rentielles, POI~CaR~ fur conduit ~ l 'dtude des solutions p4riodiques. Dans 

ses recherehes sur les solutions p4riodiques du pr0bl~me des Trois Corps [38; 92; 

x83; 278] il se  place dans les conditions actuelles de notre systSme solaire-en 

admet tant  quo les masses de deux corps sont petites par rapport  h celle du 

troisiSme. 

tl est ainsi conduit ~ ~tudier le syst~me [x83; 278, n o 37] 

dx~ X~(z,, z . ;  ,u) ( i =  ~, ~, n) 
(3) d~t . . . . . . . .  

les Xi ~tant d~velopp~s suivant les puissances d 'un peti t  param~tre tL. En sup- 

posant  que pour ~t = o ces ~quations admettent  une solution p6riodique connue 

(4) x i  - -  ( p i ( t )  ( i  = i ,  2 . . . .  n )  

de p~riode T, iI se propose de trouver la solution p~riodique du syst~me (3)qui  

pour ~t = o se r4duit s la solution p4riodique (4). 

Soit ~ d o ) + f l l  la valeur de x i p o u r  t = o  et eli(O) + f l i + t p i l a  valeur de xl 

pour t== T +v.  En gSn6ralisant [I83; 278, n o 27] la m~thode de CAUCHY appel~e 
Calcul des Limites, POINCAR~ d~montre que les (Pi sont d~veloppables suivant les 

puissances des ~ ,  de ~ et de ~,, pourvu que les fonctions X~ soient holomorphes 

et uniformes au voisinage de la solution p~riodique (4). ]~videmment les ~Pi 

s 'annulent avee les ill, ~ et ,u. C'est la condition de la solution p~riodique 

et cela s'~crit 

(5) r .... ~,., ,.) = o. (i = ~, 2 .... n) 
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Puisque les ~quations (3) ne eontiennent pas le temps exp]icitement, il est permis 

de mettre par ex. Pr ~ o .  On peut en gdn~ral rdsoudre les ~quations (5 )en  

met tant  pour f12 . . . .  fin, v eertaines s~ries convergentes ordonn~es suivant les 

puissances de !~ et divisibles par p. 

Ayant  ainsi d~montr~ l'existence de la solution p~riodique cherch~e, POINCAR~, 

montre [278, n o 42] comment on peut ddvelopper les xi en s~ries de FOURIER de 

l 'argument 2 z t : ( T  ~-v). Les coefficients de ces s4ries sont dSveloppds suivant 

les puissances de !l. 

II arrive souvent que les X~ sont p~riodiques de p~riode 2 z par rapport 

cer~aines des variables xi, par ex. par rapport h xl . . . .  xk. On peut alors re- 

garder comme p~riodique une solution dans laquelle xl . . . .  xk augmentent  de 

certains multiples de 2 z ,  tandis que les autres x~ reprennent leurs valeurs. Alors 

dans l'expos~ prScSdent, ~1, �9 �9 �9 ~ signifient les increments des x~ . . . .  Xk diminu~s 

par les multiples mentionn~s de 2z .  Les conditions (5)expriment  encore la 

p~riodicit~ de la solution. 

Si les ~quations (3 ) adme t t en t  s int~grales uniformes au voisinage de la 

solution (4), les conditions (5) ne sont pas ind~pendantes. Si n - - s  des fonetions 

~i s 'annulent, les autres s 'annulent alors en m6me temps. A c e s  n - - s  conditions 

on peut alors adjoindre l e s s  conditions qui expriment que les int~grales ont cer- 

taines valeurs eonstantes arbitraires. La solution pSriodique consid6r~e eontient 

alors c e s s  constantes comme param~tres. 

Il peut arriver que certaines des fonctions ~ sont divisibles par ~t et que 

la solution p~riodique (4) contient au tan t  de param~tres arbitraires. Il faut  alors 

d~terminer ees param~tres de sorte que les ~quations ~-"-~ o soient satisfaites 
,u 

pour /~ ~ v ~ !t = o. A chaque solution (4) ainsi d~termin~e correspond alors pour 

de petites valeurs de !~ une solution p~riodique qui coincide avec elle pour ~ ~ o. 

PO~NCAR~ applique ies principes precedents ~ l'4tude des solutions p~riodiques 

du probl~me des Trois Corps [92; x83; 278~ n ~ 39, 4 ~ 47, 48] en supposant, nous 
l 'avons ddjh dit, que les masses des plan~tes sont petites. En ~galant h z~ro le 

param~tre !t, qui est de l'ordre des masses, le probl~me admet des solutions pdri- 

odiques tr~s simples. On obtient, une telle solution en supposant que les deux 

masses infiniment petites d~crivent des eercles quelconques coneentriques autour 

du Soleil et situ~s dans le mSme plan. On en obticnt d'autres en supposant que 

pour ~t ~ o les orbites se r4duisent g des ellipses et que les dur~es de r~volution 

sont commensurables entre elles. Puisque, pour !~ ~ o, les l~rihdlies et les noeuds 

sont fixes, certaines des fonctions ~ sont divisibles par p. Pour que les coeffi- 

cients de !~ dans les d~veloppements de ees fonctions (Pa disparaissent, il faut 
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choisir les 61~ments (les grands axes exceptds) de sorte que les d~riv4es pre- 

mieres de la partie s~culaire de la fonction perturbatrice (partie qui devient 

eonstante ell vertu de la commensurabilit6) s 'annulent. Po~cAR]~ d~montre 

ainsi l'existence de trois sortes de solutions p~riodiques dans le probl~me d e s  

Trois Corps, Au bout de la p4riode, le syst~me reprend la configuration qu'il 

avait  au commencement, tout  le syst~me ayant  seulement tourn~ un certain 

angle el. Au commencement et au milieu de la p~riode, les deux plan~tes se 

trouvent  en conjonction sym~trique, les vitesses dtant perpendiculaires h la ligne 

ou au plan de conjonetion. Les coordonn~es 'relatives des deux plan~tes peu- 

vent 6tre d~velopp~os en s~ries de FOUR~Ea d'un seul argument, ]es coeffi- 

cients ~tant des s~ries ordonn4es suivant les puissances du peti t  param~tre ~. 

- -  Pour les solutions d e  la  p r e m i e r e  sor te ,  les inclinaisons sont nulles, les excen- 

tricit~s sont de l'ordre de tl et l 'angle ~p est fini. En y met tan t  tt----o, ces or- 

bites se r~duisent s des cercles concentriques autour du Soleil et situSs dans le 

m6me plan. En ne consid4rant pas comme distinctes deux solutions qui different 

seulement par la position des axes, par l'origine du temps ou par le choix des 

unit~s de longueur et de temps, les solutions p4riodiques de la premi4re sorte ne 

renferment qu'un seul param~tre, qui est le rapport n : n  r entre les moyens mou- 

vements dans les deux orbites circulaires limites (pour t~ ~ o). ~ Pour les solu- 

tions p~riodiques de  la  8econde  sor te ,  les inelinaisons sont nulles, les excentricit~s 

finies et l'angle ef de l 'ordre de ~. En y met tan t  ~ ~ o, ces orbites se r~duisent 

'~ deux ellipses ~ foyer commun situ~es dans un m~me plan et ayant  louts lignes 

d'apsides coineidantes. Le rapport n : n  r des moyens mouvements d a n s  ces ellip- 

ses est un nombre rationnel. Ces solutions sont caract~ris~es par le nombre ra- 

tjonnel n : n  r et par l'exeentricit~ de rune  des ellipses limites qui y rentre comme 

param~tre arbitraire. - -  Pour les solutions p4riodiques de  la  t r o i s i ~ m e  sorte ,  Fin- 

clinaison n'est pas nulle, les excentricit~s sont petites et l'angle (f de l'ordre des 

masses. Pour ~ ~ o les orbites se r~duisent s des ellipses peu excentriques ou 

cireulaires ayant  le Soleil au foyer et non pas situ~es dans le m~me plan. Les 

lignes d'apsides coincident a v e c l a  ]igne des noeuds ou y sont perpendiculaires. 

Le rapport n : n  ~ des moyens mouvements dans les deux ellipses limites est un 

nombre rationnel. Ce qui caract~rise ces sblutions p~riodiques de la troisi~me 

sorte, c'est d'une part le nombre rationnel n : n  ~ et d 'autre  part. l 'inclinaison des 

orbites limites, qui y rentre comme param~tre arbitraire. 

Supposons donn~e la valeur du petit  param~tre ~. Si le rapport des moyens 

mouvements dans les orbites limites se rapproche d 'un nombre rationnel de  la 

forme (p + ~} : p, p ~tant un entier, les orbites p4riodiques de l~ premiere sorte 

deviennent assez exeentriques. Dans le voisinage imm4diat de ces commensura- 
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bilit6s, il arrive m~me que les s6ries ordonn6es suivant les puissances de p qui 

donnent les solutions p6riodiques de la premiere sorte ne convergent plus pour 

la valeur consid6r6e de p. Pour examiner ce qui se passe alors, PoI~CaRk se li- 

mite au probl~me restreint [367] en supposant que l 'une des masses est nulle et 

que l 'autre plan~te se meut dans un cercle. Si les s~ries mentionn6es ordonn6es 

suivant les puissances de p, qui donnent les solutions p6riodiques de la pre- 

miere sorte, cessent d'exister, POJNCARk montre qu'on peut les remplacer par des 

s6ries proc6dant suivant les puissances de Vi~. L'excentricit6 e est alors del 'ordre 

de V~, et c'est le rapport f l =  lira e : l / i - i  qui rentre comme param~tre arbitraire. 

Pour !~ = o l 'orbite se r6duit ~ un cercle, et le rapport entre les moyens mouve- 

ments devient (p + i ) : p .  Si /~ croit, il arrive enfin que ces nouvelles s6ries or- 

donn6es suivant les puissances de Vp ne convergent plus, PolNc.~x~ montre 

qu'on peut les remplacer alors par les s6ries ordonn~es suivant les puissances 

de p, les m~mes qui donnent les solutions p6riodiques de la seconde sorte. Ainsi 

au voisinage des commensurabilit6s mentionn~es, les solutions p6riodiques de la 

premiere et de la seconde sorte ne sont pas analytiquement distinctes. En 

variant le param~tre, on passe des unes aux autres. 

]~videmment, il est infiniment peu probable que les conditions initiales qui 

correspondent s une solution p6riodique se trouvent r6alis6es dans la nature. 

Mais il peut bien arriver et il arrive aussi souvent que le mouvement est s peu 

prbs p6riodique. Alors il convient de prendre la solution p6riodique comme point 

de d~part et de d6velopper les coordonn6es ou les 616ments suivant de petits 

param~tres, ainsi que Font fair d6js DELAUNAY, HILL et BROWl~ dans le cas de 

la Lune. Il semble que co soit surtout les solutions p6riodiques de la premiere 

sorte qui auront ainsi une valeur pratique consid6rable et cela dans la th6orie 

du mouvement des ast6roides et des satellites. 

3. Exposants caraet~ristiques. 

Soit 

(6) dX~dt " Xi(x~,. . . . x,,) ( i - ~  i ,  2, . . . n )  

un syst~me d'~quations diff6rentielles admet taut  une solution p~riodique xi = <f~(t) 

de p~riode T. Pour ~tudier les solutions voisines de eette solution, POlNOaR~ 

introduit  x i ~ e f i ( t )  + ~i et d~veloppe suivant les puissances des ~. En ne con- 

servant que les termes du premier degr6, il arrive aux g q u a t i o n s  a u x  v a r i a t i o n s  

[I83; 278, n~ 53] 
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d ~  ~ dX~  ._ 
(7) d-t = ~ )  ~ (i = I,  2 , . . .  n),  

j = l  

Duns les coefficients des ~ au second membre, i l  faut introduire pour xi ses d6- 

veloppements en s6ries de FOURIER. Les 6quations aux variations qui correspon- 

dent s une solution p6riodique sont done des 6quations homog~nes et lin6aires 

coefficients p6riodiques, 

On suit quelle est en g6n6ral la forme des solutions de ces 6quations; on 

obtient n solutions partieuli4res de la forme suivante 

(8) ~ = e ~  ~ Sl ,v ,  . . .  ~ ~ e"~ ~ S, ,~ (p = ~; 2 . . . .  n), 

les ap 6tant des eonstantes et les S~'p des fonctions p6riodiques de m~me p6riode 

que les ~fi (t). 

Si deux exposants a ont la m~me valeur, on aura une solution particuli~re 

de la forme 

(9) ~ = e ~  (,% + t S'~) ( i  ~ ~, 2 . . . .  n), 

les fonetions Si et Sri 6tant p6riodiques. 

Les eonstantes ap s'appellent les exposants  ~rac tdr i s t i9ues  de la solution p6ri- 

odique consid6r6e. 

La nature des solutions voisines d6pend en premier lieu des valeurs des ex- 

p0sants caract6ristiques. Si tous ces exposants qui ne sont pas nuls sont pure- 

ment imaginaires, PoI~cARk dit que la solution p6riodique est stable; si au con- 

traire, pour quelques-uns des exposants, les parties r~elles ne sont pus nul]es, ]a 

solution p6riodique est appel6e instable. Si les valeurs initiales sont voisines de 

.celles qui correspondent s une solution p6riodique stable, le mouvement restera 

pour longtemps semblable au mouvement p6riodique; au contraire, les solutions 

qui avoisinent s un instant donn6 une solution p6riodique iustable, s'en 61oignent 

en gdndral beaucoup plus tSt. 

Rappelons bribvement comment les exposants earact6ristiques peuvent se 

calculer [i83; 278, n o 6o]. Spit T la pSriode de la solution p6riodique g6n6ra- 

trice xl = cfi (t); spit ~fl (o) + fll la valeur de xl pour t = o et xl ~ efl (T) + ~?i + ~i 

la valeur de xl pour t ~ T. Alors POINCAR~ montre que les exposants caraet6- 

ristiques ~ satisfont s l '~quation 

Acta  mathematica.  38. Imprim6 le I0 mars 1915 41 
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d~p, T, d(P~ d(p~ 
cl ~ + I - -  e~ d fl.~ . . . .  d fl, 

dtPn d(/,,, d(p,, 
" ' "  

~ O ,  

off dans les 616ments du d6terminant il faut mettre fil =-fi.~ . . . . . .  ft, = o apr~s 
les diff6rentiations. 

Dans le cas des 6quations de la Dynamique,  certaines sym6tries apparais- 

sent, de sorte que les exposants caract6ristiques sont toujours dgaux deux s deux, 

mais avec des signes contraires. D'ailleurs, si la solution pdriodique ne corres- 

pond pas s une position d'6quilibre relative deux exposants caract6ristiques 
sont toujours nuls. 

Rappelons que, toutes r6ductions faites, les ~quations du probl6me g~n6ral 

des Trois Corps peuvent se mettre sous la forme canonique avec 4 degr6s de 

libert6: dans le eas du mouvement  plan, le degr6 de libert6 s'abaisse s 3; enfin 

dans le cas restreint, on n'aura que 2 degrds de libert6. Si les masses des pla- 

n(~tes sont petites, les seconds membres des dquations diff6rentiel]es sont d6ve- 

lopp6s suivant des puissances d'un peti t  param~tre g. II en est de m~me des 

fonctions tfi(t) et ~i(fl~ . . . .  fin) mentionn6es tout  ~ l'heure. Cela 6tant, POI~CAR~ 

d6montre [i83; 278, n ~ 74--78] que dans le probl6me des Trois Corps les expo- 

sants caract6ristiques des solutions p6riodiques de la deuxi6me et de la troisi- 

~me sorte disparaissent pour !t = o et sont d6veloppables suivant ]es puissances 

de l/~. Enfin en formant les premiers coefficients de ces d6veloppements, il d6- 

montre que, dans ]e problbme r6duit des Trois Corps, on n'aura que deux expo- 
sants caract~ristiques qui ' sont  identiquement nuls. 

D'ailleurs, POI~CAR~ rdsout [183; 278, n ~ 79] compl~tement les 6quations 
aux variations du probl~me des Trois Corps et montre comment on pout d~ve- 

lopper en s~ries trigonom~triques convergentes les fonctions S des formules (8) 

et (9). Les coefficients de ces s~ries sont d~veloppSs suivant les puissances de 

I / ,  et convergent pour des valeurs assez petites de ce param~tre. 

][1 va sans dire que, dans toutes ces discussions, POI~CAR~ ne regarde point 

seu]ement ]es ~quations sp~ciales du probl~me des Trois Corps, mais les ~qua- 

tions canoniques g~n~rales du type (i). 

Les solutions p@riodiques ~tudi~es d@pendent d 'un petit  param~tre g. Les 

solutions p~riodiques du problSme des Trois Corps renferment encore une con- 
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stante arbitraire essentie]le C. Les exposants caract~ristiques qui ne sont pas 

identiquement nuls d~pendent de ! t c t  de C. En faisant varier par ex. C, les 

solutions p~riodiques et leurs exposants caract~ristiques varient aussi. 

Supposons doric qu 'un syst~me quelconque d'~quations diff~rentielles pos- 

s~de des solutions p~riodiques qui d~pendent d'un param~tre C. I1 peut alors 

arriver que pour C ~ C o une solution p~riodique cesse d 'exis ter .  POI~CARr d~- 

montre que cela ne peut se faire que si la solution se confond pour C = C  o avec 

une autre  solution p~riodique. Ainsi les solutions p~riodiques disparaissent (ou 

apparaissent) par couples ~ Ia fagon des rac ines  r4elles d e s  ~quations alg~- 

briques [x83; 278, n ~ 37]- 
Admettons qu'i] s'agisse des 6quations de la Dynamique, et que pour C = C O 

plusieurs solutions p~riodiques se confondent. PoINc~m~ d~montre que ce]a ar- 

rive et ne peut arriver que si pour l 'un des couples d 'exposants caract~ristiques 

on aura a T ~ = i = 2 k ~ V - ~ ,  k ~tant un entier. Soit pour C > C  opr  le hombre 

des solutions p~riodiques consid~rdes, pour lesquelles a T  =]= 2 k z  V--I  soit pure- 

ment -imaginaire, et p" le nombre des solutions pour lesquelles cette quantit~ 

soit r~elle. Soit qr et q" les nombres correspondants pour C <  Co. Il n 'y  a alors 

que trois hypotheses possibles: 

Dans t o u s l e s  cas, on a 

p~ = p' ,  q' - -  q,, ; 

pr = p,~ + z ,  qr = q,l + z; 

p~ = p,r z,  q1= q~1 __ z. 

pr _ q, =: p ,  _ q,. 

Dans le cas simple oh il n 'y a que deux degrSs de libertY, comme dans le 

cas restreint du probl~me des Trois Corps, il n 'y a qu'un sou/ couple d'expo- 

sants caract~ristiques qui n'est  pas identiquement nul. PoI~cAa~ trouve alors 

le th6or~me [280, n o 378]: Si ,  en variant les param~tres, plusieurs solutions pdrio- 

diques se con/ondent, alors il disparalt (ou apparalt)  toujours autant  de solutions 

stables que de solutions instables. 

Voici encore un autre th~or6me dans ce cas de deux degr6s de libertY: Si ,  

pour certaines valeurs des param~tres, une solution pdriodique Terd la stabilitd ou 

l'acquiert (et cela de telle /agon que l 'exposant caractdristique a soit un  mult iple  de 

2 Jr" V ~ I ) ,  c'est qu'elle se sera con/ondue avec une autre solution pdriodique, avec 

laquelle elle aura dchangd sa stabilitd. 
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4. Solutions asymptot iques.  

En 5tudiant les solutions voisines d'une solution p6riodique instable, P o ~ -  

c ~  a d~couvert une nouvelle classe de solutions auparavant  tout  ~ fait in- 

connue [z83; ~78, ch. VII]. I! les a appel~es s o l u t i o n s  a s y m p t o t i q u e s .  I1 y en a 

deux familles: pour la premiere, la solution se rapproche asymptotiquement pour 

t ~ - - o ~  de la solution p6riodique consid~r6e, pour la seconde famille, ce rap- 

prochement asymptotique aura lieu pour t ~ + o~. 

En par tant  des 6quations (6) et d 'un~ solution p6riodique x~= ~,~i(t) PoI~- 

CAR0. y pose x~ = (f~ ( t )+ ~ .  I1 vient alors 

d t  - -  - ~  

les .~ ~tant d~velopp~s suivant les puissances des gi, les coefficients de ces d6ve- 

loppements 4tant p6riodiques de p~riode T ~ 2z. 

Au lieu des variables ~i, POZlqCARr introduit des variables nouvelles ~ii par 

une transformation lin~aire dont les coefficients sont les fonctions p~riodiques 

S i ,  p qui entrent dans les solutions (8) des 6quations aux variations. Les ~qua- 

tions diff~rentielles des ,;i ont alors la forme 

(io) d~,~ _ H~ + H~ 2) + H~ ~ + 
d t  = ai  r,i . . .  

H~ p) dtant un polynome homog~ne de degr~ p e n  ~;~ . . . .  ~,, avec des coefficients 

p~riodiques en t de p6riode 2~T. Les c~i sont les exposants caraet~ristiques. 

POtNCARk montre qu'on peut satisfaire formellement h c e s  6quations en 

d6veloppant les ri suivant les puissances de quantit~s A i  e"i t ( i  ~ i, 2 . . . .  n), les Ai 

4tant des constantes arbitraires. Les coefficients de ces d6veloppements sont 

p~riodiques en t de p~riode 2 :-c. II n 'y  aurait  exception que dans le cas off il 

y aurait  entre les ai une relation de la forme 

( I I )  ; ' l / - - I  + ~ q k f l k - - C ~ j  = 0 
k--I 

pour des valeurs enti~res non n~gatives des flk et enti~res (positives, n6gatives 

ou z~ro) de 7- 

En appliquant la m6thode de CAUCHr appel~e Calcul des Limites, POINeAR~ 

d~montre que les s6ries en question convergent, si l'expression (zz) ne peut de- 



L'ceuvre astronomique d'Henri Poincar~. 325 

venir plus petite que route quantit~ donnSe ~; c'est-s si aucun des deux 

polygones convexes qui enveloppent, le premier les points dont les affixes soar 

]es a et + 1/~-i, le second les points ayant  les affixes a et VL-I, - -  si aucun 

de ces polygones ne contient l'origine; c'est-s si les parties r~elles de routes 

les quantit~s a sont diff~rentes de z~ro et du m6me signe. 

I1 peut arriver que ces conditions suffisantes pour la convergence ne soient 

remplies que pour un certain nombre des coefficients a, par ex. pour %, . . . ~ , , .  

Si par ex. cq . . . .  a,~ ont leurs parties r~elles > o, on peut mettre A m + l ~  Am+2 ~- 

. . . . .  An ~ o e t  d~velopper ]es ~i en s~ries convergentes suivant les puissances 

des quantitSs A~e a~*, . . . A , n e a m  t. On aura ainsi des solubions asymptotiques de 

la premiSre famille. De m6me, aux exposants caract~ristiques dont les parties 

r~elles sont < o, correspondent des solutions asymptotiques de la deuxiSme fa- 

mill e. 

Les prineipes pr6c6dents s 'appliquent aussi aux ~quations canoniques avee 

n degr6s de ]ibert6. Toutefois deux exposants caract~ristiques 4rant identique- 

ment nuls et ainsi ~gaux entre eux, la derniSre des ~quations qui correspondent 

aux 6quations (io) aura la forme 

dvj2~ c~, ,_~ + H ~'~) u(~) ~dt  = 2n + "~2n + " " ,  

C 6rant une constante. N6anmoins le nouveau syst6me se traite comme les 6qua- 

tions (xo) et t o u s l e s  r6sultats pr6c6dents sur l'existence des solutions asymp- 

totiques subsistent. 

Si les ~quations canoniques sont du type (I), comme dans le probl~me des 

Trois Corps, les exposants caract~ristiques se d~veloppent suivant les puissances 

de V u et contiennent cette quantit~ comme facteur. Certains diviseurs ( i i)  sont 

done de l'ordre de Vp. Mais, en revanche, les quantit~s s int~grer sont toujours 

a u s s i  au moins du m~me ordre. POINCARk d~montre qu'il existe aussi pour ces 

~quations des solutions asymptotiques au voisinage de chaque solution pdriodique 

instable. Soit ~ . . . .  e~k les exposants caract~ristiques qui ont leur partie r~elle 

positive quand V u >  o. Pour les solutions asymptotiques de la premiere famille, 

les x~ et les yi sont d~veloppables suivant les puissances de ~ - - A ~ e ~ t , . . . ~  

-~ A~e~k t, les A ~ , . . .  Ak  ~tant des constantes arbitraires. Les coefficients de tous 

ees d~veloppements sont p~riodiques en t de m6me pSriode, que la solution p~ri- 

odique. Enfin les coefficients constants sont des fractions dont le num~rateur 

et le dSnominateur sont d~velopp4s suivant les puissances positives de Vp. Ces 

d~veloppements des xi et yi convergent uniform~ment rant  que t est assez v0isin 

de --: ~o et 1/~_> o et assez voisin de z~ro. On aura aussi des solutions asymp- 
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totiques analogues qui se rapprochent asymptotiquement de la solution pdriodique 

pour t ~ + ~ .  

POINCAR~ ddmontre qu'en ddveloppant les coefficients fractionnaires suivant 

les puissances de l/!t, on n 'aura que des puissances positives. Ainsi, pour les 

solutions asymptotiques des dquations (i), les x,. et les y~ sont ddveloppables sui- 

ran t  les puissances de I/!l, ~o~,. . .  col,, les coefficients dtant pdriodiques en t. On 

peut ordonner ces sdries suivant les puissances de 1/, et ddterminer les coeffici- 

ents direetement en par tant  des dquations diffdrentielles. Malheureusement ces 

s~ries ordonndes suivant les puissances de V!t ne sont pas convergentes. Mais 

POINCAR~ ddmontre qu'elles sont semiconvergentes. 

5 Non-existence des int~grales uniformes.  

On sait que le probl~me des Trois Corps admet plusieurs int~grales tr~s 

simples: celles du mouvement du centre de gravitY, celles des aires et cel]e des 

forces vives. M. BRUNS a ddmontr~ qu'il n'existe pas de nouvel]e int~grale algd- 

brique en dehors de ces intAgrales ddjh connues. 

POINCAR]~ a compldt6 la ddmonstration de M. BRUNS sur un point d61icat 

e t a  confirmd les r~sultats auxquels ce savant ~tait arriv6 [i66]. 

Mais POINCAR]~ a examind la question aussi d 'un autre point de vue [278 , 

ch. V]. I1 admet toujours que deux des masses sont petites (de l'ordre de ,~) 

par rapport ~t ]a troisi~me. En traitant,  selon son habitude, la question d'une 

mani6re aussi gdndrale que possible, POINCARE ne regarde pas seulement les dqua- 

tions spdciales du probl~me des Trois Corps, mais les ~quations gdndrales du type 

(i). I1 dSmontre que, saul certains cas exceptionnels, les ~quations ( I )n ' admet -  

tent pas d'autre int~grale analytique et uniforme que l'intdgrale F ~ eonst. Voici 

ce qu'il entend par lh: 

Soit q) une fonetion analytique et uniforme pour toutes ]es va]eurs rdelles 

des y, pour les valeurs suffisamment petites de , et pour les valeurs des x appar- 

tenant  ~t un certain domaine D; le domaine D peut d'ailleurs ~tre quelconque 

et ~tre aussi petit que l'on vent. Enfin O doit ~tre pdriodique par rapport  aux 

y de pSriode 2 z.  Dans ees conditions �9 est ddveloppable sous la forme 

(I2) q) ---- 0,~ + p O~ + ~C'O., + . . . .  

@0, @, @2 . . . .  ~tant uniformes par rapport aux x et aux y e t  p~riodiques par 
rapport aux y. 

PO{NCAR~ d~montre qu'en 9dndral une /o;~ction O de cette /orme ne peut  pas  

6tre une intdgrale de8 dquatians (i) .  
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En supposant qu'il existe une telle int6gra]e �9 distincte de F ,  il est permis 

de supposer que O0 n'est pas une fonction de F 0. En effet, si (D O 6gait une fonc- 

tion de F 0, POINCARk montre qu'il serait possible de d6duire de q)et  F une nou- 

velle int6grale �9 de la nature consid6r6e et pour laquelle �9 0 n'est pas une fonc- 

tion de Fo. 
La condition n6cessaire et suffisante pour qu'une fonction O soit une int6- 

grale s'6erit 

(~3) IF, o] = o, 

la quantit6 au premier membre 6tang ]a parenth~se de Po~ssoN. En 6galant 

z6ro ]es termes de diverses puissances en ,u dans le premier membre, on obtient 

une infinit6 d'6quations que nous nommerons (x3~ (i31), (i32) . . . .  
En par tant  de l '6quation (i3~ POI~CAR~ fait voir d 'une mani~re trSs simple 

que @0 ne peut  pas d6pendre de celles des variables y~, Y2, . . ,  Y~ qui sont con- 

jugu6es aux variables dont  d6pend F o. 

En met tant  ensuite dans l '6quation (i3 ~) les d6veloppements trigonom6triques 

de F, et de @,, il montre que les coefficients du d6veloppement de F~ doivent" 

satisfaire ~ certaines conditions sp6ciales pour qu'il existe un certain nombre 

d'int6grales de la forme (I2). Cela conduirait trop loin d'6num6rer ici ces conditions 

dont l'6nonc6 est assez compliqu6. POINCAR~ d6montre que ces conditions ne 

song pas satisfaites dans le probl~me dee Trois Corps. Pour d6montrer rigou- 

reusement le th6or6me, quelque peti t  que soit ]e domaine D, il faut consid6rer 

des termes infiniment 61oign6s dans le d6veloppement de F~. PoI~cAR~ fut ainsi 

conduit g former certaines expressions asymptotiques pour les coefficients de tr~s 

haut  degr6 dans le d6veloppement trigonom6trique de ]a fonction perturbatrice 

suivant ]es multiples des anomalies moyennes. Le r6su]tat auquel arrive PO~NCAa~ 

s'6nonce ainsi: Quand deux des masses song petites de l'ordre de ~, le probl~me des 

Trois Corps n'admet pas d'autres intdgrales de la /orme (~ )  que celles qui song dd~& 

t o n g u e 8 .  

6. S6ries de M. LIN1)STEI)T. 

Pour d6terminer le mouvement des plan~tes, les fondateurs de la M6canique 

c61este ont chereh6 d'int6grer les 6quations diff6rentielles en d6veloppant les 

inconnus suivant les puissances des masses. Les termes d'ordre n de ces d6ve- 

loppements  sont des polynomes en t d 'ordre n au plus, dont les coefficients song 

des d6veloppements trigonom6triques d 'un certain nombre d'arguments. Depuis, 

ees m6thodes classiques ont 6t6 perfectionn6es et employ6es surtout  par HA~SE~, 

LEVERRIER, NEWCOMB, HILL et GAILLOT. II a 6t6 ainsi possible de calculer le 
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mouvement des plan~tes pour plusieurs si~cles avee une exactitude comparable 

avee celle des observations modernes. 

Toutefois, 6rant donn6 que ces d6veloppements renferment le temps en dehors 

des signes sinus et cosinus, il est 6vident qu'ils ne peuvent pas suffire quand il 

s'agit de trouver les ehangements s6culaires des orbites. Pour 6tudier ces change- 

ments, LAGRANOE d~veloppa sous forme trigonom~trique les in~ga]it~s s6eulaires 

les plus importantes, pour lesquelles l 'exposant du temps est 6ga| s ]'ordre par 

rapport aux masses. D'ailleurs LA(~RANOE ne conserva que les termes du pre- 

mier degr6 par rapport aux excentricit6s et aux inelinaisons. Il lui fallut pour 

~a r6soudre un syst~me d'~quations diff6rentielles lin6aires s coefficients constants. 

La th6orie de LAGRANGE fur perfectionn6e par LEVERR[ER et CJELL]~RIER qui ont 

conserv~ aussi les termes du troisi~me et du cinqui~me degr6 par rapport aux 

excentricit6s et aux inclinaisons. 

Toutefois, il restait 5. d6montrer la possibilit6 d'~viter compl~tement les 

d6veloppements suivant les puissances du temps. C'est 3. DELAUNAY que revient 

l 'honneur d'avoir form6 le premier des s6ries g6n~rales purement trigonom6tri- 

ques satisfaisant formellement aux 6quations du mouvement. Mais DELAUNAY 

s'est occup6 seulement de la th~orie de la Lune. 

C'est N~WCOMB 1 qui d~montra le premier que les coordonn~es des 8 plan~tes 

peuvent ~tre d~velopp~es en s~ries purement trigonom~triques renfermant 

3 X 8 - - i - ~  23 arguments variant lin~airement avec ]e temps. La d~monstration 

de NEWeOMB repose sur la m6thode de la variation des constantes un peu gdn6- 

ralis~e. I1 avance par approximations successives, en par tant  des expressions de 

LAOUAN(~E Off les termes s~eulaires les plus importants ont d6j~t la forme trigono- 

m6trique. Toutefois NEWCOr~B avoue lui-m6me dans ]a pr6face de son m6moire 

que sa d~monstration ne peut 6tre consid~r6e comme d~finitive. D'ailleurs, la 

m5thode de NEWeO.~B, comme celle de DELAUNAY, demande un grand nombre 

de changements de variables assez eompliqu~s. 

Le problSme dent il s'agit fur r6solu aussi par GYLD~N dans sa th6orie des 

orbites absolues. Mais le mode d'exposition de GYLDI~N est malheureusement 

trSs compliqu6, et il n'est pas facile de d~gager dans sa th6orie l'id~e fondamentale. 

C'est pour simplifier les m6thodes de GYLDI~N que M. L1NDSTEDT commen~a 

s s'oceupcr de ]a question. M. LINDSTEDT "~ a trait6 les 6quations diff6rentielles 

de la forme 

d ~ x  
(I4) d t  ~ + n ~ x  ~ ~txo + ~f f i  x "}- "~[~'~X 2 + " ' "  , 

Smithso~ian Contr. to Knowledge, Vol. 2~ (~874). 
'-' M~m. de l'Acad. Imp. d. Sciences de St. P~tersbourg, Tome XXXI, ~o 4 (~88~) 
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oh les fonctions Ti, qui sont du premier ordre, ne renferment que des termes 

p6riodiques de la forme flcos(~t + b), les )~ 6tant incommensurables avee n. En 

supposant que l '6quation ei-dessus pr6sente eertaines sym6tries, lesquelles d'ail- 

leurs se t rouvent  r6alis6es dans la plupart  des applications, M. LINDSTEDT d6mon- 

tre que x peut  se d6velopper en s6rie trigonom6trique, oh un nouvel argument 

s'est introduit par l'int6gration. M. LINDSTEDT 1 appliqua sa m6thode au problbme 

des Trois Corps en admet tant  que les excentricit6s, les inelinaisons et le rappor t  

des rayons  vecteurs  des deux plan6tes sont des quantit6s petites. Il montre que 

les distances des trois corps peuvent  alors 6tre d6velopp6es en s6ries trigonom6- 

triques avee quatre arguments. 
Voilh ~ quel point se trouvait  la th6orie en question quand PoI~cARk 

commenea ~t s 'y int6resser. POINCARk se propose d 'abord de perfeetionner la 

m6tbode de M. L[NDSTEDT. II d6montre [97] qu'on peut  satisfaire formellement aux 

6quations (14) par une s6rie trigonom6trique m6me dans le cas g6n6ral off ]es fonc- 

tions Ti  ne pr6sentent plus les sym6tries dont nous avons parl6. La ddmonstra- 

tion tr6s int6ressante repose sur un th6or~me de G R ~ N  d'apr6s ]equel une cer- 

taine int6grale, 6tendue sur une surface fermde quelconque, est nulle. Pol~e~R~ 

fair preuve ici, eomme souvent, d 'une p6n6tration gdniale qui lui permet de d~cou- 

vrir ]es liens internes qui raccordent parfois entre elles des questions en appa- 

rence tout  ~ fair ind6pendantes. 

Plus tard, POI~CAR~ trouve [115; 279, n~ 127] que l '6quation (r4) peut  se 
r6duire ~ un syst6me eanonique avec deux degr6s de libert6, de la forme (I), F0 

d6pendant de tous les x~. I1 se pose alors le problSme d'int6grer formellement 

les 6quations g6n6rales de ee type  sans introduire de d6veloppements suivant 

les puissances de t. I1 suppose d 'abord que F 0 d6pend de routes les variables 

x~, . . . x . .  Il d6montre qu'on peut  satisfaire alors aux 6quations (i) en met tant  

(~5) 

oh 

xi = x~ + , .x~ + !l~'x~ + . . . ,  

y~ ~ w~ + , .y~ + ,tt~y~ + . . . ,  

wi  -- n i t  + e~i. 

Les constantes d'int6gration sont x ~ et t~i. Les constantes ni d6pendent des x~ et 

sont d6velopp6es suivant les puissances de ft. Les @ et yk sont des fonetions 

p6riodiques de p6riode 2 z  par  rapport  aux w~ et ddpendent d 'une manibre quel- 

conque des x~ mais sont ind6pendants des &i. I1 est facile de former directement 

t Ann. de l']~coie Normale, S6r. 3, Vol. I ( I 8 8 4 ) .  

Acta malhematica. 38. Impr im6 le 11 mat's 1915. 42 
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les coefficients des d6veloppements, si la fonction caract6ristique F, d6velopp6e 

suivant les multiples des y~, ne renferme que des cosinus. Mais en ne faisant 

pas cette hypoth~se, on rencontre les m6mes difficult6s que dans le eas g6n6ral 

de l '6quation (14). Par  l 'application de la m6thode d'int6gration de JAco~I, 

POI~CAR~ ~vite ces diffieult~s [279, n ~ 125]. 

Pour appliquer la m6thode de M. LI~DSTEDT au problSme g6n6ral des Trois 

Corps, il 6tait n6cessaire de traiter ]e cas important d'exception oh la fonction F0 

ne d6pend pas de toutes les variables x~, . . .  x~. L'emploi de la m6thode d'int6- 

gration de JACOBI conduit alors ~ certaines difficult6s, puisque certaines quanti- 

t6s de l'ordre des excentricit6s apparaissent 61ev6es ~ des puissanees n6gatives 

[279, oh. XI, XII]. POlI~IOAR~ 6rite la difficult6 en faisant un changement de 

variables dans lequel il fair usage des solutions p6riodiques de ]a premiere sorte. 

Toutefois, il semble que l'emploi de l '6quation aux d6riv6es partielles de JACOBI 

ne soit pas bien convenable dans le cas dont il s'agit. 

PO151CARI~ revient aprSs quelques ann6es ~ la m6me question [2o8], mais 

alors il part  des 6quations (2). II suppose d'abord que les ~ et ~ n 'entrent  pas, 

de sorte que F o d6pende de routes les variables de la premi6re cat6gorie. Pour 

effectuer l'intbgration, il d6termine les fonctions x k et y# (/c > o) des d6veloppe- 

ments (15) de sorte que la fonction F apr~s la substitution ne d6pende que des 

x~ et non pas des wl, et de sorte que l'expression 

i i 

soit une diff6rentie]le exacte. En prenant alors pour variables nouve]les les wl et 

]es x, q, la forme eanonique ne change pas, et comme F ne d6pend que des x~ ces 

quantit6s seront constantes, tandis que les wi seront des fonctions lin6aires du 

temps. - -  POII~C~ARg d6montre que les x~ et y~ se d6terminent tr6s faeilement 
d'apr~s ces principes. 

D'une mani~re tout  h fair analogue, POII~CARk effeetue l 'int6gration des 6qua- 

tions g6n6rales (2). En ne supposant, pour simplifier, que deux plan~tes, il cherche 

exprimer les variables en fonetion de six constantes x~, x~ ~ Ct, r Q~, Q4 et de 

six arguments fonctions lin6aires du temps w,, w2, r ~o2, ~oa, c~4. Les w varient 

rapidement et les c0 tr~s lentement. I1 d6veloppe suivant les puissances de ,, 

(I6) P P 

5,, = ~ !," ~'~, ,ik ~ ~ f," 'i~-, k ~ I, 2, 3, 4- 
P 
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Les fonctions x~, y~, ~ ,  ~i'~ (P > o) seront des fonctions p~riodiques des w, ddve- 

lopp~es d 'autres par t  suivant ]es puissances des quantit~s 

Cke~ Cke--~ 

Elles d4pendent en outre des x~ d 'une mani~re quelconque. Enfin les y~--w~, 

les ~ et les ~, seront ind6pendants des w. Quand on annulera les e~, les fonc- 

tions y~- -wi ,  ~ et ~, se r~duiront h z6ro. 

Cela 4tant, le probl~me dont il s'agit peut  6tre remp]ac6 par le suivant:  d6- 

terminer les s6ries (i6) de telle fa~on que d'une part  la fonction F,  quand on y 

a substitu~ les s6ries (i6), se r~duise s une fonction ~ ne d~pendant que des x ~ 

et Qk et de sorte que d 'autre par t  la quantit6 

X o 

soit une diff~rentielle exacte. Au lieu des variables xi,  yi ,  ~k, ~k, on peut intro- 

duire alors les x ~ , Q~, wi, cok. La forms eanonique subsiste. Puisque F ne d~- 

pend que des x ~ et des Qk, ces quantit~s seront constantes, tandis que les wi et 

les cok seront des fonctions lin~aires du temps, dans lesquelles les coefficients de 

t sont d~veloppables suivant les puissances de ~l et des r - -  POI~CAR~ d~montre 

que les s6ries (i6) peuvent  6tre d~termin~es d'apr~s ces principes. 

Une derni~re lois, PO~NC~R]~ est revenu sur le probl~me fondamentale 

d'int~grer sous forme trigonom~trique ]es 5quations du mouvement  des pla- 

n~tes [454, ch X]. Cette fois, il par t  des s~ries mixtes que donne l 'application 

de la m4thode classique de LAOR~NO~. I1 en d~rive une transformation canonique, 

laquelle conduit aux ~quations complStes dos in~galit4s s4cu!aires, jamais d4duites 

auparavant.  
POINOnR~ part  des ~quations (2). I1 y satisfait h l'aide de d~veloppements 

de l~ forme 

xi ~ x ~ § r yi ~ wi --b y2 + ciy~, ~ ~ ~ + ~ ,  ~ = ~ + c ~ .  

Les ~xi, cty~, c~k, ~ k  sont d~veloppables suivan~ les puissances de p, de t, des 

~ ,  des ~. et suivant les eosinus et les sinus de multiples des arguments w~ ~ ,~t, 

c'est-'s que ces quantit~s peuvent  8tre mises sous la forme 

Les p~ sont des entiers; A et ng ne d~pendent que des constantes xg; les h d~- 

pendent seulement des yg; M. est un mon6me entier par rapport  aux g~ et aux ~ .  
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Les 6xi ,  c~qi, r (J~k s ' annulen t  pour p : o ;  elles s ' annulen t  ~galement 

_0 sont les valeurs initiales des pour t-~ o, de sorte que les constantes  x ~ y~, ~-, ~,k 

inconnus xi, yl, ~k, ~?, pour t = O. 
Dans les d4veloppements (17), POINCAR~ regarde les wi comme des variables 

ind~pendantes.  I1 y pose aussi t = o, de sorte que les termes p~riodiques sont  

seuls conserves dans  les per turbat ions  c~xi, 6yi, ~ ,  ~ik .  En appelant  z tx i ,  d y i ,  

/_1~, g~k  ce que deviennent  alors ces per turbat ions  pSriodiques, PO~NCaR~ forme 

les ~quations 

: ~ k ,  = + ~/~ik (~8) Xi : X 2 4- ~ X i ,  yi wi + ~,o + d y l ,  ~k ,_~~ + ~: ~;k ~~ , 

~ ~]~, sont  des variables nouvelles, tandis  que les yi dans lesquelles les x ~ wi, ~k, o 

sont  encore regard~s comme des param~tres constants .  

]~videmment, en in t roduisant  dans  F les fonctions (i8) F ne d6pendra pas 

des wl en vertu de l ' int~grale des forces vives. 

Tou~efois, POINCAR~ ne conserve pas les x~ comme variabIes. En p a r t a n t  

des d~veloppements (17), il forme certaines fonctions Wi indSpendantes des wi, 

d~veloppables su ivant  les puissances de p, des ~], et des *i],, d~pendant  d 'une  ma- 

n i t re  quelconque des x ~ et se r~duisant  s x~ pour !~ ~ o. Il d~termine ces fonc- 

tions de sorte que, aprbs avoir  in t rodui t  dans (18) ]es x ~ exprim~s comme fonc- 

t ions des Wi,  des ~ et  des ~,~,, l 'expression 

~,xid?li + ~ d , i ~ - - ~  W i d , r i  ~ w ~ ~ 1 7 6  A:. _~ k tb Ak 

i k i k 

devienne unc diff~rentielte exacte. La  t ransformat ion  est alors canonique. Comme 

F ne dgpend pas des wi, les Wi sont  des constantes,  et les ~quations diff6ren- 

tielles deviennent  

Wi ~ const  

d~Y, d F  dr,~ d F  
(I9) d t - - d ] : - ~ '  dt  = - - d ~ '  

dwi  d F  
d t  d W i  

Les 6quations de la seconde ligne sont les bquations eompl6t.es des in6galit6s 

s6culaires. POJNCAR~ montre  qu 'on peut  y satisfaire en d6veloppant  les ~?, et ~l~, 

su ivant  les puissances des quanti t6s  

(20) oke§ ( ~ +  'k) V~i, 
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les qk et e~ 6tant des eonstantes d'int6gration. Les ok sont d6veloppables suivant 

les puissances de ,it et des r et sont divisibles par ~t. D'ailleurs Fun des ak est 

identiquement nul en vertu des int6grales des aires. 

Ayant  d6termin6 ces d6veloppements pour ~ et rl~, on obtient les wi par ]es 

6quations de la troisibme'ligne des formules (19). En d6signant par ni certaines 

quantit6s constantes, d6velopp6es suivant les puissances de ~t et des q~, les w i - - n i t  

seront d6velopp6s suivant les puissances des quantit6s (20). 

Ainsi se trouvent  d6termin6s les x ~ w i ,  ~ et ,]~ qui entrent dans les for- 

mules d6finitives (i8). 

7. S6ries de ill. B01tLIN. 

L'application de la m6thode de M. LI~DS~EDT aux 6quations (i), off Fo dd- 

pend de t o u s l e s  xt . . . .  x~, suppose qu'il n'existe pas de relation s coefficients 

dF~, En effet, dans les int6grations sucees- entiers entre les quantit6s nO= _ drY;" 

sires auxquelles conduit cette m6thode, on volt apparaltre des diviseurs de la 

forme ~ m ~ n ~ ,  les ml 6rant des hombres entiers. M~me dans le cas off un divi- 

seur est de l'orde de V~, les s6ries de M. LINDSTEDT deviennent illusoires, puisque 

pour certaines suites de termes (termes de mfime classe)  les d6nominateurs sont 

du mfime ordre de grandeur que les num6rateurs eorrespondants. 

On ne diminue pas la g6ndralit6 en supposant que le peti t  diviseur soit n~ 

de sorte que m, ~ 1, m~= o . . . .  m~ = o. 

Pour 6viter les difficult6s des petits diviseurs, une nouvelle m6thode d'int6- 

gration fut imagin6e par M. BOHLIN. 1 

elles de JACOBI 

Rids dS. 
\ d y l  " " " dy , , '  

I1 part  de l '6quation aux d6riv6es parti- 

Y~ . . . .  Y~/= c o n s t .  
/ 

la fonction inconnue S suivant 

S doivent 6tre p6riodiques par 

ordinaire, off le d6veloppement 

Il exclut le cas de la libration 

I1 s'agit d'int6grer cette 6quation en d6veloppant 

les puissances de V~. D'ailleurs les d6riv6es de 

rapport aux y. M. BOHLI~ ne traite que le cas 

de y~ renferme un terme proportionne] au temps. 

oh la fonction y~ contient seulement des termes p6riodiques. 

Imm4diatement aprbs, et d'une mani~re ind6pendante, la nouve]]e m6thode 

d'int6gration fut ddcouverte aussi par 1)OINCARF, [183; 279; ch. XIX, XX]. Celui-ci 

a trait6 aussi le cas si important de la ]ibration. 

i Bihang till K. Svenska Vet. Akad. Handl. Bd. 14, Afd. I, N:o 5. (1888). 
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Dans le cas ordinaire, les fonctions Sa qui apparaissent dans le d6veloppement 

S = S o  + V/ , s~  + (V , )~s~  + (V , , )~s ,  + . . .  

sent finies pour toutes les valeurs r~elles de Yl . . . .  yn. L'application de la rod- 

rhode d'int~gration de JACOBI est alors facile. La forme de ]a solution devient 

or 

k--O k=O 

Pour k > o, les x~ et les y~ sent des fonctions p6riodiques de n arguments wl . . . .  w~ 

lin6aires par rapport au temps. Les x ~ sent des constantes; les y~--wi sent des 

fonctions pdriodiques de l 'argument wl. Le coefficient de t dans cet argument 

est de ]'ordre de V~u. 

Dans le cas de la libration, les difficult6s sent plus graves. Alors, la fonction 

S t devient imaginaire h m o i n s  que l 'argument y~ soit compris entre certaines 

limites. Quand ees limites sent atteintes, les fonctions $3, $4, �9 . .  peuvent devenir 

infinies. La m6thode d'int6gration de JAcoBI doit done 6tre abandonn6e. 

Au moyen d'une fonction S satisfaisant b, l'~quation de JAcosI/~ des termes 

de l'ordre (V!L) s pros, POI~rCAR~ forme une transformation canonique par laquelle 

les ~quations diff6rentielles (i) sent ramen~es/~ un autre syst~me canonique d'une 

forme analogue mais plus sp6eiale. La solution cherch~e de ce nouveau syst~me 

peut 6tre obtenue par la m~thode de M. LINDSTEDT. 

Darts ce eas de la libration, la forme de la solution des 6quations (i) reste 
~ o  o . . .  o h peu pr6s la m~me que dans le eas ordinaire. Seulement y, ,  y , --w~,  y~--wn 

seront des fonctions p6riodiques de ] 'argument wt, dent  ]e coefficient de t e s t  de 

l 'ordre de V!~. 

PotsCAR~ apporte aussi la plus grande attention au cas limite par lequel 

so fair le passage du cas ordinaire au cas de la libration. Ce cas limite corres- 

pond h une certaine relation entre les eonstantes d'int6gration. Les divers termes 

du d6veloppement de la fonction S, qui satisfait h l'dquation aux d6riv6es parti- 

elles de JACoBr, sent alors finis pour routes }es valeurs des Yt . . . .  Yn- lls sent pd- 

riodiques de p6riode 4Jr par rapport ~ y~ et de p6riode 2I~ par rapport aux Y2, �9 �9 �9 Y~- 

L'application de la m6thode d'int6gration de JACOBI au cas limite montre 

que les variables xt, xk, y~, yk--Wk sent slots d6veloppables en s6ries ordonn6es 

suivant lea puissances de V~ et des cosinus et sinus des multiples de w:, w 3, . . .  w,~ 

et dent les coefficients sent des fonctions uniformes de w~; ees fonctions uniformes 

sent d6veloppables suivant les puissances de e ~ ,  si wl est ndgatif et suffisamment 

grand, et suivant eelles de e -"w~, si w~ est suffisamment grand (tt 6rant une con- 
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stante). On voit ainsi apparal tre  les puissances d'une exponentielle comme dans 

]es solutions asymptotiques. Et" en effet, pour n ~ 2, les s~ries dont il s'agit coin- 

cident avec les d~veloppements semiconvergents des solutions asymptotiques suivant 

les puissances de V~. En ordonnant  suivant les puissances de l'exponentielle 

seule (en r~unissant en un seul tons les termes qui contiennent une m6me puis- 

sance de l'exponentielle mais des puissances diff~rentes de V~), elles deviennent 

convergentes. 

Pour n > 2 ,  les solutions formeUes dont il s'agit doivent ~tre consid4r~es 

comme une g~n~ralisation des solutions asymptotiques. Elles se rapprochent 

pour t ~ + ~ ou pour t --~ - -  ~ de certaines solutions renfermant n -- : arguments 

qui forment une g~n~ralisation des solutions p6riodiques instables. 

PO:~CAR~ a essay~ d'~tendre la m~thode de M. BO~L:~ au eas d'exception 

oh F o n e  d~pend pas de toutes les variables x~ . . . .  x~ [279, ch. XXI]. Le pro- 

blame g~n~rale du mouvement des plan~tes rentre dans cecas .  Po:~cAR~ forme 

alors aussi la fonction S de JACOBL en la d~veloppant suivant ]es puissances de 

1/~ et suivant les multiples des variables y , , . . ,  y~. Toutefois, dans ce cas, les 

5quations auxquelles conduit la mdthode d'int~gration de JAcom ne peuvent plus 

se r~soudrc par le proc~d~ employ~ auparavant,  e'est-h-dire par le th~or~me de 

CAUCHY sur le d~veloppement des fonetions implicites. Les relations entre les 

variables xi, yl et les arguments w~ sont beaucoup plus compliqu~es que dans le 

cas oh F d~pend de tous les xi. Les r~sultats obtenus par POI~CAR~ dans le 

cas important d'exception dont il s'agit sont consid~r~s par lui-m6me comme bien 

incomplets, de sorte que de nouvelles ~tudes deviendront n~eessaires. 

Apr4s quelques ann~es, PO:~CARk est revenu sur la m~thode de M. BOHL~N 

en supposant encore que F 0 d~pend de toutes les variables x:, . . .  xn [28o, ch. XXV]. 

Il reprend d'abord le eas d~jt~ trait~ oh il n 'y  a qu'une seule relation lin4aire 

h coefficients entiers entre les n $ ~  dFo dr~ Rappelons que les x~ et les yi--wi sont  

alors d~veloppables en s~ries trigonom~triques de n - - :  arguments w~ . . . .  w~. 

Quant aux coefficients de ces s4ries, PO:NCAa~ les avait d~velopp~s auparavant  

en s~ries trigonom~triques d ' u n  argument r~el w,. Maintenant, il montre qu% 

pour les solutions voisines du cas limite, ces coefficients peuvent se d~velopper 

suivant les puissances de deux quantit~s 

Ae at et Are -at, 

oh a est r6el et d6veloppable suivant les puissances du produit (A A'). De cette 

mani6re, e'est la p6riode imaginaire des coefficients qui vient en apparence et 

non plus la p6riode r6elle comme auparavant.  
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Ensuite, POINCARI~ g6n(~ralise la m6thode de M. BOHL~ en supposant qu'il 

y a k relations ~ coefficients entiers entre les ~ .  Il montre que les xi et yi sont 

alors dSveloppables suivant les multiples de n - - k  arguments rapidement varia- 

bles w~+~, . . .w, ,  et suivant ]es puissances de V!~ et de 2~ quantit~s 

A~e~,~, A ' e - . ~ ; . . .  A~e.k ~, A'~e-.k ~ 

conjugu~es deux h deux. Les A et A r sont des constantes arbitraires d'int~gra- 

tion; les exposants a, qui sont de l'ordre de Vi~, peuvent se d6velopper suivant 

[es puissances de V~ et des (A~ A'~) . . . .  (Ak A~D. Dans le cas particu]ier od k ~ n - - i ,  

on retrouve les solutions asymptotiques en annulant  tous]es  A ou tous les A r. 

On voit ainsi que les solutions g6n6rales qui existent au voisinage d'une 

solution p6riodique (v~ritable ou g~n6ralis6e avec plusieurs arguments) ne son t  

autre chose que des s6ries de M. BOHL~.. 

8. Divergence des s6ries de MM. LINDSTEDT et BOHLIN. 

On pourrait  ~tre tent~ de croire que les d~veloppements trigonom~triques 

g~n~raux dont nous avons par]~ donnent la solution rigoureuse et complete des 

~quations de la Dynamique qui peuvent se mettre sous la forme (i). POI~CAR~ a 

bris~ ces esp~rances et montr~ que les s~ries en question ne peuvent pas ~tre 

uniform~ment convergentes par rapport aux quantit6s arbitraires qu'elles renfer- 

ment [I83; 279, oh. XIII ,  XIX].  
L'6tude de la convergence des s6ries (I5) se subdivise. I1 faut d'abord exa- 

miner la convergence des d6veloppements pour x/k et y~ et ensuite la convergence 

des s~ries totales pour xi et yi. 

Les quantit~s x/~ et y/k ont la forme de s~ries trigonom6triques des argu- 

merits wl . . . .  w~. Certains coefficients de ees s6ries sont agrandis en vertu des 

diviseurs ~ rain ~ 

Dans l'~tude de la convergence de ces s6ries, PoIz~cAl~l~ s'appuie sur un th~o- 

rgme dSmontr6 auparavant  par lui et d'apr~s lequel la somme d'une s6rio trigo- 

nom6trique ne peut constamment rester inf6rieure /~ la moiti~ d 'un quelconque 

de ses coefficients [3I; 93]. 

Ensuite, 6tant donn6es certaines valeurs de n~ . . . .  ~o, il montre d'une part  

qu'on peut toujours trouver, dans tout  voisinage de ces valeurs, d 'autres valeurs 
0 0 n . . . . .  n~ telles que les valeurs absolues des coefficients dans les d6veloppements 

de x. ~, et yk ne soient pas limit6es. Alors, ces d6veloppements ne sont pas unifor- 

mbment convergents pour toutes les valeurs r~elles du temps. Mais POINCAR~ 
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d6montre aussi d 'autre part  que; dans tout  voisinage de ces m6mes valeurs nl,-~ 

~ ~ pour lesquelles les s~ries convergent ~~ il existe d'autres valeurs n 1 nn 

uniform~ment pa r rapport au temps. 

Ce]a 4taut, les s~ries donnant x k e t y~ ne peuvent pas converger uniform~- 

ment pour  toutes les valeurs du temps et pour  toutes les valeurs des x~ 9 dans un 

domaine aussi petit  que l 'on veut. 

Pour ~viter cette difficultY, POI~CARk fait la remarque qu'on peut grouper 

les termes du d~veloppement de ta fonction caract4ristique F des ~quations (I) 

suivant les puissances de ~L, de sorte que les d4veloppements pour x k et y~ ne 

renferment qu'un nombre limit~ de termes. I1 suffit alors d'examiner la conver- 

gence des d~veloppements totaux (I5) pour xl et yi. 

POINCAR~, d~montre d'abord que ces s~ries ne peuvent pas converger uni- 

form4ment pour toutes les valeurs r~elles des wi, pour les valeurs suffisamment 

petites de ~L et pour ]es valeurs des x ~ comprises dans certains intervalles aussi 

petits que l'on veut. En effet, s'il y avait  convergence, :on pourrait r~soudre les 

~quations (I5) par rapport  aux x~ et wl. On trouverait ainsi n int~grales uni- 

formes, p~riodiques par rapport aux yl. Mais il y a plus. On pourrait choisir p 

et les x ~ de sorte que la solution (I5) soit p4riodique. En d~rivant par rapport 

aux x~ e~ par rapport aux param~tres additifs qui se t rouvent  dans les wi, on 

obfiendrait un syst~me eomplet de solutions des ~quations aux variations. Ces 

solutions seraient ou bien p~riodiques ou bien lin~aires par rapport s t avec des  

coefficients p6riodiques. Ainsi tous les exposants caract~ristiques de la solution 

p4riodique (I5) seraient nuls. En g~n~ral, il n'en est pas ainsi. Done ]es sSries (~5) 

ne convergent pas uniform4ment par rapport  a u x  quantit~s t~, wi et o X i .  

Enfin, POINCAR~ se demande si les s~ries (I5) peuvent converger uniform4- 

ment pour routes les valeurs r~elles des wl e t  pour les valeurs suffisamment pe- 

tites de it, les x~ 6rant ehoisis convenablement. Les raisonnements qu'il fait ne 

lui  permettent  pas d'affirmer que ce fait ne se pr~sentera pas. Toutefois, pour 

certaines raisons, PoI~C~Rk regarde eette convergence comme fort invraisemblable. 

D'une mani4re analogue, POZNCXR~ d~montre que les S~ries de M. BOHLII~ sont 

divergentes au m~,me titre que eelles de M. LINDSTEDT. En effet, si les s6ries ~taient 

convergentes, on obtiendrait, en r~solvant les formules de JacoB,, n int4grales unifor- 

mes par rapport aux x et y e t  p~riodiques par rapport aux y, ce qui est impossible, 

Il n'est pas diffieile de comprendre pourquoi les s~ries dont il s'agit sont 

divergentes. Pour les s~ries de M. L~NDSTEDT, la divergence d6pend des  petit  s 

diviseurs s ' introduisant par les integrations; Pour les s~ries de M. BOHL~N au 

contraire, elle r~sulte des grands multiplicateurs qui apparaissent en vertu des 

differentiations suceessives. 
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Toutefois, la divergence n'emp6che pas que ces s~ries ne puissent rendre des 

services consid6rables d 'une part  dans l '&ude qualitative des orbites et d 'autre  

par t  quand il s'agit du caleul pratique des perturbations. En g~n~ral, les astro- 

h o m e s  ne se sont pas oecup& de la question de la convergence; ils ont form~ 

des s~ries satisfaisant formellement aux ~quations du mouvement;  ils ont constat~ 

que les premiers termes de ces s(~ries diminuent plus ou moins rapidement et que 
la th4orie est en g4n~ral d 'accord avee les observations. 

C'est POI~CAR~ qui le premier a expliqu~ d'une mani~re satisfaisante cet 

accord. II a montr~ [279, ch. VIII]  que les s~ries qui satisfont formellement ~ un 

syst~me d'~quations diff(~rentielles sont semiconvergentes et qu'elles repr~sentent 

asymptot iquement  la solution eherch~e pour un certain temps limit6. Pendant  ce 

temps, ]es s~ries de la M~canique c~leste jouissent donc des m6mes propri~t~s 

que la s~rie de STIRLINO. Appelons par ex. X~ et Y~ les sommes que l 'on ob- 

tient en n~gligeant dans les d~veloppements (~5) et dans ]curs arguments wi tous 
les termes en !~P~-~, p P + ~ , . . .  On aura 

I i , - 0 l  gP = o ,  , ,=0  gP I 

Puisque tt est donn6, l 'approximation est limit6e. D'ailleurs, l 'approximation di- 

minue quand l'intervalle du temps augmente. Toutefois, &ant  donn6 les petites 

valeurs des masses des plan6tes, les ddveloppements nouveaux de la Mdcanique 

c61este repr6senteront probablement le mouvement  des corps c61estes avec une 

trbs grande approximation pendant  des intervalles de temps extr6mement longs. 

9. Invar ian t s  int~graux.  

Pour arriver h certains r&ultats  d~lica~s, dans ses recherches sur les ~qua- 

tions de la Dynamique, POINCAR~ s'est appuy~ souvent  sur une notion nouvelle 

c r ~ e  par lui, celle des invariants int~graux [~83; 280, ch. XXII ,  XXIII] .  
Rappelons par quelques mots leur d~finition. Soit 

(21)  d x! : dx2 dx. dt, 

un syst~me d'~quations diff~rentielles. Soit x~ . . . .  a':, un point quelconque d'un 
0 0 domaine D(o) s k dimensions. Les valeurs initiales x . . . . .  xn pour t ~ o d4finis- 

sent une certaine solution des ~quations (2I). Soit dans cette solution x~ . . . .  x,, 

les valeurs des variables pour la valeur t de la variable ind~pendante. Quand le 
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point x~ . . . .  x~ pareourt  le domaine D (o), le point x~ . . . .  xn parcourt  un domaine 

D (t) appel6 le cons6quent de D (o). Consid6rons une int6grale 

I ~ / F ( x l  . . . .  xn; dxl . . . .  dx~), 

F 6tant une fonetion homog~ne de degr6 k par rapport  aux diff6rentielles. Si la 

valeur de I 6tendue sur le domaine D (t) est ind6pendante de t, POINCAR~ dit que 

I e s t  un invariant int6gral d 'ordre k du syst~me (21). 

Comme exemple, citons lc volume constant d 'une partie d6termin6e d'un 

fluide incompressible dont  le mouvement est permanent. 

Soit d 'une mani~re plus g6n6rale M le dernier multiplicateur du syst~me (21). 

PoI~c~ak d6montre que 

I ~ / M d x ~ . . .  dx,~, 

est un invariant integral. 

Dans le cas des 6quations de la Dynamique,  on peut former un certain nom- 

bre d'invariants int6graux tr4s importants.  Soit xl, yi (i = I, 2 . . . .  n) los varia- 

bles conjugu6es. En partant  des propri6t6s des 6quations aux variations, POINCARk 

d6montre que 

I, ~ f l ~ d x i d y ~ ,  

(. 
(22) 12= ~dxidy~d~kdy~, 

" i , k  

. . . . . . . . . .  ~ 

I ,~=/dxl  dyj dx2 d y2 . �9 �9 dxnd y,~ 

sont des invariants int~graux. Le dernier peut  6tre obtenu aussi par le dernier 

multiplieateur qui est ici 6gal s l'unit6. Dans ses reeherehes sur les solutions 

p~riodiques du deuxiSme genre, sur les solutions doublement asymptot iques et sur 

la stabilit6 du mouvement,  POI~CAR~ a tir6 un grand patt i  des invariants It  et I , .  

Soit x~ et yl les projections des rayons vecteurs et des quantit6s de mouve- 

ment d 'un systSme de points mat6riels. En supposant que la fonction des forces 

est homogSne de degr6 p par rapport  aux x, POINCAR~ d6montre que l 'expression 

I - ~ ; ~  (2xidyi-- pyidx~) 
,2  i 

est une fonetion lin6aire du temps. 
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En partant  de ce th6or6me, POIiNCARt~ d6duit certaines formules de v6rifica- 

tion [I49; 280, eh. XXIVJ auxquelles doivent satisfaire les sdries gdngrales qui 

satisfont formellement aux 6quations diff6rentielles de la Mgcanique e61este, s6ries 

dont nous avons parl6 dans les trois n ~ pr6c6dents. Ces proc6d6s de contrSle 

ont une grande importance pratique, v u l e s  calculs longs et difficiles qui sont 

n6cessaires pour d6duire les s6ries en question. 

~o. Solutions p6riodiques du deuxi~me genre.  

Les solutions pdriodiques ddpendent en gdndral d 'un certain nombre de para- 

m6tres. Darts plusieurs probl6mes de la M6canique c61este, la quantit6 ,tt, qui 

est de l'ordre des forces perturbantes,  est un de ces param6tres. Rappelons que 

dans le probl6me des Trois Corps les solutions p6riodiques de la premi6re, de la 
seconde et de la troisi6me sorte renferment encore un param~tre essentiel. 

Cela 6rant, POI~CAI~]~ considdre un syst6me d'dquations diff6rentielles ayant  

une solution p~riodique P qui d6pend d'un param~tre )~ et dont la p6riode est T. 

D6signons par P0 et To la solution p6riodique et sa p6riode pour )~ = o. PoI~- 

CAR~ se demande si les 6quations admet tent  d 'autres solutions p6riodiques dont  

la p6riode, pour de petites valeurs de ),, est b, peu pr6s un multiple pTo de To, 

et lesquelles se confondent avec la solution p6riodique P(, pour )o= o. Ces solu- 

tions, si elles existent, s 'appelleront solutions pdriodiques du deuxi~me genre [I83; 

280, ch. XXVIII] .  

Pour  qu'une solution au voisinage de P0 ait ]a p6riode p(To + r), il faut 

et il suffit que v et les valeurs initiales des variables satisfassent ~ certaines 

dquations de condition. En formant ees 6quations et en par tant  aussi de l'6qua- 

tion qui donne les exposants caract6ristiques de P0 eonsid6r6e comme une solu- 

tion p6riodique avec la p6riode pTo, POI~CAR~ arrive au r6sultat suivant: pour 

qu'i! existe des solutions p6riodiques du deuxi~me genre, il faut que pour /t = o 

l'un des exposants caract6ristiques de P~, qui n'est pas identiquement nul, soit 

2 k~r V - i  
un multiple de 2Jr,_V--_-~ (soit a, k et p 6rant des entiers). 

p To p To ' 
Cette condition n'est pas suffisante en g6n6ral, puisque tes nouvelles solu- 

tions peuvent ne pas 6tre rdelles. Mais POINCAR~. d6montre que la condition 

6nonc6e est aussi suffisante pour l 'existence de solutions p6riodiques du deu- 

xic~me genre, quand il s'agit des 6quations de la Dynamique. 

Pour  la d6monstration, POLWCAR$ part  de l ' invariant int6gral I~ des formules 

(22). En d6signant par _~i et ,;i les valeurs de xi et yi pour t = o e t  par Xi et Yi 
les valeurs de xi et y~ pour t = p T  on aura 
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f / ~  (dX~d Y i - - d ~ i d ~ i )  ~ o ,  

l'int6grale double 6tant 6tendue ~ une aire quelconque A. En rempla~ant l'int6- 

grale double par une int6grale simple 6tendue au contour de l'aire A, PoI~cAa~ 
trouve que l'expression 

dSp = ~ [(Xi - -  ~i) d( Yi + *ii) - -  ( Yi - -  ~]i) d (X i  + ~_'i)] 
i 

est une diff6rentiel]e exacte. 

8~ est une fonction holomorphe des ~i' des ~i et de T au voisinage des va- 
leurs ~2, ~ ,  T~, en d6signant par ~o, 70 les valeurs initiales qui correspondent 

la solution p6riodique P0. POI~OARg d6montre que S~ est aussi holomorphe 
par rapport aux variables Xi + ~i, Yi + ~i et T. 

On peut regarder T eomme le param~tre qui caraet6rise la solution p6ri- 
0dique. Les conditions de p6riodicit6, qui s'6crivent 

(23) Xi  - -  ~i = o, Y~ - -  '~]i = o 

prennent la forme 

ou bien 

(i ~ i,  2 . . . .  n) 

dSp dSp 
d ( X i + ~ ) = o ,  d ( Y i + v ~ i ) - - o  ( i =  1 , 2 , . . . n )  

(24) dSp d S  v - = o ,  - - = o .  ( i = I ,  2 . . . .  n) 
d~i .dv~ 

Ces 6quations sont satisfaites par les valeurs ~i = ~ ,  ~ = ~i (fonctions de T) 
qui correspondent s la solution p6riodique P de p6riode T .  POI~CCAR~ pose 

~ i ~  + ~'i, ~ i = ~ i + ~ ' i .  Sp devient une fonction des ~r et des ~'i qui est sta- 
tionnaire quand les ~r et les ~'~ s 'annulent, T 6tant quelconque. Les termes du 
second ordre par rapport aux ~r et ~]'i peuvent se mettre  sous la forme d 'une 
somme de carr6s de fonctions lin6aires et homog6nes par rapport  aux ~'i et ~'~. 

En d6veloppant les formules, POI~CAR~ d6montre que les coefficients de deux do 

ces carr6s, ayan t  le m6me signe, renferment le faeteur sin a~p_T lequel s 'annule 
V--~' 

en ehangeant soil signe quand T passe par To. Les coefficients des autres carr6s 
ne s 'annulent pas alors. 

En par tant  de cette propri6t6 de la fonction Sp, POINCARk d6montre que 

les 6quations (24) resp. (23) possbdent encore des solutions rdelles diff6rentes de 
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~.. ~. 
~- -~_~ ,  , , i - - rc i  et qui eofneident avec cette solution pour T - - T  0. Ces nouvelles 

solutions donnent les valeurs initiales des solutions p6riodiques du deuxi6me genre. 

Les r6sultats subsistent aussi dans le cas off la fonction caract6ristique F 

des 6quations diff6rentiel]es est p6riodique par rapport aux yi  de p6riode 2 z  et 

si, dans la solution p6riodique, les yi augmentent de 2mi;'v au bout de la p6riode 

T (mi 6tant entier). On n'aura qu'~, remplacer Yi par Y i - - 2 m i p z r ,  dans les 

raisonnements. 

POINCAR~ a fair une 6tude plus d6taill6e des solutions p6riodiques du deu- 

xi6me genre dans le can relativement simple off il n 'y  a que deux degr6s de libert6 

(renfermant comme cas sp6cial le problbme restreint des Trois Corps). I] montre 

alors comment on peut former effectivement ces solutions [280, ch. XXX]. Les 

d6veloppements, auxquels il arrive, proc6dent suivant les puissances de V~. 

Quand p > 4, on aura deux solutions p6riodiques du deuxi6me genre essentielle- 

ment diff6rentes, qui se eonfondent pour ,~ = o a v e c l a  solution pdriodique du 

premier genre, et qui sont r6elles toutes ]es deux ou bien pour )~ > o ou bien 

pour ).< o. L'une de ces solutions p6riodiques du deuxi6me genre est stable, 

l 'autre instable. Quand p = 2 ,  3 ou 4, les choses se compliquent et plusieurs 

hypoth6ses sont possibles. 

Dans lc cas des 6quations (r), on aura des solutions p6riodiques du premier 

genre dans lesquelles les variables y~ augmentent  de multiples de z~ au bout de 

la p6riode. Les exposants caract6ristiques sont d6veloppables suivant les puis- 

sances de 1/!l et sont divisibles par V~. Pour les solutions pdriodiques du deu- 

xi6me genre qui y correspondent, le nombre p e s t  done n6cessairement consid6rable 

et ]a p6riode tr6s longue. 

Supposons deux degr6s de libert6. Admettons que pour !L =,u~ ]'un des 

exposants caract6ristiques de la solution p6riodique du premier genre soit un 

multiple de . . . . . .  2~V--~ En admet tan t  que uo ne soit pas trop grand, POINCAR~. 
p T  ~ �9 

d6montre que c'est pour u > :'o qu'existent alors les deux solutions p6riodiques du 

deuxi~me genre. 

Le probl~me restreint des Trois Corps rentre dans ce cas, et alors ce sont 

les solutions p6riodiques de la deuxigme sorte qu'il faut regarder comme du pre- 

mier genre. 

Mais le problgme restreint poss~de ausni des solutions p~riodiques de la pre- 

miere sorte. Si la masse ,u est petite, les deux exposants caract~ristiques qui ne 

~ V - - I  T ~tant la pgriode. On sont pas identiquement nuls sont voisins de 4- T ' 

peut regarder u comme eonstante, tandis que la constante C de l'intggrale de 
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J.~COBI joue le r61e d u  param&tre ~. En admet tant  que la masse de la plan&te 

perturbante (Jupi ter )soi t  ~ la masse du Soleil 6tant choisie eomme unit6, G. HI 
i O  ~ 

DARWI~ ~ a calcul6 p a r  quadratures m6eaniques ]es 

premiere sorte pour diverses valeurs de C. Pour une 

pondant  ~t un moyen mouvement de l 'ast6roide un 

fois celui de Jupiter),  DARWIN trouve que l 'exP0sant 

solutions p6riodiques d e  la 

certaine valeur C0 (corres- 

peu plus grand que trois 

caract6ristique passe par la 

valeur To (To. 6tant la p6riode qui correspond h Co). Pour  les valeurs de 

C un peu plus grandes que Co (T < To), l 'exposant caract6ristique est purement 

imaginaire, et l 'orbite p6riodique stable; au contraire, quand C est un peu plus 

petit  que C 0, l 'exposant caraet6ristique est complexe, et l 'orbite p6riodique est 

instable. 

POINCAR~ a repris la question [280, n ~ 381--384] par la vote analytique 

en n6gligeant, pour abr6ger, tous les termes de courte p~riode dans le d6veloppe- 

ment de la fonction perturbatriee. Les ~quations du mouvement  peuvent  alors 

6tre eompl4tement int6gr~es. POINCAR~ arrive aux conclusions suivantes: pour 

deux valeurs Ca et C~ (Co > C~), correspondant h des moyens mouvements un peu 

plus grands et un peu plus petits que le triple du moyen mouvement de Jupiter,  

la solution p6riodique de la premiere sorte change sa stabilitY. Si C est un peu 

plus grand que Co, la solution p6riodique de la premiere sorte (eonsid6r6e comme 

du premier genre) est stable. Quand C passe par Co, cette solution devient in- 

stable. En m6me temps, deux solutions p6riodiques stables et du deuxi~me genre 

apparaissent qui n'existaient pas pour C >  Co. Elles coincident pour C--Co 
avec la solution p6riodique de la premiere sorte. La p6riode de ces deux solu- 

tions (qui ne sont pas essentiellement diff6rentes l 'une de l 'autre) est d 'abord 

deux lois celle de la solution p6riodique du premier genre. Entre  C o et C1, la 

solution p6riodique de la premiere sorte reste instable. Quand C passe par C1, 

cette solution redevient stable. En m~me temps apparaissent deux solutions p6rio- 

diques (pas essentiellement distinetes) instables et du deuxi~me genre, coincidant 

pour C----C1 a v e c l a  solution p6riodique de la premi4re sorte et n 'existant que 

pour C < C1. Leur p~riode est d 'abord deux fois eelle de la solution p6riodique 

de la premiere sorte. POINCARg fair la remarque que ]es solutions p6riodiques 

du deuxi~me genre qui apparaissent ainsi quand C passe par Co et C1 ne sont 

autre chose que les solutions appel6es auparavant  solutions p6riodiques de la 

seconde sorte. 

z Acta mathematica, Tome 2I (I897). 
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POINCAR]~ n'a pas 6tudi6 d 'une mani6re g6n6rale la stabilit6 des solutions 

p6riodiques de la premi6re sorte dans le probl6me des Trois Corps. II me semble 

qu'une telle 6tude pourrait  nous donner des renseignements importants sur les 

limites entre lesquelles peuvent exister des orbites g6n6rales s peu pr6s circulaires.  

Peut-~tre serait-il possible d'expliquer ainsi les lacunes fameuses dans l 'anneau 

des ast6roides. 

~ .  Nouvelles g6n6ralit6s sur  les solutions p6riodiques.  

Quand il s'agit de d6montrer l 'existence de certaines solutions dans un pro- 

blame dynamique, il est souvent utile d 'appliquer ]es principes du calcul des varia- 

tions. En effet, h chaque syst6me dynamique correspond une int6grale, nomm6e 

l'action maupertuisienne, dont la variation est nulle quand l'int6gration s'effectue 

le long d'une orbite du syst~me. Pour  que l 'action soit effectivement minima 

en suivant une orbite S entre deux points Mo et M~, il faut et il suffit qu'il n 'y  

ait aucun /oyer de M~ entre M o e t  M~. Rappelons que le foyer de M,, est un 

point Mr0 sur l 'orbite S tel qu'i] y ait des orbites qui se rapprochent de M 0 et de 
Mr0 h des distances infiniment petites du second ordre. 

POINCARk applique la th6orie des foyers aux solutions p6riodiques des 6qua- 

tions de la Dynamique ayant  deux degr~s de libert6 [28o, ch. XXIX] .  I1 montre 

q u e  chaque point d 'une orbite p6riodique stable poss6de un foyer. Au contraire, 

les orbites p6riodiques instables peuvent  se r6partir en deux catdgories. Sur une 

orbite p~riodique de la premi6re cat~gorie aucun point n'a de foyer. Une orbite 

p~riodique de la seconde cat6gorie se partage en un nombre pair d'arcs. Chacun 

des points de ~ l'un des arcs aura son premier foyer sur l'arc suivant. 

Cela 6tant, PO~NCAR~. d~montre la proposition: Pour qu'une courbe /ermde 
corresponde ~ une action moindre que toutes les courbes [ermdes in/iniment voisines, 
il /aut et il su]/it que cette courbe ]ermde corresponde ~ vne solution Tdriodique in- 
stable de la premiere catdgorie. 

En par~ant du principe de moindre action, POINCAa~ d6montre encore une 

fois l'existence des solutions p~riodiques du deuxi~me genre, en supposant qu'il 

y a deux degr6s de libert6 et qu'il s'agit du mouvement  absolu [28o, n ~ 371--376], 

Soit P une orbite p@riodique stable renfermant un param~tre ),. Soit T la 

p6riode et admettons que pour ~ = o  l 'exposant caract6ristique a ait la valeur 

a'= 2 k z l / ~ I I : p T ,  k et p 6tant des entiers (p > 4). POI~'CAR~ d6montre d 'ab0rd 

que, sur l 'orbite p6riodique qui correspond ~ )~ = o, chaque point coincide avec 
son 2k i~me foyer et qu'on arrive h ce foyer apr~s avoir fair p fois le tour de 

l 'orbite P. Puis il d6montre que, ~ 6tant h peu pros z6ro et situ6 d'un certain 
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eSt6 de z6ro, il est possible de dresser par chaque point M de l 'orbite p6riodique 

deux autres orbites qui se recoupent en ce m~me point apr~s avoir fair p fois le 

tour de l 'orbite P e t  en la coupant 2k fois. A chaque point de P correspondent 

ainsi deux boucles. En faisant la m~me construction pour t o u s l e s  points M de 

P, on obtiendra deux s6ries de boucles. L'action calcul6e le long d'une de ces 

boucles variera avec la position du point M; pour chaque s6rie elle aura au 

moins un maximum et un minimum. POINCA~k d6montre que, si Faction est 

ainsi maxima ou minima, les deux tangentes de la boucle au point M coincident 

de sorte que la boucle est une solution p6riodique. On obtiendra ainsi 4k solu- 

tions p6riodiques mais dont seulement deux sont essentiellement diff6rentes. L'une 

correspond au maximum, l 'autre au minimum de Faction. Les solutions ainsi 

trouv6es song 6videmment les solutions p6riodiques du deuxi4me genre. 

La d6monstration ne s'6tend au cas du mouvement relati/ que si l'action 

reste positive tout  le long de P,  ce qui n'arrive pas t o u j o u r s . -  

POINCAR~ a consacr6 [36I] ses derniers efforts s la d6monstration d'un 

th6or6me de G6om6trie qui lui permettrai t  d'6tendre consid6rablement nos con- 

naissances sur les solutions p6riodiques des probl~mes de la Dynamique ayant  

deux degr6s de libert6. Le th6or6me dont  il s'agit fur d6montr6 quelques mois 

apr6s la mort de POINCARI~ par M. G. D. BIRKHOFF 1. En voici l'6nonc6: 

Regardons une couronne limit6e par deux circonf6rences concentriques. Sup- 

posons qu'une transformation ponctuelle biunivoque transforme la couronne en 

elle-m~me, de sorte que lea deux circonf~rences tournent en sens contraires. Ad- 

mettons de plus que la transformation conserve les aires ou, plus g6n6ralement, 

qu'elle admet un invariant int6gral positif, c'est-s qu'il existe une fonction 

positive ](x,y) telle que l'on ait 

f f / ( x , y )  dxdy ~ f S  / ( X , Y ) d X d  Y, 

les deux int6grales 6rant 6tendues s une aire quelconque et b~ sa transform6e. 

Alors, il existera toujours ~ l'int6rieur de la couronne deux points qui ne seront 

pas alt6r6s par  la transformation. 

POI~CARk applique [36I] ce th6or~me, de l 'exaetitude duquel il 6tait con- 

vaincu, aux probl4mes de Dynamique ayant  deux degr6s de libert6 et en parti- 

culier au probl6me restreint des Trois Corps. Rappelons bri~vement en quoi 

consiste ce probl~me: Un corps A, dont la masse est infiniment petite, est attir6e 

par deux corps S (Soleil) et J (Jupiter), qui se meuvent  en cercles concentriques. 

1 T r a n s a c t i o n s  of t he  A m e r i c a n  M a t h e m a t i c a l  Society,  Vol  I4, Nr  I (x912). 

Acta matllematica. 38. Imprim6 le 11 mars 1915. 44 
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Le mouvement de A a lieu dans le plan de ces cercles. Le probl~me restreint admet 

une int~grale premiere, appel~e l'int~grale de JACOBI. ] l e s t  bien connu par les 

t ravaux de MM. HILL et BOHLI.'," que, pour des valeurs grandes de la constante 

de l'int5grale de JACOBI, le mouvement de A est limitd par une certaine courbe 

ferm~e, sur laquelle la vitesse relative de A est nulle. Si la constante de JACOm 

est assez grande, il y a trois courbes limites ferrules, la premiere entourant le 

corps S, la seconde le corps J e t  la troisi~me l'infini. 

POII, lCAR~ admet que la force vive dans le mouvement relatif air une valeur 

d6termin6e et si grande que la courbe limite entourant S existe; il admet aussi 

que le corps A se trouve s l'origine du temps h l'int6rieur de cette courbe. Cela 

6tant, en admettant qu'il existe une solution pgriodique stable, POII~CAR~ montre 

qu'il y a ngcessairement une in/initd de solutions pdriodiques (ce qui n'6tait ddmontr6 

auparavant  que pour de petites valeurs du rapport des masses de J e t  de S). 

Rappelons en peu de mots les principes de la d6monstration. 

]~tant donn6e l'intdgrale de JACOBI, qui donne en chaque point la grandeur 

de la vitesse relative, le mouvement ddpend seulement de trois gld,ments: les deux 

coordonndes relatives du point mobile A e t  la direction de sa vitesse relative. 

POII~CAR~ montre qu'on peut faire correspondre d'une mani6re univoque h chaque 

61dment un point de l'espace. A chaque solution correspond ainsi une courbe 

dans cet espace; et par chacun des points de cet espace passe toujours une 

courbe et une seule. A ehaque solution p6riodique correspond une courbe fermde 

et inversement. Soit C o la courbe fermde qui correspond g la solution pdriodique 

stable donn6e. Imaginons maintenant  une aire D limit6e par cette courbe. POIN- 

CAR~ suppose que cette aire D est simplement connexe et ne se recoupe pas 

elle-mSme, et de plus qu'elle est sans contact, c'est-s qu'en aucun point de 

cette aire une courbe C (correspondant s une solution g6n~rale)ne vient toucher 

la surface courbe dont cette aire fait partie. 
Soit alors P u n  point quelconque de D, et P' le consdquent de P c'est-~-dire 

le point, off la courbe C, qui passe par P, recoupe la prochaine lois l'aire D. 

POINCAR~ ddmontre que la transformation T qui fair passer d 'un point s son 

consdquent est une transformation ponctuelle continue de l'aire D e n  elle-mSme. 

D'ailleurs, il r6sulte de la thdorie des invariants int6graux [28o, ch XXVII] que 

la transformation T admet un invariant intdgral positif. 

Soit maintenant  ~-CeV'-i les exposants caractdristiques de la solution pd- 

riodique stable consid6rde. POINCAR~ ddmontre qu'on peut assimiler l'aire D 

l'aire d'un cercle, au point de vue de l'Analysis Situs, de cette mani6re que par 

la transformation T ce cercle se transforme en ]ui-mfime, ]a pdriphdrie ayant  tourn6 

l'angle 2:c:(c~ + m), m ~tant un certain entier. 
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Un th6or~me de KRONECKER enseigne alors qu'il y a, s l'int6rieur de D, 

un nombre impair de points inalt6r6s par la transformation; s chaeun d e  ces 

points correspond une solution p6riodique; une au moins de ees solutions est 

stable. Soit P0 le point correspondant; nous pouvons ehoisir nos eoordonn6es 

de sorte que ce point corresponde au centre du cerele. 

Soit • flV- i les exposants caract6ristiques de la solution p6riodique stable 

qui correspond s ]a courbe ferm6e Cr0 qui passe par P0. POINCAI~ d6montre 

que, par la transformation T, la r6gion pr6s du centre du cercle tourne de l'angle 

2zv (fi + n) autour du centre, n 6tant un certain entier. 

L'aire du cercle peut fitre consid6r6e comme une couronne dont le rayon 

int6rieur est nul. Cela pos6, effectuons d'abord la transformation Tp, puissance 

p~m~ de T, et ensuite une seconde transformation qui tourne tout  le plan du cercle 

l'angle 2 qz~, q 6rant un entier queleonque. En combinant ces transformations, 

les deux circonf6rences de la eouronne" tourneront les angles 

(25) 2~ ~ m + q  et 2z(p( f l+n)+q) .  

A moins que (fl + n)(a + m ) =  i ,  on pourra trouver une infinit6 de couples de 

nombres entiers p e t  q tels que les deux angles (25) soient de signes contraires. 

Le th6or6me g6om6trique de POI~CAR~-BIRKHOF~ est donc applicable. 

Comme p et q peuvent prendre une infinit6 de valeurs, cela nous fait utm 

infinit6 de solutions p6riodiques. 

En variant les donn6es du problSme, les solutions p6riodiques et les exposants 

caract6ristiques changent. Les solutions p6riodiques qui correspondent au couple 

p, q ne peuvent disparaltre qu'en se confondant avec l 'une ou l 'autre des deux 

solutions p6riodiques qui correspondent aux courbes ferm6es Co et C'0, c'est-~t-dire si 

q X 

p a + m  
ou fl + n. 

On retrouve ainsi les solutions p6riodiques du deuxi6me genre. 

I1 reste s dire que, pour de petites valeurs de la masse ~t du corps J ,  on peut 

s 'arranger de sorte que Co et C'0 correspondent aux deux solutions p6riodiques 

de la premi6re sorte. 

Evidemment, ees derni6res reeherches-de l'illustre savant ouvrent des per- 

spectives tr6s 6tendues sur la th6orie g6n6rale des solutions p6riodiques. POINCARk 

dit lui-mSme qu'il entrevoit, mais d'une mani6re beaucoup plus vague, qu'on 

pourrait se servir de eette m6thode pour montrer que les solutions p6riodiques 

sont i~beralldicht. 
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i z .  S o l u t i o n s  d o u b l e m e n t  a s y m p t o t i q u e s .  

Les solutions asymptotiques qui existent  au voisinage d 'une solution p~rio- 

dique instable se par tagent  en deux families. La premiSre famil]e renferme les 

solutions qui pour t ~ - -  ~ se rapprochent  asymptot iquement  de la solution pSrio- 

dique; dans ]a seconde famille au contraire, ce rapprochement  asymptot ique a lieu 

pour t = + ~ .  I1 est facile d'~tudier les solutions asymptotiques de la premiere 

famille pour  des valeurs trSs grandes et n~gatives de t; mais il est encore impos- 

sible de poursuivre eette ~tude pour des vateurs tr~s grandes et positives de t. 

]nversement,  l '~tude des solutions asymptotiques de la seconde famille doit ~tre 

trSs eompliquSe pour des valeurs trSs grandes et n~gatives de t. 

L 'une des plus belles d4couvertes de POI~CAR~ se rat tache s la th~orie des 

solutions asymptotiques.  La th~orie des invariants int~graux, e r ~ e  dans ce but, 

lui permet en effet de d~montrer l 'existence de solutions doublement asymptoti-  

ques qui se rapprochent  asymptot iquement  d 'une solution p4riodique d'une par t  

pour t = - - ~  et d 'autre  par t  pour t =  + ~ [I83; 28o, ch. XXVII ,  XXXII I ] .  

Dans l'~tude de ces solutions, POI~CAR~. se borne s un cas trSs particulier, 

celui du problSme restreint des Trois Corps. Il admet que le rappor t  !, des deux 

masses at t i rantes est trSs petit. I1 admet aussi que la constante de JACOBI a 

une valeur si grande que la courbe limite entourant  S existe, et que le corps A 

se t rouve h l'origine du temps k l 'int~rieur de cette courbe. Alors l e  corps A 

n 'en sortira jamais. (Cf. page 345, 346) . 

Les ~quations du mouvement  peuvent  se met t re  sous la forme (i) avee deux 

degr~s de libertY. POINCAR~ dSmontre d'abord que l'on peut d~finir les variables 

eanoniques x~, x~, y~, y~ de sorte que la variable angulaire Y2 soit toujours crois- 

sante. Il y parvient en eboisissant les variables de mani~re que les solutions 

p~riodiques de la premiere sorte et h, mouvement  r~trograde prennent  une forme 

particuli~rement simple. 

Enfin, pour facili~er l 'exposition, PO~CAR~ fair usage d 'un mode de repre- 

sentation gSom~trique. Par les conditions 

0 < y 1 < 2 7 ~ ,  o<y~<2~C,  F(x~,x2,yx,y2)----C 

se d~finit une multiplicit~ s trois dimensions. Entre  cette multiplicit~ et les points 

X, Y, Z de l'espace tout  entier, POINCAR~ ~tablit une correspondance ponctuelle 

biunivoque au moyen des relations 

1/zcosy2 , y :  Vzsiny~ , Z ~  2 s i n y ~  , 

X = V4 + z - -  2 cos Yl V 4 + z - -  z cos Yl V 4 ~  - -  2 cos y, 
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off z ~ x.2:x~. A la surface z = const, correspond ainsi un tore autour de l'axe 

des Z. Ce tore se r6duit s l 'axe d e s Z p o u r z = o e t a u c e r c l e Z = o , X  ~+ y-2=z  

pour z ~ ~ .  
Pour une orbite quelconque, le point repr6sentatif X, Y, Z-tourne toujours 

autour de l'axe des Z dans le sens direct. A chaque solution p6riodique corres- 

pond une courbe ferm6e faisant un certain nombre de tours autour de l'axe des Z. 

Regardons une solution p6riodique iustable de la deuxi6me sorte et l'ensem- 

ble des solutions asymptotiques qui y correspondent. Ces solutions engendrent dans 

l'espace X, Y, Z deux surfaces asymptotiques se eoupant suivant la courbe ferm6e 

qui correspond s la solution p6riodique. Pour ,u = o les solutions asymptotiques 

deviennent routes p6riodiques, les deux surfaces asymptotiques coincident et se 

rSduisent h l 'un des fores men- 

tionn6s, qui coupe le demi-plan 

X Z  (oh X > o ,  Y ~ o )  suivant 

un certain cercle C. Supposons 

maintenant  ~ > o e t  tr~s petit. 

Admcttons, pour fixer ]es id6es, 

que l'orbite p~riodique rencontre 

le demi-plan X Z en deux points 

Mo et Mr. Ces points se trou- 

vent ~ peu pros aux deux bouts 

d 'un diam4tre du cercle C. Soit 

Pc MoAo et P~M~A~ deux par- 

ties de l 'intersection de ]a pre- 
MI 

mitre surface asymptotique avee le demi-plan X Z  et Q0 Mo B1, Q~ Mt Bo deux 

parties de l 'intersection de la seconde surface asymptotique avec ce m~me 

demi-plan. Si ~t est assez petit, ]es deux courbes MoA o et M1B 0 suivent 6troite- 

ment le cercle C aussi loin que l'on peut admettre que Ao et B 0 se trouvent 

sur le m~me rayon du cercle C. PO~OAR~ montre sur un exemple particulier 

que les deux branches M 0 A0 et M 1 B o n e  coincident pus en g6nSral. Cela ~tant, 

soit A~ et BI les premiers cons~quents de Ao et Bo, A2 et B 2 les premiers 

cbns~quents de A~ et B~. POI~CAR~ montre que les distances AoA2 et B 0B~ sont 

de l'ordre de Vp, tandis que les distances AoBo et A2B2 sont de l'ordre infini 

par rapport ~t u. 
POI~CAR~ d6montre que les deux arcs A0 A2 et BoB2 se coupent n6cessaire- 

ment. S'il en est ainsi, l'existenee d'une solution doublement asymptotique est 

6vidente. 
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C'est dans cette d~monstration qu ' intervient  la thdorie des invariants int~- 

graux. En par tan t  de l ' invariant integral 

t dx~ dy~ dx: dy~ 

et en introduisant  comme variables d'int~gration C, y~, I/X ~- + Y~ et Z, POI~CARE 

arrive s un invariant  integral positif, off la fonction ~ intdgrer est pSriodique 

par rapport  h y:. En y met tan t  successivement y~ ~ o, z~t:, 4:t: . . . .  et en laissant 

de c6t~ dC et dye, il t rouve enfin une int~grale 

~( l =  j j X,Z)dXdZ 

jouissant de la propri4t~ suivante. Soit a une courbe fermde quelconque dans le 

demi-plan X Z. Les orbites qui passent par a forment une surface tubulaire dont 

les intersections successives avec le demi-plan X Z  soit al, a 2 . . . .  (appel~es les 

eons~quents de a). Alors, l'int~grale I ,  ~tendue successivement sur les aires limi- 

t~es par a, al, a ~ , . . . ,  aura toujours la m~me valeur. Enfin, en vertu des sup- 

positions faites, la fonetion �9 est finie et positive dans tout  le demi-plan. 

Comme courbe a, POINCAR~ choisit la courbe ferm~e M0 A0 B0 M1 A1 BI Mo. 

Sa cons~quente a, sera M1 A~ B~ M o A~ B 2 M~. Puisque l'int~grale I aura la m6me 

valeur pour  l'aire limit~.e par a que pour l 'aire limit~e par a,, les arcs AoA  2 et 

B 0B 2 ne peuvent  pas 6ire situ~s eomme le montre la figure. Car alors l'int~grale 

I ~tendue sur l 'aire AoA2B~B o serait nulle, ce qui n'a pas lieu. Ainsi les arcs 

AoA 2 et B o B~ se coupent n~cessairement. Par  leur point de rencontre passe 

~videmment une solution doublement asymptotique.  

POINCAR~ va beaueoup plus loin en d~montrant  qu'il existe une infinit~ de 

solutions doublement asymptotiques.  Pour le faire voir, il choisit A 0 sur ]a solu- 

tion doublement asymptot ique d~jk trouv~e. Alors A,, et Bo coincident d 'une 

par t  et A~ et B2 d 'aut re  part .  Cela ~tant, de l 'existence de l'int~grale I il n 'est  

pas difficile de tirer la consequence qu'il passe en effet une infinit~ de solutions 

doublement asymptotiques entre A0 et A~. 

Citons enfin quelques mots de POINCARfi en ce qui concerne ces solutions: 

(,Que l 'on cherche s se representer la figure form~e par ces deux courbes et leurs 

intersections en nombro infini dont  chacune correspond ~ une solution double- 

ment asymptotique,  ces intersections forment une sorte de treillis, de tissu, de 

r~seau s mailles infiniment serr~es; chacune des deux courbes ne doit jamais se 

recouper el]e-m~me, mais elle doit se replier sur elle-m6me d'une maniSre tr~s 

complexe pour venir reeouper une infinit~ de fois toutes les mailles du r~seau. 
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<<On sera frapp~ de la complexitd de cette figure, que je ne cherche m~me 

pas s tracer, l~ien n'est plus propre s nous donner une idde de la complication 

du probl~me des trois corps et en g~n~ral de tous le s  probl~mes de Dynamique 

off il n 'y a pas d'int6grale uniforme et off les sdries de BOHLIN sont divergentes.>) 

]~videmment, en vertu de leur caractSre tout  ~ fair spdcial, il est infiniment 

peu probable qu'une solution asymptotique ou doublement asymptotique se trouve 

jamais rdalis6e dans la nature. N6anmoins l ' importance de ces solutions au point 

de rue des recherches qualitatives ne peut.Stre estimde trop haut. Prises ensemble 

avec les solutions pdriodiques, ces nouvelles solutions d~couvertes par POINCAR~ 

forment pour ainsi dire le canevas du tissu si enchevStrd form6 par la totalitd 

des orbites gdndrales. 

~3. Stabilit~ du mouvement .  

La question sur la stabilit~ du syst~me solaire n'a pas cessd d'int~resser los 

astronomes et les g.~om~tres. Rappelons ~ cet dgard les thdor~mes cdl~bres de 

LAGRANGE et de PomsoN sur l'invaciabilit6 des grands axes et aussi les t ravaux 

classiques de LAGRANGE, de LEVERRIER et de CELL~,RI~R sur le ddveloppement tri- 

gonom6trique des perturbat ions sdculaires des autres 61dments. ]~tant donn6 ]'dtat 

plut6t formel de la science en ce temps-l~ il n'est pas 6tonnant que les g6omdtres 

fussent alors convaincus de la stabilit6 du mouvement. 

Aujourd'hui nous sommes plus sceptiques. I1 arrive souvent avec le 

d6veloppement de  la science que los difficultds paraissent s 'augmenter ~t ]a 

lumi6re des ddcouvertes nouvelles. Par ses travaux admirables sur la conver- 

gence des s~ries trigonomdtriques [93], sur les solutions p6riodiques, asymptotiques 

et doublement asymptotiques, POINCARk a dirigd ainsi l 'at tention sur de nouvelles 

difficult6s qui embrouillent la question de la stabilit6 du mouvement. Voils 

d6js qui est important, car avant  de p0uvoir vaincre les difficult6s il faut les 

connaltre. 
Mais POI~CARk a dtudid aussi directement le probl~me de la stabilit~ du 

mouvement et est arrivd ~ des d~couvertes tr~s importantes. C'est encore la 

thdorie des invariants intdgraux qui lui a servi comme point de ddpart dans ces 

reeherches [I83; 280, ch. XXVI]. 
Rappelons d'abord la ddfinition prdeise de la stabilitd donn~e par POISCAa~: 

Pour qu'il y ait stabilitd complete dans le probl~me des Trois Corps, il faut trois 

conditions: 
z~ Qu'aucun des trois corps ne puisse s'dloigner ind~finiment; 

2 ~ Que deux des corps ne puissent se choquer et que la disbance de ces deux 

corps ne puisse descendre au-dessous d'une certaine limite; 
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3 ~ Que le syst~me vienne repasser une infinit6 de fois aussi pros que l'on 
veut de sa situation initiale. 

Si la troisi~me condition est seule remplie, sans que l'on sache si les deux 

premieres le sont, POINCAR~ dit qu'il y a seulement stabilitd & la POlSSO~I. 

Cela 6tant, POINOAR~ d6montre qu'il y a stabilit6 ~t la PolssoN, si le mou- 

vement est limit6 h un certain domaine et si, de plus, il existe un invariant int6- 

gral positif et fini dans ce domaine. 

Pour d6montrer ce th6orSme, il suffit de consid6rer ]e mouvement permanent 

d'un fluide incompressible enferm6 dans un vase. Dans ce cas, le volume d'une 

partie quelconque du fluide est invariable pendant  le mouvement, c'est-h-dire 

l'int6grale triple qui mesure ce volume est un invariant int6gral. 

Soit U0 un volume quelconque int6rieur du vase, les mol6cules liquides qui 

remp]issent ce volume h l ' instant z6ro remp]iront h l ' instant v un certain volume 

U1, ~, l ' instant 2 v un certain volume U2 . . . .  et ~ l ' instant nv un certain volume U~. 

Le volume V du vase 6rant fini, les volumes U0, U1, . .  U~ ne peuvent pas 

tous ~tre ext6rieurs les uns aux autres, s i n  est assez grand. Si Ui et Uk ont 

une partie commune, il en sera de m6me de U0 et U/,_i, puisque le mouvement 

est permanent. On peut donc choisir le nombre c~ de telle sorte que U0 et U, 

aient une partie commune. AprSs des consid6rations de cette nature, POISCAR~ 

arrive s la conclusion, qu'i] y a des mol6cules qui traversent le volume U0 une infinit6 

de fois tan t  avant  qu'apr~s l'6poque z6ro, et cela quelque petit que soit ce volume. 

D'autre part, en g6n6ral, il y a d'autres mol6cu]es qui ne traversent U0 

qu'un nombre fini de fois. POINCARI~ montre que ces derniSres doivent ~tre 

regard6es comme exceptionnelles ou, pour pr6ciser d'avantage, que la probabilitd 

qu'une mol6cule ne traversera Uo qu'un nombre fini de fois est infiniment petite, 

si l'on admet que cette mol6cule est ~ l'int6rieur de /7,~ s l'origine du temps. 

Enfin, ces r6sultats sont ind6pendants de la d6finition du mot probabilit6. 

Les principes mentionn6s s'appliquent presque sans modification au probl~me 

restreint des Trois Corps. Soit S e t  J les deux masses attirantes se mouvant  en 

cercles concentriques. Soit A la masse infiniment petite se mouvant  dans le plan 

de ces cercles sous l 'at traction de S e t  J .  Pour des valeurs assez grandes de la 

constante de l'int6grale de JACOBI, le mouvement relatif de A par rapport ~ la 

ligne tournante S J  est limit6 par l 'une ou par I 'autre de trois courbes ferm6es 

C1, C2 et Ca entourant  respectivement les points S, J et ~ .  POINCAR~ admet 

que la valeur de la constante de JncosI  est si grande que les deux courbes C1 et 

C_, existent et que le corps A se trouve, ~ l'origine du temps, ~ ]'int6rieur de Ct 

(ou de C2). Alors, le corps A n'en sortira jamais, et la premiere condition de 
stabilit6 est remplie. 
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Les ~quations pouvant  se mettre sons la forme canonique, il existe certaine- 

ment  un invariant intSgral positif. En d~signant par  ~, )2 les coordonn~es rela- 
tives de A et par ~r, ~/ les composantes de la vitesse relative, l ' invariant inte- 

gral devient 

I ~- fd~d~d~r d~ '. 
,2 

POINCARk montre que cette int4grale est finie si l 'int4gration est effectu~e sur le 

domaine limit~ par la courbe C~ (ou C2) et par deux valeurs de la constante de 

JACOBI voisines l'une de l 'autre. Dans l'~tude du mouvement dent  il s'agit, l'int~- 

gral I pent done joaer le m6me rSle que le volume invariable d'une partie du 

liquide dans le cas du mouvement permanent  d 'un fluide incompressible. Il en 

r6sulte que la troisi~me condition de stabilit~ est aussi remplie. La masse A 

repassera une infinit~ de fois aussi pros que l'on voudra de sa position initiale, 

si l'on n'est pas plac5 dans certaines conditions initiales exceptionnelles dent  la 

probabilit~ est infiniment petite. La th~orie des solutions asymptotiques montre 

que de telles orbites exceptionnelles existent vraiment. 

En voulant appliquer ces considerations au probl~me g~n~ral des Trois Corps 

on rencontre ccrtaines diffieult~s. Les limites que l'int~grale des forces vives 

impose au mouvement ne suffisent pas pour rendre l ' invariant integral fini. Mais 

par l ' introduction d 'une nouvelle variable ind~pendante t r au lieu du temps t, 

POINCARk d~duit n~anmoins un invariant int6gral positif qui est fini. Toutefois 

il pent arriver que t devient infini pour des valeurs finies de t r. En prolongeant 

la solution au del~ d'une telle valeur de t r, on rencontrera une autre trajectoire 

qui doit 6tre consid~r~e comme un prolongement analytique de l 'autre.  Ainsi, 

on arrive ~ la conclusion que l 'orbite consid~r~e et ses prolongements analytiques 

mentionn~s repasseront en g~n~ral une infinit5 de fois aussi pr4s que l'on vent  

de la situation initiale. 

<<I1 semble d 'abord que cette cons6quence ne puisse int6resser que l 'analyste 

et n'ait  aucune  signification physique. Mais cette maniSre de voir ne serait pas 

tout  s fair justifi~e. On peut  conclure en effet que si le syst~me ne repasse pas 

une infinit~ de fois aussi prSs que l'on veut  de sa position primitive, le temps 

pendant  lequel le p4rim~tre du triangle des trois corps reste inf~rieur h une quan- 

tit4 donn~e est  toujours fini.>> 

z4. Th6orie de la t u n e .  

Dans la thdorie de la Lune de DELAUNAY, les dldments elliptiques sent 

ddveloppds en s6ries trigonomdtriques suivant les multiples de quatre arguments 
Acta mathematica. 38. Imprimd le 12 mars 1915. 45 
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w i = n i t  + Joi ( i =  I, 2, 3, 4) fonctions lin6aires du temps; n~ et n 2 sont les moyens 

mouvements de la Lune et du Soleil, n~ et n4 sont ceux du pdrig6e et du noeud. 

DELAUNAY pose n2 : n t  = m .  Les coefficients des s6ries trigonomdtriques ainsi que 

les quantit6s n 3 et n~ sont d6velopp6s suivant les puissances de m e t  de certaines 

petites quantit~s a, e' e, 7 qui signifient respectivement ]e rapport entre les dis- 

tances moyennes de la Lune et du Soleil, l'excentrieit6 de l'orbite terrestre, les 

modules de l'exentricit6 et le module de l'inclinaison de l'orbite de la Lune. Les 

formules de DELAUNAY ne contiennent que des puissances positives de m, a, d, e et 7- 

POI~CAR~. ddmontre [372] que, si on poussait assez loin les d6veloppe- 

ments de DELAUNAY, on arriverait h des termes oh m figurerait h une puissance 

n6gative. Dans l'expression de la longitude, les termes correspondants renferment 

au moins en facteur e r4e7 ~ et dans l'expression de la latitude au moins e '~e~7 . 

La d6monstration de POINCAR~ est int6ressante aussi au point de vue de la 

m~thode. Il part d'~quations diff~rentielles de la forme (2). Au moyen de trans- 

formations canoniques successives, il arrive ~ d'autres ~quations de ]a m~me forme 

mais oh le ddveloppement de F, jusqu'~ un degr6 queleonque, est ind~pendant 

des variables y et ne d~pend des ~ et ~ que dans la combinaison ~ + ~ff. En 

n6gligeant les autres termes de F ,  l 'int6gration des ~quations est immddiate. C'est 

peut-6tre la mani~re la plus rapide de d d m o n t r e r  les thdor~mes fondamentaux re- 

latifs ~ la f o r m e  des d6veloppements qui satisfont aux dquations (2), bien que 

cette mdthode ne puisse 6tre recommandde pour le calcul direct de ces ddve- 

loppements. 

En somme, l 'apparition des puissances n6gatives de m est due h ]'introduc- 

tion de petits diviseurs d'intdgration de l'ordre de m ~. D'ailleurs, l'existence de 

ces petits diviseurs de l'ordre de m s d6pend de ce fait que, dans les expressions 

des moyens mouvements du noeud et du pdrig~e, ]es termes en m ~ sont 6gaux 

et de signes contraires, c'est-h-dire en rapport rationnel. - -  

En met tant  e ' ~  e = 7  = o, les d6veloppements de DELAUNAY ne renferment 

"qu'un seul argument v=w~--w~_. La solution est alors p6riodique. 

En n6gligeant les param~tres a e t  e', les dquations du mouvement de la Lnne 

deviennent particuli~rement simples. Ces dquations simplifides ont 6td l 'objet de 

reeherebes magistrales de M. HILL. 1 

Ce savant a caleul6 directement la solution p6riodique mentionn6e tout  

l'heure (pour c, =o ) .  II a ddvelopp6 les coordonndes relatives de la Lune en 

s6ries de FOURIER de l 'argument v. Les coefficients qui d6pendent de m appa- 

raissent sous la forme de s6ries ~ termes rationnelles qui convergent tr~s rapide- 

ment. 

1 American Journal of Mathematics, Vo[. I (1878). Coll. Works Vol. I p. 284. 
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a, d, e, y M. BRow~ est conduit ehaque lois h un syst~me d'~quations /in~aires 

seconds membres. Le syst~me se partage en deux, l 'un du qu~tri~me et l 'autre 

du second ordre. L'essentiel de la m6thode de M. BROWN, c'est que la valeur 

num~rique de m est introduite d~s le commencement, de sorte que les d6veloppe- 

ments suivant les puissances de m ou de m:(~--m)  sont 6rites. 

POINCARI~ propose une autre m6thode pour le calcul des termes de degr~ 

supgrieur [2z6; 464, ch. XXIX] .  Cette m6thode tout  ~ fair analytique est tr~s 

originale mais moins directe que celle de M. BROW~. Les dgveloppements proc~- 

dent suivant les puissances de m:(~--m),  ~, d, e, 7- Dans la m4thode de P o ~ -  

CAR~,, les syst~mes d'6quations lin6aires ~ seconds membres qu'il faut r6soudre 

sont seulement du deuxigme ordre. 

�9 5- Th~orie des petites plan~tes. 

A e6t~ de la th~orie de la Lune, la th6orie du mouvement d 'une petite pla- 

n6te troubl6e par Jupi ter  dolt ~tre consid6r6e eomme un cas particulier assez 

simple du probl6me des Trois Corps. 

En n6gligeant l 'excentricit6-de l 'orbite de Jupiter,  les 6quations se met tent  

sons la forme (2) avec trois degr6s de libert6. On aura un couple x, y e t  deux 

couples ~, ~7; Y sera la diff6rence des deux longitudes moyennes, leaautres  variables 

x, ~r, ~/, ~r~, ~7" seront d6finies comme k la page 316. 

Si l'excentrieit6 de l 'orbite de Jupi ter  n'est pas n6glig6e, la fonetion F d6- 

pend aussi de l'anomalie moyenne de Jupiter ,  c'est-~-dire du temps. Pour 61i- 

miner le temps, on peut  introduire un couple x' y~ (yr 6rant eette anomalie moyenne 

et x r u n e  variable auxiliaire). Le probl6me est alors ramen6 h la forme canonique 

(2) avec quatre  degr6s de libert6 (deux couples x, y et deux couples g, ~7). 

En voulant int6grer ees 6quations par des s6ries, il faut distinguer les pla- 

n6tes ordinaires et les plan~tes caract6ristiques. La p6riode de r6volution de ces 

derni6res est ~ peu pr6s commensurable avee eelle de Jupiter.  

En voulant appliquer les s6ries de M. LINDSTEDT aUX plan6tes ordinaires et 

les s6ries de M. BOHLIN (g6n6ra!is6es) aux plan6tes caract6ristiques, on rencontre 

eette difficult6 que les termes en ~t dans les expressions des moyens mouvements 

du noeud et du p6rih61ie sont 6gaux et de signes contraires. Pour  6viter la diffi- 

cult6 en question, on pourrait  appliquer un proe6d6 analogue h celui employ6 par 

POI~CAR~ dans la th~orie de la Lune (page 354)- On d6montrerait  ainsi que les 

s~ries de M. LINDSTEDT (pour les ast6roides ordinaires) ne renferment que des 

puissances positives de la masse perturbante t~. Au eontraire, pour les plan~tes 

caract~ristiques, en admet~ant que le petit  diviseur A, dfi s la commensurabilit6 
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l~{. HILL ne s'est pas occup6 de la question de convergence. Les t ravaux 

g6n6raux de POI~CAR~ sur les solutions p6riodiques montrent  que la convergence 

a certainement lieu. 
Pour 6tudier les solutions voisines de la solution p6riodique, M. HILL1 a 

form6 les 6quations aux variationg. Elles peuvent se mettre sous la forme parti- 

culigrement simple 

d.~z 
(26) d~ ~ + {O0 + 20~cos2v + 20~cos4v + . . .  }z = o. 

Le coefficient Ok contient en fazteur m ~k de sorte que les coefficients O d6- 

croissent trSs rapidement. On aura deux 6quations de la forme (26). L'une donne 

les in6galit6s du premier degr6 par rapport au module 7; l 'autre les in6galit6s du 

premier degr6 par rapport au module e. Les parties principales des moyens 

mouvements du noeud et du p6rig6e (parties ind6pendantes de a, e r, e, y) sent 

d6termin6es par les exposants caract6ristiques des 6quations (26). 

Une 6quation de cette forme admet deux solutions 

z ~ 2 b k e ~  (2k+a}~V].  
k 

II s'agit de d6terminer l 'exposant caract6ristique 9 et les rapports des coefficients 

bk. M. HILL a ramen6 le probl6me h la r6solution d'une infinit6 d'6quations du 

premier degr6 s une infinit6 d'inconnues. M. HILL admet sans d6monstration 

que les d6terminants d'ordre infini qu'on rencontre ainsi sent eonvergents. 

POINCAR~ ddmontre la convergence et en mfime temps la 16gitimit6 de la 

m6thode de M. HILL [9X; 279, n ~ i85--i89; 215]. Par cos t ravaux de H1LL et 

POINCaR~, les d6terminants d'ordre infini ont 6t6 introduits dans l'analyse. I1 

est inutile de rappeler ici l ' importance capitale de cette notion nouvelle. 

POISCARk donne aussi une autre m6thode pour ealculer l 'exposant caract6- 

ristique 9' et les coefficients bk [2r4; 464 n ~ 33z--335].  II d6vetoppe en effet ]es 

inconnues cos g~  et bk:b  o suivant les puissances des quantit~s O1, 02, 03, . . .  

En vertu d 'un th~or~me g6n6ral d~montr~ par POI~CAR~ [69], les s~ries en question 

repr~sentent des fonctions enti~res et sent ainsi toujours convergentes. 

I1 est bien connu que M. E. W. BRow~ ~ a ~labor6 dans ees derniers temps 

une th~orie complete pour la Lune en par tant  des travaux mentionn~s de M. HILL. 

Pour d~terminer les in6galit~s d 'un degr~ quelconque par rapport aux qua~ltit~s 

Acta mathematica Vol. VIII (1886) [1877]. 
Memoirs of the Royal Astron. Soc. t. LIII, LIV, LVII. 
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approeh~e, est de ]'ordre de V~, on reneontrerait  (comme dans la th~orie de la 

Lune) dans les s6ries de M. BO~LI~ g~n~ralis~es des termes d'ordre n~gatif, ~ et 

V,/t 5tant du premier ordre. Toutefois dans les dSveloppements des coordonn~es 

de l'ast~roidc, les termes correspondants sont au moins du 7 ~ degr~ pax rapport  

aux excentricit~s et ~ l'inelinaisom ]~videmment, l ' introduetion des termes d'ordre 

n~gatif par rapport  ~ /~ et V~ n'emp6che pas que les s~ries de M. BO~ILIN ainsi 

g6n~ralis~es ne renferment que des termes d'ordre positif, en admet tant  que cha- 

cune des quantit~s d, e et 7 est aussi de l 'ordre de V~. On pourrait  ainsi pousser 

l 'approximation jusqu's un ordre quelconque. 

En met tant  dans tous ces d~veloppements e '~-e  ~ V ~- o, on reneontrerait  la 

solution p~riodique de ]a premiere sorte qui correspond au rapport  admis entre 

les moyens mouvements.  Evidemment,  on pourrait  aussi faire la th~0rie de l'ast~- 

roide en  par tant  de ce t t e  solution p~riodique (analogue ~ celle de M. HILL dans 

le cas de la Lune) et en appliquant ensuite la m4thode de M. BROWN OU de 

P o ~ c ~ a ~  pour le calcul des termes renfermant les puissances de e ~, e et 7- 

Quand il s'agit d 'une th~orie approch~e permettant  de retrouver l'astSroide 

pendant  quelques eentaines d'ann~es, on pourrait  se contenter des premiers termes 

des s~ries mentionn4es. Plusieurs astronomes se sont occup~s en d6tail de eette 

question de donner des expressions g~n~rales permettant  de caleuler rapidement 

les perturbations les plus importantes. 
POINCAR~ a ~bauch~ une m~thode de ce genre applicable aux plan~tes carac- 

t~ristiques [358; 454, n ~ zo6--2~o]. Les ~quations sont de ]a forme (2) avec trois 
degr~s de libert~ (un couple x, y et deux couples ~, ~). Les ~ et ~ sont de l'ordre 

de l'exeentricit~ et de l'inclinaison. En premiere approximation, P o I ~ c ~  nSglige 

dans F ~ous les termes qui d~pendent de la variable angulaire y, qui signifie 

la diff6renee des deux longitudes moyennes. Les variables sont choisies de sorte 

que l'int6gration des ~quations ainsi abr~g~es nous donne le s perturbations qui 

varient lentement s cause de la petitesse de ~ ou en vertu de ]a commensura- 

bilit5 approch~e entre les moyens mouvements. Les in~galit~s obtenues ainsi cn 

premiere approximation sont les plus importantes, puisqu'elles ont ~t~ agrandies 

par  les petits diviseurs. Enfin, dans une seconde approximation, PO~C~Rk tient 

compte aussi des termes de F qui d4pendent de la variable y. Les perturbations 

qui en r~sultent sont moins consid~rables. 

~6. D~veloppement de la fonction perturbatrice. 

Dans notre syst~me solaire, les masses des huit plan~tes prineipales sont tr~s 

petites par rapport  h eelle du Soleil. Les masses des ast4roides et des eom~tes 
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soar m~me tout  h fait insensibles. Le mouvement  de l'un quelconque de tous 

ces corps, qui ne se rapproche pas trop d 'une p|an~te principale, aura donc lieu 

h peu pros suivant les lois de K~pler au moins pendant  un certain temps limit& 

Les forces qui emp~chent le mouvement  de rester k6pl6rien d6rivent d'une fonc- 

tion de force qui s'appelle la fonction perturbatriee. 

En choisissant dans la th6orie des plan~tes les variables propos6es par 

POINCAR~ (voir page 315), la fonction perturbatrice ne sera autre chose que la 

fonction !tF~ de la page 315. Elle sera la m6me pour toutes les plan~tes et aura 

la forme [i54; ,87; 454, n o 43] 

/ 1 
m i e t  mj ~tant les masses des plan~tes P i e t  Pj, Ji, i leur distance mutuelle, Vi 

et Vj les vitesses absolues des plan+tes Pi et P~ (le centre de gravit6 de tout  le 

syst~me 6rant suppos6 fixe) et enfin Wi, j l'angle compris entre les directions de 

ces vitesses. 
En introduisant pour les coordonn~es relatives et les vitesses absolues ]es 

expressions des coordonn6es et des vitesses dans le mouvement  k6pl6rien autour  

d'un centre fixe d'attraction, la fonction perturbatrice et ses d6riv6es par rapports 

aux variables employ6es deviennent des fonctions p~riodiques de toutes les ano- 

malies moyennes, d6veloppables en s6ries trigonom6triqucs suivant les multiples 

de ces anomalies, les coefficients des d6veloppements ~tant des fonctions des 

autres 616ments elliptiques ou canoniques. Avant de pouvoir ealculer les pertur- 

bations, il faut savoir calculer les coefficients de ces d~veloppements. 

Le d~veloppement de la seeonde partie de la fonetion perturbatrice, celle 

qui d~pend des vitesses, n'offre pas de difficult~s s~rieuses [187; 464, n o 239]. 
I1 s'agit donc avant  tout de d6velopper ]'inverse de la distance L/ de deux pla- 

n~tes en s6rie trigonom6trique suivant les multiples des deux anomalies moyennes. 

Le d6ve]oppement analyt ique de la fonction perturbatrice a fait l 'objet  de 

travaux d'un grand nombre d'astronomes et de gdom~tres. Le d~veloppement 

analyt ique le plus simple est celui de N~WCO~B. 

En supposant nulles les excentricit6s, le d6veloppement de la fonction z/-1 

suivant les multiples des deux longitudes, compt6es ~ partir du noeud, est assez 

simple. Les coefficients de ce d6veloppement d~pendent des grands axes et de 

l'inclinaison mutuelle des orbites et sont eonnus sous le nora des coefficients de 
JACOBI. 

NEWCOMB a d6duit les coefficients du d6veloppement g6n6ral de la fonction 

J -~  suivant les multiples des deux longitudes moyennes et des deux anomalies 
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moyennes et suivant les puissances des excentricit6s, en effectuant sur les coeffi- 

cients de JACOBI certaines op6rations diff6rentielles. L e s  o p g r a t e u r s  de  NEWCOMn 

d sont certains polynomes s coefficients rationnels du symbole diff6rentiel D ~ ~da ,  

6rant "le rapport  des deux grands axes. Pour calculer successivement les coef- 

ficients de ces op6rateurs, :NEWCO~IB a donn6 des formules de r~currence assez 

compliqu6es. 

POI~CAR~ a simplifi6 beaucoup [464, eh XIX]  la th6orie des op6rateurs de 

NEWCOMB, en montrant  que ces op6rateurs rentrent comme coefficients dans ]e 

d6veloppement de la fonction 

suivant les multiples de l'anomalie moyenne et suivant les puissances de l'excen- 

tricit6 (r, a, v d6signent le rayon vecteur, le demi grand axe et l 'anomalie vraie, 

tandis que s est un nombre entier). Le d6veloppement trigonomOrique de la 

fonetion consid6r6e avait 6t6 6tudi~ d6ih par HANSEN. 

Etan t  donn6e cette d6couverte de POI~CARk, il 6tait facile de d6duire pour 

les op6rateurs de NEWCO~B certaines formules de rScurrence beaucoup plus simples 

que celles qu 'avai t  employ6es NEWCOMB ]ui-m6me. Ainsi, ]e calcul des termes de 

degr6 tr~s 61ev6 dans le d6veloppement de la fonetion perturbatrice a 6t6 con- 

sid~rablement simplifi6. - -  
Soit maintenant  l e t  I r les anomalies moyennes, u et u r les anomalies excen- 

triques des deux plan~tes. On aura les d~veloppements 

~--1 = 2 Am,m, EV-~(ml+m'v)= ~B~,m, EV~(~u+m'u') 
m ,  m '  m , m '  

(E 6rant la base des logarithmes naturels). 
Pour 6tudier les coefficients A,~,m, et Bin, m, de ces d6veloppements, POINCARk 

les exprime au moyen d'int6grales doubles. En met tant  

x ~  E , y ~  

il obtient  la formule [209; 464, n o 242] 

I �9 

. x ~ - ~ ' +  : 
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V, .0. et j 2  (le carr6 de la distance) ~tant certains polynomes en x, i_, Y et I .  
x y 

Pour obtenir l 'expression de B,~,"`,, il faut mettre V ~ - ~ I  dans l'expression de 

Am,,~,. Les integrations doivent s'effectuer suivant les cereles [ x l ~ i  , [ y [ = I  

dans les plans des variables complexes x et y. La fonction x~y~J  ~ est un poly- 

nome du sixi~me degr6 en x et y dont  les coefficients d~pendent des 616ments 
des orbites. 

Les coefficients Am, m, et Bin,"`, peuvent  se d~velopper suivant les puissances 

des excentricitds et de l'inclinaison. Par les t ravaux de LEVERRIER, de NEWCOMB 
et de BOQU~T, on connait  ]es premiers termes de ces d6veloppement (jusqu'au hui- 

ti~me degr~ incl.). POI~CAR~. montre comment il est possible de trouver les rayons 

de convergence des ces d~veloppcments [2o9, 464, ch XX]. I1 s'agit d'indiquer 
les singularit~s qui d6terminent les domaines de convergence. 

Pour  eela, POI~rCAR~ se pose le problbme g6n~ral de trouver les singularit~s 

d'une fonetion d~finie par une int6grale complexe prise suivant une courbe ou 

une surface ferm6e. En connaissant ]es relations qui donnent les singularit6s 

de la fonction sous le signe d'int6gration, consid6r~e comme fonction des vari- 

ables d'int~gration, il est possible d'~erire les relations qui donnent les singularitds 

de ]'int~grale, consid~r6e comme fonetion des param~tres. ]l faut exprimer que 

deux singularit6s de ]a fonetion sous le signe d'int~gration coincident, et que ces 

deux singularit6s se sont trouv~es auparavant  sur des cSt~s oppos6s du chemin 

d'int~gration, de sorte qu'i[ n'est pas possible de les 6viter en d6formant ce che- 

rain. I1 n'est pas difficile d'~crire les conditions pour que deux singularit~s coinci- 

dent. La difficult6 est de trouver parmi toutes les singularit~s possibles celles 

qui appartiennent s la branche consid6r6e de ]a fonction multiforme qui est d6- 
finie par l'int~grale donn6e. 

Por~rCAR~ rdsout la question compl~tement quand les excentricitds sont nulles 
ou quand l'inclinaison est nulle. Pour le cas g6n6ral, la discussion devient t rop 

compliqu6e. Mais POINCARfi. arrive presque imm6diatement s la conclusion: Pour 

tous ]es coefficients A"`,m, et Bin, m,, les d6veloppements poss6dent le m6me do- 
maine de convergences. - -  

Ensuite POI~CARk. poursuit ]'6tude des coefficients Am,.,, et B.,,"`, dans une 

autre direction. Evidemment,  le calcul de ces coefficients serait facilit6 par 

l'emploi de formules de r6currence. POI)rCAR~ a 6bauch6 la question en d6mon- 

t rant  l 'existence de relations lin6aires entre les coefficients A et B et leurs d6ri- 

v~es par rapport  aux 616ments qu'ils renferment [x68; x96; 2o6; 207; 35x; 464, 
ch XXI].  

Dans ces recherches, POI~CARk eonsid~re les int4grales 
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H ~ / / H  E ~ dxdy 

~tendues suivant une surface ferrule dans le domaine des variables complexes x 

et y. ~2 et' F sont des polynomes donn4s en x, x -1, y e t  y - l ,  H u n  polynome arbi- 

traire; 2s est un nombre entier et impair. POI~CAR~ d4montre que les int4grales 

H, consid~r~es comme fonctions des param~tres qui entrent dans ~ et t ' ,  peuvent  

se r~duire h un certain nombre d'entre elles qui sont ]in4airement ind~pendantes. 

Si / et c~ sont les degr4s des polynomes F et ~2, le nombre des int~grales H qui 

sont lin~airement ind4pendantes est < 8 (/-t- (o) ~. Si les polynomes F, ~ et H sont 

sym~triques, de sorte que ]eurs signes ne changent pas s i x  et y changent leurs 

signes simultan4ment, alors le nombre des int4grales lin4airement ind4pendantes 

est <~4([ + co) ~- Ces nombres ne d~pendent pas  de s. 

Les coefficients Am,~, et Bin, m, ainsi que leurs d6riv6es partielles d'ordre 

quelconque par rapport aux 6|4ments sont des expressions de Is forme H.  

Pour les coefficients B~,m,, on a / = 2, r ~ o, 4 ( / +  r ~ -~ i6. Si l'on envisage 

le d4veloppement de ]a fonction A -1 suivant les anomalies excentriques, il y aura 

ainsi, entre les coefficients, des relations lin4aires de r4currence dont les coef- 

ficients seront des fonctions rationnelles des 414ments. Ces relations permettent  

d'exprimer tous ces coefficients en fonction de seize entre eux. De plus, chacun 

des coefficients Bin, m,, consid~r~ comme fonction de Fun queIconque des 414ments, 

satisfait ~ une 4quation diff~rentielle lin4aire du seizi~me ordre au plus, dont les 

coefficients sont des fonctions rationnelles des 4]4ments. 

Pour les coefficients A,,,m,, on a / = 2, c~ = I ,  4 ( / +  ~o) ~ = 36. Le polynome 

~, qui d4pend de m e t  m', n'est pas le m6me pour deux coefficients Am,,~, diff4- 

rents. Par suite, on ne peut trouver ainsi des formules de r6currence h coefficients 

rationnels entre les Am, m,. Mais chacun de ces coefficients, consid~r~ comme fonc- 

tion de l'un quelconque des 414ments, satisfait s une 4quation diff4rentielle lin4- 

aire du trente-sixi~me ordre au plus. 

L'int6grale H est une p6riode de l'int4grale double ind~finie 

I j j  xyF" " 

Soit k le nombre des p~riodes fondamentales. Ce nombre k ne d4pend pas des 

polynomes H et ~ mais seulement d ,  polynome F. Consid4rons /~ + ~ int4grales 

/ /  qui peuvent diff~rer par rapport h H e t  ~, le domaine d'int4gration et le 

polynome F 4rant le m~me dans toutes. Chacune de ces k + �9 int6grales H 

s'exprime au moyen des p4riodes fondamentales correspondantes par la m6me 
Acta rnathematica. 38. Imprim6 le 12 mars 1915. 46 
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fonction tin6aire ~. coefficients entiers. Si les param~tres qui entrent dans H 

d6crivent dans leurs plans des contours ferm6s, les p6riodes subiront une transfor- 

mation lindaire qui sera la m6me pour tous le s  H. I] en r6sulte qu'i! existe entre 

k + I queleonques des int6grales 1I une relation ]in6aire h coefficients uniformes 

par rapport aux param4tres qui entrent dans F. 

Pour ]es coefficients B,,,,,,,,, on a k < I6 .  Alors, i] en eat sinai de mSme pour 

l'ensemble des coefficients A et B et de toutes leurs d6riv6es. 

Ainsi, entre tous les coefficients Am,,,, et leurs d6riv6es, il existe des relations 

]in6aires h coefficients uniformes par rapport aux 6]6ments, de sorte que routes 

ces quantit6s peuvent s'exprimer par seize entre elles. 

PoINcAR~ semble esp6rer qu'une 6tude plus d6taill6e des p6riodes de ]'int6- 

grale double qui correspond ~ Bin, ,:  montrera que le nombre k est < i6, quand 

il s'agit du d6veloppement de la fonction perturbatrice. 

Si les excentrici~6s sont nulles, la fonction F se simplifie de sorte que k = 4- 

Les relations lin6aires eorrespondantes 6taient eonnues d6jh par JACOBI. 

JACOBI a d6montr6 aussi, par des eonsid6rations tout s fait 616mentaires, que 

les B peuvent s'exprimer ]in6airement par quinze entre eux. On aurait donc 

k < I5 dans le eas g6n6ral. -- 

Arrivons maintenant aux reeherches de PorNcAR/J sur les expressions asymp- 

totiques des termes de degr6 tr6s 61ev6 dans le d6veloppement de la fonction d ~1 

[~2o; i73; 278 , eh. VI; 464, oh. XXIII] .  

8upposons que les moyens m o u v e m e n t s  n e t  n'  de d e u x  p/an6tes s o i e n t  s peu 

pros commensurables de sorte que m n  + m ' n '  soft une quantit6 tr4s petite. Alors 

les perturbations des longitudes qui apr4s deux int6grations proviennent du terme 

dont l 'argument est m l +  m ' l  r peuvent devenir sensibles quoique le coefficient 

A . . . .  �9 soft lui-m~me t rSs petit. I1 serait alors important  d'avoir une expression 

anaIytique qui se rapproche de X,~,,~, quand m ct m' sont tr6s grands. Pour 

trouver une telle expression, Po~NcAR~ pose 

+ s o  

q~ (z) = ~ -4,,,.+b,~,.+~. z', 

a, b, c, d 6tant de petits entiers donn6s. Cette fonction peut se mettre sous la 

forme d'une int6grale simple 

O ( Z ) : -  2 ;T V~- f /-, :.., d r ,  

prise le long de la cireonf6rence [ / [ - - I .  Dans d (la distance des deux plan4tes) 

il faut i n t rodu i re  



L'ceuvre astronomique d'Henri Poincar6. 363 

E V ~ l = z~, t - c ,  E V - i  t, ___ z:'t ~ 

c~ et 7 6tant deux entiers tels que as  + c y - - I .  

Pour trouver l'expression asymptotique des coefficients Aa~+b,c,+d pour r tr6s 

grand, POINOAR~ applique la mdthode importante de M. DAR~ovx, qui donne 

prdcisdment l'expression asympto~ique des coefficients 61oignds d'une s6rie de puis- 

sance, quand on connait  la nature des singularit6s de la fonction sur ]e eerele de 

convergence. 

La ddtermination des points singuliers de la fonction O Cz) ne prdsente pas 

de difficult6s, puisque e'est une fonetion donn6e par une int6grale simple prise 

le long d'un contour ferm6. Pas de difficultds non plus en ce qui concerne la 

nature de ces points singuliers, qui sent bien tels que suppose la m6tbode de 

M. DARBOUX. La difficult6 provient de ce fair que t.ous les points singuliers qu'on 

trouve n 'appart iennent pas ~t ]a branche consid6r6e de la fonction O ( z ) .  La dis- 

cussion pour reconnaitre l'admissibilit6 des points singuliers est assez d61icate et 

a 6t6 jusqu'iei le principal obstacle ~ l'emploi g6n6ral de cette m6thode. POI~CAR~ 

n'en a fair l 'application que dans le cas sp6cial off l'inclinaison est nnlle, l 'une 

des excentricitds nulle et l 'autre tr~s petite. 

Ce serait certainement un travail utile de poursuivre ees recherches, au moins 

dans le cas oh les excentricit6s et l'inclinaison sent petites. 

�9 7. D6terminat ion des orbites.  

Le mouvement d 'une planbte ou eom6te qui ne se rapproche pas trop d'une 

planbte principale reste sensiblement k6pldrien pendant un certain temps. Pendant  

ce temps, les 616ments osculateurs de l'orbite ne varient que tr6s peu et peuvent 

~tre regard6s comme invariables au moins dans une premi6rc approximation. 

Aprbs la d6couverte d'un tel astre, il importe de d6terminer les 616ments de son 

orbite en partant  d'observations s6par6es rune  de l 'autre par quelques semaines, 

Pour le calcul des six 616ments, trois observations compl6tes, donnant la 1,ongitude 

et In latitude g6ocentrique (Z et fi), sent en g6n6ral n6cessaires. 

Le probl6me de in d6termination des orbites au moyen d'observations voisi~- 

nes fur r6solu par LAPLACE en i78o. Rappelons bribvement les prineipes de sa 

solution. En par tant  des observations, au moins trois en nombre, et en employant 

la mdthode d'interpolation, LAPLACE calcule pour une certaine 6poque to la longi- 

tude Z et la lati tude fl de rastre  ainsi que les deux premi6res ddriv6es de ces 

angles. Les coordonn6es rectangulaires h61iocentriques de i 'astre s l'6poque to 

sent alors des fonctions lin6aires, s coefficients connus, de l a  dis tance g6ocentri: 
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que inconnue Q. En introduisant ces coordonndes et leurs d4riv~es seeondes dans 

les ~quations du mouvement k~pl~rien, LAPLACE obtient trois ~quations lin~aires 

par rapport h o et ses d~riv~es Cr et ~', ~quations dont les coefficients d~pendent 

de la distance h~liocentrique r de l 'astre h l'~poque t0. En ~liminant Qr et Q', il 

trouve une relation entre Q e t r .  La r~solution du triangle form~ par le Soleil, 

la Terre et l 'astre donne encore une relation entre ces m6mes quantit4s. En 

dliminant r entre ces deux relations, il obtient une ~quation du 7 e degr6 qui d~ter- 

mine Q. Cette quantit~ connue, les ~quations du mouvement donnent l 'inconnue 

Q' eomme fonction lin~aire de Q. En connaissant ainsi ~ et Cr, il est possible de 

calculer pour t = t0 les valeurs initiales des coordonn~es h~]iocentriques et de ]curs 

d5riv~es du premier ordre. Enfin, en par tant  de ces valeurs initiales, LAPLACe. 

arrive facilement aux valeurs chereh~es des ~l~ments. 

LAPLACE n'avait  pas ~labor~ son proc~d~ dans tous ses d~tai]s. Les m~tho- 

des les plus usit~es dans la pratique ont ~t~ celle de GAuss et ee]les qui en sont 

d4riv~es. GAvss part  de trois ~quations lin4aires entre les trois distances g~o- 

centriques inconnues ~)i, ~2 et Q3, ~quations qui expriment que le mouvement 

est plan. Les coefficients de ces ~quations d~pendent des deux rapports entre 

les surfaces de~ trois triangles plans form,s par le Soleil et par deux quelconques 

des trois positions de l'astre. Ces rapports sont d~veloppables suivant les puis- 

sances des intervalles de temps t :-- t~ et t a -  t 2. Dans les d~veloppements de 

G~uss et d'ENCKE, les coefficients ne d~pendent que de la distance h41iocentrique 

r~; les d~veloppements plus approch~s d'OProLZ~R renferment r~ et r~, tandis que 

dans les d~veloppements encore plus exacts de G~BBs les coefficients renferment 

toutes les distances r~, r~ et r3. En ~liminant ~ et q~, GAUSS et ENCKE obtien- 

nent une ~quation pour ~ ,  donnant  ~ avec une erreur du premier ordre par 

rapport aux intervalles t ~ -  t~ et t~--t~. L'~quation de GAuss pour r est ana- 

logue s l'~quation pour ~ de LArLAC~. Dans la m~thode d'OPPoLZER, on aura h 

r~soudre deux ~quations alg~briques entre 0~ et ~z. L'erreur des inconnues qui 

s 'obtiennent par des approximations sueeessives est du second ordre. Enfin dans 

la m~thode de G ~ s  on aura trois ~quations entre ~ ,  r et ~ ,  et ]'erreur des 

inconnues est du troisi~me ordre, En connaissant les coordonn~es h~liocentriques 

qui correspondent aux observations extremes ainsi que rintervalle de temps ta ~ t~, 

il est facile de ealculer les ~l~ments. Dans ]es m~thodes de GAuss, d ' E ~ c ~ ,  

d'Or~oLZ~R et de G~BS, le degr~ de l 'exactitude augmente d'une unit~ si les obser- 

vations sont 4quidistantes de sorte que ~ ~ t: ~ t 3 -  tl. 

PO~NC~a~ a perfectionn4 eonsid~rablement [~7~] la m~thode de LAPLACE en 

choisissant pour l'~poque t0 la valeur moyenne des trois ~poques d'observation 

t~, t~ et t~. Alors, les erreurs des valeurs interpol~es de la longitude et de ]a 
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latitude g6ocentrique sont du troisi~me ordre, tandis que les valeurs des deux 

premi~,res d6riv6es de ees angles sont en erreur du second ordre par rappor t  

aux intervalles de temps. I1 en r6sulte que les valeurs calcul6es de ~, Q' etc. 

et de t o u s l e s  ~16ments sont en erreur du second ordre. Ainsi, la m6thode de 

LAPLACE donne en g6n6ral une plus grande approximation que celle de GAuss, 

quoique la rapidit6 des calculs soit la m~me dans les deux m6thodes, Si les ob- 

servations sont 6quidistantes, ces deux m6thodes sont 6quivalentes. La m6thode 

d'OProLZER l 'emporte sur celle de LAPL~C~ seulement si les observations sont 

6quidistantes, mais les calculs qu'elle exige sont plus compliqu6s. Enfin la 

m6thode de GIBBS donne toujours la plus grande exacti tude mais seulement au 

prix d 'un travail consid6rable de calcul. D'ailleurs, il ne faut pas pousser 

l 'approximation des calculs trop loin, puisque les observations sont elles-m6mes 

erron6es. 
Les erreurs du second ordre clans la m6thode de LAPLAC~ d6pendent des 

d6riv6es du troisi~me et du quatri~me ordre de la longitude 2 et de la latitude fl 

pour t=: to. POINCAR~ montre comment ces d~riv6es )~m )iv, fliii, fl~v et enfin 

les corrections du second ordre des 616ments peuvent  s 'exprimer par des fonc- 

tions rationnelles par  rapport  aux Q, cos ~, sin )~, ~ ),r, cos fl, sin fl, fir, fl ,  (Q 6tant 
lui-m~me racine de l '6quation d6j~ mentionn6e du 7 e degr6). 

POINCAR~ d6montre aussi qu'il est possible d'exprimer de la m6me mani~re 

les corrections dues ~ l 'aberration. 
POI~CAR~ indique enfin comment on peut appliquer, par la m~thode d'inter- 

polation et au d6but du calcul, la correction de la parallaxe aux coordonn6es 

de la Terre et ~viter ainsi toute esp~ce de t~tonnement. 

La m6thode de LAPLACE, bien que pr~sentant certains avantages dont  le 

principal est la facilit6 de se servir de plus de trois observations, 6tait tomb6e 

dans un injuste discredit. Grace h, POI~CAR~, cette m6thode 616ga.nte et pratique 

a 6t6 enfin r6habilit6e. - -  

Les m6thodes d6]s mentionn6es et ayant  pour but  la d6termination des 

616ments elliptiques supposent que les intervalles entre les 6poques des trois ob- 

servations sont petits, sans toutefois 6tre trop petits. La r6solution du probl~me 

plus g6n6ral de calculer les 616ments moyennant  trois observations quelconques 

est beaucoup plus difficile. On aura 6videmment six 6quations pour d6terminer 

les six ~l~ments ineonnus, mais ees 6quations sont transcendantes eomme l'6qua- 

tion de KkeLER. Le probl~me est donc th6oriquement possible, mais les res- 

sources actueIles de l 'Analyse ne permettent  pas de le r6soudre en route rigueur 

et dans route sa g6n6ralit6. 

Toutefois POINCAR~ fait la remarque que, si l 'orbite est parabolique, il est 
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possible de d6terminer les 616ments moyennant  trois observations complbtes et 

quelconques [281]. En effet, darts ce cas, les 6quations de condition deviennent 

alg6briques et le nombre des 6quations d6passe par l'unit6 le nombre des incon- 

hues. Les 6quations devant 6tre compatibles, on aura une certaine relation entre 

les donn~es d'observation et exprimant que le mouvement est parabolique. Toutes 

r~ductions faites, on aura enfin les 616ments de l'orbite parabolique sons ]a forme 

de fonctions rationnelles des 6poques des trois observations ainsi que des cosinus 

et sinus des trois longitudes et latitudes observ6es. ]~videmment, il serait int6- 

ressant de former ces expressions rationnellcs. I1 pourrait arriver que l'applica- 

tion de cette m6thode directe soit plus simple que t'emptoi des m~thodes actu= 

ellement en usage. 

I8. F igure  de la Terre.  

Dans son travail c616bre Figure de la Te~re tir~e des lois de l'Hydrostaliqve 
(I74O), CIAmAUT a 6tudi6 l '6tat d'6quilibre d'une masse fluide h6tdrog~ne qui se 

trouve en rotation lente autour  d'un axe et dont les particules sont soumises 

la loi de l 'attraction universelle. Si la rotation est nulle, on suppose que les sur- 

faces d'6gale densit6 sont sphdriques et concentriques et que la densit6 diminue 

constamment quand on s'61oigne du centre. Soit D(r) la densit6 moyenne s l'in- 

t6rieur de la sph6re de rayon r. En vertu de la rotation lente, les surfaces de 

niveau primitivement sph6riques deviennent sensiblement des ellipso~des de r6vo- 

lution autour de l'axe de rotation. L'aplatissement e de la surface de niveau de 

rayon moyen r satisfait s l '6quation de CLAIRAUT: 

D(r~r + 112 + 51~) + 2rD'( i  + i,)==o, 

off r, ~ re':e. (( ,  D', d signifient les d6riv~es de ~;, D et e par rapport ~ r). 

Pour ~; il faut prendre la solution particuli~re qui satisfait h la condition 

~ - - o  pour r : o .  

Rappelons aussi que si ~h est la valeur de ~ ~ la surface l 'aplatissement el 

de la surface libre est donn6 dans la th6orie de CLAIRAUT par la formule 

e~(~ + 2 ) =  ~(f, 

(p 6tant le rapport entre la force centrifuge h l '6quateur et la pesanteur ~ la 

surface libre. Cela 6rant, la fonction e est compl~tement d6termin6e ~ l'int6rieur 

du corps. 
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Ajoutons enfin que  CLAIRAUT ava i t  dOjh dOmontr6 que o < ~ < 3 de sorte  que 

CP<e l<  5~ 
z 4 t)" 

POINCARI~, en t r a i t an t  le problOme de CLAIRAUT, mont re  que la solution par-  

t icul i~re  dOfinie par  la condi t ion ~2 ~ o pour  r = o existe tou jours  e t  qu 'el le :eSt  

unique  [112; 2o3; 462, ch IV]. Pot~CARk mon t r e  de plus qu 'on  a toujours  

(27) o<~,_< 3.  

Ces in6galit6s lui p e r m e t t e n t  de compl4ter  un r6sul ta t  ob tenu  p a r  RADAr. 

En  p a r t a n t  de ta thd.orie de CLAn~AUT, ce s avan t  ava i t  d6dui t  la formule  eurieuse 

5 - - 2 e ,  - ~  ~ ~ ~ ~ 2 I O  

e , - - , p  -- V I Z ~  -=K(~) '  
I 

I 

off I d6signe le r appo r t  (C--A):C, (A et  C O a n t  les deux  moments  d ' iner t ie  

p r inc ipaux  de la Terre) ,  t and isque  ~ est une  cer ta ine  va leur  inconnue de ~] g 

l ' in iOrieur .du co rps ,  

Les valeurs de I e t  ep sont  connues:  la p remiere  est mesurOe p a r  la prO- 

cession des ~quinoxes, la seconde par  la phys ique .  On a t rouvd I----i:3o5,3~ , 

~f --  I : 288,38. 

RADAU avai t  admis que ~ / > o ,  de sor te  que o < { < ~ o , s 4 , .  O n  a alors 

K < i . . . .  7~. Cela 6rant,  la valeur  el = I : 2 9 3 , ;  (CLARKE I880) ne peu t  pas satis- 

faire g la formule de RADAU. Ainsi, les valeurs admises de I e t  de el ne sont  

pas d ' accord  avec la thOorie de CLAIRAUT. 

]~tant donnOe l ' in6galit6 (27) de POI~CAR~,il a r r ive  qu 'on  a toujours  K < I,ooo7~, 

puisque  o < ~ < 3. Le  rdsul ta t  de RADAU subsiste donc aussi dank les cas off ~/ 

peu t  deven i r  nOgatif g l ' intOrieur du corps. 

Ajoutons  que les valeurs  suivantes  de l ' ap la t i ssement :  e 1 ~ i :299 , :  (BEssEL 

I84I) ;  e t ~ i : 298,3 (HELMERT I907); et--- I : 297,o (HAYFORD i9o9) ne sont  pas 
en con t rad ic t ion  avec la thOorie de CLAmAVT. - -  

POINCAR~ a aussi 6crit  deux m6moires qui se r a p p o r t e n t  6 t ro i tement  aux 

mOthodes ac tue l lement  en usage danK la GOodOsie. II est bien connu que les sur- 

faces de n iveau de ]a Terre,  qui sont  o r thogona]es  aux d i rec t ions  de ]a pesan- 

teur ,  ne sont pas tou t  g fait  des ellipsoides de rOvolution. Le gOoide (constb 
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tuant  la surface libre moyenne de l a m e r  prolong6e analytiquement,  ou par  des 

nivellements pens6s au-dessous des continents) pr6sente en v6rit6 des soul~ve- 

ments et des abaissements de quelques centaines de m~tres par rapport  au sph6roide 

de r6f6rence. Rappelons aussi que les op6rations g6od6siques ordinaires, qui 

embrassent des mesures de distances, d'angles horizontaux et verticaux ainsi que 

des d6terminations d'azimuts et de l a t i t u d e s -  que routes ces op6rations ont 

pour b u t  d'6tudier en d6tail les irr6guIarit~s du g6oide. 

Les mesures de l'intensit~ de la pesanteur  sent  aussi d'une importance capi- 

tale dans les recherehes g~od6siques. Au moyen de ces mesures M. H~.L~Z~RT a 

d~termin6 ]'aplatissement de ]a Terre. Il semble toutefois qu'on n'ait  pas encore 

tir6 tout  le pat t i  possible de cette esp~ce d'observations. 

Dans le premier des deux m~moires mentionn4s [2z7] POINCAR~ montre que 

les mesures de l'intensit~ de ]a pesanteur, si elles sent  assez multipli~es et suffi- 

samment exactes, peuvent  remplacer les operations geod~siques ordinaires et 

qu'eiles suffisent pour d~terminer compl~tement la forme du g~oide. 

Mais avant  de pouvoir utiliser ainsi les valeurs mesur~es de la gravitY, il faut 

y appliquer deux corrections: d 'abord la correction de FAYE ddpendant de l'alti- 

tude et donnant  la rdduetion au niveau de la mer et ensuite une seconde correc- 

tion qui s 'obtient par le procgdd de condensation de M. H~LM~RT. Aprbs l'appli- 

cation de ces deux corrections, on trouve, ~ des quantit~.s pros du second ordre 

par rapport  ~ l 'aplatissement, la valeur gr de ia gravit4 qu'on aurait  observ~e 

sur le g~oide, si routes les masses situ~es ~ l'ext~rieur d'une sphere S tangente 

int~rieure du g~ofde avaient ~t~ condens~es sur cette sphere. Les changements 

du g~oide en vertu de la condensation sent  du second ordre et peuvent  6tre 

n~glig~s. Apr~s la condensation, on peut  d~.velopper le potentiel V dfi ~ l 'attrac- 

tion suivant ]es puissances n~gatives de r, les coefficients du d~veloppement ~tant 

des fonctions sph4riques, et ce d~veloppement sera convergent sur toute ]a sur- 

face de la Terre. 

Soit ~" le soul~vement du g6oide au-dessus de ]a sphere S. I1 est clair 

qu'il y aura des relations simples (en n6gligeant les quantit6s du second ordre 

par rapport  ~ l 'aplatissement) entre les coefficients correspondants dans les d6ve- 
loppements de V, de g' et de ~ suivant les fonctions sph6riques. 

Soit maintenant 

~'--q'o "~ ' X 
n ~ ' 2  

le d4veloppement suivant les fonctions sph~riques X ,  qui donne les valeurs ob- 

servdes et corrig~es g'. POINCAa~ d~montre que le soul~vement ff du g~oide au- 
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dessus de ]a sphere S est donn~, aux termes du second ordre pr6s, par le d~ve- 

loppement 

~ X  
n~2 n - - i  

q) 4rant une fonction lin4aire connue du carr~ du eosinus de la latitude, 

Il n'est pas n6cessaire de calculer les coefficients g r ,  qui convergent n~ces- 

sairement tr~s lentement. En effet la fonetion 2~  (gr0~--O) aura la forme d'une 

int6grale, qui donne le potentiel d 'une touche sph6rique attirante, dont la densit6 

est donn6e par la fonction connue g r  gr0, la loi de l 'attraction 6rant repr6sent6e 

par une certaine fonction de la distance, et coincidant h peu pros avee la loi 

universel]e. 

En introduisant dans eette int~grale, au lieu de grotto, seulement ]a pertur- 

bation locale pour un certain lieu, ]'int6gra]e en question donnera ]e soul~ve- 

ment du g~oide qui correspond ~ eette perturbation. 

POINCAR~ a d6velopp~ cette id6e aussi d 'une autre mani~re en n4gligeant, 

non plus le carr6 de l 'aplatissement, mais le carr6 du rel~vement du g6oi'de au- 

dessus de l'ellipsoide, c'est-~-dire une quantit4 beaucoup plus petite. Alors, au 

lieu de la sphere S, on aura h faire avec un ellipsoide, et les fonctions de LaM~ 

s' introduiront au lieu des fonctions sph6riques. - -  

Dans un autre m6moire, POINCAR~ traite la question des d~viations de 

la verticale en G6od6sie [365]. I1 s'agit d'un g6oide tr~s peu diff6rent d 'un ellip- 

soide de r6volution. Soit M un point quelconque du g6oide, N sa projection 

sur l'ellipsoide de telle fa~on que M N  soit normale h l'ellipsoi'de. On d6finit la 

position de M en donnant la longi tude l e t  la la t i tude Z de N ainsi que la lon- 

gueur ~ de la ligne MN. Soit MP la verticale vraie au point M. On d6finit 

la d6viation de cette vertieale en donnant les composantes ~ e t  ~/ de ] 'angle tr~s 

peti t  de MN avec M P  vers le Nord et vers FEst. 

Le long d'une eourbe quelconque sur le g4oide, 1, ~, ~, ~2 ainsi que l 'azimut 

ep de la tangente seront certaines fonctions de i~. Soit 1 ~ et l" les deux d~riv~es 

premieres de l par rapport  h )~. En n~gligeant toujours les termes du second 

ordre, Po~Nc~a~ d~montre que sur une courbe quelconque, tg ~p est une fonction 

lin~aire et homog~ne de l ~ et ~ dont ]es coefficients d~pendent d e  )~. Il donne 

ensuite l'~quation d 'une ligne g~od~sique quelconque sur le g~o[de. Ce sera une 

relation lin~aire et homog~ne entre l ~, l", ~ et ,2 dont les coefficients d~pendent 

de ), et ~p. 

Cela ~tant, PO~C~R~ admet qu'on d~erit par des moyens g~od~siques une 

ligne g~od~sique sur le g~oide en par tant  d'un point A. Admettons, pou r  sim- 
Acta mathematica. 38. Impr im~ le 13 mars  1915. 47 



370 H . v .  Zeipel. 

plifier l 'exposi t ion,  que l ' az imut  ~f s 'annule  en A. E n  su ivant  ce t te  ligne g6od6- 

sique, la longi tude ne sera pas  constante .  L '6quat ion  de la ligne g6od6sique 

sera en effet  

- -  l" cos ~ + 2 l' sin X - -  ~ ~ o. 

Ensui te  l ' az imut  ne res tera  pas cons t ammen t  nul. - On aura  

tp = l' cos X + ~2 tg 4. 

II s 'agit  de calculer  v,, en connaissant  ~ pa r  observat ion.  En  d i f f6rent iant  l 'ex- 

pression de ~ par  r a p p o r t  s it, on aura  trois re la t ions lin6aires en l' e t  l". AprSs 

avoi r  61imin6 1 r et l", on ob t i en t  pour  ~ une 6quat ion diff6rentielle lin6aire c t  du 

p remier  ordre.  L ' in t6gra t ion  donne  

). 
, ~  

~ - -  I]0 - -  ~p cot  ;t + j ~f cot*;~ d)., 

~.~ 

7o et  ~t o 6 tan t  les va leurs  de ~ et  E au poin t  A. 

En  g6n6ral, on a n6glig6 le second te rme dans l 'expression de 7--~0.  PoI~-  

CAR~ veu t  dire que cela n 'est  pas permis  dans les r6gions dquatoriales  si E -  ),0 

est du m6me ordre que  la l a t i tude  X. 

Dans le cas gdndral off l ' az imut  en A n 'es t  pas nul, on r encon t re  une cor- 

rect ion analogue qu'i l  ne fau t  pas n~gliger dans le voisinage de l '6quateur .  

Ainsi, si l 'on veu t  d6terminer  la d6viat ion ~ en mesuran t  des azimuts,  il ne 

suffi t  pas tou jours  de faire ces mesures au commencemen t  et  k la fin de l 'arc. 

Parfois,  il est  n6cessaire de lea faire aussi en des s ta t ions  interm6diaires.  

POI~CARk est. d 'avis  qu 'on  peu t  expl iquer  ainsi pourquoi  M. OVDEMA~S 

darts sa t r iangula t ion  de J a v a  ava i t  t rouv~ que les d6viat ions de la ver t icale  

d6duites des mesures d ' az imut  6taient  en g6n6ral et  sys t6ma t iquemen t  trois fois 

plus grandes  que les d6viat ions d6duites  des mesures de longitude.  

�9 9.  T h 6 o r i e  d e s  m a r 6 e s .  

Dans la th6orie des mar6es, i] s 'agit  d '~tudier  les oscillations de l a m e r  sous 

l ' inf luence de l ' a t t r ac t ion  de la Lune  et  du Soleil. Le poten t ie l  de cet te  a t t rac -  

t ion se compose d 'un  grand  hombre  de te rmes  de la forme Ce ~.t, C ~tant  une 

fonct ion sph6rique du second degr6 des coordonn6es du lieu, ). une cons tan te  

p u r e m e n t  imaginaire  e t  t le temps.  
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Etant  donn6e la petitesse de tous ees termes, qui sent divis6s par la troi- 

si~me puissance de la distance de l'astre, il est permis d'6tudier s6par6ment les 

oscillations harmoniques caus6es par chacun d 'eux et d 'appliquer ensuite le prin- 
cipe de la superposition des petits mouvements. 

D'apr~s leurs p6riodes, les oscillations harmoniqucs sc partagent  en plusieurs 

groupes. On aura ainsi une groupe de mat tes  s courtes p6riodes (semi-diurnes et 

diurnes), qui d6pendent de la rotation de la Terre. On aura aussi des mar6es 

lunaires s ]ongues p6riodes (semi-mensuelles et mensuelles) ainsi qu e des mar6es 

solaires s Iongues period,s (semi-annuellcs et annuelles). 

Pour d6terminer les mar6es ~ longues p6riodes, LAPI,AC]~ et ses suecesseurs 

avaient n6g]ig6 ]'acc616ration et ]a vitesse du liquide. Le probl~me des mar6es 

est alors relativement simple et peut se r6soudre par les m6thodes de la Statique. 

I1 suffit d 'exprimer que le potentiel des forces agissantes est constant sur la sur- 

face de la mer. Cette condition s'6crit 

(28) g~ + H + ~ = k .  

I c i ~  d6signe le d6placement vertical et chereh6 de l'eau. Le premier terme g~ 

est le potentiel de la gravit6. Le second terme H est le potentiel du bourrelet 

liquide qui se t rouve entre la surface soulev6e ou d6prim6e et ]a surface d'6qui- 

libre de l a m e r ,  c'est-s le potentiel au point consid6r6 d 'une touche sph6rique 

dent  la densit6 est donn6e par la fonction ineonnue ~. Le troisi~me terme q) 

repr6sente la partie consid6r6e du potentiel de l'astre. Enfin la constante k du 

second membre doit ~tre choisie de sorte que la masse totale du bourrelet soit nulle. 

Le probl~me en question fur r6solu d6jg par BZRNOUILLI dans le cas o~ il 

n 'y a pas de continents, et par Lord KELVIN en supposant que / /  soit n6gli- 

geable. ~ est alors une fonction lin6aire de q~, ct la mar6e statique aura pour 

effet de modifier p6riodiquement l 'aplatissement de l'elHpsoide de r6volution form6 

par la surface de l a m e r .  E n  calculant ainsi ]es mar6es s longues p6riodes et en 

comparant  les r6sultats des calculs avec celui des observations, DARWlI~ a trouv6 

des 6carts qui ne peuvent  s'expliquer que si l 'on admet que la Terre n'est  pas 

tout  s fair rigide mais qu'elle se d6forme en m6me temps que l a m e r  sous l 'attrae- 

tion des astres. D'apr~s ce savant, la Terre serait g peu pros aussi rigide que 

l'acier. 

Toutefois, il n'est pas certain que l'effet du bourrelet soit n6gligeab]e. POlI~- 

CAR~. a donc r6solu le probl~me dans route sa g6n6ralit6 [146, 195 ], En intro- 

d l l  
duisant pour ~ sa valeur exprim6e en H e t  en ~ -  ~ la surface, les 6quations qui 

d6finissent le potentiel H deviennent 
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~111 ~= o 

d H 4~r 2dr+H~=~lt+--t(O--k) g 

On a pos6 r  D'ailleurs t est ~ o sur les continents et ~ i 
g 

sur la mer. 

En met tan t  ~ = o, on se trouve dans les conditions de Lord KELVIN. POIN- 

CAR~ d~veloppe H suivant los puissances de ~. Il d6montre d'une mani~re tr~s 

ing~nieuse que H et r sont des fonctions m~romorphes de ~ n ' ayan t  que des 

p61es simples, r~els et positifs. 
Soit ~1, e , :  . . . .  ces pSles. Le r6sidu Ui de H par rapport au p6]e ~i satisfait 

aux relations homog~nes qu'on obtient en supprimant O - - k  dans la seconde des 

~quations ci-dessus et en y 6crivant Ui au lieu de H,  ~i au lieu de ~. On aura 

donc, en supposant le d~veloppement convergent, 

Les constantes Ai ddpendent de la fonction O e t  les ui sonb certaines /onctions 

]ondamentales qui d6pendent seulement de la forme des continents et qui se r6- 

duisent aux fonctions sph6riques ordinaires quand il n 'y  a pas de continents. 

Ces fonctions satisfont aux relations 

f [o si i r  
t u i u k d a ~  ll si i = k ,  

da dtant l'61dment de la sph6re. Il eat done facile de calculer lea coefficients du 

d6veloppement d'une fonction queleonque en s6rie de fonctions fondamentales. 

l~videmment, Ai sera le coefficient de ui dana le d6veloppement de la fonction 

4 ~ ( O _ k ) .  Lea Ai sent lin6aires en k. Enfin, la constante k se d6termine 
g 

par la condition que la masse du bourrelet soit nulle. 

Ainsi, le problbme des mar6es statiques se rapporte s la formation des fonc- 

tions fondamentales ui. Le calcul de ces fonctions dans le cas de la nature serait 

sans doute extr6mement eompliqu6 s cause de la forme capricieuse des continents. 

Mais il serait 6videmment possible d'appliquer la m6thode en admet tant  que les 

c6tes sen t  d6finies par certaines fonctions simples et de comparer ensuite le 

r6sultat avec celui qu'on obtient en n6gligeant avec Lord KELVIN l 'attraction du 
bourrelet. 
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]~videmment, le problbme peut se r6soudre aussi par la m6thode de M. 

FRED~OL~, puisque la relation (28) est une 6quation int6grale. I1 est int6ressant 

de reconnaitre que POINCAR~ avait  d6montr6 d6j~ en i894 que la solution du 

probl6me sp6cial dont il s'agit est une fonction m6romorphe de ~. 
i Pour  6tudier les mar6es qui correspondent ~ une valeur quelconque de ;~, il 

faut avoir recours aux mgthodes de l 'Hydrodynamique.  En n6gligeant les termes 

du second ordre par rapport  aux acc616rations et aux vitesses du liquide, les 

6quations du mouvement  deviennent lin6aires. Enfin, puisque la profondeur de 

l a m e r  est relativement petite, on n 'aura que deux variables ind6pendantes: la 

colatitude O et la longi tude  ~. Les dquations de la th6orie des mardes, d6duites 

d6j~ par LAPLACE, deviennent ainsi 

( d h l s i n 0  + + - -~s inO 
dO dO/ [sin0 dqJl ~(0, ~) 

(z9) 
= sin O(~e p _ 1 I _  Ce~t). 

9 

est l'616vation ineonnue de l 'eau; H est le potentiel du bourrelet, dont  l'6pais- 

seur est ~; e fe s t  une fonction inconnue auxiliaire; on a de plus 

)~h 2to cos Oh1 
h~=x~+4to~cos~0,  h2 ~ , 

h 6tant la profondeur de la mer; ensuite to est la vitesse de rotation de la Terre; 

enfin le coefficient C dans le terme consider6 du potentiel de l 'astre est une fonc- 

tion sph6rique du second ordre de la forme l(0)e ~vl/:i ( s ~  o, :t: i ou :t: 2). 
Si la profondeur h s'annule aux c6tes, la solution du problgme sera d6ter- 

mince par la condition que ep reste fini, Au contraire, si h ne s'annule pas, la 

condition aux limites s'~crira 

d~ 2to cos 0 def 
dn ~ ds = o, 

les d6riv6es 6tant prises suivant le normal et la tangente de la c6te. 

En supprimant les forces ext~rieures (C ~ o), il est possible de satisfaire aux 

6quations (29) en choisissant pour )~ certaines valeurs sp~ciales. Les solutions 
2791//~ X 

dont il s'agit donnent les oscillations propres de la mer avec les p6riodes 

Si, au eontraire, C et )~ sont donn6s, la solution des 6quations (29) qui s'annule 

avec C d6finira une oscillation contrainte ayant  la p6riode 
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Dans le cas relativement simple off il n 'y  a pas de continents et o6 la profon- 

deur h ne d6pend que de O, la fonction ef (et aussi ~) aura ]a forme es'pV -1+~.~ F (0). 

On n'aura donc qu'une seule variable ind~pendante O. I1 est alors possible d'int~- 

grer les ~quations (29) en d6veloppant les fonetions inconnues ef et ~ en s6ries 

suivant les /onctions adjointes de rang ~, lesquelles entrent comme coefficients 

de eS~ V ' l  dans les expressions des fonetions sph4riques. M. HOUGH a effeetu~ les 

calculs n~cessaires en choisissant pour h quatre valeurs constantes (h - 2 ,  4, 8, iTkm). 

M. HOUGH a fair ainsi la d~couverte int~ressante qu'en faisant tendre )~ 

vers z~ro, on n'obtient pas ]a mar6e statique de LAPLACE. On obtient au con- 

traire un ~tat particulier d'6quilibre, qui est caract6ris~ par l'existence de courants 

continus r~gnant sous la surface libre sans en alt6rer la forme. Ce sont les 

marges statiques de la seconde sorte, tandis que les marSes calcul4es par la th6orie 

de l'4quilibre s'appellent les mardes statiques de la premiere sorle. 

S'il n'y avait pas de frottement,  toutes les mar~es h longues p6riodes se 

rapprocheraient des mar$es statiques de la seconde sorte. Au contraire, si le 

frottement 6tait considerable, ]es mar~es & longues p6.riodes seraient ~ peu pros 

6gales aux mar6es statiques de la premiere sorte. M. HOUQH a montr~ qu'il faut 

une dizaine d'ann~es pour que le frot tement se puisse sentir. Par consequent les 

mar~es annuelles et de pSriodes plus courtes seront bien de la deuxi~me sorte; 

au contraire, la mar~e ayan t  pour p~riode I8 ans serait une mar6e de premiere 

sorte, que ]'on devrait caleuler par la th~orie de l'~quilibre. 

Vu l'importance des mar~es statiques de la seconde sorte, POI~CARI~ en 

a donn~ la th~orie complete [464, t. 3, ch. 8]. I] s'agit de calculer le terme 

principal q) de ).'~ep, qui reste finie pour ; t ~  o. Co terme �9 ne d6pend que de 

la variable ~; ~ h :cos  O. La fonction q)(~;) satisfait h une 6quation diff6rentielle 

linSaire du second ordre, dont le second membre d~pend aussi du bourrelet H. 

On obtient �9 par approxin~ations successives en n~gligeant d'abord / / .  

Malheureusement rapplication de cette m~thode au calcu] des mar6es stati- 

ques de la seconde sorte se heurte /~ des difficult~s pratiques insurmontables, vu 

Ia complication de la fonction h qui d$finit la profondeur de ]amer.  N6anmoins 

il reste un r6sultat bien simple: les eourants internes se propagent toujours sui- 

vant les ]ignes ~ .... eonst., lignes qu'on peut facilement tracer sur la carte. Toute- 

fois ces courants sont bien faibles (leur vitesse est de quelques m~tres par heure 

seulement) de sorte qu'il est tr~s difficile de les d6celer par l'observation. - -  

Avant la d6couverte de la m~thode de M. FREDHOLM, PO~NCAR]~ [~95] avait 

essay6 d'int~grer d 'une mani~re g6n6rale les ~quations de la th6orie des mar6es 

en d6veloppant les fonetions inconnues suivant les puissances de )~ et en n6gli- 

geant l'influence du bourrelet. Pour d6terminer les coefficients des d~veloppe- 
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ments, on est ramen6 s des dquations diff6rentielles lin6aircs du second ordre et 
avec une seule variable ind6pendante. Les ]Fonctions ef et ~ consid6r&es comme 
fonctions de Z n 'auront  d'autres singularit6s que les valeurs particuli~res ~ (a---- I, 
2, 3 . . . )  qui correspondent aux diverses oscillations propres. En connaissant les 
valeurs ha les plus voisines de l'origine, il serait possible d 'augmenter  le domaine 

de convergence des d6veloppements. 
Pour trouver les )~a, POINCaR~ 4tudie d'abord les oscillations propres d'un 

syst~me m6canique ayant  n degr~s de libertd autour  d 'une position d'~quilibre 
stable. Rappelons que l e s t ,  satisfont alors h une ~quation a]g&brique de degr~ 

2n. POINCARk d~montre [I95, 454 ch. I] que la quantit~ - - ~  est le minimum 
absolu d 'un certain rapport  R~ entre deux formes quadratiques qui se forment 
faeilement, quand on connalt  les expressions de l'~nergie cin~tique et de l'~nergie 
potentielle du syst~me. Cette propri~t4 des quantit~s )~, peut se g~n~raliser h u n  

syst~me qui d~pend d 'un nombre infini de param~tres. II arrive alors que la 
quantit& - - )~  est le minimum absolu d 'un certain rapport  Ra entre deux intd- 

grales qui renferment un certain nombre de fonetions arbitraires. Pour trouver 
)~, il s'agit de d6terminer ces fonctions de sorte que le rapport  en question soit 

aussi petit que possible. Mais, ~videmment, PO~CAR~ a trouv~ ici plut6t une propri- 
~t6 gSn~rale des quantit~s ),~ qu'une m~thode pratique pour en calculer les valeurs. - -  

Il est bien connu que la th~orie des ~quations intdgrales de M. FREDHOLM 

permet de r~soudre un grand nombre de probl~mes de la Physique Math&matique 
qui 4taient auparavant  inabordables. POl~CAR~ a appliqu~ cette m~thode [454, 
ch. ~o] pour int4grer compl~tement les ~quations de ]a th~orie des mardes, quelles 
que soient ]a forme des continents et la loi des profondeurs de l a m e r .  

En faisant de la surface de la sphere terrestre une.repr~sentation conforme 
sur une Carte g~ographique et en d~signant par x, y les coordonn~es rectangu- 
laires sur cette Carte du point 0, ~ ,  les ~quations de la th~orie des mar~es pren'  

nent  la forme 

d [h d~t O(h~ --(;t~f--l~--Ce~)=~, 
clxi 'dx] + h , ~  + O(x,y) k~g 

k ~tant le rapport  de similitude (la signifieation des autres quantit~s se t rouvant  

k la page 373). De plus, il faur tenir compte des conditions aux limites d~jh 

mentionn~es (page 373). 
P o ~ c ~ a k  fait d 'abord abstraction de l 'attraction du bourrelet de sorte qm- 

H ~ o. Alors, il s'agit d'int4grer une ~quation de la forme 

(3 ~ ) Jc, v = a dep b def _ _  

dx + d y + C ~ +  / = ~ ,  
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a, b, c, / 6rant des fonctions donn6es de x et y. Ces fonctions sont finies 

moins que 

h - ~ o  ou ~ ' + 4 t o ~ c o s ~ O = o .  

Les valeurs de 0 qui satisfont h la derni6re condition appartiennent aux paral- 
l~les critiques. 

POINCARk admet  d 'abord que la mer est limit6e par des falaises verticales 

et qu'el]e n'est pas travers6e par un paralible critique. Alors les coefficients a, 

b, c, /~ sont finis. 

La condition sur le contour sera 

d ~  + cdeP 
dn ~ = o ,  

C 6tant une fonction donn6e d e s  ( C = - - 2 t ~ 1 7 6  

En d6signant par G(x ,  y; ~, ~) la fonction de GREEN g6n6ralis6e relative 
l'aire eonsid6r6e qui est d6finie par la condition aux limites 

dG dG 
dn + C ~ = o ,  

la fonction (f satisfaisant s l '6quation (30) sera encore d6finie par i '6quation 

- -  2~ ef ~ f F ~ Gda' ,  

F' 6tant ce que devient F e n  y subst i tuant  pour x, y les coordonn6es ~, ~2 de 

l'616ment da r. En int~grant par parties, pour faire disparaitre les d6riv6es de ef 

qui se t rouvent  dans l'expression de F ' ,  POINCAR~ arrive ~ une dquation int6grale 

renfermant une int6grale simple et une intdgrale double. Le noyau de l'intdgrale 

simple devient infini comme un logarithme, celui de l'int6grale double est infini 

du premier ordre quand la distance des points x, y e t  ~, r~ s'annule. Ainsi, la 

m6thode des noyaux reit~r6s est applicable, et la m6thode de M. FR~DHOLM peut  

donner l'expression de la fonction inconnue ~f. 

Ensuite, POI~CAR~ passe au cas plus gdndral, en admet tant  que la profondeur 

h s'annule aux cStes et  que ]a mer est travers6e par des parall~les critiques. Il 

consid~re d 'abord l'6quation 

, l u - - c u =  / ,  

laquelle peut se r6soudre par la m6thode pr6c6dente. La solution aura la forme 
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u = / f G ( x ,  y; ~, ~])do', 

~tant une fonetion de GREEN g~nSralisSe et f e e q u e  devient ] en y met tant  

~, ~ au lieu de x, y. 

Ce]a 4tant, la fonetion eherch~e ~p satisfait ~ la relation 

0d '. 

Aprgs l 'intggration par parties, on sera conduit ~ une 6quation intggrale. PoJN- 

CAR~ d6montre qu'on peut dgformer l'aire d'int6gration afin d'gviter la frontigre 

et les parallgles critiques off les coefficients sont infinis. La m6thode de M. FRED- 

HoIav~ reste ainsi applicable. 

POI~CAR]~ d~montre enfin que, en voulant tenir eompte du bourrelet, on 

aura h r~soudre deux ~quations int~grales ~ deux fonetions inconnues ~p et ~; 

la mdthode de M. FREDHOL~ conduit encore au but. 

Evidemment,  l 'application pratique de la m6thode de M. FREDHOLM au pro- 

blame gdndral des mar6es conduirait h des calculs trop compliqu~s. Toutefois, il 

est probable que la m~thode se montrera utile quand il s'agira de eertains eas 

Particuliers plus simples. - -  

POINCAR~ se demande aussi [454, eh. io] s'il ne serait pas possible de so servir, 

dans la th4orie des mar~es, d'une m~thode toute nouvelle de M. RiTz. Cette 

m~thode s'applique au cas off l'on a ~ d~terminer une fonction par le caleul des 

variations. L'expression dans l'int4grale dont il faut ehereher le minimum est 

un polynome du second degr~, non homog~ne, par rapport ~ la fonction ineonnue 

et h ses d~riv~es premieres.  M. Rx~z d~veloppe la fonction inconnue en s~rie 

2 ~ , ~ n  suivant eertaines fonetions ~p~, ~p~ . . . .  dont le ehoix d~pend des conditions 

aux limites. Les ineonnues du probl~me sont alors les coefficients a~, ~ . . . .  

Elles se d~terminent par une infinit~ d'~quations lin~aires. 

POI~TC~R~ d~montre que ]e probl~me des mat tes  peut en effet se r~duire 

la recherche du minimum d'une eertaine int~grale. Mais il n'entre pas dans tous 

les d~tails n~eessaires, de sorte que l 'application de la m~thode de M. R~TZ ~t la 

thSorie des mar~es reste encore une question ouverte. - -  

Po~C~R~ a trait~ aussi [464, ch. ~9] la question de savoir si l 'at traction de 

la Lune et du Soleil sur le bourrelet de l 'eau soulev~e ne pourrait augmenter s~eu- 

lairement la dur4e de la rotation terrestre. L'importance du probl~me est ~vidente, 

puisqu'il s'agit de l'invariabilit~ de l'unit~ de temps qui nous sert h ~valuer la 

dur~e des mouvements des corps e~lestes. 
Acta mathematica. 38. Imprim4 le 13 mars 1915. 48 
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POINCAR]~ d6montre que le moment de la rdsultante de l 'action de la Lune 

et du Soleil sur le bourrelet des eaux soulev6es a toujours sa valeur moyenne 

nulle, de sorte que, s'il n 'y  avait pas de frottement, il ne pourrait  y avoir aucun 

changement sdculaire dans la dur6e de la rotation de la Terre. 

En par tant  des recherches de M. HOVGH sur l'effet du frottement des mar4es, 

POI~CAR~ montre que l'action de la Lune par l'intermddiaire des mar6es est plus 

de Ioo ooo fois trop faible pour expliquer l 'avance s6culaire r6siduelle de 4" que 

prdsente la longitude moyenne de la Lune. 

Ajoutons enfin que DARWIN, en faisant intervenir les marges du noyau ter- 

restre, a pu attribuer h celui-ci la viscosit6 n6cessaire pour obtenir l 'augmentation 

voulue de la dur6e du jour sid6ral. 

2o. F i g u r e s  d ' 4 q u i l i b r e  de  m a s s e s  f l u i d e s .  

Une th6orie g6n6rale de l'6quilibre relatif d'une masse fluide h6t6rog6ne, 

soumise seulement aux forces int6rieures dues s l 'at traction newtonienne, serait 

6videmment de la plus haute importance pour l 'Astrophysique. Elle nous per- 

mettrait  de suivre le d6veloppement des n6buleuses et des 6toiles. Elle nous 

donnerait peut-Stre aussi la solution de l'6nigme des 6toiles variables et des 6toiles 

(,nouvelles,). POINCAR~ a fait faire h cette th6orie les plus importants progr4s. 

Ainsi il a d6montr6 d'abord [462, ch. 2] qu'une masse f[uide quelconque en 

6quilibre relatif se trouve n6cessairement en rotation uniforme autour d 'un axe 

fixe, qui coincide avee l 'un des axes principaux d'inertie de la masse. 

Cela 6tant, consid~rons une masse fluide, anim6e d 'un mouvement de rota- 

tion uniforme autour d'un axe fixe. L 'Hydrostat ique montre que, dans le cas 

de l'6quilibre relatif, Ies surfaces de niveau sont les surfaces d'6gale pression et 

aussi d'6gale densit6. A la surface Iibre, la pression est nulle. La surface libre 

est donc une surface de niveau, et la r6sultante de l 'at traction et de la force 

centrifuge est perpendiculaire ~ la surface libre. Voilh des conditions n6cessaires 
pour l'6quilibre relatif. 

Po~-oAR~ fait la remarque qu'il faut  aussi que cette rdsultante soit dirig6e 

vers l'intdrieur de la masse, autrement une partie se ddtacherait. Pour qu'il en 

soit ainsi, POINCAa~ ddmontre [94; 462, ch. I] quil faut que 

co g < 2 ;r ~m, 

~o 6tant la vitesse de rotation et O,~ la densit6 moyenne de la masse fluide. 

gappelons maintenant  la condition n6cessaire et suffisante de l'6quilibre. 

D'apr6s le principe des vitesses virtuelles, il faut et il suffit que le travail r6sul- 
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tant d 'un d4placement virtuel soit nul. Ce travail comprend le travail de l 'attrac- 

tion, plus le travail dfi g la force centrifuge. Soit - - W  l'~nergie potentielle, I 

le moment d'inertie par rapport  g l'axe. La condition d'4quilibre est done que 

(3~) d W § ~~ -: o 
2 

pour tout  d4placement compatible avec les liaisons. 

Soit q la densitY, V le potentiel et U la fonction de force totale de sorte que 

U = V + J ( x  ~+y*).  
2 

En d~signant par dv l'61$ment de volume on aura 

I ~ J ; ( x  ~ + y~)dr, 

les int~grales 6tant &endues g tout  l'espace. La condition (3 I )peu t  done s'~crire 

(3e) J~U eQdr = o 

pour toutes les variations d• qui s'ont compatibles avec les liaisons. - -  

J 'usqu' ici  nous n'avons pas parl6 de la stabilit6 de l'~quilibre. 

Quand il s'agit de l'6quilibre absolu, la question ost facile. La condition 

n6cessaire et suffisante de la stabilit6 est alors que l'6nergie potentielle - - W  soit 

minima. 

Au contrMre, dans le cas de l'6quilibre relatif, le probl~me est beaucoup plus 

difficile. LORD KELVIN a distingu6 alors entre deux sortes de stabilit6s: la sta- 

bilit6 ordinaire ayant  lieu quand il n 'y a pas de frottement, et la 8tabilit6 

s6eulaire qui so trouve r6alis6e m6me avec frottement. L'6tude de la stabilit6 

s6culaire est beaucoup plus simple que celle de la stabilit6 ordinaire. LORD 

KELVlI~ a 6none6 que la condition n6cessaire et suffisante de la stabilit6 s6culaire, 

e 'est que W + ~~ I soit maximum. 
2 

POINCAR~ fait remarquer [72] que ce r6sultat n'est pas applicable quand il 

s'agit de l'6quilibre d 'un fluide. En effet, la d6monstratio~a de LORD KELVIN 

suppose que tout  mouvement  dgtermine un frottement, mais cela n'a pas toujours 

lieu pour la masse fluide, qui peut  se d6plaeer d 'un bloc comme un corps solide. 

Pour traiter la question rigoureusement, POII~CAR~ introduit une nouvelle 

notion: celle du ,olide dquivalent g la masse fluide [462, oh. 2]. C'est un solide 
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off, h l ' instant considdrd, les moldcules ont la mSme position que darts le systdme 

fluide. La vitesse de son centre de gravit6 est la m~me que pour le fluide. Les 

trois moments de rotation autour des axes principaux d'inertie sent les mSmes 

que pour la masse fluide. Son mouvement est done bien d~fini s l ' instant con- 

sider6, mais le solide 6quivMent s l ' instant t n'est pas le solide 6quivalent ~r 

l ' instant t r. 
PoI~ccAR~ d~montro que la force rive du fluide est d, gale s la force rive T' 

du solide dquivalent, augmentde de la force rive T" du flu/de dans le mouvement 

relatif par rapport  s des axes invariablement lids au solide 4quivalent. 

Cela 6tant, la condition ndcessaire et suffisante de la stabilit6 sdculaire de 

l'dquilibre relatif d'un fluide, c'est que l'dnergie totale 

(33) 2 I 

du solide 6quivalent soit minima, en eonsiddrant le moment de rotation t~ comme 

donnd. 
Grace s la notion nouvelle du solide dquivalent, la ddmonstration de ce 

thdoreme important est presque immddiate [462, ch. 2]. Elle repose sur le prin- 

eipe que l'dnergie totale Tf+ T " - - W  ne peut jamais croltre (prineipe de dd- 

gradation de l'dnergie). 

POt.~CAR~ ddmontre aussi [46z, ch. z] que, pour la stabilit6 sdeulaire, il est 

ndcessaire que l'axe de rotation soit le plus petit  axe de l'ellipsoide d'inertie re- 

latif /~ la masse fluide. - -  

Retournons maintenant ~ la condition (3I) ou (3z). 

Admettons dds maintenant que le fluide est homogbne et ,que r  ~. On 

aura alors ~r = o, sauf dans le voisinage de la surface librc, ot~ d e = :t: r. Alors, 

la condition n6eessaire et suffisante de l'dquilibre, c'est que la surface libre soit 

une surface de niveau. 

E tan t  donn6 ce principe, on a trouv6, il y a longtemps, que ehaque ellipsoide 

de rdvolution aplati qui est anita6 d'un mouvement de rotation autour de son 

axe peut se trouver en 6quilibre relatif, si seulement la vitesse de rotation est 

eonvenablement choisie. Soit s le rapport des axes. Le moment de rotation ~t 

croit eonstamment de z6ro vers l'infini, quand s augmente de l'unit6 vers l'infini. 

Ce sent les eliipsoides de MAc LAVRI~r. 

Rappelons aussi qu'il y a une suite d'ellipsoi'des s trois axes (ellipse[des de 

JACOBI) qui sent des figures d'dquilibre, si seulement la rotation a lieu autour 

de l'axe lc plus petit et avec une vitesse convenable. Soit s et t les longueurs 

des autres axes par rapport  au plus petit axe. t sera une certaine fonction de ~. 
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�9 dt 
On a toujours r < s < w ,  o o > t > r  et ds <~  Le moment de rotation ~t est mi- 

nimum (=  ~t0) q u a n d  s = t =  so et  erolt sans eesse vers l'infini quand s ou t 

augmente de so vers l'infini. 
Une solution d 'un problbme d'6quilibre quelconquc qui d6pend d 'un param~tre 

arbitraire ,u est appel6e par POI~CCAR~ une sdrie lindaire de /ormes d'dquilibre [72]. 

II peut arriver qu'une m~.me forme d'6quilibre appartienne ~ la lois s deux 

ou plusieurs s6ries lindaires. POIrCCAR~ dit alors quc c'est une [orme de bi/urcation. 
II peut arriver 6galement que deux s6ries lin6aires do formes d'6quilibre 

r6elles, viennent, quand on fait varier lc param~tre ~t, s se confondre, puis 

disparaltre, parce que les racines des 6quations d'6quilibre deviennent imaginaires. 

La forme d'6quilibre correspondante s'appellera alors /Srme limite: 
D'apr~s cette terminologie, les ellipso~des de MAc LAum~ et de JACOBI sont 

deux s6ries lin6aires de formes d'6quilibre. Pour ~t = ct0 (s = t = so), les deux s6ries 

se eoupent dans une forme de bifurcation. Cette forme est en mfime temps une 

forme limite pour la s6rie de JACOBI, qui n'existe que pour ~t > ~t 0. 

POINCAR~ a fair l 'une de ses plus belies d6couvertes en d6montrant [7z; 46z 

ch. 7] que chaeune des deux s6ries lin6aires consid6r6es de formes d'6quilibre 

(eelle de l~IAc LAum~ et celle de JACOBI) renferme une infinit6 de formes de 

bifurcation, oh apparaissent de nouveUes s6ries lin6aires de formes d'6quilibre. 

L'6tude des formes limites et des formes de bifurcation est intimement li6e 

l'6tude de la stabilit6 de l'6quilibre. 

Pour trouver ces formes partieuli6res, PO~NCARk admet d'abord que le systSme 

d6pend d'un hombre fini de variables x, . . . .  x. .  I1 s'agit alors de r6soudre des 

Squations de la forme 

d F  d F  d F  
(34) dx~ dx~ dx,~ 

F 6rant une fonction des variables xj . . . .  x,, et d 'un param~tre ~t. Soit x~ = ~ (p) 

(v = I, 2 , . . .  n) une s6rie lin6aire de formes d'6quilibre. 
Pour que ia forme qui correspond ~ tt = ct,, soit une forme limite ou une 

forme de bifurcation, il faut 6videmment que ~ = p0 est une racine du ttessien de 

F par rapport aux x~ . . . .  x~, oh on a pos6 x~, = cp~(,,). 
POINCAR~ d6montre [7z] qu'on aura certainement une forme de bifurcation 

si le Hessien change son signe quand on traverse ~to. 

Supposons que les 6quations (34) soient satisfaites pour xi ~ x~ ~ - - -  --x,~-~ o. 

En d6veloppant F suivant les puissances des x~, on peut toujours 6erire les termes 
n 

du second degr6 sous la forme d'une somme de carr6s ~ ai :Y~, les Yi 6rant homo- 
i = t  
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gbnes et lin6aires pa r  r a p p o r t  aux  x,,. D 'aprbs  POI~CAR~, les a~ s 'appel lent  coe/- 

/icients de stabilitg [72]. 

Admet tons  que F soit  l '6nergie du syst~me. P o u r  qu'i l  y air 6quilibre stable,  

il f au t  e t  il suffi t  que tous les coefficients de stabili t6 soient  positifs. 

Supposons m a i n t e n a n t  que ~, change son signe, tandis  que les autros ~ ne 

s ' annu len t  pas quand on t raverse  r Apr~s avoir  61imin6 x2, .  �9 x ,  des 6quat ions 

(34), on obt ien t  une relat ion 

(35) O(z , ,  . )  = o 

laquelle correspond un cer ta in  nombre  de courbes (au moins d e u x ) p a s s a n t  pa r  

]e poin t  x , -~  o, . = , . 0  du plan des xt,  !t. A chacune de ces courbes  correspond 

une s6rie lin6aire de formes d'6quilibre. 

En  a d m e t t a n t  que les a 2 . . . .  an sen t  > o pour  . = ~to, POINOAR]~ d6mont re  

qu'i l  y a gchange de stabilitd pour  !t ~ 0  [72]. Voici ce qu'i l  en tend  par  lh: les 

formes qui se p ro longent  de par t  e t  d ' au t r e  de ,~t 0 dev iennen t  instables pour  ~, > t% 

si eUes 6ta icnt  stables pour  #t <, .o  et  vice versa;  enfin les branches  de la courbe  

(35) qui p a r t e n t  vers  le m6me c5t6 de la ligne ,. = ~% cor responden t  a l te rna t ive-  

ment  s des formes stables e t  k des formes instables. 

Tous  ces r6sul tats  subsis tent  si la fonct ion F d6pend d 'un  param~tre  #t e t  

d 'une  infinit6 de variables xt ,  x: . . . .  xp . . . .  en supposan t  toutefois  que, dans le 

d6ve loppement  de F su ivan t  les puissances des x, les termes du second degr6 

(36) eq x] + .~x]  + . . .  + apXp + . - .  

soient tous quadra t iques  e t  que les coefficients de stabili td ai soient  positifs 

l ' except ion  d 'un  nombre  fini d ' en t r e  eux. 

POINCAR~ ddmont re  [72] ainsi le th6or6me su ivant :  Si, en t r ave r san t  ~t0, Fun 

des coefficients a~ change son signe tandis  que t o u s l e s  autres  ne s ' annulen t  pas, 

la forme d '6quil ibre x ~ : o  sera une  forme de bifurcat ion pour  ,. = ! % ;  si, de plus, 

tous les aut res  ai sent  positifs pour  ~ ~ ~%, il y aura  dchange de stabilit6 pour  

~t  ~ ~ t  0 . 

POINCAR~. a appliqu6 ees pr incipes s l '6 tude des figures d '6quil ibre qui diff6- 

ren t  peu des ellipsoides de MAc LAVmN et de JACOBI. Soit E un quelconque 

de ces ellipsoides. La  fonct ion (33) jouera le r61e de F.  Une figure quelconque 

voisine de E est d6finie par  l '616vation ~ de sa surface au dessus de la surface 

de E.  

La  th6orie des fonct ions de LAM~ fourni t  [72; 462, ch. 6] une suite de fonc- 

tions or thogonales  y~, j ouan t  par  r appor t  k la surface E le mfime r61e que les 
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fonctions sph~riques par rapport  ~ la sphere. L'~14vation ~ peut  se d~velopper 

en s~rie suivant les fonctions yi, de sorte que 

les xi 6tant des constantes arbitraires. Ainsi la fonction (33) se t rouve d6ve- 

lopp6e suivant les puissances des xi. Les termes du premier degr6 disparaissent, 

puisque E est une figure d'~quilibre. Les termes du second degr6 sent  de la 

forme (36), puisque les fonctions y~ sent  des fonctions orthogonales. 

Les coefficients de stabilit6 a~ d6pendent seulement du para m~tre S (ou du 

moment de rotation ~) qui d6finit compl~tement la forme de E. En variant  8 

(ou ~l), certains de ces coefficients ne s 'annulent jamais, les autres s 'annulent 

une seule lois et en ehangeant le signe. 

1)our les ellipsoides de MAc LAURI~, tous les ~i sent > o, tant  que ~ < P0. 

L'~quilibre est alors stable. Pour  ~ ~ p 0 ,  un premier coefficient a change son 

signe. On retrouvc ainsi la forme de bifurcation off apparaissent les ellipso~des 

de JACOBI. Pour  ~t > ~lo, ]es ellipsoides de MAc LAURI~ sent  instables. En faisant 

croltre ~ s partir  de ~e0, on rencontre, parmi les ellipsoides de MAc LAURIN, une 

infinit6 de formes de bifurcation, oh apparaissent de nouvelles s6ries lin~aires de 

formes d'Squilibre. Elles sent toutes instables. 

Pour les ellipsoides de JACOBI, on aura une nouvelle suite de coefficients de 

stabilit4 a~. En vertu du principe de l'6change des stabilit6s, ils sent tous posi- 

tifs, quand ~ est un peu plus grand que ~e~. Soit ~ la premiere valeur de ~t 

pour laquelle un coefficient a disparalt .  Tant  que P0 < ~ < ~,, les ellipsoides de 

JACOBI sent  stables. Pour ~t > ~ ,  ees ellipsoides sent instables. En faisant eroltre 

!~ ~ partir  de ~ ,  on rencontre une infinit6 de formes de bifurcation off de nou- 

relies s4ries ]in6aires de formes d'6quilibre rencontrent la s4rie de J~coB~. Ces 

nouvelles figures d'~quilibre sent toutes instables. 

Retournons s la forme de bifurcation pour ~ ~ p~. C'est une forme limite 

pour la nouvelle s4rie lin6aire de formes d'6quilibre qui y spparaissent. D'apr~s 

les caleuls de D ~ w ~ ,  eette nouvelle s~rie est r~elle quand p est un peu plus 

grand que ~ .  E tan t  donn6 le prineipe de l'~change des stabilit~s, les nouvelles 

figures d'~quilibre ((les apio~des de Poinca,'~e)) sent done stables. (D'apr~s M. L ~ -  

~OU~OF~, c'est le contraire qui aurait  lieu.} 

Dans ee qui pr6c~de, nous avons regard4 le moment de rotation comme 

param~tre variable et la densit6 du fluide comme invariable. Imaginons main- 

tenant  que la masse fluide homogbne se contraete lentement en se refroidissant. 

En vertu de la viscosit6, le fluide tendra toujours h prendre une forme d'6qui- 
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libre relatif stable. S'il n 'y  a p a s  de forces ext6rieures, le moment de rotation 

restera constant. Si la masse est d'abord h peu prbs sphdrique, elle parcourra 

dana son d6veloppement lea formes d'dquilibre stables d6j/L mentionndes. Elle 

aura d 'abord la forme d'un ellipsoide de MAC LAuRrs dont l 'aplatissement aug- 

mente constamment. Dbs que la premibre forme de bifurcation sera atteinte, 

la masse prendra ]a forme d'un ellipsoide de JACOBI. Le rapport du grand axe 

au petit axe croitra constamment; celui du moyen axe au petit axe diminuera. 

On arrivera ensuite s la seconde forme de bifurcation. Ddsormais, la masse aura 

la forme d'un apioide de Pon~cAr~. La plus grande partie du corps tendra s se 

rapprocher de la forme sph6rique, tandis que la plus petite partie semblera vouloir 

se d6taeher de la masse principale. Il parai t  difficile de suivre plus loin le d6ve- 

loppement. Peut-fitre le corps finira-t-il par se partager en deux corps isol6s. Peut- 

fitre aussi le d6veloppement sera-t-il soudainement interrompu par une forme limite. 

Alors, l'6quilibre finira par 6tre bouleversd, et la masse prendra apr6s une pd- 

riode &oscillations consid6rables une forme d'6quilibre toute ~ fair d i f f 6 r e n t e . -  

Ajoutons que PO~NCAR~. [94; 95; 72; 462, ch. 8], en par tant  de la condition 

(3i), a d6montr6 aussi l'existenee d'une s6rie lin6aire de formes d'6quilibre off la 

masse fluide homogbne prend ]a forme d'un anneau tr6s mince et peu diff6rent 

d 'un tore. La vitesse de rotation to est tr6s petite. En faisant to infiniment 

petite, l 'anneau prend la forme d'un cercle de rayon infiniment grand. Ces figu- 

res annulaires sont probablement instables. - -  

Rappolons enfin quelques r6sultats g6n6raux sur lea formes d'6quilibre de 

masses fluides homog6nes obtenus par POISCARE. 

Si la rotation est nulle, ]a sphere est 6videmment une figure d'6quilibre. 

M. LIAeO~NOFF a d6montr6 que la valeur absolue W de l'6nergie potentielle 

at teint  son maximum absolu, si la masse a la forme d'une sph6re. POtNCAR~ 

donne une nouvelle d6monstration de ce th6or6me [Io8; 212; 462, ch. 2]. II 

d6montre d'abord que, pour chaque figure d'6quilibre sans rotation, on a 

6 T'* w=so, 

T ~tant le volume et C la capacit~ ~lectrostatique du corps. II montre ensuite 

que la capacit~ ~lectrostatique, qui d6pend de la forme du conducteur, a u n  

minimum absolu et que ce minimum est at teint  seulement pour la sphere. Il 

en rtsulte le th~or~me de M. LIAPOUNOFF. 

POINCAR~ est a r r i ~  aussi [462, ch. 2] au r~sultat que voici: Pour un fluide 

homog~ne en ~quilibre relatif, la quantit~ W--~o'-I a toujours le m~me signe 

que 2 z --  to ~. 
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I1 prouve, d'autre part  [462, oh. 2], qu'on aura pour toutes les figures d'6qui- 
libre la relation 

W + to~i_= 3 U0 T, 
2 5 

Uo 6rant la valeur constante de la fonction de force U s la surface libre. En 

regardant c,~ comme param~tre variable et  le volume T comme constant, les 

quantit6s W, I e t  U0 varient avec to. En par tant  de la relation indiqu6e tout  

l'heure, POI~CAa~ d6montre que Uo crolt  toujours avec to .  Si alors to peut  

croitre ind6finiment sans que la figure d'6quilibre cesse d'exister, il en sera de 

mSme avec Uo. Quand Uo sera trop grand, la surface du corps ne pourra plus 

reneontrer l'axe, et la masse prendra enfin la forme annulaire. 

Acta mathematics .  35. Imprim~ le 13 d~cembre 1920. 49 


