WEIERSTRASS ET SONJA KOWALEWSKY ',

PAR
G. MITTAG - LEFFLER.

La funeste année 1870 qui causa & deux grands peuples tant de deuils et
de larmes, mais qui souleva en méme temps et surexita les passions patriotiques,
avait bouleversé les tranquilles habitudes du grand analyste des bords de la
Sprée. Weierstrass était alors en passe d'étre considéré, tant en Allemagne qu'a
- Iétranger méme, comme le savant qui avait su pénétrer mieux que chacun de
ses contemporains les énigmes les plus cachées de l'analyse. Trois ans plus
tard, je vins & Paris suivre le cours d'Hermite; je n'oublierai jamais la stupé-
faction que j'éprouvai aux premiers mots qu'il m’adressa: ,Vous avez fait erreur,
Monsieur, me dit-il: vous auriez dfi suivre les cours de Weierstrass a Berlin.
Cest notre maitre & tous“. Hermite était Francais et patriote; jappris du méme
coup & quel degré aussi il était mathématicien.

Weierstrass avait di renoncer & son voyage d'été habituel. Il le déplore
dans une lettre & Koenigsberger du 25 octobre 1870:

,Hoffentlich wird das kommende Jahr uns friedfertigen Leuten wenigstens
den ungestirten GenuB unserer Ferien gewihren, deren wir nach der Aunf-
regung der Gegenwart doppelt benttigt sein werden.“

11 n’avait commencé ses conférences sur les fonctions elliptiques que devant
20 auditeurs seulement, alors que, deux ans auparavant, la méme conférence en
avait réuni 50.

,Umso schwerer trifft es uns, da der bis jetzt unbeugsame Wille des
hohen Senats uns nicht einmal den Ersatz gonnen mag, der uns aus Ihren
Hinden in der Person Ihres bisherigen weiblichen Zuhorers geboten wird und,
mit den richtigen Gewichtskoeffizienten versehen, vielleicht ein recht wertvoller
sein mdchte.“

Sophie Kowalewsky avait 6té, depuis le printemps de 1869, 1'éléve de
Koenigsberger 4 Heidelberg, mais elle avait en méme temps écouté les lecons de

! Un extrait de cet article a été publié dans le Compte rendu du deuxiéme congrés inter-
national des mathématiciens & Paris 1900, p. 181—153.
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Helmholtz et de Kirchhoff et aussi fait connaissance avec Bunsen. Avant méme
d’avoir 20 ans révolus, elle s'était vue transportée dans cette vie intellectuelle
et élevée qui avait fasciné ses réves de jeune fille. Les legons du disciple —
Koenigsherger était bien en effet un des premiers disciples de Weierstrass — lui
avaient inspiré le désir d’aller s’asseoir aux pieds du maitre lui-méme, pour
recueillir le savoir de ses propres lévres. Si Weierstrass a eu plus d'un disciple
qu'il a su enflammer par son enseignement, par sa personne méme, nul n’apporta
en 'approchant un si ardent enthousiasme, ume attente aussi fortemeni fendue
gue Sophie Kowalewsky. .

Or, elle avait vingt ans, et bien qu'elle appartint & une famille de grande
noblesse ayant un grand train de vie, elle n'avait guére plus d’habitude du
monde qu'une simple écolitre, car 1'éclat de sa sceur ainée, de son Anjuta adorée,
I'avait toujours fait placer dans l'ombre. C’est avec modestie et non sans émo-
tion qu'elle approchait I'homme qgui était & ses yeux le plus grand savant de
notre époque et qu'elle avait résolu d’avoir pour maitre dans la science des
sciences. Elle apportait & cette résolution une force de volonté qui, awx moments
critiques de sa vie, dépassait toute mesure. Elle en avait donné une preuve
quelques années auparavant lors de son mariage par la maniére méme dont elle
I'avdit conclu. Comment était Sonja & cette époque — c'est le nom que lui
donnérent toujours ses amis depuis ses années d’étndes — nous pouvons nous
en faire une idée par une lettre d’une de ses tantes écrite deux ans auparavant,
le 28 septembre 1868, et ot l'on trouve une déscription de ses noces:

. y,und zuletzt erschien Sonja, frisch, gliickstrahlend und hiibsch, wie man
sich eine Braut nur wiinschen kann. In Lisas (Lisa était la meére) Zimmer
wurde die Brauttoilette vorgenommen: ein einfacher Anzug, in welchem sie
aber reizend aussah. [hre schénen Haare fielen in langen Locken auf den
Nacken herab; ein Kranz von Myrthen und Orangebliiten war anf dem langen
Tiillschleier befestigt. Kein einziges Schmuckstiick, nichts von Ausputz, aber
ein 50 grofler Liebreiz, daB alle Anwesenden erkldrten, niemals eine so lieb-
liche Braut gesehen zu haben. Der strahlende Ausdruck verlief sie wihrend
der ganzen Handlung auf keinen Awugenblick, aber es war nicht der Aunsdruck
einer oberflichlichen Regung, sondern die tiefe Uberzeugung des wahren Glickes.®

Si avec tont le reste de la famille & I'exception d’Anjuta qui avait été du
complot, la tante lisait & tort dans ,l’expression radieuse“ de Sonja le bonheur
d'un amour naissant, elle ne se trompait pas en interprétant cette expression
comme le reflet, non pas d'un sentiment fugitif, mais d’'une intime conviction de
vrai bonheur.

Tels étajent Vétat d'ame et la physionomie de Sonja an moment on elle
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s'engageait dans ce pseudo - mariage dont le seul objet était & ses yeux, de lui
ouvrir toutes grandes les portes de la science des nombres et de 'espace. On
se représente aisément, d’aprés cela, ce que fut sa premiére entrevme avec
Weierstrass. Elle se présenta le visage recouvert par un grand chapean rabattu
afin de cacher la timidité de ses 20 ans et I'émotion que lui causait cette épreuve
qui, & ses yeux, devait décider de son avenir. Weierstrass ne vit rien de ces
yeux merveilleux & I'éloquence desquels nul, quand elle le voulut, n'a pu résister.
11 raconte lui-méme deux ou trois ans plus tard, & la suite d’une visite & Heidel-
berg, comment Bunsen, le vieux célibataire endurci, lui awrait dit, sans savoir
qu'elle était son éléve, que Sonja était ,eine gefihrliche Fran“. Bunsen aurait
ajouté, a appui de son dire, qu’il s'était promis de ne jamais admettre de femme
dans son laboratoire, et surtout une femme russe; mais Sonja était venue le
trouver ,und habe ihn so allerliebst gebeten, daf er nicht habe widerstehen
konnen und seinem Vorsatze untren geworden sei“. Il avait alors accordé & une
des amies et compatriotes de Sonja le privilége demandé. Il circulait & ce moment
des bruits de toutes sortes et non des plus avantageux sur le compte des étu-
diantes russes qui avaient leur principale résidence & Zuerich, et Weierstrass
n’était guére prédisposé en faveur d'une éléve qui appartenait peut-étre 4 cette
catégorie tant décriée. Il ne parait pas avoir en le moindre pressentiment que
Sonja dit étre un jour le plus cher de ses disciples, celui qui se rapprocherait
de Ini plus qu'ancun autre. Il demande & Koenigsberger son opinion sur les apti-
tudes de l'étrangdre aux éiudes mathématiques approfondies et s'enquiert égale-
ment si ,die Personlichkeit der Dame die erforderlichen Garantien bietet. Mais
toutefois il se déclare décidé, en cas de réponse favorable, i poser de nouveau
devant le consistoire académique, la question de l'accés de Mme Kowalewsky aux
conférences de mathématiques.

Le haut consistoire demeura inébranlable, et ce n’est que bien des années
plus tard, quand Sonja était déja professeur & I'mniversité de Stockholm, qu'elle
finit par obtenir au cours d'une visite faite & Berlin en temps de vacances,
la permission d’assister & quelques lecons de Weierstrass.

Cependant aux demandes qu'il s'était vu adresser, Koenigsberger répondit
d’une maniére plus que satisfaisante. Mme Kowalewsky réitera ses visites chez
Weierstrass, fut moins timide et renon¢a au chapeau rabattu. Elle avait appris
les fonetions elliptiques an cours de Koenigsberger: Weierstrass lui remit un
cahier de ses conférences sur les fonctions hyperelliptiques. Il fut si satisfait
de la capacité qu'elle déploya & pénétrer dans ce sujet, qu'il s'offrit & lui faire,
4 titre privé; le méme cours quil professait a I'Université.

Elle allait régulitrement chez lui tous les dimanches, l'aprés-midi, et Weier-
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strass lui rendait sa visite chaque semaine. Dans les intervalles mémes ils durent
se voir souvent, malgré toute la discrétion que mettait Sonja & ne pas abuser
des moments de son illustre maitre. Il lui écrit encore le 22 novembre 1872 dans
un mot adressé chez elle & Berlin:

»Da ich heute noch nicht wieder lese, so wird es mich durchaus nicht
angreifen, wenn ich Dir den Weg, der mir jetzt der gangbarste scheint, andeute.
Sei also unbesorgt, daf Du mir ungelegen kommen mdogest, was bei meiner
lieben Freundin iiberhaupt niemals der Fall sein kann¢.

Cet enseignement se continua de l'automne 1870 & P'automne 1874. Weier-
strass était souvent empéché par suite de refroidissements fréquents, et en outre
Sonja et lui s’absentaient pendant les vacances.

C'est a ces circonstances que l'on doit une série de lettres de Weierstrass
4 Sonja; il n’y en a pas moins de 41, la premitre datée du 11 mars 1871, la
derniére du 18 aofit 1874. S'il en est dans le nombre qui ont un intérét scien-
tifique, elles ont cependant avant tout l'importance de documents biographiques.
On voit les relations se resserrer de plus en plus entre le maitre et I'éléve et
Sonja finir par jouer un rdle considérable dans la vie de Weierstrass. Quand
elle eut quitté Berlin en automne 1874, la correspondance continua & intervalles
plus ou moins longs pendant le reste de ses jours. La derniére lettre de Weier-
strass est datée du 5 février 1890. Cette partie de leur correspondance com-
prend 37 lettres, dont un certain nombre ont une grande importance scientifique.
De longtemps cependant on ne saurait les publier intégralement, plus d'une
opinion et plus d'un jugement y étant formulés sur le compte de personnes
encore vivantes. Quant anx lettres de Sophie Kowalewsky & Weierstrass, il les
brila toutes aprés sa mort ainsi que la plupart des autres lettres qu'il avait
regues, et probablement aussi plus d'un manuscrit mathématique (ce qui est en-
core plus regrettable).

Aprés la mort de Sophie Kowalewsky, Weierstrass st que ses lettres
étaient entre mes mains, et ne fit aucune objection. J’avais cependant déclaré ne
vouloir lire ces lettres — j'en connaissais déja une partie de la derniére époque
par Sonja elle-méme — que dans le cas ol je survivrais & Weierstrass, C'est pour-
quoi cette correspondance n'a pas été mise & la disposition de ma sceur, le
romancier et dramaturge Anne-Charlotte Leffler, et par 14 s’explique le pen de
place qu'elle donne dans sa biographie! aux relations de Sonja avec Weierstrass.

* Anna Charlotta Leffler, Duchessa di Cajanello: Sonja Kowalewsky, hvad jag upplefvat till-
sammans med henne och hvad hon berittat om sig sjalf. Stockholm, Albert Bonnmiers forlag.

Traduit en allemand par H. von Lenk: Sonja Kowalewsky, was ich mit ihr zusammen erlebt
habe und was sie mir iiber sich selbst mitgeteilt hat. Leipzig, Philipp Reclam jun.; en anglais
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Elle ne piit en effet ni montrer l'influence capitale de ces relations sur la vie
de I'héroine ni donner une idée exacte de la valeur mathématique de Sonja.

Les lecons de Sonja avec Weierstrass commencérent l'antomne 1870. Les
conférences subirent leur premiére interruption au printemps 1871, par suite de
Paventurenux voyage que Sonja entreprit & Paris, en plein si¢ge. La biographie
d’Anne-Charlotte Leffler raconte cette odyssée. Elle passa encore une fois 4
Berlin le semestre d’hiver 1871—72 en compagnie de sa fidéle et dévoude amie,
Julia Lermontoff. Les lettres montrent que les legons embrassaient sartout le
théme favori de Weierstrass, qui devint également par la suite celui de Sophie
Kowalewsky, savoir: les fonctions abéliennes. Sonja passa la seconde partie
de 1'6té 1872 chez ses parents dams leur domaine de Palibino; le séjour & la
campagne et aussi la certitude de pouvoir enfin poursuivre ses études de prédi-
lection dans les conditions les plus favorables paraissent avoir eu une influence
particuliérement bienfaisante sur sa santé, déji fortement ¢ébranlée par le sur-
ménage et les émotions. Elle revint & Berlin en octobre, embellie et développée;
ce n’était plus une timide jeune fille mais bien une dame du grand monde, &
I'esprit hautement instruit, charmant invinciblement tous ceux qui l'approchaient
par lintérét de sa conversation. Weierstrass ne parait pas avoir connu jusqu’
alors les détails curieux de sa vie privée ni les circonstances qui se rattachaient
& son mariage; mais il semble qu'un soir, le 25 octobre 1872, — on peut fixer
le date grice & une lettre de Weierstrass du lendemain — sous le poids de Ia
conscience Jui reprochant d’apparaitre ainsi dans une fausse lumiére aux yeux
de son paternel ami et maitre, elle lui ait ouvert tout son ceeur. Il écrit le
26 octobre 1872 au matin:

,lch habe mich diese Nacht viel mit Ihnen beschiftigt, wie es ja nicht
anders sein konnte, — meine Gredanken haben nach den verschiedensten Rich-
tungen hin und her geschweift, sind aber immer wieder zu einem Punkte zu-
riickgekehrt, iiber den ich noch heute mit Thnen sprechen muB. Fiirchten Sie
nicht, daB ich Dinge berithren werde, iiber die wenigstens jetzt nicht zu reden
wir iibereingekommen sind. Was ich Jhnen zu sagen habe, hingt vielmehr
mit Thren wissenschaftlichen Bestrebungen eng zusammen, — ich bin aber nicht
sicher, ob Sie bei der lichenswiirdigen Bescheidenheit, mit der Sie tiber das, was
Sie jetzt schon leisten konnen, urteilen, auf meinem Plan einzugehen geneigt
sein werden. Doch das alles 1d6t sich miindlich besser besprechen. - Gestatten
Sie mir also, obwohl erst wenige Stunden seit unserem letzten Zusammensein,

par L. von Cassel: Sonja Kowalewsky. Biography and autobiography. I. Memoir. II. Reminis-
cences of childhood written by herself. London, Walter Scott, Ltd.
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das uns einander so nahe gebracht hat, verflossen sind, Sie heute vormittag
abermals auf ein Stiindchen zu besuchen und mich auszusprechen.”

I1 voulait sans doute conseiller & Sonja d’'acquérir par le grade du Docteur
allemand un témoignage officiel de l'achévement de ses études. Cette pensée
semble d’ailleurs avoir été étrangére & Sonja, et si elle y acquiesca finalement,
ce fut bien plus par considération pour Weierstrass que pour satisfaire un désir
personnel. La franchise de Sonja vis-i-vis de Weierstrass lni fut plus tard
d’'un grand secours pour l'explication inévitable avec ses parents. Sa mére
frappée lors d'une visite a Berlin des singularités de ses relations avec son
mari, avait enfin recu 'aveu du véritable état des choses. Trés émue elle chercha
a faire valoir qu’aucune personne estimable, en Allemagne du moins, connais-
sant la vérité, ne voudrait continuer ses relations avec elle. ,Que crois-tu p. ex.
quen dirait Weierstrass, objectaitelle, s'il connaissait la vérité?“ ,Mais il la
connait depuis longtemps déja“ répondait Sonja. La mére profondément troublée
n'insista plus.

Weierstrass avait traité pendant 'automne 1872 entre autres choses le calcul
de variation, un des themes favoris de ses conférences & l'université. Il est re-
venu 9 fois sur ce sujet. Il y remporta les plus beaux triomphes grice & sa sa-
gacité critique et l'art qu'il avait de présenter d'une facon simple et claire les
raisonnements les plus subtils. Bien que ces conférences soient connues en partie
par le livre de Kneser, le monde des mathématiciens a néanmoins le droit d’espérer
que le désir supréme exprimé par Weierstrass sera respecté et gqu’on publiera
bientdt ces conférences toutes entiéres. Weierstrass avait confié des manuscripts
détaillés sur ce sujet & H. A. Schwarz qui s'était chargé avec la publication.
Il faut espérer que ces manuscripts se trouvent parmi les papiers posthumes du
fécu Schwarz. Weierstrass a également développé devant Sonja la théorie des
équations différentielles lindaires. A ce sujet il dit dans une lettre du 4 novembre:

,Uber die linearen Differentialgleichungen besitze ich noch zwei vor
langer Zeit gemachte Aufzeichnungen, die ich meiner lieben Freundin ebenfalls
iiberschicke. (In dem Hefte Nr. 2,4) Zur Vergleichung mit dem gestern Dir
Vorgetragenen werden sie Dir vielleicht niitzlich sein, doch bitte ich Dich, bei
der Ausarbeitung Dich im wesentlichen so zu fassen, wie ich es Dir angedeutet
habe. Nur die Zuriickfilhrung der hoheren Differentialgleichungen auf die
gestern von mir gewidhlte Form wirst Du hinzufiigen miissen.“

Ala vérité Weierstrass avait écrit & deux reprises quelques pages sur la
théorie des équations différentielles lindaires. La premiére fois en 1861 il avait
choisi un exposé, semblable & celui employé plus tard par Casorati. Le second
travail éerit en 1863 est semblable a celle que publia plus tard Hamburger. De
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trés bonne heure, probablement aprés ses premiéres anndes d’études, Weierstrass
avait approfondi la théorie des équations différentielles linéaires & coefficients
constants. On a trouvé parmi ses papiers posthumes un exposé particuliére-
ment élégant de cette théorie. Il est bien probable qu’il a dii dés lors entre-
prendre U'étude des équations différentielles lindaires & coefficients variables. On
sait qu'il a employé cette théorie dans ses recherches sur les surfaces minima
limitées par des droites. Lorsqu’ & un age avancé il songea & publier ses travaux,
il chercha en vain & retrouver les deux exposés de la théorie des équations
différentielles linéaires. Sophie Kowalewsky se rappelait bien les avoir eus
entre les mains, mais pensait les avoir rendus & Welerstrass. Ils ont peut-étre
disparu en méme temps qu'un grand nombre d’autres manuscrits. Weierstrass
avait 'habitude d’emporter dans ses voyages une grande caisse en bois blanc
contenant des annotations faites par lui sur divers sujets mathématiques. Sonja
ressentit toujours la plus grande inquiétude pour le sort de ces documents. La
caisse avait été enrégistrée un certain jour vers 1880 avec d'autres bagages
mais 4 l'arrivée elle manquait & 'appel et ne put_jamais étre retrouvée. D’ail-
leurs Weierstrass ne tenait pas ses propres papiers et annotations en fort bon
ordre. Il prétait & droite et & gauche sans s’occuper beaucoup de savoir si on
lui rendait ce qu’il avait prété. On peut espérer qu'il sera possible encore de
réunir un grand nombre de manuscrits de Weierstrass, disparus de cette facon.
S'ils seront mis & la disposition de la rédaction des Acta mathematica, ils
seront publiés sans retard.

Bien que les deux exposés, dont il est question dans la lettre & Secphie
Kowalewsky, soient probablement perdus pour toujours, de quelque facon que la
catastrophe se soit produite, on peut néanmoins s’en faire une idée assez exacte
au moyen d’autres annotations qu'on a réussi & retrouver. C’est une particu-
larité de la facon de travailler de Weierstrass, qu'il recommencait plusieurs fois
la rédaction de chaque travail, souvent d’aprés des principes et des raisonnements
différents, jusqu'a ce qu'il est obtenu une parfaite clarté. Pour lui un simple
résultat n'avait que peu de valeur. Il voulait pénétrer entiérement et 4 fonds
les raisons de ce résultat et il voulait dans chaque cas particulier donner une
démonstration qui pit étre considérée comme la seule juste et la seule naturelle.
Ce n'est que lorsqu’il en était arrivé 1a qu'il jugeait son étude mure pour la
publication. Mais il lui est arrivé bien de fois de différer encore la publication
parce qu'il voulait également épuiser d'autres questions voisines.

Chaque travail devait, avant d'étre publié, se présenter comme un tout
achevé dans tous les sens. En général les rédactions préliminaires ont été dé-
truites par Weierstrass lui-méme. Il semble n'avoir conservé de propos déli-
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béré que les différentes rédactions de la théorie des fonctions abéliennes; parmi
ses papiers posthumes il s’en trouve jusqu'a 5 exposés différents.

En examinant avec soin les papiers posthumes de Sophie Kowalewsky, qui
se trouvaient d'aillenrs dans le plus grand désordre, j'ai réussi & découvrir une
esquisse préliminaire du traité de 1863 écrite de la main propre de Weierstrass
et datée par lui. En outre je trouvai une feuille détachée. En examinant les
papiers laissés par Weierstrass lui-méme j'ai reconnu que cette femille appar-
tenait 4 une esquisse du traité de 1861. Parmi les papiers de Sophie Kowalewsky
il se trouve encore une troisiéme esquisse de la main de Weierstrass et qui
faisait probablement partie d'un traité encore plaus ancien que les précédents.
Aucune de ces esquisses n'est achevée et ne posséde une forme permettant de
la comprendre dans le recueil des ceuvres de Weierstrass. Cependant il y
aurait un grand intérét & les publier a titre de documents. Il en ressort, entre
autres choses, d’une facon irréfutable, que la célébre théorie de Weierstrass con-
cernant ,die Elementarteiler dans les formes bilinéaires et quadratiques a son
origine dans ses travaux sur les équations différentielles linéaires. On y voit
anssi clairement qu’aucune des questions fondamentales relatives aux équations
différentielles linéaires qui ont été reprises plus tard n'était étrangére & Weier-
strass vers 1861—63 & l'exception toutefois des problémes importants que Poin-
caré a résolus.

Au printemps 1873 aussi bien Weierstrass et Sonja tombérent malades et
des lettres furent échangées entre eux. Sonja partit pour la Suisse espérant y
reprendre des forces et Weierstrass lui écrivit des conseils paternels lui enjoi-
gnant de prendre suffisamment de repos et de laisser 13 les mathématiques pour
temps. Il dit le 18 avril 1873:

,Hast Du wirklich die Absicht, zum 1. Mai wieder hier zu sein, — d. h.
ich meine, 148t sich diese Absicht ausfiihren —, so michte ich Dir den Rat
geben, bis dahin jede ernste Arbeit zu vermeiden, — wenn es Dir bei dem be-
wegten Leben, in das Du hineingeraten bist, iiberhaupt moglich sein wird, an
eine solche zu denken —, und Deine Kraft fiir die regelmiBiigen Studien aufzu-
sparen, welche wir nach Deiner Riickkehr wieder aufnehmen werden. Hoffent-
lich werden wir dann wenigstens so weit gelangen, daf Du in den Sommermo-
naten das Material zu einer lohnenden Arbeit beschaffst, die Du wihrend des
Herbstes wirst ausfithren kinnen.

Ich habe indessen recht viele Besuche von mathematischen Freunden ge-
habt, die wihrend der Osterferien sich zahlreich hier eingefunden und fast alle
mehrmals mir einige Stunden geschenkt haben. Namentlich mit Heine aus Halle



Weierstrass et Sonja Kowalewsky. 141

und Baltzer aus GieBfen habe ich mich unterhalten, mit dem letztern auch
iitber die ,Geometrie des endlichen Raumes®, fiir welche meine iibrigen
mathematischen Freunde — meinen kleinen Liebling, den Du kennst, ausge-
nommen — wenig Sympathie besitzen. Ich teile Dir dies mit, damit Du nicht
etwa glaubst, ich sei eigentlich krank, oder so verstimmt, daf -daranter das In-
teresse fir das, was mir sonst am Herzen liegt, gelitten habe.“

La conception qu’avait Weierstrass de la ,Geometrie des endlichen Raumes*,
se retrouve aprés lui en parties mais non comprise d'une maniére satisfaisante dans
les travaux de Killing. Il semble que dans ses conversations intimes avec Sonja
il s'est beaucoup occupé de cette question et surtout de la mécanique dans cet
espace. Sonja garda toujours le plus ardent enthousiasme pour les idées de
Weierstrass & ce sujet; elle racontait. qu’il avait créé toute une mécanique nou-
velle qui surpassait en simplicité, en clarté et en définition élégante des lois
naturelles anciennes et nouvelles la mécanique actuellement en vigneur, et qui
néanmoins n'avait rien de commun avec les travaux d’autres savants dans le
méme sens. Il ressort d'une lettre de quelques jours plus tard (25 avril) que
la maladie de Weierstrass avait été cette fois assez sérieuse.

,Doch hat sich die Befiirchtung, die ich anfangs allerdings hatte, daf ein
fritheres Leiden, welches so storend in mein Leben eingegriffen hat, sich er-
neuern kinnte, als ganz unbegriindet erwiesen . .. Gearbeitet habe ich sehr
wenig und mit geringem Erfolg, wenn ich auch bisweilen den ganzen Tag iiber
mich beschiftigt habe, — es wollten weder neue Gedanken kommen noch die
alten sich so, wie es mir vorschwebt, in Worte fassen lassen.“

Les relations cordiales qui régnaient an printemps 1873 entre le maitre et
I'éléve ressortent de ce qui suit. Sonja, dans un moment de découragement, ex-
prime la crainte que ,die Schiillerin kénnte ihm, Weierstrass, listig werden.
I1 répond:

»+ - . In allem Ernst gesprochen, liebste, teuerste Sonja, sei versichert, ich
werde nie vergessen, daf es die Dankbarkeit meiner Schiilerin ist, der ich den
Besitz — nicht meiner besten, sondern meiner einzigen wirklichen Freundin ver-
danke. Also wenn Du die Gesinnung, welche Du mir bisher bewiesen, auch in
Zukunft bewahrest, so kannst Du fest darauf rechnen, daB ich Dir auch in
Deinen wissenschaftlichen Bestrebungen stets treu zur Seite stehen werde.“

Sonja revint & Berlin en mai 1873 et l'enseignement continua comme au-
paravant. Au mois d’aoiit Weierstrass alla passer quelque temps dans I'ile de
Ruegen et Sonja partit pour la Suisse. Il y a de cette époque (20 aofit 1873)
une longue lettre de Weierstrass dans laquelle il éerit:

,Crearbeitet habe ich noch gar nichts, ausgenommen daf ich an Richelot
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einen ziemlich ausfiihrlichen Brief mit einer gedringten Darstellung der Unter-
suchungen, mit denen ich mich in den letzten Jahren beschiftigt, geschrieben
habe.. Leider habe ich darauf eine sehr traurige Antwort erhalten; Richelot,
der mir ein so lieber Freund ist, ist schwer erkrankt — chronisch — und meint,
daf er wohl den letzten Brief an mich schreibe; er geht zwar auf meine Mit-
teilungen mit lebhaftem Interesse ein, spricht aber hauptséchlich iiber seine
Wiinsche inbetreff der Wiederbesetzung seiner Stelle, die er mir dringend ans
Herz legt.*

Weierstrass cite ensuite de la lettre de Richelot le jugement sumivant sur
ses propres travaux au sujet des fonctions abéliennes:

,Gerade daB Sie einen anderen, einen natiirlicheren Weg einschlagen in der
mathematischen Hauptfrage dieses Jahrhunderts als Riemann, Clebsch und Gordan
und daf Sie ihn bis zu einer klar ausgesprochenen Grenze verfolgen, ist es,
was fiir mich von so groBer Bedeutung ist. Noch immer bedaure ich, daB Sie
den zweiten Teil Ihrer ersten Abhandlung (iiber die hyperelliptischen Funktionen),
die doch schon das Wesentliche Ihrer Methode enthilt, nicht haben erscheinen
lassen. Weder die Arbeiten Riemanns, noch weniger das Buch von Clebsch und
Grordan hétten Sie davon abhalten sollen. Doch miissen Sie wohl vollgewichtige
Griinde dazu gehabt haben.“

Weierstrass est trés enthousiaste de la nature de I'lle de Ruegen et de son
climat, il a souvent pensé a Sonja et désiré qu'elle fiit auprés de Imi:

» Wie schon wiirden wir hier — Du mit Deiner phantasievollen Seele und
ich angeregt und erfrischt durch Deinen Enthusiasmus — triumen und schwéirmen
itber so viele Ritsel, die uns zu lsen bleiben, iiber endliche und unend-
liche Réume, iiber die Stabilitit des Weltsystems und alle die an-
deren groflen Aunfgaben der Mathematik und Physik der Zukunft. Aber ich
habe schon lange gelernt, mich zu bescheiden, wenn nicht jeder schéne Traum
sich verwirklicht.“

Il s’inquiéte au sujet de la santé de Sonja:

pAufgefallen, liebste Freundin, ist es mir, daf Du in Deinem letzten Briefe
itber Dein Befinden ganz schweigst. Das konnte mich allerdings insofern be-
ruhigen, als man, wenn man sich ganz wohl fiihlt, dariiber eben nicht spricht;
aber Du weiit, daB ich kein Freund von negativen 'Beweisen bin, die niemals
volle Befriedigung gewidhren. Ich bitte also um direkte Angabe.”

Sonja revint & Berlin vers la fin d’octobre 1873 et l'enseignement de Weier-
strass reprit son cours. Cependant il devint recteur de I'université pendant
Pannée universitaire 1873—74 et les devoirs de sa fonction I'obligeaient a étre
extrémement économe de son temps. Néanmoins il parait avoir trouvé dans la
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société de Sonja la meilleure récréation aprés ces travaux, qui avaient peu de
charmes pour lui. Le 19 novembre il lui envoie:

»- » - €ine ganze Serie von ,Liedern ohne Worte“, welche sich simtlich auf
die geradlinig begrenzten Minimalflichen beziehen. Ich habe die einzelnen Blitter
gleich gestern abend zusammengesucht; sie repriisentieren verschiedene Stadien
der Untersuchung, soda das schlieBlich Bleibende nicht so sehr umfangreich
sein wird. Ich bitte aber, sie genau in der Aufeinanderfolge, in der sie liegen,
erhalten zu wollen, zumal da sie ohne miindliche Erliuterung Dir doch wohl
unentzifferbar sein werden. Ich wollte sie aber sofort Deinen Hinden anver-
trauen, damit sie bei mir nicht wieder durcheinander kommen.

Damit wir aber die Zeit vorher niitzlich anwenden, so wiirde es mir lieb
sein, wenn Du Dich in das gestern Dir Mitgeteilte einigermaBen schon heute
einstudiert héttest; wir konnten dann unmittelbar daran anschlieBen und viel-
leicht schon am nichsten Sonmntag mit der Entwicklung der linearen Differen-
tialgleichung, zu welcher das zu losende Problem fiihrt, fertiz werden. Dann
kommt allerdings noch einiges die Theorie solcher Differentialgleichungen iiberhaupt
Betreffende zur Sprache, was notwendig ist, um die Natur der unter den Koef-
fizienten der Gleichung bestehenden transzendenten Relationen ins Licht zu
setzen. Diese Relationen fehlen bei Riemann ganz, und dies ist einer der Haupt-
mingel seiner Theorien.“

Dans une lettre du 6 décembre 1873 qui contient diverses additions & sa
derniére lecon, il écrit:

»In Beziehung auf das bei unserem letzten Zusammensein Besprochene habe
ich Dir noch etwas Interessantes mitzuteilen. Wir haben bis jetzt angenommen,
daf die Funktion ¢ (s) lanter imaginéire und ungleiche einfache Faktoren habe.
Das Letztere ist aber nicht notwendig. Denn alle Multiplikations- und Divisions-
Gresetze bleiben bestehen, wenn man, ohne iiber die Beschaffenheit von ¢(s) ir-
gend eine Annahme zu machen, die Multiplikation zweier komplexer Zahlen

f(e) = Gy &+ 0,8 - Gy Cypy
g (6) = bo &+ b1 e -+ bzr—x Carm1
so erklirt: es ist
f (6) g(e) - h(e) = ho 2 + k1 €t hzr—: Cor
wenn f (s) g(s)— h(s) durch @(s) teilbar ist. Wenn nun jede Gleichung
F(z,e) = 0
fol@®" + 7, (e)a" "+ fu(e) = O

I6sbar sein soll, so ist notwendig, daB ¢(s) (als gewthnliche Funktion von s

betrachtet) fiir keinen reellen Wert von s verschwinde, — aber es ist auch nur
19%

oder
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diese Bedingung erforderlich. Hat aber ¢(s) gleiche Faktoren, sodaf
Pls) = (" +hks+1)" .. (&l s+ )™

ist, wobei die %, ! reell sind and »,+ »,+--- = r ist, so modifiziert sich der
Satz iiber die Anzahl der Wurzeln einer Gleichung, und es ist dieselbe nicht
mehr gleich " wie in dem Falle, wo »,, »,, ... simtlich gleich 1 sind. Nun, meine

liebe Schiilerin, denke einmal dariiber nach, wie mufi ¢ (s) beschaffen sein, — d. h.
welches Multiplikationsgesetz muB man annehmen, damit die Gleichung nten
Grades nur allgemein # Wurzeln habe?¢

La théorie de Weierstrass sur les nombres complexes avec # unités princi-
pales ne fut publide qu'en 1884. Relativement & cette théorie Weierstrass m'écrit
le 7 juin 1880:

,Jhre Anfrage, wann ich zuerst iiber die allgemeinen komplexen-Zahlen
etwas vorgetragen habe, beantworte ich dahin, da8 dies im Wintersemester
1861—62 geschehen ist; ein Herr Schiitz hat aus meinem damaligen Vortrage
einiges verdffentlicht, ohne seine Quelle zu nennen. Dann habe ich zweimal im
Seminar den Gegenstand ausfiihrlicher behandelt. Dem ersten dieser Vortrége,
iiber den Herr Kossak eine ziemlich schlechte Mitteilung, in der gerade das
Wesentlichste fehlt, publiziert hat, wohnte auch Herr Hatzidakis bei, der dann
spiter selbstéindig fiber den Gegenstand Untersuchungen gemacht hat. Herr Hettner
besitzt, wie ich glaube, eine Ausarbeitung eines spiteren Vortrags. Mich hatte
die Schlufibemerkung der GauBischen kurzen Mitteilung iiber die Bedeutung der
komplexen Zahlen (in der Selbstanzeige seiner Untersuchungen iiber die biqua-
dratischen Reste) zu einem nihern Eingehen auf die Sache angeregt.”

Tout cela caractérise la méthode de travail de Weierstrass. Il fait de
conférences sur des recherches si importantes en 1861 et ne les publie qu’en
1884. Et encore nous devons probablement cette publication & linsistance de
M. Schwarz. Le 6 mai 1874 Weierstrass écrit:

,Inbetreff des am Sonntag besprochenen Gegenstandes kann ich Dir jetzt
folgendes mitteilen.

Es sei 4 eine reelle Verdnderliche und f () eine Funktion derselben, welche
nur folgenden Bedingungen unterworfen ist:

1) Sie soll bei endlichen Werten von 4, d.h. wenn man diese Grifie
zwischen zwei beliebigen endlichen Griofien 4, i, einschlieft, nicht unendlich groff
werden;

2) sie kann an beliebig vielen, auch an unendlich vielen Stellen unstetig

Ay
oder unbestimmt sein, aber in der Art, daf das Integral f(A)di unter Zu-
4
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grundelegung der Riemannschen Erklirung einen Sinn hat. (S. Riemanns Abhand-
lung iiber die Fouriersche Reihe).

3) Wenn 2 sich den Grenzen — oo, + oo nihert, so brancht f (1) nicht endlich
zu bleiben, mufl aber so beschaffen sein, daf

log|F @)
1:

fiir 2 = % oo verschwindet. (Das ist z. B. der Fall, wenn /(1) unendlich wird
wie eine positive Potenz von 1 oder wie e“lﬁ, wo «, § positive Groflen sind und
B<2 ist)

Alsdann gilt folgender Satz. Es seien u, v, w komplexe Veréinderliche, von

denen die erste der Bedingung unterworfen ist, daf ihr reeller Teil stets po-
sitiv sein soll, so hat das Integral

2 — (ul? 4 vl 4 w)
f f)e di
— o0

bei endlichen Werten von u, v ,w stets einen bestimmten, ebenfalls endlichen
Wert und ist eine reguldire Funktion von «, v, w. Dieselbe kann also,
wenn «/, ¢', w' irgend ein System bestimmter Werte von u, v, w ist, nach ganzen
positiven Potenzen von w—u', v —¢/, w—u' in eine Reihe entwickelt werden,
welche stets konvergiert, wenn « so nahe bei »' angenommen wird, daf in allen
andern Werten dieser Grofe, die denselben Abstand von ' haben, der reelle
Teil positiv ist.
Diese Reihe wird ferner erhalten, wenn man
f(l) e (ud? 4 vd 4+ w)

nach Potenzen von u—u', v—v', w—w' entwickelt und darauf jeden
Koeffizienten der so entstehenden Reihe von —oo bis +oo integriert.
Dieser Satz, angewandt auf das Integral

+ oo (A — 2
1 1 f &
Zt) = ——+ — Ae dl,
lehrt, daf dasselbe, wenn die GriBe ¢ der Bedingung unterworfen wird, daf ihr
reeller Teil stets positiv sei (also anch der von %), wibrend 2 unbeschrinkt

veriinderlich ist, in eine bestindig konvergierende Reihe von der Form
x?

T4
e

a

@, () + qvl(t)w+---+<p,,(t)x"+...{
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entwickelt werden kann, worin ¢, (¢), ¢, (¢),... regulire Funktionen von ¢ sind.
Es geniigt ferner ¢ (2, #) der Differentialgleichung

Op(z, 1) _ (=1

ot 0x?

in dem ganzen Bereich (z, ¢), fiir welchen die Funktion definiert ist.

Der Beweis des aunfgestellten Satzes ist sehr einfach; auch 1d6t sich ein
viel allgemeinerer begriinden, der zeigt, wie aus ganz willkiirlichen Funktionen
einer reellen Veriinderlichen 1 analytische Funktionen komplexer Grifen abge-
leitet werden konnen.

Uber alles dies und manches daran sich Kniipfende miindlich Weiteres und
Naheres.

Du siehst, teuerste Sonja, wie Deine — Dir so einfach scheinende — Be-
merkung iiber die Eigentiimlichkeit partieller Differentialgleichungen, daB eine
unendliche Reihe einer solchen Differentialgleichung formell geniigen kann,
ohne doch fiir irgend welche Wertsysteme ihrer Veréinderlichen zu konvergieren,
fiir mich der Ausgang von Untersuchungen, die viel Interessantes haben und
manche Aufklirung verschaffen, geworden ist.

Ich wiinsche, daB meine Schiilerin auf diese Weise fortfahren moge, ihrem
Lehrer und Freund ihren Dank zu betitigen.“

Je ne m'occuperai pas ici de la partie mathématique de la communication
de Weierstrass. Je ferai seulement remarquer que des envieux ont essayé de
faire croire, que Sonja, en rédigeant sa thése de doctorat, n’avait pas été aussi
indépendante qu'elle aurait di I'étre, et qu’elle devait & Weierstrass plus qu'elle
n'avouait elle-méme. Les propres paroles de Weierstrass nous sont aujourd’hui
une preuve du contraire.

La démonstration que I'équation différentielle

Op(2,8) _ P91

at 0x’

est satisfaite formellement par une série de puissances qui ne converge pour aucun
systéme de valeurs des variables indépendantes, était une des parties les plus
originales de la thése et était & cette époque une découverte de haute impor-
tance. Je reviendrai plus loin sur une autre remarque de Weierstrass & ce
sujet. Les paroles simples et cordiales de Weierstrass nous montrent mieux
que tout commentaire le genre des relations qui existaient entre le maitre et son
éléve dévoude. Il écrit encore le 9 mai:
,Eine kleine Aufgabe. Die partielle Differentialgleichung
99 _ %9
ot ox*
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hat ein partikulires Integral
1
¢ = (W) Fwm), v =-——@—14)
Vit
wo A, u, » willkiirliche Konstanten bezeichnen und F(u) der Diffentialgleichung

F'w)+ipuF (w)+pvF(u) =0

geniigen muB. Welches ist die allgemeine Losung dieser Gleichung?

Piir ¢ = 1, » = } kann man setzen
u?
_
Fu) = f(A)e
und erhélt aus dem partikuliren Integral
1 (x— 1)
f@ 7 &
= -—€
' Vi
das allgemeine
00 1 (z— 1)?
f(—f) e * boda
Vi

— 0
Wenn aber f (1) fiir unendlich grofie Werte von 1 in stirkerem Mafle un-

endlich wird als die Funktiow
Tk
e

bei beliebig kleiner Konstante ¢, so hat der vorstehende Ausdruck keinen Sinn.
Bekommt man vielleicht in diesem Falle durch Anwendung einer allgemeinen
Funktion F'(u), die der aufgestellten Differentialgleichung bei anderen Werten
der Konstanten geniigt, einen brauchbaren Ausdrack? Oder ist die willkiirliche
Funktion notwendig an die Beschrinkung gebunden, da8

log |£ ()]
B =0

werden muf} fiir 1 = *00?¢

Sonja recut en automne 1874 ,in absentia® son diplom de docteur a Goet-
tingen. Dans la biographie qu’elle présenta, & cette occasion, & 'université de
Goettingen, elle donne un coup d’ceil sur sa vie précédente:

» Vita.

Sophia de Corvin Krukovskoy nata sum ao. h. s. LI Moscoviae, patre Ba-
silio, qui vice fungitus legati in exercitu Russorum, matre Elisabeth ¢ Schuber-
tiana gente, quibus adhuc viventibus ex animo laetor.-
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Nomen meum hoc gentilicium ao. LXVIII Waldemaro de Kowalewky, phi-
losophiae doctort, napta eius nomine mutavi.

Fide instituta sum graeco-catholica.

Per teneram aetatem, cum vel Petropoli vel in patris villa quae Palibino
vocatur, degerem, publicis magistris non sum tradita, sed domi a paedagogis
litterarum elementa accepi. Inde autem a quintodecimo aetatis anno mathematica
potissimum amplexa, geometriae atque arithmetices quae vocatur analytica ru-
dimenta, nec non rationum differentialium et integralium initia didici. His quae
in deliciis habebam litteris ut totam me traderem, vero anni h. s. LVIII comi-
tante marito Heidelbergam petii, ubi cum Koppii universitatis litterarum tunc
temporis Prorectoris illustrissimi benificio ut scholis mathematicorum interessem,
mibi esset permissum, per tria semestria vv. cll. Du Bois-Reymondium, Helm-
holcium, Kirchhoffium, Koenigsbergerum de mathematicis et physicis docentes
audivi, atque etiam exercifationes suas pbysicas atque mathematicas a me fre-
quentari passi sunt Kirchhoffius atque Koenigsbergerus, quos ut praeceptores
meos ommes pio gratoque animo semper colam.

Inde mens. octobr. anni LXX Berolinum transmigavi ibique cum scholis
publicis per leges academicas mihi non liceret adesse, eximiam experta sum li-
beralitatem Weierstrassii v. d. qui quattuor per annos comsilio suo atque auc-
toritate me adiuvit, me non solum iis artibus imbuens quos publice solet audien-
tibus tradere, sed etiam multas res quas nondum evulgavit mecum liberalissime
communicans. Pro his summis de me meritis atque beneficiis ei nunquam satis
magnam me habere posse gratiam sentio.

In patriam reditura auctore carissimo meo praeceptore ordini philosophorum
Gottingensi amplissimo studiorum meorum primitias, duas videlicet commenta-
tiones quarum altera ad theoriam aequatiorum differentialium partialinm pertinet,
altera vero problema quoddam physicae mathematicae tractat, offerre audeo;
quibus probatis ut summi in phﬂosophia honores in me conferantur rogo.

En septembre 1874, Sonja retourna en Russie. Son systéme nerveux était
fortement attaqué par le travail forcé des dernieres temps et elle avait besoin
de calme et de repos. Ce traitement est aussi fortement recommandé par Weier-
strass dans une lettre du 21 septembre 1874:

»Aus eigener Erfahrung weifl ich, wie elend es einen Menschen machen kann,
den Kopf voll Probleme zu haben und wegen Mangels an physischer Kraft sie
nicht bewiltigen zu kinnen.“

Il pense que, si elle veut snivre ses conseils, la photographie qu'il espére
recevoir ressemblera
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»- - - dem Bilde, das aus der Zeit, wo Du vor zwei Jahren aus Deiner
Heimat wiederkamst, in meiner Erinnerung lebt.“

Weierstrass avait fait un voyage de trois semaines avec ses sceurs:

»Am Rhein habe ich recht in Jugenderinnerungen geschwelgt; wie schin
wiirde es sein, wenn es mir vergounnt wiirde, dieselbe Strecke noch einmal in
Begleitung der teueren Freundin, die ein giitiges Greschick mich noch in spiten
Jahren finden lieff, zu durchreisen. Seltsam war es mir zu Mute, als ich einen
Spazierweg wieder aufsuchte, den ich vor vielen Jahren mit einem Freunde durch-
wanderte, der mich damals bestimmte, endlich einen schon lingst ins Auge ge-
fafiten Entschluf, Mathematiker zu werden, zur Tat werden zu lassen. Denn
nur auf diesem Wege werde ich eine Zukunft haben, — er selbst hoffe als wissen-
schaftlicher Jurist einen Platz in der Gelehrtenrepublik sich zu erringen. Nun,
ich habe mein Ziel im Auge behalten und bin mit dem Erreichten zufrieden,
wenn auch nicht alle Bliitentrdume reiften; mein damaliger Freund gab spiter
die mit glinzendem Erfolge betretene wissenschaftliche Laufbahn auf, um im
praktischen Staatsdienst rascher vorwiirts zu kommen; er bekleidet jetzt eine
bedeutende Stelle, ist aber ein so arger Frommler und politischer Reaktionir
geworden, daf zwischen ihm und mir kein Verstindnis mehr moglich ist.“

A Heidelberg, Weierstrass avait renoué les liens d'amitié qui le rattachaient
a Kirchhoff et qui ne se relachérent plus.

»Am meisten habe ich mit Kirchhoff verkehrt und hoffe auch von unserem
jetzigen Zusammensein dauernden Gewinn zu haben. Ich habe ndmlich einen
Plan, ihn doch nach Berlin zu bringen, — in einer Stellung an der Akademie,
die ihm die ndtige MuBe geben wird, ein vollstindiges System der mathematischen
Physik auszuarbeiten. Dadurch wiirde der Wissenschaft ein wesentlicher Dienst
geleistet werden und. ihm selbst auch; denn die Heidelberger Verhdltnisse sagen
ihm nicht mehr zu und ebensowenig die Beschiftigung mit der Experimental-
physik. Uber die Bedingungen, unter denen er hierher kommen will, bin ich mit
ihm einig geworden, und ich hoffe zuversichtlich, daf sich dieselben werden er-
fiillen lassen.“

Une longue lettre en date du 15 octobre, gui contenait ,eine mathematische
Beilage“ 4 laquelle Weierstrass parait avoir attaché une certaine importance,
ne parvint jamais 4 son adresse. Il s'en plaint dans une lettre du 12 janvier
de lannée suivante 1875:

»DaB mein Brief aus der Mitte des Oktober verloren gegangen ist, nebst
der Beilage, ist mir sehr unangenehm; ich weill aber nicht, wie es wieder zu
erlangen ist.“

Le 16 decembre 1874 Weierstrass répond & une lettre de Sonja dans laquelle
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elle avait raconté la part active qu'elle avait commencée & prendre dans la vie
mondaine de St. Pétersbourg.

,Im fibrigen habe ich von vornherein darauf gerechnet, daf Du in den
ersten Monaten Deines Petersburger Aufenthalts nach so langer Entbehrung alles
geselligen Verkehrs nicht zu stetiger und ernster Arbeit kommen wiirdest, und
ich bin, wenn Du mir schreibst, da8 dem wirklich so sei, nicht einmal sehr un-
zufrieden damit, teils in der Uberzeugung, daB einige Zerstrenungen nach der
vorangegangenen langen Arbeit Deinem korperlichen Befinden nicht zum Nach-
teil gereichen werden, teils in der zuversichtlichen Erwartung, daf Dein ernster
Sinn, Deine Begeisterung fiir ideale Bestrebungen nicht allzulange die Enthal-
tung von wissenschaftlicher Arbeit Dich werden ertragen lassen. Uberlasse Dich
also getrost, solange Du selbst Gefallen daran findest und nicht etwa blof
duBeren Einflissen nachgibst, den Dir ungewohnten Geniissen des groBstddti-
schen Lebens; ich weif, Du wirst der Wissenschaft nicht untreu werden, und
der Schaffensdrang in Dir, mag er auch zeitweise einer erkldrlichen Erschlaf-
fung Platz machen, wird stets umso intensiver wieder aufleben. Freilich, das
leugne ich nicht, einer Anregung und Aufmunterung wirst Du nicht selten be-
diirfen.“

Le 15 octobre Weierstrass était enfin déliveé de la charge de recteur d’uni-
versité :

,lch empfand, nachdem ich vom 15. Oktober wieder ein’freier Mann ge-
worden, eine solche Sehnsucht nach mathematischer Beschiftigung, daf mir die
letzten beiden Monate wie im Fluge vergangen sind und ich heute mich zu
irren glaubte, als ich, einen notwendig zu beantwortenden Brief in die Hand
nehmend, denselben vom 19. Oktober datiert fand. Was den Erfolg meiner
Arbeit angeht, mit dem ich nicht ganz unzufrieden bin, so will ich Dir einiges
davon mitteilen.

Zun#chst hatte ich, mit Riicksicht auf meine Vorlesungen, eine Liicke in
der Funktionentheorie aufzufiillen. Du weifit, es war bisher folgende Frage un-
erledigt: Gibt es, wenn eine unendliche Reihe von Grifien

@y Qgy Gy o o0 OO

beliebig angenommen wird, stets eine transzendente ganze Funktion einer Ver-
inderlichen z von der Beschaffenheit, daB dieselbe fiir # = a,, a,, ... ver-
schwindet — und zwar so, daB die zugehdrige Ordnungszahl fiir jede dieser
Grofen gleich 1 ist, wenn dieselbe Amal in der Reihe vorkommt —, fiir jeden
andern Wert von x aber nicht?

Notwendig fiir die Beantwortung dieser Frage in bejahendem Sinne ergibt
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sich sofort die Bedingung, daf a,, sobald » eine gewisse Grenze iiberschreitet, dem

absoluten Betrage nach bestindig grofer sein muB als eine willkiirlich gegebene

Grifle; ich konnte aber bisher nicht beweisen, daB die Erfiillung dieser Bedin-

gung geniigend sei. Die Frage erledigt sich jetzt durch folgenden Satz:
Man ordne der gegebenen Reihe

@, ‘_327 sy By ey
von der ich zunichst annehme, dafl keines ihrer Glieder Null sei, eine Reihe

ganzer positiver Zahlen (die Null als solche gerechnet)

Vi Vgyooey Vpy ons

dergestalt zu, daf die Summe

&

()
in der A4, den absoluten Betrag von «, bedeutet, bei jedem positiven Wert von
x einen endlichen Wert habe. Dies ist stets mdglich; namentlich kann man

v+ 1 z vy +1
+(Z‘) +"'1

2

v, =0,v,=1wv,=2,...,9, =n-1,...

nehmen. Ferner setze man

E@x),=1-x
B@), = (-2

.'.32
T3
E@), = (1—2x)e
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E@), = (1-2)e ° ",
so hat des Produkt
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fiir jeden endlichen Wert von « einen von der Aufeinanderfolge seiner Faktoren
unabhéingigen endlichen Wert und ist der Ausdruck einer analytischen Funktion
von z, welche im Endlichen' iiberall den Charakter einer ganzen Funktion be-
sitzt und fir z = a,, @,,..., a,,... in der angegebenen Weise verschwindet.

Der Beweis des Satzes lifit sich ganz elementar fithren; Du wirst ihn nicht
verfehlen, wenn Du aus Deinem elliptischen Heft das Kapitel iiber die Dar-
stellung ganzer transzendenter Funktionen durch unendliche Produkte zu Hilfe
nimmst.

Daran kniipft sich weiter der folgenreiche (in meiner Theorie der Abel-

schen Funktionen noch als bis jetzt unerwiesen hingestellte) Satz:
20*
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Jede eindeutige analytische Funktion von z, die fiir jeden endlichen Wert
dieser Griofle den Charakter einer rationalen Funktion besitzt, 1iBt sich stets
darstellen als Quotient zweier gewthnlicher, bestindig konvergierender Po-
tenzreihen, und zwar so, daB Zihler und Nenner fiir keinen Wert von z gleich-
zeitig verschwinden.

Weiter schlieBt sich hieran die Frage nach der allgemeinen analytischen
Ausdrucksweise einer eindeutigen Funktion einer Verdnderlichen, fiir die es, als
Argument dieser Funktion, eine endliche Anzahl von Grenzstellen gibt, in
deren N#he sie unbestimmt wird, wie dies bei einer transzendenten ganzen
Funktion im Unendlichen der Fall ist.

Die Zusammenstellung aller dieser Sitze hat eine ganz hiibsche kleine Ab-
handlung ergeben, die ich vorgestern in der Akademie gelesen habe und die im
Dezemberheft der Monatsberichte erscheinen wird. Daf ich Dir dieselbe alshald
zuschicken werde, versteht sich von selbst.*

Mais le mémoire ne fut imprimé qu'en 1877 dans les ,Abhandlungen® de
IAcadémie de Berlin.

Weierstrass fut député par l'université de Berlin aux fétes du jubilé de
Puniversité d'Upsala en septembre 1877. Il y apporta son mémoire avec une dé-
dicace & Vuniversité,

Il est dit plus loin dans cette méme lettre:

»Der Gegenstand, womit ich mich noch weiter beschiftigt, wird Dich noch
mehr interessieren; leider kann ich in Beziehung auf denselben nur erst von
einer Hoffnung auf Erfolg berichten und muB ausfiihrlichere Mitteilang iiber-
haupt der miindlichen Besprechung vorbehalten.

Du erinnerst Dich, liebes Herz, daf wir zun der Zeit, als unsere Freund-
schaft eine innigere geworden war, sodaB ich zuweilen das Bediirfnis empfand,
auch iiber Arbeiten, die ich gern machen méochte, mit Dir zu reden und wir
uns auch wohl in wissenschaftliche Triume und Phantasien verloren, oftmals
von den Bedingungen der Stabilitit des Weltsystems gesprochen haben und
den vielen Fragen, mit denen dies Problem zusammenhdngt. Du weifit auch,
dafl die eigentliche mathematische Aufgabe, um die es sich handelt, folgender-
mafen formuliert werden kann:

Es seien zur Bestimmung von n Funktionen einer reellen Griofie ¢ gegeben

n Differentialgleichungen

dzx,
ar G (@ e o5 ),

dz,
ar = Gn(‘tn ey Tk
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wobei ¢,, . .., G, ganze Funktionen von z,, ..., z, mit reellen Koeffizienten be-
zeichnen. Es fragt sich, wie miissen diese Funktionen G beschaffen sein und
welche Bedingungen die Werte von z,, ..., z, fiir =0 erfiillen, damit z,,...,2,
regulire Funktionen von ¢ (innerhalb der Grenzen — oo und 4-©0) werden. Na-
mentlich aber ist zan ermitteln, unter welchen Umstinden jede der Griflen z
bestéindig zwischen endlichen Grenzen schwankt. Endlich sollen woméglich Ent-
wicklungen von #,, ..., z,, die ihrem funktionalen Charakter entsprechen, auf-
gefunden werden.

Ich habe mich nun einige Wochen sehr ernsthaft mit dieser Frage be-
schiiftigt, glanbe auch einen Weg gefunden zu haben, der dereinst zum Ziele
filhren wird, — aber es wird noch grofierer Anstrengung bediirfen, um ihn iiber-
haupt gangbar zu machen. Ich will Dir nur eine Andeutung geben, die einzige,
die ich ohne zu groBe Weitldufigkeit aussprechen kann. Du weifit, wenn die An-
fangswerte von x,,...,%, gegeben sind, so kann man immer analytische Aus-
driicke von #,, ..., , als Funktionen von ¢ aufstellen, die den Differentialglei-
chungen geniigen und fiir ein beschrinktes Zeitintervall gelten. Nun scheint
es mir, daf sich, wenn die 2, ..., z, wirklich solche Funktionen sind, wie sie
verlangt werden, stets ganze Funktionen y,,..., %, von z,,...,x, ermitteln
lassen, fiir welche dhnliche Differentialgleichungen bestehen, die aber so beschaffen
sind, daB sich ams ihnen Ausdriicke in ¢, die fiir ein groBeres Zeitintervall
gelten, ergeben. Mit diesen neuen Differentialgleichungen kann man dann weiter
ebenso verfahren, und Du begreifst schon, daB in dem Fall, wo nach Beschaffen-
heit der urspriinglichen Differentialgleichungen und der angenommenen Anfangs-
werte die Operation ohne Ende sich fortsetzen lifit, daraus iiber den Geltungs-
bereich der zu bestimmenden Funktionen sich Aufschliisse ergeben miissen.

Bei den hauptsichlich in Betracht kommenden wirklichen Aufgaben der
Astronomie und mathematischen Physik zeigt sich ferner, daB sich die sukzessiven
Annéherungen durch Lésung von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten bewirken lassen, wodurch sich die Moglichkeit konvergenter Ent-
wicklungen ergibt. Freilich wird Dir, was ich da sage, nur einen sehr unvoll-
kommenen Begriff von meinen Ideen geben; aber diese sind auch noch keineswegs
so reif, dafl ich mich mit hinlinglicher Klarheit dariiber ausdriicken kann.

Ich habe Dich in dieser Zeit auch deswegen sehr entbehrt, weil ich im
Gespriich mit Dir manchen Gedanken leichter zur vollen Entwicklung gebracht
hiitte, als es mir beim blofien Nachgriibeln dariiber moglich ist. Doch muB
ich, so sehr mich der Gegenstand interessiert, vorerst von seiner weitern Ver-
folgung Abstand nehmen; denn ich muB durchaus erst die anderen Dinge, die
der Ausarbeitung harren, fertig machen; ich werde dann, das sehe ich schon,
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fiir mein iibriges Leben Arbeit genug haben. Gleichwohl bin ich sehr zufrieden
damit, ein paar Wochen dem Nachdenken iiber das mir so wichtige Problem ge-
widmet zu haben; ich sehe jetzt wenigstens ein bestimmtes Ziel vor mir.*

Le probléme que Weierstrass avait formulé ici 'avait apparemment préoccupé
dés le commencement de sa carriére scientifique. Aussi il y revenait incessamment.
Lorsqu’ en 1885 il recut le mandat de membre du jury dans le concours pour
lequel le roi Oscar II voulait instituer un prix & 'occasion de son jubilé, il fut
chargé de choisir le sujet du concours. Il proposa de faire l'exposé des déve-
loppements de z,,...,%,, dont il parle dans sa lettre & Sonja. Le prix fut
remporté comme I'on sait par Poincaré. On voit la valeur que Weierstrass re-
connaissait & ses conversations avec Sonja, méme pour ses propres recherches.
Il dit plos loin:

»Noch eins. Von mehreren Herrn, an die ich Deine Dissertation gesandt,
habe ich beifillige Antworten erhalten, so von Kirchhoff, Heine, Schwarz, Sche-
ring und vor allem von P. Dubois, der iiber Dein beigelegtes Handschreiben sehr
entziickt ist; Du wirst jedenfalls .von ihm néchstens einen sehr liebenswiirdigen,
vielleicht sogar bewundernden Brief erhalten. Sehr zufrieden mit Deiner Arbeit
spricht sich auch Heine aus, der ihren eigentlichen Zweck, wie es mir scheint,
am besten begriffen hat.“

Sonja parait avoir répondu par une lettre qui arriva & Weierstrass vers
Nosl. 11 écrit le jour de I'an 1875:

,Meine liebe Sonja, ich danke Dir recht herzlich fiir das schéne Weih-
nachtsgeschenk, das Du mir mit Deinem letzten Briefe gemacht hast. Es spricht
sich in demselben ein wissenschaftlicher Enthusiasmus aus, der mich entziickt
und mich wie die treue Anhiinglichkeit, die Du Deinem Lehrer und Freunde be-
wahrst, gliicklich macht. Aber ich fiirchte fast, ich habe zu grofie Erwartungen
in, Dir erregt, indem ich, was sonst nicht gerade meine Gewohnheit ist, in der
Uberzengung, daB ich Dir eine Freude damit machen wiirde, mich verleiten lieB,
von dem zu sprechen, was ich noch zu arbeiten gedenke. Das Ziel, welches ich
erreichen mochte, liegt noch in weiter Ferne, in unbestimmten Umrissen vor
mir; bis jetzt habe ich kaum etwas anderes getan als iiber die Mittel gesonnen,
durch welche ich mir den Weg zu ebnen hoffe. Auflerdem ist es, wie Du selbst
einsiehst, eine dringende Notwendigkeit, dafl ich zunichst meine alten Arbeiten
zum AbschluB bringe. Ich darf damit auch aus anderen Griinden nicht zdgern.
Es wird gegenwirtig, — namentlich seitdem die jungen Mathematiker zu der
Einsicht gekommen sind, daB dicke Biicher schreiben (N.B. ohne Quellenangabe)
das wirksamste Mittel ist, am bei der Menge zu Ansehen und zu guten Stellen
zu gelangen —, gerade auf demjenigen Gebiete der Analysis, dessen griindlicher
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Durchforschung ich den' besten Teil meines ILebens gewidmet habe, gar zu
viel Unfug getrieben, und es ist die hochste Zeit, daf dem Unwesen gesteuert
werde.“

11 écrit encore:

,lch bin mir bewufit, kein wissenschaftlicher Pedant zu sein, und erkenne
auch in der Mathematik keine allein seligmachende Kirche an; was ich aber
von einer wissenschaftlichen Arbeit verlange, ist Einheit der Methode, konse-
quente Verfolgung eines bestimmten Plans, gehorige Durcharbeitung des Details
und, daf ibr der Stempel selbstindiger Forschung aufgeprigt sei. Es ist
schlimm genung, daf bei uns wie anders die Lehrbiicher so oft von Unberufenen

geschrieben werden, — wobei man den Franzosen wenigstens das Verdienst zu-
erkennen mufl, daf sie durch klare und elegante Darstellung den Mangel an
Tiefe einigermafen gut machen —, die hdchsten und schwierigsten Teile der

Wissenschaft aber, in denen nur derjenige etwas zu leisten vermag, der seine
ganze Kraft daran setzt, sollten der leichtfertigen Buchschreiberei nicht anheim-
fallen.

Verzeih, liebe Freundin, diese Abschweifung, die Du als Beweis dafiir hin-
nehmen mogest, wie sehr ich mich schon daran gewthnt hab, Dich zar Vertrauten
meiner Gedanken — auch der unerquicklichen — zu machen.“

Voild comment parle Weierstrass conrroussé, lorsque des gicheurs se per-
mettent de se méler des plus hautes et des plus difficiles parties de la science.
Mais personne ne pouvait reconnaitre plus chaleureusement que lui ce qui lui
semblait mériter des éloges. II écrit p. ex. 10 ans plus tard & un de ses éléves:

»Ilch bewundere den Mut, der dazu gehorte, um ein solches Problem anzu-
greifen, und freue mich Ihres Erfolges, als hitte ich ihn selbst errungen. Denn
der schionste Erfolg, den ein redlicher Forscher sich wiinschen kann; besteht ja
darin, daf er, angelangt an der Grenze, die dem Konnen des einzelnen Menschen
gesetzt ist, das angefangene Werk tiichtigen jungen Kriiften fiberlassen kann,
die es weiter fordern, selbstindig und doch in seinem Sinne. Sie sehen, mein
lieber Freund, ich bin durchaus nicht unempfindlich dafiir, daf meine Arbeiten,
ich will nicht sagen, anerkannt, sondern vielmehr in richtiger Weise benutzt
werden. Die erfreuliche Erfahrung, die ich in dieser Beziehung bei Ihnen und
anderen meiner Zuhtrer gemacht babe, bestitigt sich indessen nicht bei allen,
die Abhandlungen publizieren, welche sich angeblich an Vorlesungen und Mittei-
lungen von mir anschliefien.*

Mais je reviens 4 la lettre de nouvel-an & Sonja:

yJetzt will ich zunédchst Deine Fragen beantworten. Ich bin ganz damit
einverstanden, wenn Dn diesen Winter hauptsiichlich benutzen willst, die Liicken
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Deiner Kenntnisse in den mehr elementaren Teilen der Mathematik, namentlich der
analytischen Mechanik und mathematischen Physik auszufiillen. Studiere aber neben
den Englédndern auch Poisson und Cauchy, sowie die (in den Abhandlungen der Ber-
liner Akademie gedruckten) Arbeiten iiber Elektrodynamik des &#lteren Neumann;
das Buch des jiingeren (Sohns) iiber diesen Gegenstand ist etwas schwerfillig
geschrieben, enthélt aber doch viel Gutes und Brauchbares. Wenn Du unterdes
Hamiltons dickleibiges Buch iiber die Quaternionen erhalten hast, so wird Dich,
denke ich, schon das AuBere desselben von einer vollstindigen Durcharbeitung
abgeschreckt haben; die wire aber auch meiner Meinung nach eine reine Zeit-
vergeudung, — ich habe immer die armen Studenten bedauert, fiir die bei Ha-
miltons Lebzeiten die Quaternions ein obligatorischer Lehrgegenstand waren. Du
aber hast einstweilen noch viel Nitigeres und Niitzlicheres Dir zu eigen zn machen
als eine fiir gewisse Probleme vielleicht ganz brauchbare, keineswegs aber not-
wendige spezielle Methode, deren algebraische Grundlage von sehr trivialer Be-
schaffenheit ist. Daf Dir die Speise nicht munden wird, davon bin .ich iiber-
zeugt. Wenn es die Zeit Dir erlaubt, so kannst Du auch einmal die Comptes
Rendus der franzosischen Akademie durchfliegen und dabei den Arbeiten von St.
Venant in der Elastizititslehre Beachtung schenken. Du wirst zwar iiberall (ich
meine bei allen den genannten Autoren) in Beziehung auf Strenge der Entwicklungen
bedeutenden Anstof nehmen. Doch laB Dich dadurch nicht aufhalten, es kommt
hauptsiichlich darauf an, da8 Du einen Uberblick iiber das auf dem Gebiete der
mathematischen Physik bisher Geleistete sowie iiber die schwebenden Fragen ge-
winnst. Dabei kannst du immerhin einige nicht schwierige Aufgaben behandeln,
um Dich in der Darstellung zu iiben, wobei, wie ich Dir schon oft gesagt habe,
die sorgfdltize Durcharbeitung des Einzelnen als etwas Wesentliches zu be-
trachten sein' wird.

Z. B. soll in einer nfachen Mannigfaltigkeit, in welcher jeder Pankt durch
nKoordinaten z, ..., z, bestimmt und das Quadrat des Abstandes zweier Punkte
(Zyy oo o @)y Yy oo Y,) gleich (z, — 9, +--- +(2,—y,) ist, auf dem (der Ober-
fliche eines Rotationsellipsoides im Euklidischen Raum entsprechenden) durch
die Gleichung

S R o x;
1+ _1;2 + nl+z;:1

definierten Flidchengebilde die kiirzeste Linie bestimmt werden. Oder eine ana-
lytische Aufgabe, derwegen mich kiirzlich die Editoren der nemen Ausgabe von
Abels Werken zu Rate zogen.

Abel behauptet:
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Wenn ¢, (2), ..., g, () irgendwelche Funktionen bedeuten, deren Ableitungen
algebraische Funktionen von x sind, und es besteht zwischen denselben und
der Versinderlichen z iiberhaupt eine algebraische Relation, so 1iBt sich diese
stets auf die Form

¢, @, (@) ++e, 9, (X)) +p, (@) = 0

in der Art bringen, dafl ¢, (x) eine algebraische Funktion und ¢,,¢,, ..., ¢, Kon-
stanten sind.

In Abels nachgelassenen Papieren findet sich bloS der Anfang einer Her-
leitung des Satzes. Ich-habe zwei Beweise gemacht, einen rein algebraischen
und einen andern, der auf den ersten Sdtzen der Lehre von den Perioden der
Integrale beruht. Versuche Dich doch einmal daran. Driickt man die Ablei-
tungen von ¢,, ..., @, durch z und eine algebraische Funktion y dieser Grofie
rational aus, so ist auch ¢, eine rationale Funktion von z, y; dies ist ein leicht
zu beweisender Zusatz.

N.B. Beim Beweise des Satzes, der in Deiner Arbeil iiber die Reduktion
der Integrale 3. Ranges auf elliptische an der Spitze steht, setzt Abel den
angefithrten voraus, da er von vornherein eine lineare Relation unter den be-
treffenden Integralen annimmt.“

Sonja avait depuis son séjour & Heidelberg, ou elle avait entendu Helm-
holtz et Kirchhoff, gardé un gofit pour la physique mathématique. Cet intérét
augmenta au cours de ses études auprés Weierstrass. Elle avait commencé & se
plonger dans les travaux de Maxwell et avait demandé conseil & Weierstrass
comment elle devait disposer ses études.

L'illustre géométre s'intéressait vivement & la physique mathématique; seuls
ceux qui I'ont approché peuvent savoir jusqu' & quel point il la possedait. L'in-
térét que Weierstrass portait & la physique mathématique est exprimé dans la
méme lettre:

,2Kirchhoff kommt wirklich kommende Ostern hierher, als Mitglied der Aka-
demie und Professor fiir mathematische Physik. Ich darf seine Herberufung zu
einem guten Teil mir als Verdienst anrechnen. Ich fand ihn diesen Herbst in
Heidelberg iiber manche Vorkommnisse verstimmt, der Experimentalphysik ziemlich
entfremdet und gar nicht abgeneigt, Koenigsberger nach Dresden an das Poly-
technikum zu folgen. Dies bestimmte mich, sofort nach meiner Riickkehr die
Akademie fiir seine Herberufung zu interessieren . . .¢

Suivent des détails confidentiels sur la nomination de Kirchhoff. La lettre
se termine ainsi:

, Wir feiern heute den ersten Tag des neuen Jahres, wo man allen seinen

Acta mathematica. 39. Imprimé le 5 novembre 1923. 21
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Freunden Grufi und Gliickwunsch sendet. Ich habe den Tag nicht voriiber gehen
lassen konnen, ohne meiner teuersten Freundin, die meine Schiilerin und zugleich
die Vertraute meiner Gedanken und Bestrebungen ist, den Beweis zu geben,
daB ich in innigster Zuneigung ihrer gedenke und mich stets gliicklich schitzen
werde, wenn ich trotz der vielen Meilen, die zwischen uns liegen, ihr Fiihrer
auf dem Wege, der von dem anderer Menschen so weit abliegt, bleiben kann.

La lettre suivante est datée du 12 janvier 1875:

»Meine teuere Sonja, Eigentlich bin ich — aus verschiedenen Griinden —
nicht wohl disponiert, Dir heute zu schreiben. Aber ich erinnere mich, daf am
15. Dein Geburtstag ist, und da darf ich doch nicht unterlassen, meine Gliick-
wiinsche mit denen der Deinigen, in deren Kreise Du heute nach 5 Jahren zum
ersten Male wieder den Tag feierst, zu vereinigen. Aber, liebste Freundin,
ziirne mir nicht, wenn ich Dir zugleich gestehe, daB ich Egoist genug bin zu
wiinschen, es wire alles noch so wie im vorigen und dem vorhergehenden Jahre,
wo — von Julia abgesehen — anfler mir niemand hier von dem Tage etwas
wubte, und ich Dir keine grofiere Freude machen konnte, als wenn ich Dir
stundenlang von meinen neuesten Untersuchungen erzihlte. Das Heft, dessen
Anfa.ng ich Dir vor zwei Jahren als Geburtstagsgeschenk brachte, ist freilich
auch heute noch nicht abgeschlossen, — ein zweiter Teil ist lingst begonnen —,
aber ich werde meine Schuld nicht vergessen, und ich verspreche Dir, niemand
soll von den darin behandelten Sachen vor Dir etwas erfahren. Auch mufit Du
Dich iiberzeugen, daf die Schwierigkeit des behandelten Gegenstandes nur ein
langsames Fortriicken der Arbeit zuldft; manche Seite hat mir Tage gekostet.®

Que contenait ce cahier, au sujet duquel Sonja en véritable jeune fille avait
extorqué de son grand maftre la promesse que personne avant elle ne saurait
rien des questions qui y étaient traitées? Sonja qui supponnait certainement la
maniére dont j'anneillerai la chose, ne m’a jamais parlé de ce cahier, Il ne se
trouve pas parmi ses papiers posthumes. Weierstrass lavait peut-étre gardé
chez lui en vue de l'achever. Mais il ne se trouve pas parmi ses papiers
posthumes et ne semble pas non plus avoir servi lors de la rédaction de ses
ceuvres complétes. L'a-t-il brilé en méme temps que les lettres de Sonja? Ou
bien a-t-il été perdu avec la fameuse caisse en bois blanc, comme tant d’autres
manuscrits? Il est possible qu'il s'agissait d'une recherche que Weierstrass n’a
jamais trouvée assez élaborée pour vouloir la publier lui-méme. Je crois pouvoir
conclure de certaines allusions de Sonja qu'il s'agissait justement ici de cette
mécanique de I'espace limité que Sonja considérait comme une des créations fon-
damentales de Weierstrass. Celui-ci continue:

,Fiir die nichste Zeit muf ich mich aber aus den in meinem vorigen Briefe
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angegebenen Griinden ausschlieflich mit den Abelschen Funktionen — im ge-
wohnlichen Sinne — beschiiftigen und das Ganze meiner auf sie sich beziehenden
Untersuchungen iibersichtlich zusammenstellen. Ich mache jetzt einen Versuch,
dies in einer eigentiimlichen Form auszufiibren — nimlich in einer Reihe von
Briefen an meinen Freund Richelot. Ich gewinne durch diese Form die Frei-
heit, mich an vielen Stellen mit der Darlegung des Gedankengangs begniigen zu
konnen, was sehr wohl angeht, da doch die Theorie nicht fiir Kinder bestimmt
ist und man von jedem, der sich damit beschiftigt, erwarten darf, daB er die
mehr mechanischen Rechnungen nach gegebenen Andeutungen ausfithren kann.
Auch kann ich in Briefen an einen Freund ohne Riickbalt die Eigentiimlichkeit
meiner Methode hervorheben, sowie auf eine Kritik der von Riemann und Clebsch
gebrauchten mich einlassen. Ob sich die Sache wird durchfiihren lassen, weil
ich allerdings noch nicht, — eine starke Zusammendringung des Materials ist
aber, wenn ich ein lesbares Opus zustande bringen will, jedenfalls notwendig.
Eine Nachschrift meiner letzten Vorlesung iiber die Theorie, — in der doch
manches iibergangen ist —, hat 600 Quartseiten. Hitte ich jetzt meine treue
Schiilerin zur Seite, so konnte sie mir eine wesentliche Unterstiitzung leihen.

Ich habe Dir von einer mathematischen Beilage zu meinem nichsfen Briefe
gesprochen. Dieselbe ist auch fertig, nur weif ich nicht, wie ich sie Dir schicken
soll. Fiir einen Brief ist sie vielleicht zu umfangreich geworden — 5 Bogen.

Du schriebst mir vor einiger Zeit, daf Tchebychef es liebe, Dir Fragen in-
betreff der Integration elliptischer Differentiale mittelst Logarithmen vorzulegen.
Dies hat mich veranlaft, meine alte Arbeit iiber den Gegenstand wieder aufzu-
nehmen, um Dich inbetreff derselben — unter Anwendung der Dir geldufigen
Methoden und Bezeichnungen — en fait zu setzen. Tchebychefs Arbeiten iiber
den fraglichen Gegenstand beziehen sich auf zwei wesentlich voneinander ver-
schiedene Fragen. In seiner ersten Abhandlung — 1857 —, die ich bei Abfassung
meiner Notiz allein vor Augen hatte, zeigt er, wie die Untersuchung, ob ein vor-
gelegtes Integral

JE (2, VE @) dz,
wo R (x) eine ganze Funktion 3. oder 4. Grades, F aber eine rationale Funktion
von z und VR (z) bedeutet, sich durch einen algebraischen logarithmischen Aus-

druck darstellen lasse, zuriickgefiihrt werden konne auf die einfachere Frage nach
den Bedingungen, unter denen das Integral

(@ + =) dx
VE ()

21%*
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(R vom 4. Grade vorausgesetzt und unter » eine Konstante verstanden) in der
Form

P(2)+ VE (@)
wo P eine rationale Funktion von # bedeutet, ausgedriickt werden kann. Diese
Bedingungen bestehen nach Abel darin, daB die Entwicklung von VE(z) in einen
Kettenbruch periodisch sein und, wenn dies eintrifft, x einen bestimmten, von
den in R vorkommenden Konstanten abhidngigen Wert haben muf.

Gegen diese Behandlungsweise der Aufgabe hatte ich — wund habe ich
noch — zweierlei einzuwenden. Jene Reduktion ergibt sich ganz von selbst,
wenn man die doch gar nicht zu umgehende Aufgabe, ein Integral von der an-
gegebenen Form

. (P(x)—\/Wc))7

f Flaz, \/m) dx

auf die kleinste Anzahl von Transzendenten (Logarithmen und elliptische Inte-
grale der 3 Gattungen) zuriickzufiibren, gelost hat; es bedarf doch dazu keiner
neuen Algorithmen. Ferner glaubte ich, daf die Einsicht in die wahre Natur der
von Abel behandelten reduzierten Aufgabe — d. h. die Erkenntnis ihres Zusammen-
hangs mit der Theorie der elliptischen Funktionen iiberhaupt — gefordert werde,
wenn ich die Abelsche Bedingung durch folgende ersetzte:

Durch die Dir bekannte Substitution

s = YWAVR@)+ 142+ Bx+ 3 C,
VIF=g,5=9= - Y2 R 0)— (4o -+ B) VE@),
geht
dx
VE(x)
in
b %
Vds®—g,s —‘—9; \/g
iiber (die Berechnungen sind ans dem griinen Buche) und
(x4 =) dz
VE (z)

in

1 {;\ VS+VS, _ (x_g)} ds

VA l2 s—s
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wobel
2 . e P 3
80 - B _0) VSO == A BA 3A.§C+2B .
A ANA
ist. Setzt man also
(e o]
du=——£~, s=pu7 uo=fd—,sf,,
\/S Sy = PU, ’ \/S
so hat man °
(@twdr _L{l@'“ + 't _<,,_£>}(;u
VE (2) Va4 12 pu—pu, A)
(z+x)dz i_{ 6 (u—u,) e u, ;)
VE@ VAL eW*(aT.,““*I)“}‘

Damit nun das in Rede stehende Integral sich logarithmisch ausdriicken
lasse, ist notwendig, daB #, ein genauer Teil irgend einer Periode
der Funktion pu sei. Und wenn diese Bedingung erfiillt ist, so laft sich
stets » so bestimmen, daf das Integral wirklich durch den Logarithmus einer
(mittels des Multiplikationstheorems der Funktion pu leicht zu bestimmenden) ra-
tionalen Funktion von s und VS ausgedriickt wird.

Hiergegen hat Herr Tchebychef mehrfach, wie ich weifi, eingewandt: Ja,
aber wie erfihrt man dann, daf unter den transzendenten Grifien u,, 0, @' eine
Gleichung
_ 2_mco+2m’ o'

1] n b

123

in der m, m', n ganze Zahlen sind, stattfindet? Daranf antworte ich: Mein
Zweck war nicht, eine Integrationsmethode fiir den Fall, daf die Koeffizienten von
B numerisch vorliegen, zu geben, sondern alle Integrale von der betrachteten
Form und verlangten Eigenschaft algebraisch anzugeben. Dies geschieht aber
folgendermafien. Es ist @(nu) tir jeden ganzzahligen Wert von » in der Form

M, (pu)
N, (pu)

ausdriickbar, wo M, N ganze Funktionen von pu sind; mein Kriterium lautet
also: Alle Werte, die s, haben kann, sind gegeben durch die Gleichungen
N,(s) =0, N,G)=0,..., N,(s)=20,....

(Die zngehdrigen Werte von x bestimmen sich dann leicht).
Die Untersuchung, ob ein numerisch gegebener Wert von s, bei ebenso ge-
gebenen Werten von g,, g, einer dieser Gleichungen geniige, ldft sich im all-
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gemeinen nicht durchfithren; es mufi geniigen, daf man, wenn g,, g, gegeben
sind, alle Werte von s, algebraisch bestimmen kann.

Auch Herr Tchebychef verzichtet auf die Durchfiilhrung der eben erwidhnten
Untersuchung. In einer spiiteren Arbeit (Bull. de 'Académie de St. Pétersbourg 3,
1860) hat er sich mit derselben beschiftigt fiir den Fall, daB die Koeffizienten
von B rationale Zahlen sind. Die Bedeutung und Hervorhebung dieses Falls
hat eine gewisse Berechtigung, und ich erkenne gern den Scharfsinn an, mit dem
Herr Tchebychef ihn behandelt hat. Nur muf man, wie ich meine, die Sache da-
durch etwas allgemeiner machen, daB man nicht die 5 Koeffizienten von R, son-
dern die aus ihnen zusammengesetzten 3 GroBen s,, g,, g, als rational ansieht;
denn zwischen diesen miissen Gleichungen bestehen, welche bloB ganze Zahlen
zu Koeffizienten haben, und eben deswegen hat es einen guten Sinn, zu fragen,
wie kann man sich iiberzeugen, ob eine dieser Gleichungen fiir gegebene ratio-
nale Werte von s,, ¢,, g, besteht, — wobei die 4, B, C, A', B' selbst nicht ra-
tional zu sein brauchen.

Tchebychef gibt sein Verfahren ohne Beweis; dieser ist aber, wie ich erst
gestern gesehn, von Herrn Zolotareff in Clebschs Annalen Bd. 5 geliefert worden.
Die Art und Weise aber, wie ich die Tchebychefsche Aufgabe 15se, wird Dir die
ﬁberzeugung geben, daf man, den von mir gegebenen Satz, es muf

2mo + 2m' o'
So= @

! g2)g3

sein, vorausgesetzt, blof mit Anwendung der Formel fiir g (2%) durch eine endliche
Anzahl von Operationen zum Ziele kommt. Dies Verfahren kann natiirlich von
dem Tchebychefs nur durch die Form verschieden sein, und ich lege auf dasselbe
auch nur insofern Gewicht, als ich zeigen méchte, daf die allgemeine Theorie der
elliptischen Funktionen mit Leichtigkeit Fragen zu losen lehrt, zu deren Beant-
wortung sonst ein besonderer Scharfsinn erforderlich ist und Mittel angewandt
werden miissen, bei denen es unklar bleibt, worin denn eigentlich ihre Wirksam-
keit begriindet ist.

Le 18 février Weierstrass écrit de nouveau plein de.chagrin que Sonja
n’ait pas donné signe de vie.

»Hast Du Dich vielleicht so in die Arbeit vertieft, da8 Du nicht merkst,
wie rasch die Zeit dahin geht? Ich weifl ja, wie leicht das kommt; aber ich
bilde mir doch ein, gerade bei der Arbeit miiften doch Deine Gedanken zu-
weilen auf Deinen Freund sich richten, von dem Du doch weift, welche Freude
es fiir ihn ist, von Dir und dem, was Dich beschiftigt, zu hiren.*

Le 21 avril encore aucune nouvelle de Sonja.
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, Warum hore ich demn gar nichts von Dir? Ich bin in der grofiten Be-
sorgnis, daf Du von neuem erkrankt sein miifitest, — denn sonst kann ich mir
gar nicht erkldren, weshalb ich seit Anfang Februar ohne jede Nachricht iiber
Dein Ergehen geblieben bin. Ich bitte Dich auf das dringendste, 1aB mich nicht
linger in dieser peinigenden Ungewifiheit !¢
‘ Viennent ensuite des plaintes au sujet de son propre état de santé qui
avait été trés mauvais pendant les vacances de Paques et l'avait empéché de
bien travailler.

Dans Iincertitude du sort de ses lettres & Sonja, il omet de lui faire cer-
taines communications et continue alors:

yDoch habe ich eins, woriiber ich Dir notwendig eine Mitteilung
machen muB. Ich hatte im Anfang d. J. versiumt, das Abonnement auf die
Comptes rendus der Pariser Akademie rechtzeitig zu erneuern, weshalb ich die
Nummern derselben sehr verspitet erhalten habe. Zu meiner grofien Uberraschung
fand ich — nach Absendung meines letzten Briefes — in Nr. 2 und 5 einen
Anufsatz von Darboux ,Sur 'existence de l'intégrale dans les équations aux déri-
vées partielles contenant un nombre quelconque de fonctions et de variables
indépendantes”, mit welchem er ein ausfiihrliches Mémoire fiber denselben Gegen-
stand der Akademie vorgelegt hat, welches einer Kommission zur Beurteilung
iibergeben worden ist. Unmittelbar darauf, in Nr. 6, hat dann auch noch ein
anderer Mathematiker Méray ein Mémoire iiber dies Thema angekiindigt und
eine kurze Analyse des Inhalts gegeben. Du siehst also, mein liebes Herz, daf
ich recht hatte, wenn ich Dir sagte, daf die von Dir bearbeitete Frage zn denen
gehore, welche gegenwirtig ihrer Erledigang entgegen sehen, und ich freue
mich sehr, daf es meiner Schiilerin gelungen ist, ihren Konkurrenten sowohl der
Zeit nach zuvorzukommen, als auch denselben, was die Sache selbst angeht,
wenigstens nicht nachznstehn.“

Il est touchant d’entendre Weierstrass, qui pour sa propre part était
entiérement indifférent & toutes les questions de priorité, s'intéresser si chamde-
ment aux droits de priorité de Sonja:

,Darboux spricht von gewissen Ausnahmefillen, die ein grofies Interesse
darbieten; ich mdchte fast glauben, daB er auch auf solche Schwierigkeiten

2
gestofien sel (wie bei der Gleichung %‘? = %%)7 die Dir anfangs so viel zu

schaffen machten und die Du dann so gliicklich beseitigt hast, und ich leugne
nicht, daf ich mit einer gewissen Schadenfreude es wiirde angesehen haben, wenn
er mit Ausnahmefillen nicht zurecht gekommen wire.“

Weierstrass avait aussitét expédié la thése de Sonja & Darboux et & Hermite .
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,Hermite, in der Meinung, die Sendung komme von Dir selbst, bat Borchardt
ersucht, Dir freundlichst dafiir zu danken, mit dem Bemerken, da8 sich Darboux
iber die Abhandlung mit grofem Lobe ihm gegeniiber ausgesprochen habe. —
Bei der Gelegenheit ist mir ein komisches Versehen passiert. Auch dem an
Hermite abgeschickten Exemplar hatte ich ein Diplom beigelegt, dabei aber mich
vergriffen, — denn nur so kann ich mir erkliren, daB in Hermites Brief auch
ein Dank an ,Madame de Lermontoff¢ fiir Ubersendung ihres Doktor-Diploms
enthalten war. Was mag Hermite von der ehrgeizigen Russin gedacht haben,
die so beflissen sich zeigte, ihrem auf chemischem Gebiete errungener Ruhm sogar
bei den Mathematikern Anerkennung zu verschaffen ?¢

Le lettre contient ensnite un compte rendu des difficultés que la fidéle amie
de Sonja et sa camarade d'études & Heidelberg et & Berlin, Mlle Julie Lermontoff
a eu & vaincre pour gagner son diplome de docteur & Groettingen, et le triomphe
quelle a fini par remporter:

Enfin le 7 mai Weierstrass peut écrire:

,Dein lange und sehnlichst erwarteter, vorgestern mir zugegangener Brief
(ohne Datum) hat mich. von einer groBen Sorge befreit. Da ich gar kein
Lebenszeichen von Dir erhielt, nicht einmal eine Empfangsanzeige von meinem
Schreiben vom 15. Februar mit der mathematischen Beilage, iiber welche Du auch
jetzt noch schweigst, so muBte ich annehmen, Du seiest abermals erkrankt, und
zwar so ernstlich, daB Du nicht einmal imstande seiest, Deinem Freunde ein paar
beruhigende Worte zu schreiben. - Wenn ich mich nicht so sehr dariiber freute,
daB meine Besorgnis unbegriindet -gewesen, so hitte ich grofe Neigung, Dir
diesmal zu beweisen, daf ich, wenn es not tut, meine liebe ,kleine Freundin“
auch zu schelten imstande bin, — wenn auch nicht, Gleiches mit Gleichem zu
vergelten. Aufierdem aber hast Du ja, mich villig zu entwaffnen, das beste
Mittel ergriffen; statt aller Entschuldigung gibst Du mir die sichere Aussicht
auf baldiges Wiedersehen und lingeres Zusammensein, Liebste Sonja, ich gestehe
Dir, daB ich zwar keinen Augenblick daran gezweifelt habe, Du werdest das
mir gegebene Versprechen halten, wofern es in Deiner Macht stehe, aber sehr
im Zweifel dariiber gewesen bin, ob die Verhdltnisse es Dir erlauben wiirden.
Dies ist auch der Grund gewesen, weswegen ich bis jetzt noch in keinem Briefe
davon gesprochen habe, wie sehr ich mich auch darnach sehne, meine teure Freundin
und Schiilerin, die so fern von mir zu wissen mir noch immer ein fremder Ge-
danke ist, einige Wochen wieder in meiner Ni#he zu haben. Gar zu leicht
konnten sich Deiner Herkunft, nachdem Du erst so kurze Zeit wieder in Deiner
Heimat Dich befandest, uniiberwindliche Hindernisse entgegenstellen; fiir diesen
Fall wollte ich Dich nicht auch noch durch eine Mahnung an Dein Versprechen
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quélen. Hittest Du mir geschrieben ,Lieber Freund, ich kann in diesem Jahre
nicht kommen“, so wiirde mir dies sebr schmerzlich gewesen sein, aber an dem
Ernst Deines Willens hiéitte ich nicht gezweifelt.*

Et plus loin il éerit:

»Ich habe mich seit Anfang d.J. gar nicht wohl befunden und deshalb
auch aufler der wenig bedeutenden Arbeit iiber die Integration von f —Eg\%t—ii
durch Logarithmen nichts Gescheites machen konnen, teilweise sogar Wider-
willen gegen die Arbeit. empfunden®. :

Vient ici un passage qui montre admirablement jusqu'a quel point Sonja
était toujours restée femme et qui la caractérise d’une maniére plaisante:

»Du kommst also in Begleitung einer jungen und ,niedlichen“ Mathema-
tikerin? Willst Du mir etwa selbst wieder eine Schiilerin zufiihren, nachdem
Du mir ausdriicklich untersagt hast, eine solche anzunehmen? Das wiirde mich
sehr in Verlegenheit setzen, indem ich in der Tat in die Lage gekommen bin,
einer deutschen Dame, die gern Unterricht in der Geometrie bei mir haben
wollte, dies abzuschlagen.*

On se rappelle les étrennes de jour de naissance, ce cahier manuscrit de
Weierstrass, dont le contenu ne devait étre connu tout d’abord que par Sonja
seule. Weierstrass prie ensuite Sonja de lui apporter quelques exemplaires de
sa photographie

... pfiir die Gottinger Herren, die gar zu gern wissen mochten, wie
denn ein Menschenkind generis feminini, das sich mit partiellen Differential-
gleichungen, Saturnusringen und Abelschen Transzendenten beschiftigt, eigentlich
aussieht

et ajoute:

»,Daf das Bild, welches man sich von Deiner Personlichkeit gemacht hat, der
Wirklichkeit nicht ganz entspricht, habe ich aus der betroffenen Miene gesehen,
die Schering machte, als ich ihm auf seine Frage, ob ich etwa eine Photographie
von Dir besifie, die in meinen Hinden befindliche (grifiere) zeigte. Kirchhoff
hat vor acht Tagen seine hiesigen Vorlesungen begonnen; ich freue mich sehr,
ihn hier zu haben. Prof. Richelot in Kionigsberg ist nach schwerer Krankheit
gestorben, fiir die dortige Universitit ein harter Verlust. Ich habe in ihm
einen sehr lieben Freund scheiden gesehn.

Augenblicklich bin ich mit der Durchsicht einer mmfangreichen Dissertation
eines meiner Schiller beschiftigt, welche zu den besten gehort, die mir noch
Y9 09 _
0z® oy*
fiir einen mehrfach zusammenhéingenden Teil der Ebene xy unter vorgeschrie-

vorgelegen haben. Sie beschiftigt sich mit der Integration von

Acta mathematica. 89. Imprimé le 5 novembre 1923. 22
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benen Grenzbedingungen und enthilt eine Reihe nemer und bedeutender Re-
sultate.

Ubrigens habe ich augenblicklich mehrere recht gute Zuhorer, darunter auch
einen Schweden (Mittag-Leffler), der mir besonders gefillt, einen Osterreicher
und, was wunderbar ist, zwei Polen, die wenigstens ausdauernd fleifig sind.“

Le 17 juin Weierstrass répond & une lettre de Sonja du 13 du méme mois.
Pendant 5 semaines Sonja avait beaucoup souffert de la rougeole et n'était pas
encore remise. Le voyage projeté & Berlin pour y voir Weierstrass avait dit
étre reporté 4 une date incertaine. Weierstrass en est profondement affligé:

»Du kannst Dir nicht denken, wie sehr ich Dich entbehrt habe. Im Laufe
von vier Jahren war ich gewohnt geworden, in Dir die Vertraute meiner Ge-
danken und Bestrebungen zu sehen, mit der ich sprechen konnte wie mit einem
Freunde, der mir mein ganzes Leben iiber nahe gestanden. Und niemals habe
ich jemanden gefunden, der mir ein solches Verstindnis der hichsten Ziele der
Wissenschaft und ein so freudiges Eingehen auf meine Ansichten und Grund-
sitze entgegengebracht hitte wie Du. O, wir hiitten uns noch nicht trenmen
miissen. Du hédttest noch ein, zwei Jahre meine mit mir zusammenarbeitende
Schiilerin bleiben miissen. Doch das war ja nicht méglich.

Ich wiinsche gar nicht, daf Da mir viel schreibst, so lange es Deinen
Augen schaden kann; aber ich bitte Dich recht herzlich, la8 mir wenigstens bis
zu der Zeit, wo Du Dich wieder ganz wohl befinden wirst, alle 8 Tage nur
drei Zeilen zukommen, in denen Du mir sagen wirst, wie es Dir geht. Ich
wiirde mich sehr #ngstigen, wenn ich lingere Zeit ohne Nachricht von Dir bleibe.
Nicht wahr, Du gewiihrst mir diese Bitte und schreibst mir auch die wenigen
Worte, selbst wenn Du inzwischen von mir nicht gehort haben solltest?

~ Auch iiber etwas, das mich betrifft, muf ich Dir eine Mitteilung machen,
weil Dir vielleicht in einer Zeitung dariiber eine Notiz zukommen kionnte. Ich
weif nicht, ob Dir bekannt ist, daf Friedrich Wilhelm IV. einen eigentiimlichen
Orden Pour le mérite fiir Wissenschaft und Kunst gestiftet hat, der sich von
andern dadurch unterscheidet, da er nur an 20 deutsche Gelehrte (und 10 Kiinstler)
und an ebensoviel Auslénder vergeben wird und daf jedesmal, wenn ein Ritter
stirbt, die iibrigen 29 dem Kénige einen Nachfolger vorschlagen, der denn auch
stets bestitigt wird. Kiirzlich ist nun Dein Freund unerwarteterweise Ritter
dieses Ordens geworden, als einziger Reprisentant der mathematischen und astro-
nomischen Wissenschaften in dieser Tafelrunde. Da der Orden als ein hoher gilt,
der den gliicklichen Inhaber z. B. courfihig macht, so veranlaBt eine Verleihung
desselben jedesmal eine gewisse Aufregung in der Gelehrten-Republik, und der
Empfinger wird begliickwiinscht, aber noch mehr beneidet und kritisiert. So ist
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es auch mir ergangen. Du weiit, daB ich gegen alles dies sehr gleichgiiltig bin’
und mich aufrichtig gefreut haben wiirde, wenn etwa Kummer mir vorgezogen
wiire, — gleichwohl sage ich obhne Anstand, daB ich in der Lage, bei gewissen
Gelegenheiten einen Orden tragen zu miissen, den Stern, welchen vor mir Gaus,
Jacobi und Dirichlet getragen haben, lieber anlegen werde als jeden andern.
- AuBerdem haben sich meine Sitten, seit Du fort bist, iiberhaupt verschlechtert;
ich bin vorigen Winter dreimal auf einem Hofball gewesen, in den vier Jahren
vorher nicht ein einziges Mal.“

Ce ne fut que trois mois plus tard, le 17 septembre, que Sonja répondit,
mais elle ne fit pas savoir si elle avait réellement recu la lettre du 17 juin.
Weierstrass est désolé que cette lettre ne soit perdue. Il craint que Sonja puisse
interpréter comme une ,Teilnahmslosigkeit“ ce fait qu'elle n’ait pas eu de nou-
velles de lui depuis qu'il a été avisé de sa maladie.

Le 23 octobre nouvelle lettre de Weierstrass en réponse immédiate & une
lettre de Sonja, dans laguelle elle lui annonce la mort de son pére.

,Nein, liecbes Herz, ich will mich nicht eindréngen in Deinen gerechten
Kummer, den Du in Dir und durch eigene Kraft iiberwinden wirst.

,Nicht in das Grab, nicht iibers Grab verschwendet

Ein edler Mensch der Sehnsucht hohen Wert.

Er kehrt in sich zuriick und findet staunend

In seinem Busen das Verlorne wieder®.
Aber danken will ich Dir aufrichtig dafiir, daf Du in Deinem Briefe mir aus-
fiihrlich iiber die niheren Umstiinde, unter denen der unerwartete Tod Deines
verehrten Vaters erfolgte, berichtet hast — im Gegensatz zu der Wortkurzheit,
mit der Du sonst Personliches zu beriihren liebst.*

Enfin Weierstrass lui pose quelques bréves questions:

. ,0b Du einen vom 1. Oktober datierten Brief erhalten hast, der
ausschlieflich Mathematisches enthielt, er sollte urspriinglich eine Beilage zu
meinem Riidersdorfer Brief sein, ich war aber nicht rechtzeitig damit fertig
geworden.“ ‘

Cette lettre semble, pour le plus grand dommage des sciences mathéma-
tiques, avoir partagé le sort des lettres du 15 octobre 1874 et du 15 février 1875
et étre perdue pour toujours. Encore une question: :

.. ,0b Du Dich wohl genug fiihlst, um weitere mathematische Mittei-
lungen von mir zu erhalten. Ich habe einen schtnen Satz, der ganz allgemein
fiiv die Zuriickfiihrbarkeit eines Integrals von beliebigem Range auf eins von
niedrigerem Range ein mathematisches und hinreichendes Kriterium ausspricht.*

Du milien d’octobre 1875 ot Sonja fit part & Weierstrass de la mort de
22%
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son pére, jusqu'an milien d’aoiit 1878 c'est-a-dire pendant trois ans Sonja ne
domna pas un signe de vie. Weierstrass écrit 15 aoat 1878:

»Meine liebe Freundin, Es ist mir auch nach dem Empfange Deines — kaum
mehr erwarteten — Briefes vom — -— — ja, das Datum fehlt wieder wie in so
manchen fritheren — unbegreiflich geblieben, waram Du mich so lange Zeit
ohne jede Nachricht von Dir gelassen hast.

Hast Du meine Briefe nicht erhalten? Oder was hat Dich abhalten konnen,
Deinem besten Freunde, wie Du mich so oft genannt hast, volles Vertraunen wie
frither zu schenken? Ich stehe da vor einem Ritsel, dessen Lisung nur Du mir
geben kannst. Du versprichst mir einen ausfiihrlichen Brief, in welchem Du mir
mitteilen willst, was Du in den letzten 3 Jahren .erlebt und getrieben hast,
wofern Du aus meiner Antwort ersiehst, daB sich meine Gesinnung gegen Dich nicht
gedndert habe. Hast Du das auch nur einen Augenblick glauben kionnen, liebe
Sonja? Aber ich nehme Dich beim Wort und erwarte also alsbald einen recht
umstédndlichen Bericht. Ich mdchte Dich aber dringend bitten, mich sofort nach
Empfang dieses Briefes auch nur durch wenige Zeilen davon in Kenntnis zu
setzen, daB er in Deine Hénde gekommen ist; ich wiirde das Gegenteil annehmen
miissen, wenn ich nicht innerhalb der nichsten 8 Tage die erwartete Anzeige
erhielte.

Mittelbar habe ich nur zweimal von Dir gehort, durch Herrn Mittag-Leffler,
der Dich in Petersburg besucht hat, und dann vor kurzem durch Herrn Tchebychef,
Den letztern habe ich nicht selbst gesprochen, — er besucht mich stets zu einer
Zeit, wo ich nicht zn Hause bin —, aber gegen Borchardt hat er geduBert, Du
habest die Beschiftigung mit der Mathematik aufgegeben. Ich freue mich, von
Dir selbst die Versicherang des Gegenteils zu horen. Mittag-Leffler ist mir ein
sehr lieber Schiiler gewesen; er besitzt neben griindlichen Kenntnissen eine un-
gewdhnliche Auffassungsgabe und einen anf das Ideale gerichteten Sinn; ich bin
tiberzeugt, der Verkehr mit ihm wiirde anregend und férdernd auf Dich wirken.

Du mibchtest nun gern von mir erfahren, wie es mir seither ergangen, und
was ich getrieben habe. Was meine Gesundheit angeht, so bin ich zufrieden.
Ernstlich unwohl bin ich in den letzten 3 Jahren nicht gewesen; nur fange ich
an zu spiiren, dafl der zweistiindige Vortrag ohne Unterbrechung mich angreift,
soda ich des Nachmittags ldngere Zeit mich ausruhn mufl. Meine Beschifti-
gungen sind die alten; meine Vorlesungen nehmen mich ganz besonders in An-
spruch, namentlich habe ich fiir die Einleitung in die Theorie der analytischen
Funktionen — im letzten Semester vor 102 Zuhorern gehalten — noch manches
gearbeitet, ebenso fiir die Variationsrechnung. Im letzten Semester habe ich
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auch zum erstenmal iiber einige Anwendungen der hyperelliptischen Funktionen
gelesen. Meine eigentlichen Untersuchungen angehend, so haben die iiber die
2nfach periodischen Funktionen oder besser gesagt die Systeme von n Funk-
tionen ebenso vieler Argumente, fiir die ein algebraisches Additionstheorem
bestebt, endlich einen Abschluf gefunden, der mich befriedigt, so daB ich jetzt
mit der Verdffentlichung vorgehen werde. Ich muf dabei freilich ziemlich mit
dem Ende anfangen, — aus dufleren Griinden, weil man ndmlich auch in Frank-
reich jetzt anfingt, sich mit den periodischen Funktionen mehrerer Verinder-
lichen zu beschéftigen. Den Beweis dafiir, daB alle eindeutigen Funktionen von
n Veridnderlichen, wenn sie bei endlichen Werten ihrer Argumente wie rationale
Funktionen sich verhalten und 2% voneinander unabhingige Periodensysteme
besitzen, sich durch & Funktionen ausdriicken lassen, hoffe ich noch in diesen
Ferien druckfertiz machen zu komnnen. Fiir das Ubrige habe ich umfangreiche
Ausarbeitungen in meinem Besitze.“

Ces velumineuses rédactions sont toutes disparues. En revanche il se trouve
dans le 3%@° yolume, no.3 des ceuvres de Weierstrass une preuve du théoréme:
Jede eindeutige Funktion von n Argumenten, welche bei endlichen Werten der
letztern den Charakter einer rationalen Funktion besitzt und zugleich 2nfach
periodisch ist, entspringt in der beschriebenen Weise (dans une introduction au
traité) aus einer @-Funktion derselben Veridnderlichen.“

Plus loin Weierstrass écrit:

» Weniger gliicklich bin ich gewesen mit den angefangenen Untersuchungen
iiber die Losung der dynamischen Probleme durch Reihenentwicklungen, welche
der Besonderheit der zu integrierenden Differentialgleichungen entsprechen. Ich
komme bis zu einem gewissen Punkt: ich forme z.B. die Differentialgleichungen
fir das Problem der » Korper so um, daf sie eine beliebig weit fortzusetzende
Integration in Reihenform formell gestatten, aber meine Versuche, die Konver-
genz der Entwicklung zu erweisen, scheitern an einem Hindernis, das ich nicht
zu bewiltigen imstande bin. Die Glieder der Reihen haben alle die Gestalt

A , 08[vy%,(t—1) + v, %, (t— %) o+ v (E—1,)],

7{’1; Vay eney

wo die 4, %, = Konstanten sind. Die Groflen 7z, ..., 7, sind, wenn die Ordnung

des zu integrierenden Systems von Differentialgleichungen 2r ist, » der Inte-

grationskonstanten, In den Koeffizienten A4, kommen dieselben nicht vor,
1

cey Py

sondern in » andern, welche mit den «,, ..., x, durch v Gleichungen zusammenhéingen.
Diese Koeffizienten erscheinen aber in Bruchform, und es werden die Nenner
unendlich klein, wenn die Summe der absoluten Betrige der ganzen Zahlen
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v,, ..., v, unendlich groB wird. Es muB also gezeigt werden, daf auch die Zihler
unendlich klein werden und ebenso die Briiche selbst, was bei der komplizierten
Zusammensetzung der Ausdriicke unmoglich erscheint.

Das Faktum selbst ist mir nicht auffallend, es kommt sehr oft vor, dafB
eine algebraische Funktion mehrerer Argumente sich nur in der Form eines
Bruches darstellen 1iBt, wenn sie auch bei endlichen Werten der Argumente
niemals unendlich grof wird. Aber wie gesagt, ich komme iiber die daraus ent-
springende Schwierigkeit nicht hinweg. LaB mich nicht zu lange anf den ver-
sprochenen ausfiihrlichen Bericht warten, und sei iiberzeugt, da8 meine Gesinnung
gegen Dich unveridndert die eines treuen und aufrichtigen Freundes ist. Sende
Deinen Brief nach Berlin unter der alten Adresse, er wird mir sicher hierher
gesandt.“

Ce n'est pas huit jours mais bien deux ans aprés que Weierstrass recut
lavis que sa lettre du 15 aofit 1878 était bien arrivée aux mains de Sonja. Le
23 septembre 1880 elle lui écrivit une longue lettre, quelques jours aprés un
billet trés court et enfin & la fin d'octobre un nouveau billet. Toutes ces lettres
parvinrent en méme temps & Weierstrass qui répond le 28 octobre 1880:

,lch beeile mich nun, Dir zu antworten. Ich hatte allerdings kaum noch
gehofft, ein Lebenszeichen von Dir zu vernehmen. Vor zwei oder drei Jahren
schriebst Du mir nach einer sehr langen Pause, ich solle in niichster Zeit aus-
fithrliche Nachrichten von Dir erhalten, — aber ich habe dann weiter nichts
von Dir auf direktem Weg gehort.

Nur Herr Mittag-Leffler hat mir dann und wann eine Nachricht von Dir
gebracht, aus der ich wenigstens die Tatsache entnehmen konnte, daB Dein kor-
perliches Befinden ein befriedigendes sei, — das war aber auch alles.

Quels furent les motifs qui firent observer & Sonja ce long silence, si cruel
4 légard de 'homme qui avait été pour elle plus qu'un pére? C'est sur ce point
que se fait particulitrement sentir la perte qu'a été pour l'histoire privée de
Sonja et de Weierstrass la destruction des lettres de celle-ci. Comme on aurait
aimé Ventendre elle-méme plaider sa cause, entendre ces belles paroles, soulevées
par la clarté. de la pensée et la profondeur du sentiment, dont sa nature emi-
nemment artiste avait le secret!

Weierstrass avait déja brilé les lettres de Sonja quand la biographie d’Anne-
Charlotte Leffler vit le jour. Il ne me cacha pas qu'il aurait préféré que ce
livre n'efit pas été publié. A quoi bon présenter au grand public la personnalité
si riche de sa Sonja? ,Die Menschen sterben, die Gedanken bleiben“: il eiit
saffi que la haute figure de Sonja passit & la postérité par la seule vertn de
ses travaux mathématiques et littéraires.
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Or personnellement, comme on . le sait, Sonja elle-méme avait été d’un tout
autre avis®.

Cette conversation que j'ens avec lui et la constatation que, malgré tout,
la biographie d’Anne- Charlotte Leffler était un fait irrévocable, déterminérent
sans doute Weierstrass a4 remettre & ma discrétion I'utilisation et I'emploi de
ses lettres & Sonja.

On connait 'par la biographie d’Anne-Charlotte Leffler les cotés extérieurs
de la vie de Sonja durant ces trois années. Waldemar Kowalewsky, tout ayant
accepté les conditions, sous lesquelles son mariage avec Sonja s'était coneclu,
souhaitait et espérait tout autre chose. Pour Iui elle était et demeurait toujours,
en, dépit de tous les tiraillements et de tous les conflits, la bien aimée de sa
jeunesse, et il ne renonca jamais & l'espoir qu'un jour elle fiit réellement sa
femme. ,(’est & ce moment & Palibino, affaissée comme elle 1'¢tait par le cha-
grin de la mort de son pére, que chez Sonja la soif de tendresse I'emporta sur
toutes les idées précongues, et que d'elle méme dans le grand silence de la
maison mortuaire elle devint réellement la femme de son mari2 ‘

Les deux époux passérent I'hiver 1875—76 4 St. Pétersbourg. Sonja, désormais
dégagée des conditions antinaturelles ou elle avait jusqu'alors vecu, était dans
la pleine floraison de sa jeune beauté. Elle vivait maintenant parmi les cir-
constances et les éléments les plus libres gui soient au point de vue intellectuel,
et pouvait, dans un cercle capable de la comprendre et de I’admirer, donner
carriére & un génie fécondé dés le principe par la culture la plus étendue et la
plus profonde que jamais peut-étre femme ait encore regue. Elle savourait donc
4 longs traits la joie de vivre et gofitait le bonheur d'étre jeune.

‘Cependant ‘son entourage se composait moins d’hommes de science que de
littérateurs, d'artistes et de journalistes. Comment aurait elle pu maintenant
écrire. & Weierstrass pour lui expliquer tout ce changement, lui avouer — car il
v’y allait de rien de moins cette fois — qu’elle avait oublié la science pour la vie?
Il ne s’agissait plus comme auparavant d'un ‘trouble accidentel causé par la vie
mondaine: il s'agissait cette fois de trahir la science pour mener par les che-
mins battus et connus, — encore qu’avec plus de plenitude et de richesse que les
autres —, la vie purement feminine.

Cest pendant la periode 1875—78 que je fis la connaissance de Sonja. Au
commencement de février 1876 en me rendant & Helsingfors je passai. par St. Péters-
bourg .et, pour satisfaire ma propre curiosité autant que pour exaucer un veeu
formel & Weierstrass, j'y allai rendre visite & la femme qui faisait alors tant

1 Anna Charlotta Leffler, L. c.
2 Anna Charlotta Leffler, 1. c., p. 48.
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parler d’elle dans le monde savant. Sans chercher & reconstituer de mémoire
les impressions que j'éprouvai, je reproduis quelques mots retrouvés dans une
lettre que j'adressai 4 Malmsten: ,Ce qui m'a le plus vivement interessé a St.
Pétersbourg, a été de faire la connaissance de Madame Kowalewsky. Aujourd’hui
(10 février 1876)j’ai passé plusieurs heures chez elle. Comme femme elle est délicieuse.
Elle est belle et, quand elle parle, son visage s'éclaire d'une expression de bonté
feminine et d’intelligence supérieure qu’on ne soutient pas sans éblouissement. Ses
maniéres sont simples et naturelles, sans aucune trace de pedantisme ou de savoir
affecté. Du reste en tous points ,dame du grand monde“. Comme savante elle
se distingue par une clarté et par une préeision d’expression pen commune, ainsi
que par une conception singuliérement prompte. Ons’apercoit aisément aussi du
degré de profondeur ot elle a poussé ses études, et je comprends parfaitement
que Weierstrass la regarde comme le mieux doué de ses disciples.®

Les impressions que je ressentis de cette visite 4 Sonja devaient influer, &
leur maniére, sur la direction de sa vie. Elle ne m'avait re¢u, parait-il, qu'a
contre cceur. Elle savait que je venais de la part de Weierstrass et elle avait
déja rompu en pensée avec les mathématiques. Mais elle était née mathémati-
cienne, elle avait d'une facon trés nette la conformation de la région de 1'ceil
gauche que Gall et Moebius ont reconnu comme caractéristique de l'instinct ma-
thématique; ce trait a d’aillears été enlevé par retouche sur la plupart de ses
portraits. Cependant elle me remplit pas la promesse qu'elle m’avait faite
d’écrire immédiatement & Weierstrass, non plus qu’elle ne se remit de longtemps
aux mathématiques. La vie lui imposa bientét d’autres devoirs, austéres et
doux, auxquels elle ne pouvait plus se dérober et longtemps il lui fut matéri-
ellement impossible de renouer avec le passé. Une seule conversation avec un
mathématicien, disciple de Weierstrass, n’en avait pas moins eu pour effet d’¢-
beauler chez elle la conviction gu’elle en avait fini avec les mathématiques.

Cependant son mari qui s'était lancé dans de vastes entreprises économi-
ques, ou elle n’était pas sans avoir sa part de responsabilité, se trouvait aux
prises avec de gros embarras. Elle fut pour lui une épouse devouéde, un soutien
et un auxiliaire tendre et energique, et réussit & eviter une catastrophe. Le
5/17 Octobre 1878 naquit sa fille, ,Foufie* en Russie, ,la petite Sonja“ en
Suéde. La cousine de Sonja, Sophie von Adelung, parle de son amour passionné
pour la petite qu’elle diit néanmoins confier aux soins d'une nourrice.

Pendant la période de tranquillité relative avant la naissance de sa fille
se réveilla en Sonja un irresistible désir de retourner aux mathématiques. Elle
ne pouvait manquer d'écrire alors & Weierstrass. Dans sa lettre datée d'aofit
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1878 elle demande conseil & son vieux maltre au sujet d'une question de mathé-
matiques qu'elle voulait maintenant traiter. Il lui éerit:

,Uber das von Dir in Angriff genommene Problem kann ich mich fiir dies-
mal nicht mit Dir unterhalten, da ich erst die betreffende Literatur nachsehen
muf.“

Sonja étant restée deux années entitres amu lieu des huit jours demandés,
sans répondre & la lettre de Weierstrass (celle d’aoit 1878), ce fut sa propre
faute si elle ne recut jamais de celni-c¢i, qui autrement la lui eiit siirement en-
voyée, l'explication du probléme auquel elle s’était attaquée. Le calme qu'elle
avait espéré pour étre a méme de reprendre ses travaux mathématiques n’avait
pas voulu revenir. Sa petite fille était née et demandait ses soins. Les inté-
réts de son mari absorbaient tout le reste de son temps: elle redevenait son
auxiliare incomparable. Weierstrass avait du cependant étre d’autant plus blessé
de n’avoir point recu de réponse & sa lettre qu'il y donnait sur lui-méme des
nouvelles du plus grand intérét. II éerit le 28 octobre 1880:

»S50 hatte ich mich bereits daran gewthnt, die Zeit, in der Du mit mir als
Schiilerin und Freundin verkehrtest, als eine abgeschlossene zu betrachten, die
nur noch der Erinnerung angehiorte. Der lange Brief, den ich jetzt von Dir in
Hinden habe, gibt mir nun allerdings einen Schliissel zum Verstindnis Deines
Iangen Schweigens; gleichwohl bedaure ich aufs tiefste, daf Du Deinem alten
Freunde gegeniiber nicht schon friiher mit riickhaltlosem Vertrauen Dich aus-
gesprochen hast. Ich bedaure dies ganz besonders auch aus dem Grunde, weil
auf diese Weise Jahre verloren gegangen sind, in denen ich vielfach hitte Ge-
legenheit finden kiénnen, durch schriftliche Mitteilungen Dich in Deinen Studien
zu unterstiitzen und Deinen Eifer und Deinen Mut zu beleben. — Aber ich liebe
es nicht, tiber Vergangenes viel zu reflektieren, — fassen wir darum die Zukunft
ins Auge.”

A la fin de 'année 1879 et au commencement de 1880 eut lieu un congrés
de naturalistes russes & St. Pétersbourg anquel je pris part. J’étais alors pro-
fesseur & l'université d’Helsingfors. Je recontrai la pour la seconde fois Sonja
et fis la connaissance de son mari et de ,Foufie*. Sonja, bien que faisant partie
du congrés, ne prit point part & ses travaux. Il éfait visible que d'une part
elle avait déji perdu le contact avec sa carriére mathématique, et que d’autre
part son esprit briilait du désir d’y rentrer. Je ne connus rien de sa situation
privée et matérielle. Cependant celle-ci était devenue en octobre 1880 tellement
difficile qu’elle la vit inextricable. Elle montra alors qu'elle était née mathé-
maticienne car elle retrouva dans la reprise de ses études son équilibre moral.
Elle osa se présenter de nouveau devant Weierstrass. Elle lui éerivit pour
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lui demander si elle pouvait venir & Berlin. Mais avant que sa réponse c
du 28 octobre ne fut parvenue & Moscou, elle était déja partie. Elle arri
Berlin le 31 au matin et & 3 h. de l'aprés-midi Weierstrass était déja chez
Sa lettre n’avait pas été trés encourageante. J'en ai déja cité le commencer
La suite sonne tout autrement que dans les temps jadis:

- ,Zuniichst kannst Du versichert sein, liebe Freundin, daf ich mich her
freuen werde, wenn ich Dich nach so langer Trennung eines Tages wieder
kann. Ich bin es Dir aber schuldig, bevor Du Dich zu der langen Reise hic
entschlieBest, Dich von einigen mich betreffenden Umsténden in Kenntn
setzen, wum zu verhiiten, daf Du nicht mit Erwartungen hierher kommst, w
zu erfiillen in der nichsten Zeit leider nicht in meiner Macht steht. Du -
Dich ohne Zweifel wundern, von mir zu horen, daf meine duBeren Verp
tungen in den letzten Jahren, statt sich, wie es sein mufite, zu verringern, i
mehr gewachsen sind. Fiir diesen Winter zumal habe ich eine solche Masse
beit vor mir, daB ich kaum weif, wie ich durchkommen werde. Du wirst
Zweifel wissen, daf mein Freund Borchardt im vergangenen Sommer
schwerem Leiden gestorben ist. Schon seit dem 1. April hatte ich fiir ik
Redaktion des Journals iibermommen, und, wie die Verhiltnisse einmal li
muB ich dieselbe — im Verein mit Kronecker — fortfithren. Dann hatten w
der Akademie die Veranstaltung einer Gesamtausgabe der Werke von J:
Dirichlet und Steiner beschlossen. Borchardt hatte Jacobi, ich Steiner
nommen. Nach Borchardts Erkrankung mufite ich die Herausgabe von J
fortfiihren, da sich eine dazu geeignete Person nicht fand, — und ich habe ¢
friiher nicht geglaubt, daB ein solches Unternehmen so viel zeitraubende A
erfordert. AuBerdem bin ich von Borchardt zum Vormund seiner 6 Kinde
nannt; bei den innigen Beziehungen, in denen ich seit 25 Jahren zu Bore
und seiner Familie gestanden habe, kann ich mich der Pflicht nicht entzi
Frau Borchardt bei der Verwaltung ihres bedeutenden Vermdgens mit Raf
Tat beizustehn, da sie selbst in Geschiften ganz unerfahren ist. Ubrigens 1
ich auch keinen Anstand, Dir zu sagen, daB ich zum Teil auch gezwunger
Arbeiten wie die vorhin genannten zu iibernehmen, um meine Einkiinfte zu
mehren. Denn die Besoldung, die ich als Professor beziehe, reicht nicht
aus, um die jdhrlich sich steigernden Ausgaben zu decken. — Ich fiihre
alles nur an, teuerste Freundin, um Dir klar zu machen, daf ich diesen W
iiber nur wenig Zeit fiir Dich tibrig haben wiirde und daf ich es aus d
Grunde lieber sehen wiirde, wenn Deine Verh#ltnisse es Dir erlaubten,
spiter — im Friihjahr — hierher zu kommen. Geht das nicht, so wirst Du
ich wiodarhala diae zn ieder Zeit willkommen sein. und was ich fiir Diecl
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kann, soll geschehn. Kommst Du aber spiter, so laff uns doch eine ordentliche
mathematische Korrespondenz fihren. Das wiirde ganz gut gehn, denn ich habe
gelernt, z. B. wihrend der Fakultitsverhandlungen, bei den Doktorpriifungen
usw. Briefe zu schreiben. So z. B. habe ich vor zwei Jahren mit Borchardt
iiber das arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen eine Reihe Briefe
gewechselt, von denen die meinigen fast alle im Senats-Saal geschrieben waren.“

Les raisons citées sont pleinement valables, et on peut ajouter 1'état de
santé de Weierstrass. Il avait été fort malade d’une pneumonie au printemps
de cette méme année, et & cette maladie s’était jointe une affection aigué du
foie. Mais des raisons semblables n’existaient-elles pas pendant ’année ou Weier-
strass avait été recteur d'université? Et les conversations scientifiques entre
Weierstrass et Sonja n’avaient-elles pas néanmoins continué sans empéchement?

Cette lettre que Sonja n’avait pas recue lui fut retournée & Berlin. II est
d’ailleurs peu probable qu'elle aurait pu arréter Sonja. Celle-ci connaissait son
ami et savait que s'il Iui était seulement possible de plaider sa cause de vive
voix, elle la gagnerait a coup siir. Nous verrons par la suite comment elle y
réussit complétement.

A la fin de janvier 1881, Sonja se trouve de nouveau i Moscou, aprés avoir
néanmoins passé quelque temps & St. Pétersbourg et s’y étre tellement adonnée
aux mathématiques, que ses amis dans cette ville ne la reconmaissaient plus.
Elle s'occupait surtout, et sur le conseil de Weierstrass, de la question du mou-
vement de la lumiére dans un milieu cristallin. 11 écrit 1 février 1881:

»Da ich bis zum 24. v. M. von Dir die Papiere iiber lineare partielle
Differentialgleichungen nicht zuriickerhalten, so muB ich schliefen, daf Du in
Deiner Arbeit bis dahin noch keinen vollstindigen Erfolg gehabt hast, was ich,
aufrichtig gestanden, auch gar nicht erwartet habe. Ich bin iiberzeugt, es werden
sich noch manche Schwierigkeiten ergeben, die iiberwunden werden miissen, —
aber ich halte ebenso fest daran, daf der Gegenstand der griindlichsten Durch-
forschung wert ist. Laf Dich also nicht entmutigen, wenn das schwierige Problem
den ersten Angriffen hartnickigen Widerstand entgegensetzt.*

Weierstrass s’entretient anssi le 1 février 1831 avec Sonja sur I'intégration
des équations différentielles des orbites planétaires, probléme qu'il ne perd jamais
de vue. 11 écrit:

»lch habe, seit Du fort bist, mich noch angestrengt mit -den linearen
Differentialgleichungen, deren Koeffizienten reellperiodische Funktionen einer
Veréinderlichen sind, beschiftigt und glaube jetzt zur Behandlung derselben den
richtigen Weg gefunden zu haben. Doch muf ich mich dabei auf eine besondere

23 %
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Gattung solcher Gleichungen beschrinken, welche aber gerade diejenige ist, die
bei Problemen der analytischen Mechanik allein vorkommt.

Das Haupttheorem, welches sich mir dargeboten hat, will ich Dir mitteilen.
Es sei

Fa, ..., 2,) = 12 Fl,lu(t)xlx‘u Ap=1...,2%)
o

eine homogene ganze Funktion zweiten Grades der 2x Verédnderlichen z,, ..., z,,;
ihre Koeffizienten sollen reelle Funktionen der Veriinderlichen ¢{ und aus Glie-
dern von der Form

Acos(v,a,+v,a,+--)t+ Bsin (v, a,+v,a,+- )¢

zusammengesetzt sein, wo a,, a,, ... beliebige reelle Gréfen und »,, v,, ... ganze
(positive oder negative) Zahlen bedeuten. Ferner nehme ich an, es seien die Funk-
tionen F; ,(¢) so beschaffen, daf bei reellen Werten von ¢,x,, ..., z,, die Funk-
tion F(x,, ..., %,) ihr Zeichen nicht &ndern kann. Dies vorausgesetzt nehme
ich nun zwischen z,, ..., 2,, und ¢ die folgenden Differentialgleichungen an:

dr,  oF(x,,...,,,)

- ?

dt axﬂ'l'&
sy _ _ OF (@ o) T

e~ oz, ’

(¢« = 1,...,n)

so haben die allgemeinsten, diesen Differentialgleichungen geniigenden Ausdriicke
von &, ..., a,, die Form:

z = {f’;"g (¢) cos (met)+f{,g(t) sin (m@t)} A =1,...,2n),
e

wo die m,, deren Anzghl nicht gréfier als » ist, reelle, im allgemeinen ams den
G, @, ... nicht zusammensetzbare Konstanten, die f; ,(f) und f; ,(#) aber Funk-
tionen von derselben Beschaffenheit und Zusammensetzungsweise wie die F; ,(¢)
sind.

Streng beweisen kann ich dies Theorem bis jetzt nur fiir den Fall, da8
die Zahl der Gréfien a,, a,, ... sich auf Eins reduziert. Der Weg aber, den ich
zur wirklichen Entwicklung der Ausdriicke von z,,...,%,, verfolge, ist unab-
hiingig von dieser Voraussetzung, und wenn derselbe sich in dem speziellen Fall
bewihrt, so wird auch der allgemeine keine Schwierigkeit machen. Konnte ich
jetzt einige Wochen ausschlieBlich diesen Untersuchungen widmen, so wiirde ich
bald zur GewiBheit dariiber kommen, ob die Gedanken, von denen ich mich jetzt
leiten lasse, richtig sind oder nicht.

Komme ich mit den linearen Differentialgleichungen von der angegebenen
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Form zurecht, so glaube ich, daf auch diejenigen Differentialgleichungen, die
z. B. zur Bestimmung der Planetenbahnen dienen sollen, einer rationalen Be-
handlungsweise sich werden unterwerfen lassen. DaB8 alle bis jetzt versuchten
Wege zur Integration derselben nicht zum Ziele fiihren konnen, davon bin ich
jetzt mehr als je iiberzengt.

Une lettre du 8 janvier 1881 que Sonja m’écrivit de St. Pétersbourg est
d'un haut intérét aussi bien pour la biographie de Sonja que pour celle de Weier-
strass.

yJe commencerai ma lettre anjourd’hui par vous parler de M. Weierstrass.
~— J'ai eu le plaisir de le trouver en bonne santé, mais accablé d’ouvrage, et
malheureusement d’ouvrage qui, 4 mes yeux du moins, aurait tout aussi bien pu
étre rempli par quelque mathématicien plus jeune, dont le temps n’est pas en-
core aussi précieux. Son cours, qu'il lit maintenant tous les jours, et devant un
auditoire de 250 personnes, la révision de I'édition des ccuvres de Jacobi et de
Steiner, les différents académie-senats-facultaetssitzungen et autres, remplissent sa
journée au point de lui rendre la terminaison de ses propres recherches presque
impossible, surtout en vue de son dge déja assez avancé et de sa santé, qui ne
Ini permet pas de se fatiguer impunément. Je ne comprends vraiment pas com-
ment les autres mathématiciens de Berlin ne parviennent pas & faire comprendre
au ministre, combien il serait nécessaire de délivrer M. Weierstrass pour un
temps du moins de toute occupation extérieure et de lui assurer les moyens de
se livrer pendant une année exclusivement & la publication de ses ceuvres. Sous
ce rapport aussi la mort de M. Borchardt est un bien grand malbeur, car c'était
je crois, le seul des amis influents de Weierstrass qui prenait vraiment & cceur
'ses intéréts, qui sont aussi ceux de la science. C’est vraiment par trop regret-
table que nous ne verrons peut-étre jamais un exposé complet de sa théorie des
fonctions abéliennes, car je trouve qu'un des plus grands mérites de Weierstrass
consiste justement dans l'unité de sa méthode et dans la maniére, aussi naturelle
que logique, dont il déduit toute la théorie d'un seul théoréme fondamentale et
la présente vraiment comme un tout organique; et c'est justement ce c6té-1a de
son génie qui se perd complétement de vue & la publication de ses recherches
par fragments, comme il I'a fait jusqu'a présent et qui n’est justement apprécié
que par un petit nombre de ses éléves. N'est-ce pas étonnant vraiment comme
4 V'heure qu'il est la théorie des fonctions abéliennes avec. toutes les particula-
rités de la méthode qui lui sont propres et qui en font justement une des plus
belles branches de l'analyse, est encore pem étudiée et pem comprise partout
ailleurs qu'en Allemagne? J'ai été vraiment indignée en lisant par exemple le
traité des fonctions abéliennes par Briot, qui jusqu’d présent ne m’était pas tombé
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sous les yeux. Peut-on exposer une aussi belle matiére d'une maniére aussi
aride et aussi pen profitable pour 1'étudiant? Je ne m'étonne presque plus que
nos mathématiciens russes, qui ne connaissent tomte cette théorie que par le
livre de Neumann et celui de Briot, professent une indifférence aussi profonde
pour I'étude de ces fonctions. Me croirez-vous, par exemple, quand je vous
dirais que j’ai eu & soutenir, il y a peu de temps, une discussion trés vive contre
plusieurs professeurs de mathématiques de l'université de Moscou, qui préten-
daient que les fonctions abéliennes ne s'étaient pas encore montrées capables
d’aucune application sérieuse, et que toute cette théorie était encore embrouillée
et aride au point d'étre tout & fait impropre de servir de sujet & un cours uni-
versitaire ?¢

Le 6 mars 1881 Weierstrass n'avait encore re¢u aucune autre nouvelle de
Sonja, qu'un bref avis annoncant qu'elle était revenue 4 Moscou. Il éerit cepen-
dant le méme jour:

»von mir habe ich wenig zu sagen. Ich bin in diesem Jabre recht fleifig
gewesen, aber doch nicht mit dem entsprechenden Erfolg. Deine Anwesenheit
hat mich veranlafit, meine alten Untersuchungen iiber die Integration der dyna-
mischen Differentialgleichungen wieder aufzunehmen; ich habe auch, wie ich Dir
bereits schrieb, einige Fortschritte gemacht, aber immer noch sehe ich Schwierig-
keiten vor mir, die mir zuweilen uniiberwindlich vorkommen. Ich habe diesen
Winter im Seminar mich ausfiihrlich iiber die bisherigen Methoden zur Bestim-
mung der Planetenbewegungen unter den in unserem Planetensystem stattfin-
denden Umstéinden ausgesprochen und bin mehr und mehr zu der Uberzeugung
gekommen, daB zur wahren Lisung der Probleme, um die es sich dabei handelt,
ganz andere Wege als die bisher betretenen eingeschlagen werden miissen, —aber
ich sehe diese neuen Wege immer noch nur in nebelhafter Form vor mir. Hitte
ich jemanden hier, mit dem ich mich tiglich iiber alles das, was ich versuche,
aussprechen konnte, so wiirde mir vielleicht vieles klarer werden.“

I1 écrit encore:

»Meine Untersuchungen iiber die eindeutigen Funktionen sind mir auch aus
dem Grunde wert geworden, weil sie jiingeren Mathematikern zu Arbeiten auf
demselben Felde den Weg gewiesen haben, was ja der schonste Erfolg ist, den
ein Lehrer und Schriftsteller sich wiinschen kann. AuBer Mittag-Leffler hat
der Schwiegersohn Hermites, E. Picard, und der Mitherausgeber des Darboux-
schen Bulletins, J. Tannery, im Anschluf an meine Arbeiten ganz interessante
Untersuchungen gemacht. Der letztere teilt mir z. B. mit, daB sich die von
mir in meiner letzten Abhandlung mit 3 (z) bezeichnete Reihe durch andere er-
setzen lasse, welche dieselben Eigenschaften haben, aber von viel elementarerer
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Darauns 148t sich alles ableiten, was ich mit Hilfe meiner Funktion v () be-
wiesen habe.

Dafl ich sehr begierig bin, zu erfahren, wie weit Du mit Deiner Arbeit —
ich meine die 1 Arbeit — vorgeschritten bist, brauche ich nicht aunsdriicklich zu
sagen.

Sonja ne donnait pas de ses nouvelles, parce qu’ aprés son retour a Moscou
elle avait pris la résolution de quitter la Russie (pourquoi et dams quelles con-
ditions, nous le savons par la biographie d’Anne-Charlotte Leffler). Elle pensait
étre bient6t & Berlin. Elle y arriva au printemps 1881 et y resta jusqu'au
commencement de l'année 1882. Puis elle alla s'établir & Paris. Weierstrass
éerit & Paris le 11 avril 1882:

,Meine teure Freundin, Es ist jetzt mehr als ein Vierteljahr verflossen,
seit Du Berlin verlassen, und ich habe nicht ein einzigesmal an Dich geschrieben,
Da wiirdest also vollkommen berechtigt sein, Dich iiber mich zu beschweren.
wenn Du nicht selbst oft genng die Erfahrung gemacht hittest, daf man einer
Pflicht sich klar bewufit sein und gleichwohl die Erfiillung derselben von Tag
zu Tag verschieben kann, ohne daf doch Nachlissigkéit oder Trigheit der
eigentliche Grund davon ist. Auch Dein erster Brief aus Paris hat lange auf
sich warten lassen, und ich gestehe Dir offen, es wire mir sehr schwer geworden,
ihn sofort zu beantworten. Aus jeder Zeile desselben und mehr noch aus dem,
was zwischen den Zeilen zu lesen war, ging klar genug hervor, daf ans Um-
stinden, itber die Du Dich nicht n#her aussprechen konntest und wolltest, Dir
Beunruhigungen und Sorgen erwachsen seien, welche Deinen sehnlichen Wunsch,
Dich ungestort Deinen Arbeiten widmen zu konnen, auf lingere Zeit zu ver-
eiteln drohten. Du bist nicht gewohnt, in solchen Fillen Dich auch Deinen
Freunden gegeniiber riickhaltlos auszusprechen, und meinst, jeder Mensch muf}
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mit dem, was er zu tragen hat, selbst fertig zu werden suchen, — ich sympa-
thisiere darin mit Dir vollstindig und konnte mich darum nicht entschlieBen,
Dich um Aufklirungen und weitere Mitteilungen zu bitten, — und doch hitte
ich, als Dein aufrichtiger Freund und ,Beichtvater* kaum schweigend iiber
manches, was Du andeutungsweise berichtetest oder ich mir kombinierte, hinweg-
gehn kionnen. Das ist der wahre Grund, warum ich mich so schwer habe ent-
schliefen konnen, an Dich zu schreiben.

Ich habe meine Vorlesung iiber hyperelliptische Funktionen nach einem
neuen Plane zu einem befriedigenden Abschluf gebracht, auch die Freude ge-
habt, dafl mehrere meiner Zuhdrer recht darauf eingegangen sind, die grofie
Mehrzahl auch bis zum Schluf wenigstens getreulich ausgehalten hat. Die Heraus-
gabe von Steiner hat mir noch recht viel zu tun gegeben; am schwierigsten war
es, die Fiille von Notizen, die mir von den Revisoren der einzelnen Abhand-
lungen iibergeben waren, auf ihre Richtigkeit zu priifen und auf ein paar Bogen
zusammenzudringen. Ich bin aber seit einigen Wochen fertig damit; der zweite
(und letzte) 47 Bogen starke Band ist Anfang d. M. ausgegeben worden. Ich
freue ‘mich sehr, der eingegangenen Verpflichtung mich entledigt zu haben, und
zwar, wie ich glaube, zur Zufriedenheit des betreffenden Publikums. Die Heraus-
gabe von Jacobi macht mir weniger Miihe, ist mir auch interessanter.

Augenblicklich bin ich damit beschiiftigt, in einer nicht gerade umfang-
reichen Abhandlung einen Uberblick dariiber zu geben, wie sich die Theorie der
allgemeinen Abelschen Transzendenten gestaltet, wenn man sie auf derselben
Grundlage aufbaut wie in der genannten Vorlesung. Ich assoziiere, wenn ¥
eine beliebige » deutige Funktion von z ist, derselben alle Funktionen, die aus
y und beliebig vielen eindeutigen Funktionen von 2z rational zusammengesetzt
sind, also in der Form

fo(x) + fl(x)y +"'fn-1 (x)y”_l

dargestellt werden kinnen, in der Art, daB f,(2), f,(®), ..., f..(2) eindeutige
Funktionen sind, von denen ich jedoch annehme, daf jede von ihnen nur eine
endliche Anzahl wesentlich singulirer Stellen besitze. Unter dieser Beschrén-
kung 148t sich die Theorie dieser mehrdeutigen Transzendenten so weit ent-
wickeln, wie ich es fiir die eindeutigen Funktionen ausgefiihrt habe; es 146t
sich der Begriff der Primfunktionen und namentlich derer, welche dieselbe Rolle
spielen wie die algebraischen Einheiten in der Zahlentheorie, ganz allgemein
feststellen und der Nachweis fiihren, daf jede Funktion der in Rede stehenden
Gattung sich aus Primfunktionen — im allgemeinen aus einer unendlichen An-
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zahl solcher — zusammensetzen 136t wsw. Wenn ferner ein Differential
F(z, y)dz,

wobei F eine der betrachteten Funktionen bedeutet, zu integrieren ist, so kann
dies stets geschehen in der Form

JE@ 9)dz = F,(z,9) + 3 C, log F,(x, y),
v

wobei die F, wieder Funktionen der Gattung bedeuten und der Ausdrack auf der
Rechten aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Gliedern besteht, je
nachdem die Zahl der Unendlichkeitsstellen der Funktion F (z, y) eine endliche ist
oder nicht. Fiir den Fall, daB man fiir F(z, y) eine rationale Funktion von z, y
nimmt, kommt man auf die Abelschen Integrale, deren wesentliche Eigenschaften
sich nunmehr aus der vorangegangenen allgemeinen Theorie in einfachster Weise
ergeben. Ebenso gewinnt man einen leichten Zugang zu den @ Funktionen.
Wie gesagt, werde ich in meiner Abhandlung nur die Grundlage der Theorie
geben, ohne in das Detail der Rechnungen einzaugehen, das geht ganz gut, und
ich denke mir, es wird gerade diese Form der Darstellung manchem Leser will-
kommen sein.

Die Abhandlung wird schon in einigen Wochen erscheinen.“

Le mémoire ne fut jamais publié et les notes qui existaient probablement,
ont disparnes. Mais on peut se faire une idée du travail que Weierstrass y
avait consacré et de la perte que fit la science par suite de sa disparition, par
le passage suivant dans une lettre de sa sceur Clara Weierstrass 4 Sonja le 22
mars 1882:

,Ich sage Dir, so etwas von Arbeiten ist noch nicht dagewesen. Beim
Essen sitzt er, mit dem Zeigefinger der rechten Hand Formeln schreibend in die
Fliche der andern Hand. — Sowie er den letzten Bissen gegessen hat, sitzt
er wieder an seinem Pult, zu arbeiten. Wir haben ein phidnomenal schénes Friih-
lingswetter, aber er geht nicht vor die Tiir. — Er arbeitet von frith bis in die
Nacht hinein ohne UnterlaB, ohne Erholung. — Wahrscheinlich will er zu einem
AbschluB gelangen wund sich durch nichts in der Welt storen lassen, bis er zu
diesem Abschluf gelangt ist. Die Mathematiker sind nun einmal Selbstquiler.
Dies forzierte Arbeiten geht nun so lange gut, bis mit einmal die Nerven so
angegriffen sind, daB es nicht mehr geht.*

Weierstrass écrit de nouvean le 11 avril 1882:

,Von Kronecker ist kiirzlich eine grofie Arbeit: ,Grundziige einer arith-
metischen Theorie der algebraischen GroBen“ erschienen. Sie enthilt die Resul-
tate langjihriger Forschungen in konzisester Form, wird aber fiir Leser, die

Acte mathematicu. 39. Tmprimé le 5 novembre 1923. 24
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Kroneckers Vorlesungen nicht gehort haben, recht schwer zu verstehen sein, so-
daf ich fiirchte, sie wird vorderhand mehr bewundert als studiert werden.“

Enfin un passage qui montre & quel point Weiertrass suivait et appréciait
ce qui se faisait & cette époque en France:

»Hast Du Notiz genommen von den neuesten Arbeiten Poincarés? Der ist
jedenfalls ein bedeutendes mathematisches Talent, so wie iiberhaupt jetzt in
Frankreich wieder eine junge Generation von Mathematikern mit dem besten
Erfolg bemiiht ist, auch auf dem Gebiete der Analysis, deren einziger Vertreter,
nachdem Liouville sich von ihr abgewandt hatte, lange Zeit nur Hermite war,
Eroberungen zu machen. Die von Poincaré in Anschluf an Arbeiten von Fuchs,
Schwarz and Klein begonnenen Untersuchungen werden jedenfalls zu neuen ana-
lytischen Transzendenten fiihren, wenn er auch vielleicht jetzt noch nicht ganz
auf dem richtigen Wege ist, — es ist nur zu beklagen, daf den jungen franzs-
sischen Forschern die Akademie ein zu verlockendes Ziel ist, — jede Woche
einen Artikel in den Comptes rendus zu bringen, der wirklich Wert hat, das ist
doch unmiglich.“

Sonja aurait pu défendre les articles des ,Comptes rendus® en rappelant
I'influence suggestive qu’un échange fréquent d'idées entre des savants occupds
avec le méme probléme a toujours eu.

D'une lettre du 14 juin 1882 il ressort combien malgré tout Sonja avait
6té réservée vis-a-vis de Weierstrass relativement & ses affaires privées:

pMeine teure Freundin, Was Du mir in dem ersten Teile Deines lange er-
warteten Briefes mitteilst, hat mich sehr betriibt, obgleich nicht gerade iiber-
rascht. In der Tat habe ich lingst geahnt, was der eigentliche Grund Deines
langen Verbleibens in Paris und Deiner absoluten Schweigsamkeit mir gegeniiber
sei. Die wenigen Stunden, in denen ich Gelegenheit hatte, Herrn Kowalewsky
kennen zu lernen, haben hingereicht, um mir die ﬁberzeugung zu geben, daf Euer
Verhiltnis einen innern Rif} habe, der es ganz zu zerstoren drohe. Er hat weder
Interesse noch Verstdndnis fiir Deine Ideen und Bestrebungen, und Du vermagst
Dich nicht in die Unruhe seines Lebens hinein zu finden. Eure Charaktere sind
zu verschieden, als daf Du, was zu einer gliicklichen Ehe erforderlich wire, in
ihm einen Halt, eine Stiitze fiir Dich zu gewinnen hoffen diirftest und er in
Dir die notwendige Erginzung seines Wesens finden konnte. Wire dies anders,
so wiirden, glaube ich, selbst Verirrungen seinerseits eine ehrliche Versshnung
nicht hindern. — Wenn ich Deinem Plane, in Stockholm als Privatdozentin auf-
zutreten, wihrend er in Moskau seines Amtes walten sollte, widersprechen zu
zu miissen geglaubt habe, so geschah dies in der Uberzeugang, daB ein solches
Verhiltnis zwischen Eheleuten ein unnatiirliches sei, und ich lasse es mir auch
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nicht ausreden, daff Du gar nicht auf den Gedanken gekommen wirest, wenn Du
Dich Deinem Manne innerlich verbunden gefiihlt und ihn so geliebt héttest,
wie nun einmal ein Mann geliebt sein will. Daf er diesem Plane abgeneigt war,
habe ich ihm nicht verdenken konnen, und vielleicht ist er gerade dadurch gegen
Deine mathematischen Bestrebungen noch mehr eingenommen worden. Wie die
Sachen jetzt liegen, scheint das bisherige Verhiltnis zwischen Euch beiden in
der Tat unhaltbar geworden zu sein; mochte es sich doch nur so gestalten, dafl
Du die fiir Deine Existenz notwendige Freiheit von Unrube und Sorgen gewinnst.
Aus Deiner jetzigen Einsamkeit muBt Du so bald als moglich heraus, auch die
kleine Sonja bei Dir haben, — die Sorge um diese und die Beobachtung ihrer
Entwicklung wird Dich in wohltdtiger Weise beschiftigen und erfreuen. Ich
habe im Vorstehenden meine Ansicht unumwunden, ohne Redensarten ausgesprochen.
Ich danke Dir fiir das Vertrauen, das Du mir bewiesen, kenne Dich aber zu gut,
als daf ich versuchen sollte, Dir irgend einen Rat aufzudrdngen, und weif, daf
Du stark genug bist, mit Deinem Schicksal allein fertig zu werden. Wenn Du
aber glaubst, daB in irgend einer Weise mein Rat, mein Beistand Dir niitzlich
werden konne, nun so weifit Du ja, daf Du Dich ohne Scheu an mich wenden
kannst.“

Weierstrass se réjouit que Sonja ait fait la connaissance de Charles Her-
mite. J’avais visité Paris au printemps 1882 et avais trouvé gme Sonja ne s'était
mise en rapport avec aucun des mathématiciens francais et l'avais enfin per-
suadée avec. beaucoup de peine & aller faire une visite chez Hermite. Weier-
strass écrit:

",Mit den andern Mathematikern wirst Du nun wohl auch in Verkehr treten
miissen, die jiingern, Appell, Picard, Poincaré werden Dich am meisten interes-
sieren. Poincaré ist nach meiner Ansicht von allen der zur mathematischen
Spekulation Berufenste, mbge er nur sein ungewdhnliches Talent nicht zu sehr
zersplittern and seine Untersuchungen reifen lassen. Die Theoreme iiber alge-
braische Gleichungen zwischen zwei Verédnderlichen und iiber die linearen Diffe-
rentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten, welche er in den Comptes
rendus gegeben hat, sind wahrhaft imponierend; sie erffnen der Analysis neue
Wege, welche zn unerwarteten Resultaten fiihren werden. Gleichwohl bin ich
der Uberzeugung, daB die neue Behandlungsweise der in Rede stehenden Glei-
chungen, in ihren Grundgedanken richtig, doch noch von verallgemeinerten, hthern
Gesichtspunkten aus wird unternommen werden miissen. Gestatte mir, dies et-
was genauer auszufiihren. Wenn eine algebraische Gleichung f(z, y) = 0 ge-
geben ist, sa sagt Poincaré, daf alle diese Gleichung befriedigenden Wertsysteme
z, y sich darstellen lassen in der Form

24 *
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r = ‘P(t)i y = ¢(t)’

wobei ¢ (?), ¥ () eindeutige Funktionen der unabhiingigen Verinderlichen ¢ be-
zeichnen, deren Bereich ein beschriinkter oder unbeschrinkter sein kann. Diese
Funktionen haben nun die Eigenschaft, daf sie unverindert bleiben, weunn fiir ¢
gewisse lineare Funktionen derselben Grifie gesetzt werden. Die Koeffizienten
der letztern aus den gegebenen Werten der Koeffizienten der Gleichung f(z,y) == 0
zu bestimmen, ist jedenfalls eine duBlerst schwierige Aufgabe, die im allgemeinen
auf transzendente Gleichungen kompliziertester Natur fihren wird. Wenn die
Koeffizienten von f (z,y) rationale oder algebraische Funktionen von unbestimmten
Grofen a,b,... sind, so wird offenbar die vollstindige Bestimmung von ¢(?), v ()
anders und anders sich gestalten, je nachdem jene willkiirlichen Konstanten so
oder so in der Gleichung vorkommen. Verfolgt man diesen Gedanken, so wird
man notwendig zu folgender Aufgabe gelangen:

Es sei gegeben eine algebraische Gleichung zwischen 74 1 Verdnderlichen
Z,%,, ..., %, mit rationalen Zahlkoeffizienten, man soll versuchen, alle diese Glei-
chung befriedigenden Wertsysteme (,2,, ..., #,) in der Form

=@yt & = @ty by ooy Tw = @6, .0 1)

dergestalt darzustellen, daBp,¢,, ..., p, eindeutige Funktionen der unabhingigen
Verinderlichen ¢,,7,, ..., ¢, sind. (Das kann z. B. ausgefiihrt werden, wenn die
Gleichung 9’ = (1 — %) (1 — ¥*2%) gegeben ist, indem man dann z, y, ¥ durch die
Funktion @, (v, v) auszudriicken imstande ist.) Bei dieser Untersuchung wird man
bestrebt sein miissen, unter den algebraischen Gleichungen diejenigen aufzufinden,
welche man Muttergleichungen nennen kann, von denen jede einen besondern
Affekt besitzt und auf die alle iibrigen zuriickgefiihrt werden konnen. Zunichst
aber wird es die Aufgabe sein, Funktionen mehrerer Verinderlichen zu bestimmen,
welche dhnliche Eigenschaften haben, wie die von Poincaré ,fonctions fuchsiennes”
genannten, von denen die Quotienten der Funktionen &, (v,,...,v,|7,,,%y, ..., ),
betrachtet als Funktionen der v und 7, ein Beispiel geben. Das sind sehr weit-
gehende Perspektiven, aber man muB sich klar machen, welches die Endziele
der von Poincaré so glinzend begonnenen Uﬁtersuchungen notwendig sein miissen.

Inbetreff der Poincaréschen Untersuchungen iiber lineare Differentialglei-
chungen gilt das Vorstehende selbstversténdlich in erhthtem Mafle. Was Poin-
caré dariiber bis jetzt vertffentlicht hat, das hat, wie ich wahrgenommen, aunf
einige Herrn, die sich viel mit linearen Differentialgleichungen beschéftigt haben,
einigermaBen verbliiffend gewirkt. Fiir viele wird es so schwer, sich von
dem Gedanken zu trennen, daB man, um eine lineare Differentialgleichung zu
integrieren, notwendig die eine Variable durch die andere ausdriicken miisse.“
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Ma, collection de lettres de cette époque donne la prenve de la mauvaise
humeur avec laguelle les mémoires détaillés de Poincaré publiés quelques mois
plus tard dans les Acta mathematica farent recus par plus d'un des mathémati-
ciens qui entouraient Weierstrass. Les déclarations si franches de Weierstrass mon-
trent entre tant d’auntres choses, combien le maitre était supérieur & son entourage,
et combien on avait tort d'identifier, comme cela a eu lien quelquefois, le maitre
avec tel ou tel de ses disciples. Pour moi personnellement le blame n’avait
aucune importance auprés de lapprobation du maitre. Je lis dans une lettre
de Weierstrass 4 moi d'une date plus récente (5 avril 1885) lorsque la plupart
des mémoires en question étaient déja publids:

»Die Geschichte der Mathematik des 19. Jahrhunderts wird aber jeden-
falls die merkwiirdige Tatsache verzeichnen, daB in einer zu Stockholm er-
scheinenden Zeitschrift bahnbrechende Arbeiten der genialsten unter den jiingeren
franzosischen Mathematikern zuerst in ausfithrlicher Darstellung verdffentlicht
worden sind, Arbeiten, welche zundchst an die Resultate von Untersuchungen
deutscher Forscher sich ankniipfen, durch diese aber auch mit den Entdeckungen
Abels in Znsammenhang stehen.¢

Mais je reviens & la lettre & Sonja du 14 juin 1882:

»Die Abhandlung Poincarés iiber die Differentialgleichungen

dz _ 4y _ dz
x z 2

kenne ich nicht. Wo steht dieselbe? Was endlich die von Poincaré angekiindigte

Integration der Differentialgleichungen der Mechanik angeht, so kann ich dariiber

folgendes sagen. Ich habe vor zwei Wintern im Seminar etwas tiber den Gegen-

stand vorgetragen und unter anderm folgenden Satz bewiesen:

Wenn beliebig viele materielle Pankte nach dem Newtonschen Gesetze —
oder irgend einem andern, bei dem an die Stelle von —;—2 eine analytische Fuank-

tion von r tritt, die bei reellen und positiven Werten der letztern Griofie nur fiir
r == 0 unendlich groB wird — aufeinander wirken und es sind die Anfangshe-
dingungen der Bewegung so beschaffen, daf niemals zwei Punkte zusammen-
treffen und auch keine zwei ins Unendliche sich von einander entfernen, so
sind die Koordinaten der sich bewegenden Punkte analytische Funktionen der
Zeit t, eindeutig definiert nicht nur fiir alle reellen Werte dieser Grifie, sondern
auch fiir alle komplexen, deren zweite Koordinate ihrem absoluten Betrage nach
unterhalb einer bestimmten Grenze bleibt.

Der Satz, von dem nach Appells Mitteilung Poincaré ausgeht, ist also nur
richtig, wenn die Bedingungen der Stabilitit des Weltsystems erfiillt sind. Die
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Feststellung dieser Bedingungen ist aber vielleicht der schwierigste Teil der ganzen
Untersuchung. Wenn z. B. nur zwei Punkte vorhanden sind und zu irgend
einer Zeit die Bewegung eines jeden gegen den andern gerichtet ist, so sind die
Koordinaten nicht Funktionen der Zeit von der angegebenen Beschaffenheit.
Wenn Poincaré imstande ist, die Koeffizienten der Reihe, in welche sich die
Koordinaten unter Voraussetzung der Stabilitit des Systems entwickeln lassen,
wirklich zu bestimmen, so wére es immerhin mtglich, daf dann die Bedingungen,
‘unter denen die Reihe konvergiert, sich feststellen lieflen, diese wiiren dann aber
die Stabilitétsbedingungen. Aber auch dann glaube ich nicht, daf jene Reihenform
den wahren analytischen Charakter der darzustellenden Funktionen ausdriicken
werde; dem widerspricht schon der einfache Fall, in welchem zwei Punkte vor-
handen sind und die Bewegung eines jeden um den gemeinschaftlichen Schwer-
punkt in einer Ellipse erfolgt. Aber wir wollen abwarten.

11 m’a paru intéressant de citer également ce passage, bien que Sonja n'efit
évidemment pas rapporté & Weierstrass d'une facon entit¢rement correcte la com-
munication d’Appell au sujet du travail de Poincaré. Weierstrass a encore une
communication mathématique: |

,Inbetreff der von Hermite und Picard an Dich gerichteten Frage will ich
Dir fiir heute Folgendes mitteilen.

' Es sel @(u,, ..., u) eine 27 fach periodische Funktion der » Veriinderlichen
u von derjenigen Beschaffenheit, die ich im 89. Bande des Journals in dem an
Borchardt gerichteten Briefe ausfiihrlich angegeben habe. Ferner seien

Pl,l ‘P?,l Pr,1
P,P,, ... P,

............

PP P,

Lar L2, 0 00

2r primitive Systeme zusammengehtriger Perioden dieser Funktion, sodaf
man, wenn

P,P, ..., P

ein beliebiges Periodensystem der Funktion ist,

2r 27

P, = 2 "vPLva vy Po= > ”vPr,v

rv=1 y=1
hat. Man kann dann fiir «,, ..., », andere Verédnderliche v,, ..., v,, welche lineare
Funktionen jener sind, dergestalt einfiihren, daf fir die aus @ (u,, ..., %,) her-
vorgehende Funktion von v,, ..., », als den vorstehenden entsprechende Perioden-

- Systeme die nachstehenden sich ergeben:
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1 0 ...0
01 .0
0 0 ...1
T1,1 74,0 < Ty
T9,1 T2 Ta,
T 1Trs o -+ Trpe

Wenn nun die Funktion ¢ eine derjenigen ist, zu denen das Jacobische
Umkehrungsproblem fiithrt, so besteht zwischen den Groflen » die Gleichung

-
g = ﬂ‘“ﬁ__

[
\.H ‘._.
12 V?

und zugleich ist die quadratische Form

i D) Ta,gMaMy

o, f
so beschaffen, daB bei reellen Werten von n,, ..., n,, wenn diese nicht simtlich
gleich Null sind, der reelle Bestandteil der Form stets einen negativen
Wert hat.

Nach einer Bemerkung von Hermite (Note sur le caleul différentiel et le
calcul intégral, p. 26) soll Riemann bewiesen haben, daB fiir jede 2+ fach
periodische Funktion ¢(u,, ..., «,) unter den GriBen 7. die angegebenen Rela-
tionen stattfinden. In Riemanns Werken findet sich dariiber nichts, denn was
dariiber in der Theorie der Abelschen Funktionen steht, bezieht sich nur auf
die oben angegebenen periodischen Funktionen, bei denen die 74, nur von will-
kiirlich anzunehmenden Griofen abhingen. In der Tat aber gilt der Satz auch
nicht fiir die allgemeinen 2, fach periodischen Funktionen in der vorstehenden
Fassung; es bestehen unter den 7, ; allerdings auch in dem allgemeinen Falle
47(r — 1) Relationen, diese aber sind durch homogene lineare Gleichungen unter
den 7. s mit ganzzahligen Koeffizienten ausgedrtickt. Indessen kann man stets
27 voneinander unabhéngige, wenn auch nicht primitive, Systeme zu-
sammengehtriger Perioden aufstellen, fiir welche unter den 7, ; die angegebenen
einfachen Relationen 7., = 75, gelten und die aufgestellte quadratische Form
die angefiihrte Eigenschaft besitzt. Mit Hilfe eines Satzes, den ich in dem ge-
nannten Briefe ausgesprochen, kann man schliefilich folgendes beweisen:

Jede 27 fach periodische Funktion von » Variabeln 146t sich rational aus-
driicken durch andere 27 fach periodische Funktionen derselben Veriinderlichen,
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die so beschaffen sind, daf sie 2# primitive Periodensysteme besitzen, fiir welche
die daraus gebildeten Grofen 7,z die oben angegebenen Eigenschaften haben.

Oder auch: Ist ¢ (u,, ..., u,) eine beliebige 27 fach periodische Funktion der
Verinderlichen #,, ..., #, von der vorausgesetzten Beschaffenheit, so liBt sich
stets ein Konstantensystem

......

so bestimmen, daB die Gleichungen 7, ; = 7, , bestehen, ferner die obige quadra-
tische Form die angegebene Eigenschaft besitzt und ¢ (»,, ..., %) sich rational
durch eine gewisse Anzahl von Funktionen

ﬂl(vu LS | ’U,. t 71,1} 1"1,2’ sy 71-,7')

ausdriicken 148t, wenn man in diesen fiir v, ..., v, bestimmte lineare Funktionen
der Grofen u setzt.

Uber diesen Gegenstand habe ich eine kleine Abhandlung fertig, die einer
meiner Zuhorer, Herr Molk, ein Franzose, ins Franzosische iibersetzen wird.“

Ce mémoire est également disparu. Enfin une communication relative a la
thése de Lindemann sur le nombre z:

»Schlieflich muB ich Dir doch noch eine sebr interessante und wichtige ma-
thematische Neuigkeit mitteilen. Prof. Lindemann in Freiburg hat soeben be-
wiesen, dafl = eine transzendente Zahl ist, und zwar, was Hermite sehr
interessieren wird, durch eine sehr ingeniose Verallgemeinerung des Haupt-
satzes, wodurch dieser gezeigt hat, daB ¢ eine transzendente Zahl ist.“

Weierstrass demande dans une nouvelle lettre du 15 juin 1882:

»Mochtest Du wohl die Giite haben, mir anzugeben, wo die beiden von Dir
erwihnten Arbeiten Poincarés stehen, ich meine die tiber die Differentialglei-.
chungen der Mechanik und dic iber die Gleichungen %2 — % — %9 pip ging

y
sie nicht zu Gesicht gekommen.

Die Arbeit von Lindemann iiber die Zahl » ist sebr merkwiirdig aums ver-
schigdenen Griinden; die Resultate sind richtig, waren aber anfangs auf einen
falsch verstandenen Satz gegriindet und sind auch noch jetzt von Lindemann
nicht strenge bewiesen.

Ich bin vermittelst einiger Sitze, die in den Kreis der von Hermite in
seiner schonen Abhandlung fiber die Exponentialfunktion entwickelten gehéren,
aber lange nicht so viel Formelapparat erfordern, zu einem ganz strengen und
nicht schwierigen Beweis des allgemeinen Lindemannschen Theorems gekommen,
némlich folgendermaBen:
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Sind #,, #,,...,%, voneinander verschiedene, N,, N,,..., N, beliebige
algebraische Zablen, so kann die Gleichung

N+ N 4. .+ N ™ =0

nur dann bestehen, wenn die N sdmtlich gleich Null sind.*

Le 5 aotit Weierstrass éerit:

»lch werde mich in diesen Tagen mit einer kleinen Arbeit fiir das neue
schwedischesJournal beschiiftigen, die ich Mittag-Leffler versprochen habe.

Weierstrags m’écrit & ce sujet le 5 aoiit 1883:

,Die fiir Sie bestimmte Abhandlung: ,Bestimmung der allgemeinsten Funk-
tionen einer Verdnderlichen, fiir die ein Additionstheorem besteht, ist dem In-
halte nach fertig, wird aber auch zusammengedringt nicht ganz kurz ausfallen,
indem ich es fiir zweckméBig gehalten habe, auch die Bestimmung der einden-
tigen Funktionen der in Rede stehenden Art mit anfzunehmen. Was dariiber
in der Schwarzschen Formelsammlung steht, geniigt doch nicht fiir solche, die
mit meinen Vorlesungen nicht bekannt sind.*

‘Ce mémoire ne fut jamais écrit ou ne sortit jamais des mains de Weier-
strass; en tout cas il doit étre perdu. On en connait cependant une partie par
le cours de Weierstrass.

Une interruption assez longue se produit ici dans la correspondance. Sonja
avait recu en mars 1883 & Paris, sans aucune préparation, la nouvelle de la
mort tragique de son mari. La forte émotion qu’elle en éprouva la fit tomber
dangereusement malade. Marie Mendelsohn® raconte comment, fidéle 4 sa maxime
que ,jeder Mensch muf mit dem, was er zu tragen hat, selbst fertig zu werden
suchen“?, elle passa 4 jours enfermée seule sans prendre aucune nourriture, perdit
connaissance le 5°m° jour, revint & elle le 6°»°, demanda du papier et un crayon
et couvrit le papier de formunles mathématiques.

Elle resta cependant longtemps sérieusement malade. Weierstrass m’éerit
de Grande-Rive prés Evian les Bains (Savoie) dans sa lettre du b aofit:

»Das Wesentliche aber, woriiber ich Thnen diesmal zu schreiben habe, betrifft
Frau v. Kowalewsky. Ohne Zweifel wissen Sie — en réalité je n'en avais aucune
connaissance — dafl sie ihren Mann auf traurige Weise verloren hat, vielleicht
aber nicht, daB sie infolge dieses sie vollig unvorbereitet treffenden Ereignisses
monatelang schwer erkrankt gewesen ist. Ich wenigstens hatte keine Ahnung
davon, als sie vor etwa 5 Wochen ungemein angegriffen in Berlin erschien, von

! Neue Deutsche Rundschau, 8. Jahrg., p. 592.
? La lettre de Weierstrass du 11 avril 1882, citée ci-dessus.
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wo sie in diesen Tagen nach RuBland abreisen wird. Dieser Aufenthalt in
Berlin hat ihr aber sehr wohl getan, sie hat wieder arbeiten konnen, und zwar
mit Erfolg, wodurch sie sich sehr gehoben fithlt und zur Wiederaufnahme alter
Pline gefiihrt worden ist.“

Et plus loin:

»Jetzt nach dem Tode ihres Mannes 'ist ein in meinen Augen sehr gewich-
tiges Hindernis fiir ithr Vorhaben — l'acceptation d'une place de maitre de con-
férence & Stockholm — nicht mehr vorhanden.*

Sonja partit de Berlin pour Odessa ol elle prit part & un congrés de na-
turalistes russes en automne 1883. Elle avait repris courage et retrouvé la
force de vivre, et elle adressa pendant son voyage une lettre fort gaie & Weier-
strass, dans laquelle elle se plaint plaisamment d’un jeune mathématicien de
Berlin qui lni avait donné des conseils pour son voyage, conseils qui n’étaient
pas des plus pratiques. Weierstrass écrit &4 ce sujet le 27 aofit 1883:

,Jetzt zu Deinem, in gutem Humor geschriebenen Briefe vom 15. von
der mir unbekannten und durch den Zusatz ,auf dem Wege nach Odessa* doch
nur unvollkommen charakterisierten Station. Zundchst muB ich doch die Mathe-
matik und die Mathematiker gegen Deine ungerechten Anschuldigungen sehr
ernstlich in Schutz nehmen. Es ist gewiB gut, wenn man in wichtigen Dingen
die Gelehrten um Rat fragt, aber es miissen die richtigen sein. Wenn ich z. B.
wissen will, wie ich vom Brandenburger Tor zum Schlesischen fahre, so ist mein
Grelehrter der Droschkenkutscher, und wenn Du kiinftig einmal wieder von Berlin
nach Odessa fahren willst, so bemiihe Dich in das Internationale Reisebureau
(Unter den Linden 68), dort wirst Du den Gelehrten finden, der Dir nicht nur
Auskunft, sondern auch ein direktes Billet gibt und die Sorge ums Gepick von
Dir nimmt.“

On trouve dans cette méme lettre & I'occasion d'une expression de Sonja
une classification intéressante des diverses sortes de mathématiciens:

»Unter den &ltern Mathematikern gibt es verschiedene Sorten von Men-
schen, ein trivialer Satz, der aber doch vieles erklidrt. Mein lieber Freund Kummer
z. B. bat sich in der Zeit, wo er seine ganze Kraft an die Auffindung der Beweise
fiir die hoheren Reziprozititsgesetze setzte, und nachher, nachdem er sie daran
erschopft, - erst recht nicht mehr um das, was auf mathematischem Gebiete ge-
schehen ist, gekiimmert; er verhilt sich, wenn nicht ablehnend, doch gleichgiiltig
dagegen. : Wenn:Du ihm sagst, die Euklidische Geometrie fuBe auf einem unbe-
wiesenen Grundsatze, so gibt er Dir das zu; von dieser Einsicht ausgehend aber
nunmehr die Frage so zu stellen: wie gestaltet sich denn die Geometrie ohne
diesen Grundsatz?, das ist seiner Natur zuwider; die darauf gerichteten Bemii-
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hungen und die daran sich reihenden allgemeinen, von dem empirisch Gegebenen
oder Angenommenen sich los machenden Untersuchungen sind ihm miifige Spe-
kulationen oder gar ein Greuel. XKronecker ist anders, er macht sich mit allem
Neuen rasch bekannt, sein leichtes Auffassungsvermogen befihigt ihn dazu, aber
es geschieht nicht in eindringender Weise, — er besitzt nicht die Gabe, sich mit
einer guten -fremden Arbeit mit dem gleichen wissenschaftlichen Interesse wie
mit einer eigenen Untersuchung zn beschiiftigen. Dazu kommt ein Mangel, der
sich bei vielen hochst verstindigen Menschen, namentlich bei denen semitischen
Stammes findet, er besitzt nicht ausreichend Phantasie (Intuition mochte ich
lieber sagen), und es ist wahr, ein Mathematiker, der nicht etwas Poet ist,
wird nimmer ein vollkommener Mathematiker sein. Vergleiche sind lehrreich:
Der allumfassende, auf das Hochste, das Ideale gerichtete Blick zeichnet Abel
vor Jacobi, Riemann vor allen seinen Zeitgenossen (Eisenstein, Rosenhain), Helm- -
holtz vor Kirchhoff (obwohl bei dem letztern kein Tropfchen semitischen Blutes
vorhanden) in ganz eklatanter Weise aus.*

Ceux qui ont personnellement fréquenté Weierstrass reconnaltront ici sa
profonde admiration et sympathie pour son grand  émule Riemann, une admiration
qui ne s’adressait pas seulement an savant mais encore & I’homme. ,Riemann
était une ,anima candida“ comme je n'en ai jamais connu®, me disait-il souvent.
Abel au contraire était le mathématicien duquel Weierstrass avait regu les plus
durables impressions pour ses propres travaux et Weierstrass pourrait plus
qu'ancun autre mathématicien étre caractérisé comme un successeur d’Abel.

Au sujet de lui-méme Weierstrass s'exprime ainsi:

,Ubrigens habe ich, was meine wissenschaftlichen Bestrebungen angeht,
— von denen ich reden darf in dem Bewufitsein, dafl sie, so wenig sie in dem
Entwicklungsgang der Wissenschaft bedeuten mdgen, stets nur dem Dienste
derselben gewidmet gewesen sind —, ldngst darauf verzichtet, bei dlteren Kol-
legen denselben Eingang zu verschaffen; es ist die Jugend, an die ich mich ge-
wandt und bei der ich auch vielfach Verstiindnis und begeistertes Eingehn ge-
funden habe.“

Sonja arriva & Stockholm & la fin de I'antomne 1883 et elle fit pour la
premiére fols un cours & l'université de Stockholm pendant le sémestre d’au-
tomne 1884. Il existe toute une série de lettres de Weierstrass & Sonja et &
moi, parlant de sa situation & Stockholm. Je passerai ces questions sous silence
car elles ont encore un caractére de trop grand actualité. Ce sera toujours un
honnenr pour la Suéde, la jeune université de Stockholm et les hommes et femmes
éclairés qui y avaient une part, gue l'université de Stockholm se soit adjoint
mne force telle que celle de Sophie Kowalewsky. Une chose semblable efit-elle

25 *
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été possible & cette époque dans toute autre université Européenne? Mais d'autre
part ce serait une vantardise malplacée que de vouloir prétendre que 'engage-
ment de Sonja soit la preuve d’une culture sociale plas avancée au point de vue
feministe en Suéde que dans d’autres pays. Son engagement réussit surtout
grace & une sorte de surprise qui ne donna pas le temps & l'opposition de s’or-
ganiser suffisamment. Les véritables difficultés vinrent aprés. Les manifestations
de cette hostilité sont encore trop récentes pour que je puisse soumettre & tout
le monde la correspondance afférente qui un jour dévoilera un grand nombre
dintérieurs curieux des républiques savantes non seulement de Stockholm et
d'Upsala mais encore de Berlin, de St. Pétersbourg et d’autres centres de cul-
ture intellectuelle.

Dans une lettre du 27 decembre 1883 Weierstrass donne a Sonja certains
conseils relativement 3 un cours projeté par elle sur les équations différentielles
partielles.

»Dagegen wiirde ich Dir sehr anraten, einige partielle Differentialgleichungen
aus dem Gebiete der mathematischen Physik ausfiihrlicher zu behandeln, obwohl
deren Integration mit dem ersten Teil Deiner Vorlesung kaum etwas gemein hat.
In Riemanns und Dirichlets Vorlesungen findest Du Beispiele. Namentlich ist von
: 0°9

ox*
t =0, p = f(«) gegeben sei, so kann f(x) eine ganz willkiirliche, nur inte-
grable Funktion sein, und dann wird ¢ (¢, 2) fiir jeden positiven Wert von #
eine analytische Funktion von x, 1ift sich aber nicht fiir negative Werte
von ¢ definieren — il faut collationner ici la lettre de 6 mai 1874 que jai déja
citée —, wobei an die Eigentiimlichkeit dieser Differentialgleichungen, welche Du
in Deiner Dissertation bemerkt hast, erinnert werden kann. Der enorme Unter-
schied in dem Charakter der beiden HuBerlich so verwandten Differentialglei-
chungen

grofiem Interesse die Gleichun % Wenn man annimmt, daf fiir
8 & )
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ist sehr frappant und belehrend.

Willst Du gleichzeitig von dem, .was Du meine Methode zur Integration
partieller Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten nennst, einiges
beibringen, so wird das ganz gut gehen, wenn Du Dich auf die einfachen Fille
beschrinkst, in denen meine Formeln, wie sie in der Dir bekannten Ausarbeitung
stehen, unmittelbar anwendbar sind. Auch hat ja die strenge Integration
z. B. derjenigen Differentialgleichungen, welche sich auf die Schwingungen des
Athers in einem isotropen Medium beziehen, unstreitig ein grofes Interesse.
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Une lettre de Weierstrass datée de Wilhelmshoehe le: 13 septembre 1884
donne une explication satisfaisante d’'un fait qui a cansé quelque effervescence.
M. Vito Volterra a démontré que les fonctions, que Sophie Kowalewsky dans son
traité ,Uber die Brechung des Lichtes in kristallinischen Mitteln® a données
comme des intégrales générales aux équations différentielles de Lamé, ne les
satisfont point., Mais le mémoire de Sonja se présente comme une sorte de col-
laboration avec Weierstrass attendn que le travail, qui sous le titre de: ,Zur
Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten“ fait partie du premier volume des ceuvres de Weierstrass, est repro-
duit en entier dans I'ouvrage de Sophie Kowalewsky. On ¢'est demandé comment
il est possible que Weierstrass n'ait pas remarqué le fait signalé par M. Volterra.
Weierstrass éerit:

,Meine teare Freundin, ich bin ganz zerknirscht unter der Last der Vor-
wiirfe, die Dein gestern mir zugegangener Brief (ohne Ort und Datum) unter
der Form von Bitten enthilt. Gleichwohll hoffe ich, Du wirst zu einer milderen
Beurteilung meines Verhaltens gelangen, wenn Du hirst, daf ich mich schon
seit 6 Wochen gar nicht gut befinde und iiberhaupt mich mit gar nichts, nicht
einmal mit Korrekturen habe beschiiftigen kionnen. Ich leide an keinem ausge-
sprochenen Ubel, esse, trinke und schlafe, wie es sein muB, aber es hat sich
meiner eine furchtbare Miidigkeit beméchtigt, korperlich und geistig, die mich
ganz apathisch macht und mit Widerwillen gegen alles Denken und Schreiben er-
fiillt. Kurz, ich bin, was die Arzte gehirnmiide nennen. So lange ich Vor-
lesungen halten mufte, merkte ich weniger davon und schob die Unlust zum
Arbeiten, die ich schon ldngere Zeit verspiirte, auf die korperliche Anstrengung,
die mir das Lesen verursachte, und erst auf der Reise verspiirte ich recht, wie
angegriffen und ruhebediirftig ich war und noch bin.“

Le 24 mars 1885 Weierstrass écrit & Sonja:

»Zu der grofien Anzahl von Zuhrern gratuliere ich Dir von Herzen; freilich
wirst auch Du wohl die Erfahrung machen, daffi bei vielen der Wille gut, aber
das Vermdgen schwach ist, sodaf man selbst bei den Ausdauernden nicht sicher
sein kann, ob das Interesse an der Sache oder Pflichttreue sie hilt. Kdnnte
man immer einen Kreis von hichstens zwdlf talentvollen, wohl vorbereiteten und
fiir ihre Wissenschaft begeisterten ZuhGrern um sich versammelt haben !¢

Weierstrass avait lui-méme pendant I'hiver 1884—85 em 250 auditeurs a
ses conférences sur la théorie des fonctions mais il avait pu se convaincre que
la qualité des éléves diminuait avec la quantité. Il n'existe, parait-il, pas une
seule rédaction utilisable de ce dernier exposé détaillé: de la théorie des fonctions
présentée par Weierstrass —
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,50 wiire das akademische Lehramt die lohnendste und interessanteste Be-
schiftigung in der Welt. — Dazu muS freilich noch eins kommen, dessen ich immer
mehr und mehr entbehren muB, — ein eintréichtiges, auf Ubereinstimmung in den
Prinzipien und gegenseitiger aufrichtiger Anerkennung beruhendes Zusammen-
wirken mit den Fachgenossen.*

11 dit ensuite:

,Wahrend ich sage, daB eine sogenannte irrationale Zahl eine so reelle
Existenz habe wie irgend etwas anderes in der Gedankenwelt, ist es bei Kron-
ecker jetzt ein Axiom, dafl es nur Gleichungen zwischen ganzen Zahlen gibt.
Wiihrend ich klar za machen suche, warum Jacobis Ansicht, daB es absurd sei,
z als Funktion von u zu betrachten, wenn zwischen beiden Grifien die Gleichung

" — ; dx
- Of\/x(l—x)(1_u2x)(1—m) (1—w'z)

angenommen wird, eine irrige sei, — die zu einem und demselben Werte von »
gehiorigen Werte von x bilden eine abzihlbare Menge, von der Cantor, wie ich
iiberzeugt bin, in unanfechtbarer Weise bewiesen hat, daf es nicht nur unendlich
viele Werte gibt, die nicht nur nicht darin enthalten sind, sondern eine Menge
von htherer Méchtigkeit bilden — und damit motiviere, daf bei einem analy-
tischen Gebilde zu unterscheiden sei zwischen den Stellen, die dem Gebilde an-
gehoren, und denen, die als Grenzstellen sich ihm zngesellen, — ich sage,
wihrend ich dergleichen Sachen den Anfingern klar zu weisen mich bemiihe,
188t Fuchs in den Sitzungsberichten der Akademie eine Abhandlung erscheinen,
die dartun soll, daB es auch lineare Differentialgleichungen gebe, durch welche
keine ,analytischen® Funktionen definiert werden, nicht achtend, daB er auf
diese Weise der iiberwiegenden Mehrzahl derjenigen Funktionen, deren Kigen-
schaften zu erforschen er selbst mit so gutem Erfolge bemiiht gewesen ist, den
Stempel der Absurditdt aufdriicken wiirde, wenn er recht behielte. Du wirst
mir recht geben, liebe Freundin, da8 es fiir mich nicht sehr ermunternd ist, zu
sehen, daB selbst bei so tiichtigen Leuten, wie Fuchs, der Liebe Mithe umsonst
gewesen ist. Schlimmer ist es aber, wenn Kronecker seine Autoritdt dafiir ein-
setzt, daB alle, die bis jetzt an der Begriindung der Funktionentheorie gear-
beitet haben, Siinder vor dem Herrn sind. Wenn ein wunderlicher Kanz wie
Christoffel sagt, in 20 bis 30 Jahren wird die jetzige Funktionentheorie zu Grabe
getragen und die ganze Analysis in die Theorie der Formen aufgegangen sein,
so beantwortet man das mit einem Achselzucken. Wenn aber Kronecker den
Ausspruch tut, den ich wortlich wiederhole: ,Wenn mir noch Jahre und Krifte
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genug bleiben, werde ich selber der mathematischen Welt noch zeigen, daf nicht
nur die Geometrie, sondern auch die Arithmetik der Analysis die Wege weisen
kann, und sicher die strengeren. Kann ich es nicht mehr tun, so werdens
die tun, die nach mir kommen, und sie werden auch die Unrichtigkeit aller
jener Schliisse erkennen, mit denen jetzt die sogenannte Analysis arbeitet,
so ist ein solcher Ausspruch von einem Manne, dessen hohe Begabung fiir
mathematische Forschung und eminente Leistungen von mir sicher ebenso auf-
richtig und freudig bewundert worden, wie von allen seinen Fachgenossen,
nicht nur beschdmend fiir diejenigen, denen zugemutet wird, daf sie als Irrtom
anerkennen und abschwioren sollen, was den Inhalt ihres unabldssigen Denkens
und Strebens ausgemacht hat, sondern es ist auch ein direkter Appell an die
jlingere Greneration, ihre bisherigen Fiihrer zu verlassen und um ihn als Jiinger
einer neuen Lehre, die freilich erst begriindet werden soll, sich zu scharen.
Wirklich, es ist traurig wnd erfiillt mich mit bitterm Schmerz, daf das wohlbe-
rechtigte Selbstgefiihl eines Mannes, dessen Ruhm unbestritten ist, ihn zu AuBe-
rungen zu treiben vermag, bei denen er nicht einmal zu empfinden scheint, wie
verletzend sie fiir andere sind.

Aber genug von diesen Dingen, die ich nur berithrt habe, um Dir zu er-
kliren, aus welchen Griinden ich an meiner Lehrtitigkeit, selbst wenn meine
Gesundheit es gestatten sollte, sie noch einige Jahre fortzusetzen, kiinftighin
nicht mehr dieselbe Freude haben kann wie bisher. Du wirst aber dariiber nicht
reden, ich mochte nicht, daf andere, die mich nicht so genau kennen wie
Du, in dem Gesagten den Ausdruck einer Empfindlichkeit sdhen, die mir in der
Tat fremd ist. Niemand weifl besser als ich selbst, wie weit ich von dem Ziele
entfernt geblieben bin, das ich in der Begeisterung der Jugend mir gesteckt
hatte, niemand soll mir aber auch das BewunBtsein rauben, daB mein Streben und
Wirken nicht ganz umsonst gewesen ist und der Weg, auf dem ich der Wahr-
heit nachgegangen bin, nicht als ein Irrweg sich erweisen wird.

Weierstrass avait craint, il est vrai, que l'on ne vit dans les expressions
que j'ai citées maintenant, I'expression d'une ,Empfindlichkeit¢ qui lui était étran-
gere, mais je me crois pas que ce puisse maintenant étre le cas avec personne.
L’ami et lantagoniste de Weierstrass, Kronecker, n'est plus, et il m’a semblé
pour cette raison que rien ne devait plus empécher de montrer par les propres
paroles de Weierstrass les soucis qui assombrirent le déclin de ses jours.

Une lettre du 16 mai 1885 contient ce qui suit:

yDenke Dir, ich bin seit Deiner Abreise in die Theorie der Funktionen mit
reellen Argumenten geraten. Ks haben sich mir dabei einige interessante Re-
sultate ergeben, woriiber ich im folgenden Monat etwas verdffentlichen werde, z. B.:
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1. Die Riemannsche Definition von

b
af f (@) da,

welche man als die allgemeinste denkbare angesehen hat, ist unzuldnglich.
Es ergibt sich vielmehr folgendes:
Es sei f(«) eine in dem Intervall

e=z=%b

eindeutig definierte Funktion der reellen Verdnderlichen z. Dabei wird zugelassen,
daB es zwischen @, b unendlich viele Werte geben kann, fiir die f(z) gar nicht
definiert ist, ebenso, daf Unstetigkeitsstellen in abzihlbarer oder unabzihlbarer
Menge vorhanden sein diirfen. Angenommen wird nar, daf in jedem noch so
kleinen Teile des Intervalls @ ... b Stellen vorhanden sind, an denen die Funk-

tion definiert ist, sowie auch, daf der Wert der Funktion eine angebbare Grenze
b

nirgends iibersteige. Dann ldft sich stéts eine Definition von j‘f (a,;) dxz angeben,
a

bei der alle Eigenschaften des Integrals, die aus der Cauchyschen und Riemann-
schen Definition sich ergeben, bestehen bleiben. Man kann dies sehr einfach aus
dem von Cantor im 4. Bande der Acta festgestellten Begriff des Inhalts
einer beliebigen Punktmenge folgern. Ich bin aber urspriinglich durch andere,
weitliufigere Betrachtungen darauf gefiihrt worden.

2. Ist f(z) in dem Intervalle ¢ ...b darchweg stetig und setzt man

2x
b—a

®x =
and versteht unter f,(x) eine Fouriersche Reihe von endlicher Gliederzahl:
n
f,®) = > (4;cosAxx+ B, sin Axx),
=1

wo n eine ganze Zahl ist, die mit » wichst, so lifit sich f(z) stets darstellen
in der Form

f@) = Sp @+ =0 fO+ 2 (0

Dabei konvergiert diese Reihe in dem ganzen Intervalle a ...b absolut und
gleichmifig. Entwickelt man die abgesonderte lineare Funktion von z in
eine Fouriersche Reihe und zieht dann alle Glieder der vorstehenden Reibe,
welche dasselbe Vielfache von x2 enthalten, in eines zusammen, so erhilt man
die gewshnliche Fouriersche Reihe, die aber nicht immer konvergiert.
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3. Ist f(x) an beliebigen (auch unzihlig vielen) Stellen unbestimmt oder
unstetig, so stellt die vorstehende Reihe die Funktion in allen Stetigkeits-
punkten dar, und konvergiert; falls Strecken von Stetigkeitspunkten vor-
handen sind, in jeder Strecke absolut und gleichm&Big. In einem Unstetig-
keitspunkte schwankt die Summe der » ersten Glieder, wenn # ohne Ende wiichst,
zwischen endlichen Grenzen.

4. Jede Funktion f(#) von der angegebenen Beschaffenheit entspringt aus
einer Funktion f(, %), die inbezug auf z eine analytische (ganze transzen-
dente) Funktion ist und iiberdies einen variabelen (positiven) Parameter enthilt,
in der: Art, daB.

f@) = lim f(z, %)
=20
ist in jedem Stetigkeitspunkt der Funktion f(x), wihrend, wenn z eine Unstetig-
keits- oder’ Unbestimmtheitsstelle ist, f(z,%) beim Unendlichkleinwerden von
# zwischen denselben Grenzen schwankt wie

(@ +2)+f(x~u).

Diese Sdtze sehen vielleicht nach etwas aus; sie sind aber sehr trivialer
Natur.“?

Que l'on compare & ceci la communication de Weierstrass dans les lettres
du 6 mai 1874 et du 27 décembre 1883. Les preuves de ces propositions bien qu’
exprimées dans une forme moins générale, se retrouvent dans le dernier ouvrage
de Weierstrass: ,Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkiirlicher
Funktionen éiner reellen Verinderlichen®, Berliner Sitzungsberichte 9, 30 juillet
1885, p. 633—640, 789—806.

Le 22 septembre 1885 Weierstrass écrit:

wZwei kleine Abhandlungen iiber Funktionen reeller Argumente bringt Dir
Mittag-Leffler mit. Zwei andere werden sich noch anschliefen.

Comme T'on sait ils n'ont jamais parn. Il ne subsiste point non plus des:
notes sur ce sujet.

»Bine Kollektion #lterer funktionentheoretischer Abhandlungen von mir
wird Ende Oktober erscheinen, ich wage es, damit vor dem Publikum zu er-
scheinen, obwohl wir jetzt wissen, daf neun Zehntel der heutigen Funktionenlehre
Unsinn ist.“

La partie mathématique des lettres plus récentes de Weierstrass se rapporte
uniquement au travail de Sonja sur le probléme de rotation. Sonja avait remis

tef. p. 214—219 de ce volume.

Actn mathematica, 39. Imprimé le 6 novembre 1424, 26,
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4 temps son mémoire pour le prix Bordin,! mais avait regu 'autorisation de le
revoir en vue de l'impression. Ce travail fut fait pour la plus grande partie a
Wernigerode, dans le Harz, pendant 1'été 1888 ou Sonja séjourna pendant plu-
sieurs semaines avec Weierstrass. Le 13 juillet il éerit 4 Sonja:

»Indessen — malgré le mauvais temps — hat der hiesige Aufenthalt doch
wohltiitig auf mich gewirkt (wir sind seit dem 8. hier), und fithle ich mich
merklich frischer als in der letzten Zeit in Berlin. Ich werde darum auch schon
vor dem 1. August nicht jedes mathematische Grespriich zu vermeiden haben;
wenigstens werde ich meine alte, liebe Schiilerin in strenge Aufsicht nehmen
konnen, damit sie fleiflig (d. h. einige Stunden des Tages) arbeite. Denn daf die
Arbeit, die-Du jetzt unter Hiénden hast, nicht nur rechtzeitig fertig werde, son-
dern auch der Form nach allen Anspriichen vollig geniige, daran ist sehr viel
gelegen.“

J’ai passé moi-méme plusieurs semaines chez Weierstrass 4 Wernigerode
pour étudier avec lui les mémoires de comcours pour le prix du roi Oscar.
Weierstrass recut pendant ce temps un grand nombre de visites d'une foule de
mathématiciens allemands et étrangers, et tous pourront témoigner de la vigueur
d’esprit qui le distingnait malgré ses 73 ans accomplis. Méme s'il était obligé
de chercher la solitude pendant une grande partie de la journde, il semblait né-
anmoins, lorsqu'on pouvait le rencontrer, &tre encore en possession de tout son
génie mathématique, voyant plus profondément et plus clairement qu'aucun autre
et prodiguant comme lui seul pouvait le faire les conseils et les renseignements
dans tout le domaine des mathématiques.

En février de I'année suivante Sonja était encore & Paris, oit elle s'était
rendue pour recevoir la veille de Noil 1888 le prix Bordin. Weierstrass éerit:

»DaB wir, ich und meine Schwestern vor allem, dann auch die Freunde, die
Du hier hast, Fuchs, Hettner, Knoblauch, Hensel, P. Dubois und der kiirzlich
heimgekehrte Hansemann, uns herzlich iiber Deinen Erfolg gefreut haben, brauche
ich nicht zu versichern. Ich ganz besonders empfinde dariiber eine wahre Ge-
ugtuung, — haben doch jetzt kompetente Richter das Verdikt abgegeben, daf
es mit meiner ,trenen_Schiilerin®, — meiner ,Schwiche* —, doch nicht ,eitel
Humbug* ist.“

! Sur le probléme de la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe, Acta math. 12
(1889), p. 177—232. Le mémoire fut couronné dans la séance solenelle de PAcadémie des Sciences
& Pariy le 24 décembre 1888 avec le prix Bordin, clevé de 3000 & 5000 francs.



