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Introduction.

1. I} y a vingt ans, JEnsEN' a publié dans les Acta mathematica un mé-
moire important sur les fonctions convexes et les inégalités qui s’y rattachent.
Dés lors le role des fonctions convexes en 1'Analyse est devenu de plus en plus
manifeste.

Une fonction f(P), définie pour les points d’un domaine convexe, est dite com-
vexe, st pour deux points quelconques P, et Py du domaine et pour toutes les valeurs
positeves ¥, et &y telles que t, + t, =1, on a

S6 P+ 5. Py) = £, f(Py) + &.f(Py).

. La signification g8bmétrique de cette inégalité est évidente.
2. Cela étant, considérons une forme bilinéaire & un nombre fini de vari-
ables

m n

Alz,y) = 2 Dapa;ys,

j=1 k=1

a des coefficients quelconques, réels ou non.
Désignons par M.s le maximum de |4 (z,y)| sous les conditions

n

m 1 _1
(1) Dlzlt=1; JlulP=1.
j—1 k=1

' J. L. W. V. JENSEN, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs
moyennes, Acta math. t. 30 (1go6), p. 175—193.

59—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 11 janvier 1927.
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Dans les cas ¢ =0 ou g =0, les conditions respectives (1) seront, par des

raisons de continuité, remplacées par
(1) lzl=1 (j=r12,....,m) ou |w|l=1 FE=1,2...,n).

3. Ces préliminaires posés, nous sommes & méme d'énoncer le théoréme

que voici.

L La fonction log M,z est, dans le triangle

(2) o

IA

I, =1, at+f=1,

une fonction convexe du point (e, ).

Ce théoréme contient en germe tous les résultats du travail présent, en
particulier ceux concernant les fonctionnelles linéaires, qui de leur c6té embrassent
gous un aspect général les théorémes de MM. W. H. Youna, F. Hausporrr® et
F. Riesz® sur l'extension de la formule de Parseval et d’autres problémes de
caractére analogue. Il s’agira notamment des fonctions conjuguées et de certaines
suites de facteurs attachées aux séries de Fourier et en particulier de telles qui,
dans un certain sens, ne changent pas le caractére de la série. Dans la derniére
partie de ce travail, en retournant a notre premier théoréme, nous discutons la
question de la réalité des valeurs des variables qui fournissent le maximum. Nous
y verrons qu'il y a une différence essentielle entre le triangle (2) et le triangle
complémentaire o =a, 0 =8, ¢ + = 1. Nous finissons par donner des indica-
tions, d'ailleurs peu satisfaisantes, sur la validité de notre théoréme dans le carré
composé des triangles dont nous venons de parler.

Démonstration du Théoréme 1.

4. Nous définirons les nombres o', @, a' par les relations
’
(3) a+ed =1, aa=1, ad =1,

c’est-a-dire que

! 11 en ressort que Map et toutes ses puissances i des exposants positifs sont aussi convexes.

? F. HausDORFF, Eine Ausdehnung des Parsevalschen Satzes iiber Fourierreihen, Math.
Zeitschr. t. 16 (1923), p. 163—169. On y trouve une liste des travaux relatifs de M. Youxa.

* F. Riesz, Uber eine Verallgemeinerung der Parsevalschen Formel, Math. Zeitschr. t. 18
(1923), p. 117—124.
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’ ' I , 1 I a
5) @ —1—a a=1  g=l—-L — L.
o d 1—a a—I
Notations analogues pour la lettre 8 et pour d'autres lettres.
On admettra toujours

v

O=e¢=1, 0ZXZf=1; a=1, b=1.

La démonstration de notre théoréme se fonde entiérement sur l'inégalité

connue de HoLper?!

m m a [m o
(4) |Z§jﬂj|§(2|§i|“) (Zhjl"')

J=1 Jj=1 J=1 3
qui résulte immédiatement de ce que z® est, pour a > 1 et pour £ = o, une fonc-
tion convexe de x. On peut encore préciser cette inégalité en rappelant le fait
que le signe d'égalité intervient seulement dans le cas ou le rapport |&|*:| 5| et

Uamplitude du produtt & 1; sont indépendants de j.
On aura encore besoin du cas particulier suivant de (4):

m m g m 0z
) Stauanos (Siap) (S1ep)

J=1 Jj=1 Jj—=1 )

ol 0=0,, 0=0,, 0; + 0;=1, h; et h, étant des nombres réels quelconques.
8. En posant

(5) Xk:Zajka (k:I)Z)-“)n); Irjzzajkyk (]::' 1’27"'1m):
j=1 k=1

on pourra écrire
m n
(6) Alw,y) =22 Y= 2 g Xe.
j=1 k=1

En écrivant alors les conditions (1) sous la forme

”

0 Dlalk=1; Dlwnp=1,
k=1

Jj=1

' O. HOLDER, Ueber einen Mittelwerthssatz, Gotting. Nachr. 1889, p. 38—47. Cf. aussi
JENSEN, [. ¢. p. 182.
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nous allons montrer que 'expression

(8) (2 | X, I”')

p
b
variée sous la premiére des conditions (7), et Uexpression

(8) (2 | leﬂ')

variée sous la seconde de ces conditions, admettent aussi M, s comme maximum. On,

en se débarrassant des conditions (7), on pourra dire:
Les rapports

. m « n 8

(9) | 4 (x, y)li(glel“) (él?ﬂ:lb)
) n g m a

(10) (2 | Xk |”') : (z |xj'|“)

m o n 8
(10) (§| Yl) ( |4 l”)

admettent le méme maximum M,g.
En effet, on a d’abord, en appliquant l'inégalité de Holder a (6),

(1) 4@ )l= (Z151)" (2l

Cest-d-dire que le rapport (9) ne pourra dépasser le rapport (10).

D’autre part, d'aprés la remarque dont on a fait suivre l'inégalité de Hol-
der, on pourra, pour des y: arbitraires, déterminer les z; de fagon qu'il y ait
égalité entre les deux membres de (r1), et alors aussi les rapports (9) et (10)
geront égaux. Il y a donc égalité entre les maxima de (g9) et de (10') et
dés lors, par symétrie, aussi entre ceux de (9) et de (10).

6. Montrons maintenant que fout systéme (x;; yr) qus rend | A (x, y) | mazximum,
sous les conditions (7), satisfait aux relations

IlezMaﬁlija—l (7.:1727"'7m);
(12)

leIZMaplyklb_l k=1,2,...,7).
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En effet, désignons un instant par ux le maximum de |4 (x,y)| sous la pre-
miére des conditions (7), les #: étant fixés. L’inégalité (11) et notre remarque
ajoutée a 1'inégalité de Holder montrent que pour que ce maximum soit atteint,
il faudra choisir les z; de fagon que les rapports

a

[ V1 e = Y57 |
et alors les rapports
[ Vil ol =1

soient indépendants de j et qu'il en soit de méme des amplitudes des xz; Y;. Il vient

=] 2w vi| =Szl vil=1 2wk =1
et alors on aura les équations
| il = wlsl*—.

Or, si 'on considére un systéme (x;; %) qui rend | A (x, )| maximum sous les
conditions (7), ce systéme rendra encore |4 (z,y)| maximum, si l'on fixe les yx
et ne fait varier que les z;. Alors le premier systdéme des équations (12) se
trouve établi. Le second systéme en résulte par symétrie.

7. CQela étant, désignons par (a,f), (o,,8,), (¢s.8,) trois points du triangle
(2), situés en ligne droite, le point (a,8) séparant les deux autres. Posons encore
pour abréger Mg = M, M, p = M, et M, 5= M,. Notre théoréme revient alors
A Dinégalité

m—c  a—a

(13) M < Mo Mo = Mbh M,p,

out, +f=r1.

Or, des relations (12) et de ce quon a dit au sujet du maximum de (10) et
de (10’), on obtient immédiatement que tout systéme (x;;y:) qui fournit le maxi-
mum de | A (x,y)], sous les conditions (7), satisfait aux inégalités

o (Slalen ) = (Zv1)" = 00 (Soel)s
M (Dl ) = (S1 Xl ) = 21, (Sl )™

De 13
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o s (St ) (Shupr)

< 3 My (Sl o)™ (Sl )

Déterminons maintenant 4 et u de facon que?
a;=Ala—1)a, + (1—Aa; by=ub—1)b + (1—u)b.

On trouve par un calcul simple

l:l_x‘ljai—-a_ :ﬂsz, ﬂ_{f}l:{g_zl_a_al_
o a—a,’ B, B:—8 B, as—ea

Admettons un instant que les points (a, f), (@}, B1), (@e, B5) soient tels que les
valeurs 4 et u, qui sont toujours positives, soient aussi = 1. Alors on pourra poser
dans (4), h,=(a—1)a,, hy=a, 6, =k, g,= 1—A et, en remplacant les z; par les
Ye, by =(b—1)b,, hy=", 06,=u, 0,=1—pu. Il viendra alors, en tenant encore
compte des inégalités (7),

Slal= (Slalev=);  Slnks (Slnle-),

et de 13, grice aux relations faciles & vérifier ety =, ¢, uB t, =20 ts,

(ZIxJ Ia,)a: ts < (lel I(a—l) a,')al’tl; (Zlyk |bx)(3‘t‘ < (Zlyk |(b—»1) bz,)(‘jﬂ'k.

Par 1, l'inégalité (13’) se réduit & 'inégalité (13).

8. Tout revient donc & examiner les inégalités

_Ba—a

’
a4y Qe—C
¢ G <1,

A= =1; =
@y, ¢—a, ’ # By ay—«

ou les inégalités équivalentes

! Jusqu'ici il aurait suffi de supposer que nos points se trouvent dans le carré o < ¢ < 1,
osfs1.

? f. pour un ealcul analogue F. HAUSDORFF et F. RIEsz, I. c.
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(14) o ceme By
LF a;—a P
Remarquons d’abord, que si les points (e,,8;) et (ay, B;) sont intérieurs au
triangle (2), on a
o<e/=1—a =1~ +8)+ 8 <hi,

et, d'une maniére analogue,
0< By <ay.

Il s’ensuit que

B,

o< B B ot oo,
@ B

D'autre part en faisant varier ¢ de ¢, & @, le rapport (¢ — e,): (¢ — @)
ira d'une maniére continue de o & + o; on pourra donc choisir a entre e, et e,
de sorte que les inégalités (14) soient remplies. C'est-d-dire que le calcul du
numéro précédent et l'inégalité (13) sont valables pour les extrémités (e, 8,),
(¢g,B;) d'un segment de droite quelconque intérieur au triangle (2) et pour cer-
tains points intermédiaires {e, 8) du segment.

Cela signifie en langage géométrique que la surface qui, pour (e, §) in-
térieur au triangle (2), représente la fonction évidemment continue log Mg,
est telle que aucune de ses cordes n'est située entiérement au-dessous de la
surface. Je dis que la surface est convexe. En effet, dans le cas contraire,
il existerait un segment de droite intérieur au triangle (2) et tel que l'arec de
courbe qui y correspond sur la surface, contienne au moins un point situé au-
dessus de la corde joignant les extrémités de l'arc en question. En partant de
ce point et en cheminant sur l'arc dans les deux directions jusqu'sa la premiére
rencontre avec la corde, on aura construit un are situé entiérement au-dessus
de sa corde, ce qui serait en contradiction avec le fait que nous venons d’établir.
Notre théoréme étant démontré pour lintérieur du triangle (2), le passage au
triangle fermé se fait par continuité.

Seconde forme du théoréme I et généralisation.

9. Dans les applications, il sera souvent préférable de considérer, au lieu
de la forme bilinéaire A (z,y), les substitutions linéaires, définies par les formu-

! Le raisonnement qui précéde tient aussi sans passage i la limite pour les points ¢ + g =1,
«>08>0.
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les (3), qui y correspondent. On pourra, par des raisons de symétrie, se borner
3 la substitution (Xi) portant sur les (x;). On a vu que l'expression (8), variée
sous la premidre des conditions (1), admet le méme maximum que | 4 (z, )|, variée
sous ces conditions (1). De 13 le théoréme, ou nous avons posé y au lieu de
g=1—8.

II. En désignant par Mz, le maximum de I'expression

n 1\7v
(Z I Xkly),
k=1

sous la condition

m 1
dlzle=1,
j=1

log Mz, sera, dans le triangle

(15) o=Ey=e=1,

une fonction convexe du point (a,y).

10. Voici maintenant une généralisation du théoréme I, qui se démontre
par un calcul analogue, ol le role des formes linéaires X; et Y; est joué par
les formes X et X

Ok Qi

I'. Le théoréme I reste valable lorsqu’on remplace les conditions (1) par les

conditions

m 1 n
(16) DolzlkE=1; Dol
j=1 k=1

&K |-

=1

’

les 0; et les or déstgnant des nombres posityfs.

La généralisation correspondante du théoréme II s'obtient en appliquant le
théoréme précédent a la forme bilinéaire 3oy Xi.

I'. En désignant par Mz, le maximum de Uexpression

n 1\ 7y
(Z Ok | Xk Iy))
k=1
sous la condition

m 1
Dl =1,
j=1

log Mz, sera, dans le triangle (15), une fonction convexe du point (a,y).
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Une application.

11. Avant d'aller aux applications exigeant des passages a la limite, dé-
duisons du théoréme II le théoréme suivant di & M. F. Rigsz:!
Soit
XkZZajkxj (k=1,2,...,m),

Jj=1

une substitution orthogonale et mormée, c'est-a-dire une substitution telle que pour
tout systeme (z;) on ast

ZIXk '"'lejlz
=1

Désignons encore par M la plus grande des valewrs |aji|. Alors on aura
pour tout mombre a tel que 1 =a = 2,

a—1 2—a / m 1

m a
Xt} e =M Dol

k=1 j=1

Posons, comme d’habitude, —; =« et considérons, dans le plan (e,y), le

segment de droite qui est limité par les points (1,0) et (§, }) et qui, évidemment,
satisfait & I'équation y = 1—ea. Ce segment étant situé dans le triangleo=y=<a=1,
on pourra y appliquer le théoréme II. Or on a évidemment M1 1 =1. De plus
on a Mio=:IM. En effet, (¢f. le n° 2) M7, sera égal 4 la plus grande valeur
que pourra atteindre l'une ou l'autre des | Xi|, variées sous la condition 3|z;|=1
c'est-d-dire & la plus grande des valeurs [a;:|. Il viendra donc pour tout point
(e, 7) situé sur ledit segment

O

1
b 1z -
av—(lnlo)l é(]ll )1—3—51]2205 1 9f .

On voit que 1'orthogonalité intervient trés peu et que le théoréme subsiste
dans tous les cas ol l'on a

11 ¢. p. 124. Nous reviendrons plus loin sur la généralisation du théoréme de Parseval
donnée dans le travail cité et dont le théoréme du texte est un cas particulier. M. F. RIESZ a
observé que ce théoréme particulier fournit de son ¢dté, par un passage 4 la limite, 1a généralisa-
tion en question du théoréme de Parseval.

60 —2881. Acta mathematica. 49. Imprimé le 11 janvier 1927.
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n m
X B =P Eo1
k=1 i=1

c'est-a-dire ol la borne de la forme bilinéaire A (x,y), prise dans le sens classi-
que, est = 1.

Opérations bilinéaires et transformations linéaires.

12, En quittant maintenant le point de vue algébrique et en laissant aux
soins du lecteur l'extension presqu'immédiate de nos résultats aux formes bili-
néaires et aux substitutions linéaires & une infinité de variables, nous passons
aux applications & 1'Analyse fonectionnelle.

Rappelons d'abord quelques faits connus concernant l'intégrale de Stieltjes-
Lebesgue et les opérations fonctionnelles.! Ce n'est que pour fixer les idées que
nous nous bornons 4 des fonctions d'une seule variable, nos résultats s'étendant
immédiatement 4 des champs plus généraux. Pour ces champs, on se servira
avec avantage de l'idée de fonctions d’ensemble.

Envisageons alors une intégrale de Stieltjes-Lebesque de la forme

3

(17) ff(w)dw(x),

x

@ (x) étant une fonction non décrorssante définie dans lintervalle x < x < 2.

Dans les applications particuliéres de nos résultats, ¢ (x) sera ou bien
identique & la variable indépendante x, ou bien ¢(x) sera constante par inter-
valles, ne croissant que par des sauts brusques. Dans le premier cas, il s'agira
tout simplement de l'intégrale ordinaire de Lebesgue [ f(x)dx, dans le second,
l'intégrale de Stieltjes-Lebesgue se réduira & une somme de la forme = g f (x),

! Pour ces faits et pour les -indications bibliographiques voir entre autres: J. RADON,

Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunktionen, Sitzungsber. Akad. Wien, t.
122, Abt. II a, (1913), p. 1295—1438; T. H. HILDEBRANDT, On integrals related to and extensions
of the Lebesgue integrals, Am. M. 8. Bull. t. 24 (1918), p. 113—144, 177—202. C. DE LA VALLEE
PoussiN, Les fonctions & variation bornée et les questions qui s’y rattachent, Bull. des Sciences-
Math. (2) t. 44 (1920), p. 267—296.

Dans toutes les applications qui suivent, méme dans celles concernant des séries, on pourrait
s'arranger avec l'intégrale de Lebesgue, mais nous préférons exposer nos résultats dams le langage
de l'intégrale plus générale de Stieltjes-Lebesgue, qui permet d'une maniére naturelle de considérer
séries et intégrales sous le méme point de vue.
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les x; étant les points de discontinuité de ¢ (x) et les ¢ les sauts correspondants.
On voit que, dans ce second cas, ce ne sont que les valeurs particuliéres prises
par la fonction f(z) aux points 2 qui interviennent dans 1'intégrale.

Dans le cas général, l'intégrale ci-dessus se définit de la maniére suivante.
On considére la courbe y = ¢ (z) et on forme la fonction inverse x = x(y), avec
des conventions évidentes pour les valeurs de z et de y qui correspondent &
des segments horizontaux ou verticaux' de la courbe. En posant alors f(z) =
flx(y)) = h(y),® l'intégrale ci-dessus se transforme dans une intégrale de la forme

f h(y)dy. 8i cette derniére intégrale existe au sens de M. LrBEscUE, on dira

T

que f(x) est intégrable par rapport & ¢(x) et on posera par définition

s w

ff<x>d¢<x)= [has.

Y
x T

13. On dira que la fonction f(x), définie dans le méme intervalle que o (x),
appartient & la classe Ly (a = 1), si [f(x)d @ (z) existe dans tout intervalle ol la
variation de @ (x) est finie et si l'intégrale

f | Alz)|* d ()

existe.

Celd étant, considérons encore une seconde fonction non décroissante (),
définie dans un certain intervalle u <z <, et la classe L, (b =1) qui y correspond.

Dans les développements qui suivent, les fonctions ¢ (z) et ¥ (), une fois
définies, resteront toujours les mémes.

14. Envisageons maintenant 3 la fois les classes L et LY, et faisons
correspondre a chaque couple de fonctions f(x) et g(x) tirées des classes respec-
tives un nombre A(f,g) de sorte que les hypothéses suivantes soient remplies.

! A toutes les valeurs de y appartenant & un segment vertical, il correspond une seule
valeur de x, I'abscisse de tous les points du segment; & une valeur de y appartenant 4 un seg-
ment horizontal, on fait correspondre une quelconque des abscisses des points du segment.

* La fonction % (y) sera, en général, indéterminée pour les valeurs de y qui correspondent
4 des segments horizontaux; cependant ces valeurs formant un ensemble dénombrable, n’exerceront
aucune influence sur l'intégrale, si l'on la prend au sens de Lebesgue. '
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a) La correspondance est distributive, c'est-a-dire que

(18) A(fi+ for 91+ 92) = A(f1, 90) + A(f1, 99 + A(fs, 9) + A(fe, 9)
et

(19) AQfiug)=AuA(f, 9)

oll 4 et u désignent des constantes arbitraires;
b) elle est bornée, c’est qu'il existe un nombre M tel que l'on ait toujours

(20) IA(f,y)IéM(flfl“dqv)% (flgl”dw)%-‘

Sous ces hypothdses A (f,g) sera dite une opération bilinéaire® portant sur
le champ (L, L). Le plus petit nombre M qui suffit pour que l'inégalité (20)
soit remplie, sera appelé la -borne de l'opération bilinéaire.

On dira qu'une opération bilinéaire A porte sur plusieurs champs, si elle
est définie pour tous ces champs, et cela d'une fagcon univoque pour les éléments
qui appartiennent 4 la fois & deux ou & plusieurs de ces champs. La borne de
Vopération dépendra alors des exposants a et b, caractérisant les champs, et c'est
précisément cette dépendance que nous étudierons dans la suite.

15. Il résulte immédiatement de l'inégalité (20) qu'une opération bilinéaire
portant sur un certain champ (L, L)) est déterminée d'une manidre univoque
lorsqu'on connait ses valeurs pour les éléments de deux ensembles de fonctions
tirés des deux classes Lf; et L’fp, partout denses dans les classes respectives, 'écart
de deux fonctions f; et f, ou g, et g, étant toujours mesuré par

(fm—m"dqof ou (ﬂgl—gglww)”l

respectivement. Mais il y en a plus. Admettons qu'on ne définisse d’abord une
opération que pour les éléments de deux ensembles tels qu'on vient de dire et
qui, en outre, contiennent les combinaisons linéaires de leurs éléments. Alors, si
les hypothéses a) et b} sont satisfaites pour les éléments desdits ensembles, I’opé-
ration se définit immédiatement par continuité dans tout le champ (Lg, Lf,,), la borne

! Dans la suite, pour simplifier I'écriture, nous supprimerons, en général, la variable et les
limites d'intégration. .

? Ce n'est que pour des raisons de rédaction que nous traitons les opérations bilinéaires
avant d'avoir parlé des opérations linéaires.
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étant la méme pour tout le champ que celle qui correspond a nos dewx ensembles
particuliers.

16. Un exemple presqu’évident d'ensembles particuliers tels qu'on vient de
dire est fourni par les fonctions constantes par intervalles, ne présentant qu'un
nombre fini de sauts et s'annulant dans ceux des intervalles en question ou la
variation respective de ¢ (x) ou de ¥ (z) est infinie.!

Sur bien d'autres exemples qu'il serait facile de former, le susdit a l'avantage
de faire immédiat le passage aux formes bilinéaires 4 un nombre fini de variables
dont mnous allons parler tout & 'heure. D’autre part, ces fonctions appartenant
4 tous les champs (Lg, L’fp), on pourra les utiliser pour étendre l'opération en
passant d'un champ i un autre. Tout dépend alors de savoir si l'opération appli-
quée @ ces fonctions particuliéres posséde une borne finie par rapport aux exposants
variés. S'il en est ainsi, on fera lextension en passant par continuité de nos
fonctions au champ complet.

17. En désignant, comme plus haut pour les formes bilinéaires, la borne
N I I \
correspondant aux exposants a et b par Mas® ot a= 5 5=5, nous sommes 2

méme d'énoncer le théoréme suivant, extension des théorémes I et I
III. Soit A une opération bilinéaire portant sur tous les champs (Ly, LZ,) que

correspondent aux points (a= i, 52—2) d'un segment de droite appartenant au tri-

angle (2), alors log M.s est ume fonction convexe des points (a, B) du segment en
question.

La convexité de la fonction log M.z suggére encore le théoréme suivant
qu'on va démontrer en méme temps.

IV. Chaque fois que Uopération est définie pour les champs correspondant &
deux points du triangle (2), elle pourra étre étendue & tous les champs correspondant
aux points du segment joignant les deux points donnés, cette extension étant déterminée
d’'une maniére univoque.

Admettons d’'abord les hypothéses du théoréme III. Considérons alors les
ensembles de fonctions f et g, constantes par intervalles et telles qu'on vient de

dire, les intervalles étant fixés jusqu'a nouvel ordre. En numérotant ces inter-

! Evidemment, cela ne pourra arriver que dans les intervalles extrémes.

* Dans la définition de Mog, on aura & remplacer dans le second membre de (20) le facteur
correspondant & f par la borne supérieure de | /| au sens de Lebesgue, c'est-A-dire par le plus petit
nombre que | | ne dépasse que dans un ensemble nul au plus. La définition de Mqo se fait d'une
maniére analogue.
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valles et en désignant les valeurs respectives de f (z) et de g (x) par x,, @y, . . ., Zm €t
Y1, Yay . - -» Yn, l'opération A(f,g) devient, pour ces fonctions particuliéres, une

forme bilinéaire, tandis que les intégrales f |flrdg et f |g|°dy se réduisent

a des expressions de la forme N e¢ilasl® et D) oi|yl®.

Or il est clair qu'on aura toujours M'cs = M.p, ces lettres désignant les
bornes respectives de la forme et de 1'opération bilinéaires. D’autre part, (e, f),
(¢, B;) et (a3, B;) étant trois points dudit segment, le premier séparant les deux
autres, il viendra par le théoréme I’ que

- a —a

]'[,a .3 é ('M,al ﬂl)aﬂ_a‘ ( 'M’ai ﬁ?)aﬂ_al

et alors, a plus forte raison,
ay—a a—ay

'M’a ;‘3 é (Max ﬂ’)a,—al (Ma,! {9:) w .

Cette inégalité ayant lieu pour chaque division d'intervalles, on pourra, par ce
qui précéde, y remplacer M'.z par Map, et alors le théoréme III se trouve démontré.
Le théoréme IV résulte par les remarques du n° 15 de la méme inégalité.

18. Avant de passer aux transformations fonctionnelles, nous aurons a
poser quelques conventions évidentes et rappeler quelques faits connus.

On dira qu'un ensemble est un ensemble nul par rapport @ ¢ (x) ou, plus
briévement, un ensemble nul, si l'on peut 1'enfermer dans des systémes d'inter-
valles sur' lesquels la croissance totale de ¢ (z) est arbitrairement petite. Une
fonction sera dite une fonction nulle par rapport & @ (x) ou, plus briévement, une
fonction nulle, si elle s'annule sauf peut-étre dans un ensemble nul. Deux fone-
tions qui ne différent que par une fonction nulle ayant des intégrales identiques
par rapport & @(x) sur des intervalles quelconques, de telles fonctions seront
considérées comme identiques.

Quand ¢ (x) =z, c'est-d-dire dans le cas de lintégrale de Lebesgue, les
ensembles nuls sont ceux qu'on appelle en général ensembles de mesure nulle,
tandis que les fonctions nulles sont celles qui s'annulent, sauf peut-étre dans
un tel ensemble.

Dans le cas ol ¢ (x) est constante par intervalles, les ensembles nuls sont
ceux qui ne contiennent aucun point de discontinuité de ¢ (x), tandis que une
fonction arbitraire qui s'annule & tous les points de discontinuité sera une fonc-
tion nulle.
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"On posera des conventions analogues en ce qui concerne la fonetion ¥ ().

19. On dira que B est une opération fonctionnelle linéaire portant sur la classe
Ly, si B fait correspondre & toute fonction f de cette classe un nombre déterminé
B(f) de sorte que les hypothéses suivantes soient satisfaites:

a) L'opération est destributive, c'est-d-dire que pour des constantes 1, et 4,
quelconques, on a

(21) B fi + h f) =4 B(f) + L B(f).

b) Il existe une constante M telle que

(22) 1B(/)| gM( [ lfl“d’qv)%-

On sait' qu'il existe alors une fonction génératrice w(x), appartenant & la classe

~

complémentaire L‘;,' (—:—l +i,= ) et déterminée & wune fonction nulle prés telle que

Ton ait

i
B(f)=ff(x)w(w)d¢(x)=ffwdov-

St M désigne la borne de B, cest-a-dire le plus petit nombre qui suffit pour
que Uinégalité (22) soit remplie, on aura

1
(f|w|“'dq7)a’= M.

Ces faits inportants permettront de traduire nos résultats concernant les
opérations bilinéaires en de tels concernant les transformations fonctionnelles.

20. Admettons quune transformation 7T = T'(f) fasse correspondre aux
fonetions d'une certaine classe L; ou, plus généralement, & un ensemble de fone-
tions embrassant plusieurs classes L(‘; certaines fonctions, définies dans le méme
intervalle que 1 (x), la correspondance étant destributive, ¢'est-a-dire que pour des
constantes arbitraires 1, et 1, on ait

(23) T f + daf) =0 T(F) + 4 T(f.

! Cf. p. ex. RADON, L. ¢. p. 1371.
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Supposons en outre que les transformées des fonctions de la classe L;
fassent partie d'une certaine classe pr ou qu’'elles remplissent cette classe et, de
plus, qu’il existe un nombre M* tel qu'on ait toujours

1

” ([ 1ok <ae (i)

Alors on dira que T' est une transformation fonctionnelle linéaire de Lj en L.
Pour chaque couple d’'exposants envisagés @ et ¢, nous désignerons par Mz,, ol

o =:7 et y= Ig,»le plus petit des nombres M* qui conviennent, ce nombre étant

appelé borne de la transformation (par rapport aux exposants envisagés).!

Par les conventions posées plus haut et par la nature des choses, deux
fonctions de la classe L; ou de la classe L, qui ne différent que par une fonction
nulle par rapport & ¢@(x) ou & W(x) respectivement sont considérées comme
identiques. Méme le cas est admis ol ni f ni 7T(f) ne sont définies qu'a des
fonctions nulles prés, c¢’est-a-dire que ces fonctions prennent des valeurs arbitrai-
res, chacune dans un ensemble nul par rapport a ¢ (x) ou & 1 (x) respective-
ment, Souvent il sera méme naturel de ne pas s’occuper des valeurs que f ou
T(f) prennent dans un certain ensemble nul. Tel sera le cas p. ex. pour f, si
la fonction non décroissante ¢ (x) ‘est constante par intervalles. Alors, on ne
g'occupera que des valeurs que f prend aux points de discontinuité de cette
fonection.

21. Cela posé, considérons une opération bilinéaire 4 (f,g) portant sur un
certain champ (L; ,pr), avec la borne M. En fixant alors la fonetion f(x) et en
faisant varier g(x), cette opération fera correspondre & toute fonction g(z) de la
classe L un nombre bien déterminé B(g). La correspondance sera distributive,
et on aura aussi

1 1

1=l aa1= ([isbag) ( [19av).

M’ < M désignant le plus petit nombre (dépendant en général de f) qui convient.
Il s'agira donc d'une opération linéaire pour les fonetions g (). Alors, par ce

qu'on a dit plus haut, il existera une fonction w(x), appartenant & la classe

! Pour la signification de M§7 et de M;o ¢f. 1a note 2 p. 477.
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L’:P, ou > + é—, =1, bien déterminée & une fonction nulle prés et telle que

Von ait

B(a)=fgwdw

(/ |w|b'dw);=M'( |eag)

Il en découle que le passage de f(x) & w () est une transformation fonction-

avec

1
a

nelle linéaire de L; en Lf;;, avec la borne M. TUn raisonnement analogue pour
le cas ol l'on aura interverti le rdle des fonctions f(x) et g(x) conduira & une
transformation de pr en Lf/‘,', avec la méme borne..

C'est-a-dire que toute opération bilinéaire qui porte sur un champ (L(‘;, L)
donme liew o dewx transformations linéaires, transposées 1'une a l'autre, 1'une me-
nant de Lf; en Lf/:, Tautre de pr en L;’, les bornes étaut identiques. Inverse-
ment, de felles transformations donnent toujours liew & une opération bilinéaire portant
sur ledit champ. Admettons p. ex. que 7 soit une transformation de Lf", en
Lfb Il suffit de poser

A(J‘ly):ng(f)dw

pour obtenir 1'opération bilinéaire cherchée.

22. Le lien intime qu'on vient d’établir entre les opérations bilinéaires et
les transformations linéaires permet d’énoncer les théordmes suivants, équivalents
aux théorémes III et TV.

Y. Soit T wune transformation fonctionnelle linéaire de certaines classes L;
en certaines classes correspondantes pr, la correspondance entre a et ¢ étant telle

que Uon ait toujowrs ¢ = a et que, de plus, le point (e, y), ot e =é et y=é, décrive

un segment de droite. Alors log Mz, sera une fonction convexe des points du segment.

YL. Chaque fois qwon a une transformation fonctionnelle linéaire de Lg; en
Lf;, et de L;f en L, avec ¢ =Z a, et ¢, = ay, la transformation powrra étre étendue
a tous les couples d'exposants correspondant aux points (a,y) du segment joignant les

points (a1, 7,) et (a3, 7).
61—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 11 janvier 1927.
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Applications.

23. Soit f(x) une fonction réelle ou non, définie dans U'intervalleo< x < 1,
intégrable au sens de Lebesgue et soient

1
Ck:ff(x)e—2knimdx (k:o’ T1,t2.. _)’
0

ses constantes de Fourier.?

Posons

7= f If(w)l"d:v)i; 50 = (=Z_| ok |a)£-

Soient de plus @ > 1 et ¢ > 1 deux exposants liés par la relationé + cl = 1.
On aura les théorémes suivants.

A, S a<c et sila série J|Ci|* est convergente, les Ci sont les constantes

de Fourier d’une fonction f, intégrable ainsi que |f|, et il est J. < S,.

B. Lorsque a <c et que f est intégrable ainsi que |f|%, la série |Cilf sera
convergente et S; = J,.

Ces théorémes sont dus & MM. W. H. Youne et F. Havsporer.2 M. Youne
ayant d’abord établi le cas particulier ol ¢ est un entier pair, M. HausporFr a
démontré les théorémes pour le cas général.

M. F. Riesz® a montré que les théorémes ci-dessus subsistent lorsqu’on introdust
au liew des fonctions e**™=, un systéme quelconque de fonctions orthogonales et nor-
mées dont le module ne dépasse pas Uunité, définies d'ailleurs sur wn intervalle quel-
conque. Plus généralement, s¢ les fonctions du systéme ne dépassent pas en module
le nombre M, les inégalités ci-dessus seront & remplacer par

2—a 2—a

25) JZMe 8, et S.=Me J,

respectivement.

! Ce n'est que pour simplifier les énoncés que nous considérons ici les fonctions e2k7iz an
lieu des fonctions ekiz,

2 1. ¢. note 2, p. 466.

® 1. ¢. note 3, p. 466.
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24. On pourrait déduire ces théorémes comme cas particuliers de deux
autres théorémes résultant, par passage & la limite, du théoréme II et que le
lecteur pourra formuler sans peine.

Il ¢’y agit de la convexité pour 0 <y =< « < 1, du logarithme de la borne

supérieure du rapport

( f |26 @ |%dx)7: (Zroky

et de celle du rapport

~ =

(Zlff(x) % (@) da

B f rekaz)

les O; étant variés dans le premier cas et f(x) dans le second. Les 7; sont des

fonctions données arbitraires, orthogonales ou non.

Nous préférons montrer comment les théorémes précités rentrent dans 1’ordre
d’idées de nos résultats concernant les transformations fonctionnelles.

25. Nous établirons & titre d’exemple la seconde des inégalités (25).

Considérons un systéme de fonctions orthogonales et normées w;(x) définies
dans lintervalle 4 <x < B et telles que l'on ait |w(x)| < IM. Soit de plus
p@)=zpour A=x=<B et soit y(x), dans lintervalle (o, ©)!, égale au plus
grand nombre entier compris dans xz. La transformée T'(f) de f sera, par défi-
nition, égale a

Ck:ff(t)wk(t)dt72

pour les valeurs entiéres % de z, tandis qu’elle sera arbitraire pour z non entier.
On aura

! Dans le cas du théoréme de Young-Hausdorff, on définira w(x) d'une maniére analogue
dans lintervalle (—co, + ). Ajoutoné qu'on pourrait éviter les intégrales de Stieltjes-Lebesgue
et se contenter d'intégrales ordinaires par le procédé un peu artificiel de poser, dans le cas du
texte p. ex., y(@)=ox, pouro=x =0 et I'(f)=Crpour k=x <k + 1.

* w(f)désigne la valeur conjuguée de oy (D).
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1 it 1
(26 [irgnrap=3iai;
%=0

de plus Mio=Met M, < 1. En effet, la premidre inégalité résulte de ce que

2
Mi, signifie la borne supérieure des | C:|, f étant variée sous la condition

1
2

B
f |f(@)|dx < 1,* tandis que la seconde n'est que 1'inégalité bien connue de Bessel.
A

Le segment limité par les points (1,0) et (% ;—) ayant pour équation y=1—a,

L1 I o PN } .
ou 5 <a=; < 1, il résulte du théoréme VI que, chaque fois que f et |f]|* sont
s 1z - « I I 1z PR
intégrables, la série | Cif°, ot ¢ =—= . sera convergente. L’'inégalité &
Y —a

démontrer résulte alors de la convexité de log Mg 1—., assurée par le théoréme
V. On a en effet, tout comme au n° 11,
1

o — 1—
o Py o

2—a

1 -
Mies(Mi)5(M,) P=Met=9Rc.

2 2

La premiére des inégalités (25) résulte par un raisonnement analogue ou
encore par le fait général établi plus haut savoir que deux transformations transposées
admettent la méme borne, égale & celle de Yopération bilinéaire correspondante.

26. L'analogue des théorémes de Young-Hausdorff pour lintégrale de
Fourier fut démontré par M. Tircamarsm.? Les raisonnements qui précédent
s'appliquent. sans difficulté 3 ce casci® et & d’autres intégrales analogues; nous
avons l'intention d'y revenir & une autre occasion.

27. Passons maintenant & une autre application, concernant quelques théo-

rémes que j'ai établis ailleurs* au sujet des fonctions conjuguées.’

! Of. 1a note 2 p. 477 et la note I p. 480.

? E. C. TITCHMARSH, A contribution to the theory of Fourier transforms, Proc. London
Math. Soc. (2), t. 23 (1924), p. 279—287.

® Au lieu de l'inégalité de Bessel on s'appuie sur un théoréme connu de M. PLANCHEREL.

* M. Riesz, 1) Les fonetions conjuguées et les séries de Fourier, Comples rendus, t. 178 (28
avril 1924) p. 1464; 2) Sur les fonctions conjuguées, va paraitre dans la Math. Zeitschr.

5 Of. aussi E. C. TITCHMARSH, Reciprocal formule involving series and integrals, Math.
Zeitschr. t. 25 (1926) p. 321—347.
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Désignons par f{(z) une fonction intégrable au sens de M. Lebesgue dans
Uintervalle (o, 2 #) et écrivons l'expression

(27) ,f(x)=%~vff(t)cott_2xdt.

Complétant certains résultats de M. Fatou, M. PressneEr a démontré que
I'intégrale dn second membre existe presque partout, si l'on la prend au sens
de la valeur principale de Cavcuy.

En désignant par L% ol a > 1, la classe des fonctions f(x) intégrables avec
| /]2, on a les théorémes que voici.

A. S la fonction périodigue f(x), de période 2 m, appartient & la classe L°,
la fonction f(x) y appartient également, et Uon a

(28) (flf(w) I dﬂc)EéMa(fU‘(xH“ dac)g.

B. Soit f(x) une fonction de la classe L® par rapport & Uintervalle (— o, + o)
et formons Uintégrale

(20 Fy=1 [ g

— 0

dont la valeur principale existe presque partout. On a alors une inégalité analogue
@ (28), le facteur constant étant le méme.
C. Pour deux fonctions f{x) et glz) appartenant & des classes complémen-

. S I , . o
tarres L® et L, ou ~ + 7= 1, on a, sous les hypothéses du premier théoréme,
a

=M, (TIf (@)]° 0190)_“1 (7 lg @) dx)%

(30) 2—17;

fff(wm(y) cotx;ydxd?/

et sous celles du second

! A. PLESSNER, Zur Theorie der konjugierten trigonometrischen Reihen, Inauguraldisser-
tation, Giessen, 1923,
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(31 ;?lf f+ %—’f)_”% dzdy| < 3, (Ilf(x) I dw)% (Ilg(x) I dx)-;—,’

—® —®

les intégrales doubles existant towjours, si Uon les premnd au sens de la valewr
principale de CavcHyY, dest-d-dire comme limite des intégrales étendues aux valewrs
fz—y|=e>o0.

Bien entendu, nous avons désigné par M, la plus petite constante convenable.

28. Les intégrales doubles figurant en (30) et (31) définissent évidemment
des opérations bilinéaires pour les classes complémentaires L° et L. La valeur
de ces intégrales restant la méme, au signe preés, si Pon intervertit le role des
fonctions f et g, Vopération est symétrique gauche. Il s'ensuit que My = M,.
On a de plus M, =1 et I'on démontre facilement que M, > 1 pour toute autre
valeur de @ et que M, devient infini lorsque a tend vers 1 ou vers linfini.
D’autre part, il résulte de nos théorémes IIT ou V que log M, est une fonction

1 , . .
convexe de ¢ = b En résumé, log M, et alors M, sont des fonections convexes

I Ve . Y .
de a= -, pour o = a < 1, symétriques par rapport & « =4, et vont en croissant

vers l'infini quand « va de 3 & 0 ou & I.

Quant 4 lordre de croissance de Ma,v il ressort des recherches de M.
Tircamarse qu'il existe deux constantes H et K telles que pour a = 2,

Ha<M,<Kd1

Or, dans le second de mes travaux cités, j'ai démontré que pour a entier
et pair, on a M, <a:log 2. Par la croissance de M, pour a > 2, il en résulte
U'existence d'une constante K telle que l'on a pour tout exposant a=2, M,= Ka.
La combinaison de notre résultat avec celui de M. Trrcumarsu donne en défini-

tive que pour ¢ = 2,

Hoe=M,=<Ka.

29. Voyons maintenant quel parti on peut tirer des résultats généraux
du travail présent pour la démonstration des théorémes du n°z7. Nous nous
contentons de quelques indications sommaires. Considérons p. ex. le théoréme A.
Pour ¢ =2, la démonstration de ce théoréme est immédiate. On D'obtient p. ex.

Y1 e p. 324.
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par le théoréme de Parseval en observant que les séries de Fourier de f(x) et
de f(x) sont conjuguées.

La démonstration n’étant immédiate que pour l'exposant 2, on ne pourra
imiter le procédé suivi dans les applications précédentes, o l'on disposait de
deux exposants distingués. Voici tout de méme comment on peut ramener le
cas d'un exposant arbitraire a celui, beaucoup plus facile, des entiers pairs.

Admettons que le théoréme A soit démontré pour l'entier pair a=2n.
Alors, par la symétrie gauche, le théoréme se trouvera en méme temps démontré
pour o' =2n:(2n— 1) et enfin, par le théordme VI, pour tout exposant situé
entre a et d’.

30. Comme derniére application considérons le probléme suivant.

Soit

+o
fl)e2) Cuets
k=—ce
uneé série de Fourier, c'est-d-dire que les C, les constantes de Fourier de f(x),
se déterminent par les relations

2n
—i_ —kix
Cr= 2ﬂ:ff(ac)e dx.
0

Considérons une suite de nombres 4; telle que, chaque fois que les Cf sont
les constantes de Fourier d'une fonction de la classe L9 les produits A; Cy soient
les constantes de Fourier d'une fonction de la classe L°. Cette fonction sera
désignée par T'(f) et appelée la transformée de f(x), tandis que la suite sera dite
une suste de facteurs du type (a, ¢).

Il est trés facile d'établir, par un raisonnement connu remontant a M.,
Lepescur et & M. Haar, qu'il existe un nombre M, attaché i la suite, tel
qu'on ait

(52) ( f Lzt dac)“l = M(flf(x) & dx)

Ici encore, c'est évidemment le plus petit nombre M convenable qui inté-
resse et qui est la borne de la transformation.

31. Les suites du type (2, 2) ne sont que les suites bornées; cela ressort
immédiatement du théoréme de Riesz-Fischer.



488 Marcel Riesz.
Les suites du type (1, 1) sont caractérisées par le fait que la série

eki:s

ki

+e
(33) >
k=—w

ot laccent indique la suppression de l'indice zéro, est la série de Fourier d'une
Jonetion & variation bornée G (x).

Ces suites (A) sont aussi identiques & celles qui transforment les fonctions
bornées en des fonctions bornées,' c¢'est-a-dire que ces suites sont en méme temps
celles du type (o, «), les fonctions bornées correspondant d'une maniére connue
aun cas limite g = .

Ajoutons que, toutes les fois que la fonction G (x) donnée par la série (33)
est 4 variation bornée, la transformation peut étre mise sous la forme d'une
intégrale de Stieltjes-Lebesgue

27
(34) Tifl) == [ fle—Dal@(®) + wd.

0

On sait assez peu des suites du type (e, a) pour d’autres valeurs que
=1, 2, ®. On démontre sans peine — nous y reviendrons tout a I'heure —
que, tout comme les suites des types (1, 1) et (o0, o) sont identiques, il en est

de méme des types (¢, a) et (a’, a'), olt, comme toujours, ;l —i—:7:: 1. De plus, il

est trés facile de montrer que toute suite du type (2, a) est bornée, c'est-a-dire

qu'elle est en méme temps du type (2, 2). Pour le voir, il suffit d’appliquer

I'inégalité (32) aux fonctions €***. On démontre encore assez facilement que

toute suite du type (1, 1) ou (o, =) est en méme temps du type (a, a) pour a

quelconque. Ce fait est un cas particulier du théoréme qui suit; d'ailleurs il résulte

aussi d'une maniére directe en appliquant 1'inégalité de Holder 3 la formule (34).
32. Les faits qu'on vient d'indiquer suggérent le théoréme suivant.

! Les résultats concernant les suites des types (I, 1) ou (%0, ) que nous avons indiqués sont
dus & MM. W. H. Youneg et 8. Szipon; W. H. YouxG, On Fourier series and functions of bounded
variation, Lond. Roy. Soc. Proc. t. 88 (1913), p. 561—568, On a condition that a trigonometrical
series should have a certain form, ibid. p. 569——~574; S. SZIDON, Reihentheoretische S#tze und ihre
Anwendungen in der Theorie der Fourierschen Reihen, Math. Zeitschr. t. 10 (1921), p. 121—127.
M. FERETE a montré (Uber Faktorenfolgen welche die »Klasse» einer Fourierschen Reihe unver-
dndert lassen, Szeged Acta Univ. Franc.-Jos. t. 1 (1923), p. 148—166) que lesdites suites sont anssi
les suites de facteurs qui transforment bien d’autres classes de fonctions (fonctions continues, fone-
tions intégrables au sens de Riemann etc.) en elles-mémes.
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Toute suite du type (a,, a,) est en méme temps une suite de type (a,a) powr
tout mombre a situé enire a, et o'y, les bornes correspondant aux exposants inter-
médiaires ne dépassant pas la borne commune correspondant aux extrématés.

Ce théoréme sera une conséquence immédiate des théorémes VI et V, dés
qu'on aura démontré que les suites des types (, a) et (a, ') sont identiques et
que les bornes correspondant i une suite particuliére sont les mémes, cette suite
étant considérée comme une suite du premier ou du second type.

Or ceci ressort du théoréme suivant qui est de caractére symétrique et qui,
de son c6té, découle assez facilement de ce que j'ai démontré ailleurs au sujet
du théoréme de Parseval.

Pour que la suite (A soit une suite du type (a, @) ou (a’, d’), il faut et il

+ o

suffit que la série Z A Cx Dy soit convergente, les Oy et les D, désignant les

k=—o
constantes de Fourier de fonctions arbitraires f(x) et g(x) des classes respectives
Lt et L¥. Le plus petit nombre M tel qu'on ait

(53) 13 wan| =2 ( | If(x)l“dx)g ( | lg(x)lﬂ'dw)?,

ke —oo 27

est la borne commune, la suite étant envisagée comme suite des types (a, @) ou
(a, a).

On pourrait aussi s’appuyer sur le fait plus élémentaire qui suit et qui ne
fait intervenir que des sommes finies.

Pour que la suite () soit du type (e, @) on du type (@', a’), avee la borne
M, il faut et il suffit que (35) ait lieu pour toutes les fonctions f(x) et g(z) qui
sont des combinaisons linéaires & un nombre fini de termes des fontions €¢*®, ¢'est-
a-dire des polynomes trigonométriques, M étant le plus petit nombre qui y convient.

La nécessité de la condition est évidente. D’autre part, on voit facilement
que la condition est suffisante; on n’aura qu'a observer que lesdits polynomes
sont partout denses dans les classes respectives au sens du n° 13.

Voici encore une généralisation gqui se démontre par un raisonnement ana-
logue.

' Comptes rendus, 1. c., Math. Zeitschr. 1. c.

62—2661 Acta mathematica. 49. Imprimé le 12 janvier 1927.
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Considérons des suites du type (a, ¢), avec ¢=a.' Posons, comme plus haut,
1 1
ey
Cela posé, foute suite du type (a,, ¢o) est aussi du type (a, ¢) pour tout point (a, y)
appartenant au segment de droite limité par les points (g, 7o) et (e, 7,), les bornes
correspondant aux points intermédiaires me dépassant pas la borne commune quz cor-
respond aux extrémités.
33. Considérons enfin la suite de facteurs particliliére =0, Ay==1t ¢ pour

k<o qui transforme toute série trigonométrique

4
Z Cy ekix
k=—wo
dans sa conjuguée
-1 +eo
i Oz — )i Creiv.
k=—o k=1

En particulier, la premiére série étant la série de Fourier d'une fonction
flz) de la classe L la seconde sera celle de la fontion f(z), donnée par la for-
mule (27) qui, par le théoréme A du n° 27, appartient & la méme classe. Le
probléme des fonctions conjuguées rentre donc dans l'ordre d’'idées des suites de
facteurs. D’autre part, on voit que ladite suite particuliére, et alors celle ou
l'on aura remplacé +¢ par t1, est, pour tout a fini >1, une suite de facteurs
du type (a, a) avec la borne M, Toute translation d'indices fournissant une suite

analogue, on en déduit par soustraction les suites..., o, o, %, 1, 1,...,

I, 1, 1, 0, 0,..., les bornes de ces suites, considérées eomme suites de facteurs
du type (a, a), étant encore = M,. Il g'ensuit que les bornes des suites
., 0,0,1,1,...,1,1,0,0,... sont = M,+1. Par ces derniéres suites, on

passe de la fonction f(x) aux sommes partielles de sa série de Fourier et l'on
trouve en particulier

2‘75 27 n 2
j |$m, 0 (@) Pd— f |3 Geetss[ dm= (ot 41y f [Awldz,
0 o f=m 0

résultat que j'ai déja donmé ailleurs sous une forme moins précise.

! Pour de telles suites ¢f. G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD, Some properties of frac-

tional integrals, Proc. London Math. Soc. t. 23 (1924), Records, p. XXXVII—XLI.
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Voici une autre conségence des remarques qui précédent qu'on obtient en
appliquant la transformation d’Abel; c'est que toute suite monotone bornée ou, plus
généralement, foute suite (A) @ variation bornée, c'est-d-dire telle que la série
V=3|A+1—| converge, est encore pour tout a fini >1 une suite du type (a, a).

Questions de réalité,

34. Retournons maintenant aux formes bilinéaires et substitutions linéaires
4 un nombre fini de variables et supposons que les coefficients ap qui y inter-
viennent sotent réels. Cela étant, nous allons établir que, tant qu'on se trouve
dans le triangle

(36)  e=1, B=1, a48>1,

les systémes (x;) et (yx) qui rendent |A (z, y)] maximum, sous les conditions (1),
sont réels, chacun a un facteur arbitraire e® prés.

I sera un peu plus commode d'établir le fait équivalent, savoir que les
systémes (2;) qui rendent

(37) @IXI) (i Ixarz)‘l"

j=1

maximum sont, pour ¢>a=1, réels & un facteur arbitraire prés.

Or ceci résulte immédiatement du lemme suivant.

Soient z/, =", X/, Xi" (j=1, 2, ..., m; k=1, 2,..., n) des nombres réels
et soit {=£+7n une variable complexe. Admettons en outre que les deux sys-
témes (x) et (x;") ne soit pas proportionnels I'un & l'autre. Soit de plus ¢>a=1.
Alors en posant

n 1 m 1
¢(€)=\'(ZIX,'C +EX )c 1 (; o+ Cw/’l")a ’
k=1 j=1
qu(C) atteint son maximum sur l'axe réél, I'infini y-compris.
Admettons en effet le contraire, c'est-d-dire que @() atteigne son maximum
pour une valeur finie {=E§+47 et telle que n+0. Alors on aura
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Op _, 99 _ Q~_-0_) _
0§—o, 07)—-0, ou (0§ zan @ =o.

Or on en déduit facilement en utilisant 'inégalité de Holder et I'hypothése

¢>a, que I'on a au méme point

P e (0 .a)' ) .a)
TS —i.— | >o.
0F " on® (ag“an (a§ Yon)® 7 °

Par conséquent, il ne pourra s'agir de maximum dans le point en question.

Le lemme établi, notre énoncé en ressort, en décomposant les variables
xj=ux; +ix et les formes X;= X; + ¢ X;” en parties réelle et imaginaire et en
supposant par impossible { =7.

35. Quant aux points du triangle situés sur le coté « + 8 =1, il résulte
par continuité qu'il existe toujours des systémes réels des variables fournissant
le maximum. Mais il peut arriver que la méme valeur maximée sera aussi atteinte
pour des systémes qui ne sont pas proportionnels a des systémes réels. Il suffit
de montrer que, pour ¢c=a, le fait analogue pourra arriver pour l'expression (37).

Or il en sera ainsi dans l'exemple évident
Xj=xj (j=1,2,...,m).

Pour ¢=a, le rapport étant constant, il atteint son maximom pour n'im-
porte quel systéme, réel ou non.

Il sera utile de considérer le méme exemple pour c¢>a et ¢<a.

Dans le premier cas, les systémes fournissant le maximum sont ceux ou
toutes les variables s'annulent, sauf une d’entre elles. De tels systémes sont réels
a un facteur arbitraire prés, ce qui est bien d'accord avec le résultat établi au
numéro précédent.

Pour ¢ <a, l'inégalité de Holder ou l'inégalité (4") donnent

m 1 11 m 1
(38) (Slaly=m e (Slal)s
j—1 =1
le signe d'égalité n'ayant liew que quand tous les |xz;| sont égawx. Tout tel
systéme, réel ou non, fournira alors, dans l'exemple particulier qu'on considére,
le maximum de (37).
En retournant & la forme bilinéaire, on voit que tant que le point (a, §) se

trouve dans le triangle
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(39) 0<a, 0=<f a+f=1,

les systémes que fournissent le maximwm pourront étre réels ou non.
36, En supprimant maintenant I'hypothénuse du triangle en question, on
aura le triangle

(40) 0<e, 0=<pB a+f<I

Nous allons montrer que pour chaque point de ce dernier triangle, on pourra
construire des exemples ou le maximum west fourni que par des systémes non réels.
En comparant ce fait avec le résultat établi au n°34, on voit qu'il y a une
différence essentielle entre les deux triangles (36) et (40), le ¢dté commun possédant
dans un certain sens le caractére de tous les deux.

Pour construire les exemples en question, il suffira encore de considérer
lexpression (37) pour 1 < ¢ <a. .

En posant' m—=n=3 et en modifiant un peu l'exemple précédent, consi-
dérons la substitution

(41) Xj:xj_e(xl+x2+x3) (j:I’Z’ 3)-

¢ étant un nombre positif trés petit. Montrons que, étant donné un couple
de valeurs (a, ¢) telles que I =< ¢ < g, on pourra choisir ¢ assez petit pour que le
maximum de

1 1
(42) (IXllc + Ilec + IXslc)ci (lela + |x2|a+|m3|a)a

ne soit atteint pour aucun systéme réel.
1 1

Remarquons d'abord que le rapport (42) a évidemment la valeur 3° ¢ pour

tout systéme tel que |x|=|xy|=|zs] et que x, +xy+ 2, =0, p. ex. pour le
2ni 21

systéme x, =1, x,—=e 3 , Zy=e O ; chaque systéme qui remplit les conditions
précédentes étant d'ailleurs, & l'ordre prés, proportionnel au systéme particulier
indiqué.

Pour voir que le maximum n’est atteint pour aucun systéme réel, il suffit
de montrer que les valeurs que le rapport (42) admet pour les valeurs réelles des

1 1

variables, sont inférieures a 3¢ ¢,

! Le raisonnement qui suit tient pour m impair quelcongue.
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On peut admettre, sans restreindre la généralité, que |x,|* + |x|* + |xs|* = 3.
En fixant alors un voisinage trés étroit des systémes (1, 1, 1) et (1, 1, — 1), il est
clair, d’aprés la remarque ajoutée i l'inégalité (38), qu'on pourra déterminer ¢
assez petit pour que tout systéme qui & un facteur commun ou & I'ordre prés,

ne se trouve dans ledit voisinage fournisse pour le rapport (42) une valeur in-
}_1 .
férieure 4 3¢ °. Quant aux systéemes qui se trouvent auxdits voisinages, on aura,

suivant le cas,
IX1|c + |X:>|c + IXs CZIIJI” + |x2|c + |x3|"—- ce( lelc_l + I%Ic*l s |xslc_1)(x1 + 2y + 15) + 0(e?).

On a d’abord, d'aprés (38), |z, |°+ |z:|° + |2s)* =< 3. D’autre part, la valeur
approchée du terme négatif sera, suivant le cas, —gce ou —ce.

On aura donc dans tous les cas, les voisinages en question étant assez petits,

1 1

(1 X e+ 1 X + [ Xglo)e < 3¢ 3

1 1

c'est-a-dire que le rapport (42) est inférieur & 3¢ °.

Remarques additionnelles concernant la convexité.

37. 1l reste & élucider la question de savoir si nos résultats concernant la
convexité de log M.; subsistent dans le triangle (39), ou méme dans tout le
carré 0 =g =1, o=f#=1. Malheureusement, c'est bien peu de choses que je
pourrai dire sur ce sujet. J'espére pouvoir y revenir bientot.

Tout d’abord, on voit trés simplement que, dans le cas particulier ou fous
les ajx sont posilifs ou nuls, il y a convexité dans tout le carré et méme dans tout
le plan.

En effet, soient ¢, et t, des nombres positifs tels que ¢ + {, = 1. Posons

=t + thay, B=1 0, + t;8; et désignons par (x;) et (yx) des systémes positifs
satisfaisant aux inégalités

IA
™=
IA

m _1 m
(43) D=1, duf=1.
j=l k=1

11 vient alors par l'inégalité de Holder
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1

1
b+t —(hay+ia) (ty Bit 1t B2)
ZZdjkmjyk:ZZdjk] xj“ 1 2yk‘g 1 1Tz é

2 s

o By o fy
é(Zmeﬂykﬂ) (ZZaﬂcxj“yw)-

En observant maintenant que les systémes

i
8
<o
K
R [§
[

satisfont a des inégalités analogues & (43), les exposants respectifs étant ai"gi,
1 1
i, L, notre remarque se trouve établie.
@’ B

38. Le fait presqu’'évident qui précéde admet des applications assez inté-
ressantes et remplace dans bien des cas le théoréme I beaucoup plus caché.

Considérons & titre d’exemple 'application suivante.

m n n
Soient, pour la forme bilinéaire A{x,y)= ZZajk 5 Y, Z gl = &
j=1k=1 k=1

(G=1,2...m), Dlap|<H (k=1,2....0)
i=1

On aura alors My = G, My, = H et par conséquent M, 1 = G*H'~*. En

particulier M; 1 = V G H, inégalité due 3 Frosexius et 4 M. I. Scuur.!
2

1
’2
L'extension aux opérations bilinéaires et, en particulier, aux "intégrales

doubles de la forme f f K(z,y) f(x)g(y) drdy est immédiate.

39. Le fait établi an n°37 ét ses généralisations évidentes embrassent &
peu prés tout? ce que je sais dire d’'affirmatif sur la convexité dans des domaines
plus étendus que le triangle (2). Voici maintenant ce qui est de caractére
négatif.

Considérons la forme bilinéaire réelle 4 (x,y) = X, 4, + X9, o0 X, =z, + @,
et X,=umx, — 2z,  FEtudions le maximum de cette forme en supposant les variables
de rester réelles et de varier sous les conditions

! 1. BCHUR, Bemerkungen zur Theorie der beschriinkten Bilinearformen mit unendlich vielen
Verinderlichen, Journ. f. Math. t. 140 (1911), p. 1—28, voir, en particulier, p. 6.

* On pourrait encore y ajouter le fait presqu’évident que, pour des ajr quelconques, il y a
convexité dans tout le plan sur les droites & = const. et g = const.
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1 1 1

(44) |x,|7‘+|x2|E§I; |.'/1|E+|?/2|'

w |

=1.

Cela revient & considérer le maximum de

1 1 \1-8
(45) (177 + 1 x.77)

sous la premiére des conditions (44).

On voit facilement que le logarithme de ce maximum n’est pas convexe sur

le segment limité par les points (0,0) et (3>;). En effet, on a Moo= Mo, =2,

2’ 2
. :
M; = Mj] =2 Dautre part, en calculant le rapport
2’ 2 22
. L)"‘“ ( 1 l)“
46) o157 (ol + el

pour un systéme arbitraire différent des systémes x; = t+ x, et des systémes ou
l'une des variables s'annule, on trouve une valeur plus grande que

ol

21— = (Mo,0) (M% _{:) .

. . 1
Cela se voit aussi sans calcul, en observant que pour ¢ =0 et pour ¢ =5

— et seulement pour ces valeurs-la — le rapport (46) ne change pas avec les varia-
bles, et que le logarithme du minimum du rapport est concave, ce dernier fait ressor-
tant du théoréme I appliqué a la forme réciproque. Le minimum et le maximum
coincidant pour les extrémités du segment, le logarithme du maximum ne pourra
‘&tre convexe.

Par conséquent, sz I'on se restreint, pour les formes réelles, aux valeurs réelles des
variables, nos théorémes ne tiennent plus dans le triangle (39). .

40. Dans l'exemple qui précéde, le vrai maximum est fourni par des sys-

témes complexes tels que x,;: z, = 1: + 7. La valeur du logarithme du maximum

est donnée par la fonction log 2. (g — 2@); c'est-d-dire que ce logarithme est une

fonction linéaire et alors une fonction convexe dans le sens que nous avons
attribué a ce mot. On voit aussi sans peine que, dans cet exemple, le logarithme

du vrai maximum est convexe dans tout le carré o=a¢ =1, 0=g=1.
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Nos considérations font voir que si, dans le cas général, la question de la
validité de nos théorémes sera & résoudre par l'affirmative pour tout le carré — ce
qui d’ailleurs parait peu probable — les relations (12), desquelles nous avons
déduit nos théorémes pour le triangle (2), ne suffiront certainement pas pour
fournir ce résultat. En effet, ces relations tiennent évidemment aussi pour les
systémes qui fournissent le maximum d'une forme bilindaire réelle, quand on se
restreint aux valeurs réelles des variables.

63—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 13 janvier 1927.



