SURFACES DE VOSS ET GUICHARD:; SURFACES ASSOCIEES
ET ADJOINTES. DEFORMATION AVEC RESEAU
CONJUGUE PERMANENT.

Par

BERTRAND GAMBIER

4 LILLE.

1. — Kxposé du probléme. M. Gosse, dans sa Note des Comptes Rendus
de 1'Académie des Sciences de Paris (1925, t. 181, p. 1125), cloture, d'une facon
aussi élégante que rigoureuse, l'un des chapitres les plus attrayants et difficiles
de la déformation des surfaces, en montrant que les ds® déja signalés par Wein-
garten, Darboux, M. M. Baroni et Goursat épuisent les types pour lesquels on
sait trouver foutes les surfaces représentatives.

On doit donc chercher une autre voie: par exemple, chercher les transforma-
tions les unes en les autres de surfaces applicables sur certaines surfaces remar-
quables; c'est ce que M. Bianchi a fait avec tant de succés pour les surfaces &
courbure totale constante ou applicables sur une quadrique.

On peut revenir & une question plus ancienne, chercher une surface dé-
formable avec un réseau conjugué permanent. J'ai adopté ce dernier point de
vue; je vais retrouver, par une méthode originale, une classe nombreuse de sur-
faces V que Voss a signalées le premier en mars 1888 aux Sitzungsberichte der
K. Akademie zu Miinchen, que M. Guichard a étudiées aussi aux Annales de 1'Ecole
Normale Supérieure (3° Série, t. 7, 1890, p. 233). Ces surfaces jouissent de la
propriété caractéristique de posséder un réseau conjugué formé de géodésiques; cha-
cune posséde une déformation & un parameétre ol ce réseau ne cesse d’'étre con-
jugué. Si l'on considére d'autre part une surface I a4 courbure totale con-
stante (positive ou négative), la transformation de Bonnet-Lie définit & partir de
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cette surface o' nouvelles surfaces 3, de méme courbure totale, correspondant
ponctuellement 4 3 de sorte que les asymptotiques se conservent (la correspon-
dance en jeu n'est pas une applicabilité); & chacune des diverses surfacesZ, 3, ...
correspond une surface de la famille de Voss-Guichard, V, V;... et cela par
plans tangents paralléles, le réseau conjugué permanent correspondant au réseau
d’asymptotiques de =, 3, ..., parmi les surfaces =, correspondant & =, il y en a
une ct une seule dont les lignes de courbure correspondent aux lignes de cour-
bure de =: c’est la transformée de Hazzidakis de la primitive; 4 ce couple spéeial
(3, 3} correspond un couple spécial (V, V,} tel que les asymptotiques de chaque
surface ¥ ou V, aient pour homologues sur I'autre un réseau conjugué. Toutes
ces questions ont été étudiées sans que les auteurs se préoccupent sérieusement
de la réalité.

Je pars délibérément d'un autre point de vue: je cherche sz Uon peut trouver
deux surfaces applicables U'une sur [autre et telles que les asymptotiques de U'une
azent powr homologues sur Pautre un réseau conjugué. Cette recherche se trouve
inspirée par la forme des équations de Gauss-Codazzi liant D, D', D" A E, F, G.-
Les deux surfaces ainsi trouvées seront dites adjointes; on constate aussitét que
le réseau conjugué dans l'applicabilité est formé de géodésiques et que 1'on peut
passer de la premiére surface i son adjointe par une déformation continue ou
le réseau reste conjugué; les surfaces de cette famille sont dites assocides; cha-
cune a une adjointe et une seule, & condition de négliger un déplacement ou
une symétrie plane. On a retrouvé les surfaces de Voss.

Je fais une étude compléte de la réalité de la transformation et j'indique
ensuite des surfaces particuliéres du type étudié ici, applicables sur une surface
de révolution. Les surfaces minima sont une autre solution particuliére de ce

probléme; j'étudie les solutions vozsines d'une surface minima donnée.

2. — Equations de Gauss-Codazzi. 51 I'on se donne les coefficients F, F, G
du ds®, on peut chercher les surfaces représentatives en calculant les coefficients

D, D', D" de Gauss'; une équation de Riccati (réductible dans certains cas

! Tes Géometres Frangais ont conservé ces coefficients; mais les Italiens désignent par
D, D', D” les coefficients de la forme quadratique (—Sdecdx) exprimée en u, v, du, dv, ot ¢, ¢’,¢”

sont les cosinus directeurs de la normale. On a donc schématiquement D (Gauss)=VE'G~F’.D
(italien) et de méme pour I, D”. 1l serait bon de profiter d'un cougrés de Mathématiciens pour
unifier les notations. Je crois que conserver D, D', D" pour les coofficients de Gauss, tandis que
d, &', 6" désigneraient les coeficients italiens, serait une notation commode; on pourrait lui reprocher
de créer confusion si on doit considérer dans un probléeme deux déplacements différentiels d et J;
la notation A, 4’, A” pourrait créer confusion avec les opérateurs de Beltrami,



Surfaces de Voss et Guichard; surfaces associées et adjointes. 85

favorables & des quadratures) donne ensuite la surface, & un déplacement prés.

Ces fonctions sont déterminées par trois équations simultanées
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ot 2 désigne, pour abréger, une certaine fonction de E, F, G et de leurs déri-
vées du premier et second ordre; je me servirai plus loin de la formule classique
qui donne Q sous forme de différence de deux déterminants.

Or le systéme (I, TI), sewl, est homogéne et lindaire en D, D', D" de sorte
que deux solutions, non proportionnelles, (D,, D', D,) et (D,, D', D;) du systéme
total (I, 11, III) donnent une nouvelle solution (hD,+kD,, kD', +kD'y, kD + kD)
du systéme (I, IT) seul, quelles que soient les constantes h, k. Les surfaces que
nous cherchons sont caractérisées par ce fait qu'un choix convenable des constantes
h, k fouwrnit une solution de Uéquation III aussi. Si Von pose

(1) Q=D D, + D, D], —2D\D,

la condition nécessaire et suffisante est

(2) QR+ hkQy, + B2Q=0

et ceci revient, avec une constante fixe m, aux deux relations
(3) Qe =mQ

(4) B + mhk + k2= 1.
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Si (3) est vérifie, la relation quadratique (4) fournit «' surfaces V applicables
sur les deux surfaces V,, V, relatives a (D,, D’;, D)) et (D,, D5, D}): le réseaun
asymptotique de V

(s) h(D,du*+2 D' dudv+ D dv®) + k(Dydut+2 D' ydudv+ D, dv*) =0

reste conjugué par rapport & un réseau R, indépendant de h et k, & savoir

dut —dudv dv®
(6) D] ', D, {=o.
D D, D,

Il y a donc deux cas & distinguer suivant que ce réseau B, conjugué sur toutes
les surfaces, se compose d'une famille double ou de deuxr familles distinctes. Le
premier cas donne les surfaces réglées applicables sur une surface réglée donnée;
le secoud cas donne la solution vraiment intéressante, & savoir les surfaces de
Voss-Guichard.

Dans le premier cas les deux formes quadratiques D, du®+ - - =0, Dydu®+ --- =0
ont un facteur commun; les surfaces V sont réglées, les génératrices se corres-
pondant. On peut prendre les génératrices comme courbes v=const.; on a
D,=D,=o, puis D';=+ D',; le signe (+) donne des surfaces ¥, et V, isométriques
et applicables; le signe (—) donne deux surfaces isométriques, non applicables; a
condition de remplacer ¥, ‘par sa symétrique, le signe (—) se remplace par le
signe (+). Supposons donec D';=D’,; la relation Q,,—m Q se réduit & 2 D'} =mD’}
et, puisque nous écartons le cas banal de développables, on doit prendre D', 5o,
m=2; la relation (4) donne h+k=11; de la sorte les coefficients [o, D',,
kD +(1—h)D,] donnent, pour h variant de —o & + o, les surfaces applicables
sur la premidre et seconde; les coefficients [0, —1,, hD,—(1+h)D,] donnent
les surfaces réglées isométriques & V, et V, mnon applicables sur elles. Nous
avons retrouvé un résultat classique, pour lequel, toutefois, on ne met pas suf-
fissamment en relief, la forme linéaire des fonctions D, ', D" relativement au

parameétre de déformation.

3. — Surfaces de Voss-Guichard. Réseau permanent réel ou wmaginaire.
Bornons-nous désormais au cas ol le réseau permanent est effectivement formé
de deux familles distinctes, réelles ou tmaginaires (dans ce dernier cas, pour les
surfaces réelles, les deux courbes se croisant en un point réel sont imaginaires
conjugées). .
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Avant de particulariser les. courbes de coordonnées, remarquons que la

relation
(1) R+mblk+ii=1
donne o' surfaces associées, dont chacune V peut servir avec ¥;, au lieu de V,

et V;, pour définir la famille; mais alors la .constante m change de valeur.
Caleulons la valeur m relative a V,(D,, D'y, D)) et V(hD,+kD,, h D' +kD',,
kD +kD;); on trouve immédiatement, au lieu de £,, la fonction 2hQ+%kQ,=

(2h+%m) Q2; il est naturel de déterminer h et % par la relation complémentaire
(2) 2h+Ekm=o0
qui définit !'adjointe de V,. On a par (1) et (2)

2¢& —&m
A — e=* 1.
(3) g Vi

Nous allons démontrer, un peu plus loin, que le cas m= 12 ne peut avoir lieu;
le changement de ¢ en (—&) ne fait que remplacer I'adjointe par une surface
symétrique: on a done, en négligeant un déplacement ou une symétrie, wne
adjornte et une seule; supposons done que V, est I'adjointe, ou que m est nul.
Les  asymplotiques d'une surface V, étudiée ici ont powr homologues sur la surface
adjointe un réseau conjugué (la relation entre ¥V, et l'adjointe V, est évidemment
réciproque). Inversement deux surfaces applicables, telles que les asymptotiques de
Uune se transforment sur Uautre en un réseau conjugué, définissent une des familles
étudides ze:.

Il est particuliérement commode de n’avoir pas encore préecisé la choix du
réseau de coordonnées curvilignes; S, et S, étant associées, supposées réelles, et se
correspondant point réel powr point réel, m est réel; deux cas se présentent donc
pour la recherche de l'adjointe: m®> 4 ou m®<4; dans le premier, on a '
surfaces associées réelles, mais une adjointe imaginaire (ou du moins, au cas ol
l'adjointe aurait des nappes réelles, ce qui est possible, la correspondance entre
V, et son adjointe aurait lieu point réel pour point imaginaire sur toute 1'éten-
due des deux surfaces); on a toutes les associées réelles en faisant décrire & m
I'intervalle (2, 4+ ) qui donne V, et toutes ses associes réelles applicables, puis
lintervalle (—c, —2) qui donne les surfaces symétriques de l'ensemble déja
obtenu. Dans le second cas, m® < 4, on obtient ' surfaces associées réelles, dont
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une adjointe réelle; m décrivant lintervalle (0, +2), on a toutes les associées
réelles applicables. Dans les deux cas, la correspondance entre dewx associbes réel-
les a liew point réel pour point réel sur toute Uétendue de la surface (avec la restric-
tion signalée plus haut, tout & fait exceptionnelle). On a, par ces considérations
bien simples, bien qu'on ait & peine amorcé la recherche de ces surfaces, des
résultats trés précis; ces surfaces donnent un nouvel exemple curieux de surfaces
susceptibles, sans déchirure, mi disparition de régions réelles, d'une déformation
continue. Bien plus, si m? <4, on est certarn que la courbure totale de la sur-
Jface est mégative dans toute U'étendue réelle; car, si nous prenons deux axes wh,
wk, la courbe h*+mhk+%k’=o0 est une ellipse réelle, sur laquelle on passe, par
continuité, du point réel (h, k) au point réel (—h, —Fk) par une série de posi-
tions intermédiaires toutes réelles; la surface V se trouve ainsi déformée par
continuité et appliquée sur sa symétrique; cela exige, comme Eugenio Elia Levi
I'a montré, que la courbure totale soit négative. Au contraire, pour m® >4, on
a une hyperbole et la variation continue sur la courbe, par positions réelles,
toutes & distance finje, entre (h, k) et (—h, —k) n’est plus possible. Comme
rien d'ailleurs n'empéche de trouver des déformées (autres que des associées)
pouvant servir de transition entre S et sa symétrique, nous ne pouvons rien dire

du signe de la courbure, si m? > 4.

4. — Equations aux dérivées partielles. Autant il efit ét6 maladroit de
particulariser, dans le paragraphe précédent, les courbes (u, v), autant il est
avantageux de prendre maintenant le réseau permanent comme réseau de coor-
données (chose possible, mdme pour m= * 2); ce réseau peut d’ailleurs étre réel
ou imaginaire. On aura donc D';=D’;=o0; débarrassons-nous de I'hypothése

m=1 2; si cela avait lieu, on se bornerait & m—+2 (symétrie). On aurait

D,D/—D,D,=o0 D' \=o
) D,(D,—2D))+D,D}=0 D'y=o.
D, ni D, ne sont nuls: de (1) résulte done
D?—2D|D,+D,*=o

d'ot D/=D,>0, et par suite D;=D,; mais alors V, coinciderait avec V,;
I'hypothése m= 1 2 est donc bien inadmissible.
Nous supposons donc ¥, (réelle ou imaginaire) adjosnte, et non seulement

assoctée, & V,; done m=o0. On a
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D D) —-D,D;,=o0 D,=o0
(2)
D, D, + D2>D;'==o D'y=o.

On peut donc (symétrie) écrire
3) D, =:iD] Dy=—1¢D, D,=Ds=o.

Dans les équations I, II, ou D’ a disparu, je remplace D, D" par D,, D| puis
—¢D,, ¢D}: la comparaison entraine

K dF oF
IV Ea—U—Z.Ed—u""l‘F%—O
v G—G— GaF+F—G=o
dv ov

D’aprés des résultats classiques, I'équation IV exprime que les courbes v = con-
stante sont des géodésiques; (V) donne le méme résultat pour les courbes u = con-

stante. Les équations de Gauss-Codazzi deviennent (H =V EG—F?)

. OFE _0G
T i@_?_l " G%“F‘L
Dov oy °8 2 H?
G OF
Ir LOD"_ 0 H+EW—I
D" ou  ou °® HE
Ir DD’ = Q.

On élimine aisément D et D" entre I', II', IIT'; le calcul se fait symétriquement
en caleulant

0 .D" 0 DH2 ,
on IOg‘ (T)-— % log (—5) au moyen de 1T
et

7 D" 17} 0 ..
PP log (—E) =5 log (ﬁ) au moyen de I';

on a ainsi 'équation aux différentielles totales

12--27377. Acta mathematica. &51. Imprimé le 22 novembre 1927.
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B oG F o0 F

D’ ) EG—F® ou " ov
(4) d [log (—ﬁ)] b log ( 9 ) + BG—F? du —

oF 0G
Y,——-.— —
_ il EG—Fz) (107; Ft?u v
o0 B\ 2 EG—F*
de sorte que la condition d'intégrabilité est
GOE F@G E(?G F@E

— [10 Q )]_g v " ouw| 0| ou_ " v
ouovl B\EG=F?)| " ou| 2(EG—FY av| 2(E G—I?)

Les équations nécessaires IV, V, VI sont aussi suffisantes; en effet I’
II', TII" donnent D et D” par une quadrature avec une constante arbitraire

4

[on caleule —- par (4)]- Ces expressions D, D" ainsi obtenues, jointes & D'=o,

satisfont donec aux équations de Gauss-Codazzi; done, avec E, F, G elles déter-
minent, pour chaque valeur de la constante d'intégration, une surface, intrin-
séquement, déformable avec un paramétre, avec résean (u, v) conjugué permanent,
et formé d’ailleurs de géodésiques, en vertu de IV, V; tous les traités classiques
démontrent que réciproquement, on a bien ainsi une surface de Voss-Guichard
(voir par exemple, Darboux, Théorie des Surfaces, t. 4, p. 103—105). Le para-
métre fourni par lintégration entre bien sous la forme voulue; & priori, nous

savons en effet, puisque

m=0 R+ E2=1
que l'on peut poser
h=cos a k=sina
(5) D=D, cos a + D, sin ¢ = De "

D" = D cos a + D sin a = D é“
Par quotient on a

(6) B —Big DD+ D"D=2conaD, D,
1

La constante e*i® est bien fournie par l'intégration de (4); la quantité m rela-
tive & V(D, D”) et V (D, D)) est égale a 2 cos «; elle ne peut devenir égale
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Y

& t 2 que si V coincide avec ¥,; nous allons retrouver la séparation en deux

classes de surfaces, suivant que m? < 4 ou « réel, et m? > 4 ou « imaginaire pure.
bl A )

5. — Courbure et torsion des géodésiques u et v. Nous avons fait remarquer
depuis longtemps qu'une surface minima quelconque est solution de netre pro-
bléme; ici nous négligeons un déplacement, tandis que dans la théorie spéciale
des surfaces minima, on impose de plus & chaque surface minima associée de
correspondre i la premiére par plans tangents paralléles aux points homologues,
condition possible seulement pour les surfaces minima associées; 'équation de
Riccati annoncée plus haut, nécessaire pour mettre en place une surface définie
intrinsdquement, s'intdgre par les trois quadratures donnant la surface adjointe.

Passons maintenant a une surface quelconque, minima ou non minima, solu-
tion de notre probléme. Tout élément, dépendant d'une fagon linéarre et homo-
géne de D, D', D" s'obtient, au cours de la déformation, par une formule trés
simple, pourvu que l'on connaisse ses valeurs sur deux surfaces S,, S, associées

(ou adjointes); soit @ cet élément, on aura évidemment

(1) @="he, + ke,

h et %k étant les deux constantes déja introduites; sous cette forme le résultat
est valable méme pour les swrfaces réglées: cette formule, d'une si belle simplicité,
ne semble pas avoir été remarquée; les éléments de cette nature sont, par exemple,

la courbure de Meusnier d'une courbe (C(}Sg 0), ou bien cotg 6, ou la torsion
L 3z 1 do . .
géodésique T .) o la courbure moyenne de la surface en un point. Si

S; et S; sont deux adjointes, on écrira plus simplement
(2) @ =g, cos ¢ + @,sin

et ceci prouve que la somme @]+ ¢@; reste constante quand on passe d'un couple
d'adjointes a2 un autre couple.

Pour une géodésique quelconque (n'appartenant pas au systéme conjugué),
on a, puisque 6 est nul

I
(3) R T N T T, T,
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Pour une géodésique du systéme conjugué, on a un résuitat encore plus simple;
si la géodésique est du systéme v = constante, on a

Db 1+ _DF o, . 1 _ D1 Dy
(4) 2 5 7 i E 7D p =% BT EH

On en déduit donc, en appelant 2 w 'angle des deux géodésiques conjuguées,

1 _e' 1 _ et £_£—§=£I=tg'2w-

(5) R R, T 7, R R, R, F

Pour une géodésique du systéme conjugué (soit de la famille u, soit de la famille v)

- T . .
le rapport B reste constant, auw cours de la déformation, en chaque point de cette

géodésique (mais variable d'un point & Uautre) et égal & la tangente de U'angle des
deux géodésiques conjuguées; nous retrouverons plus bas cette propriété.

Pour la famille « == constante, il faut modifier les deux premiéres formules
(3) et écrire
(6) 1 e '

RIZR; FzT—; E7=tg'2w.

/7

i

Si on introduit la courbure totale K de la surface, égale a on voit immé-

diatement d’apreés les formules

F ) VEG—F?
COS 2w =— —=——= Sl 20 == ——————

VEG VEG

le résultat relatif aux courbures et aux torsions des géodésiques conjuguées

sin® 20 cos® 2w o , I
Rr T K REFTIT =%

On pourra encore remarquer que la transformation, indiquée au numéro 1, par
plans tangents paralléles fait correspondre & deux surfaces de méme courbure
totale constante, se raccordant le long d'une asymptotique, deux surfaces de
Voss se raccordant le long d'une géodésique: au cours de la déformation indi-
quée ici, les deux surfaces de Voss restent tangentes le long d'une géodésique
et les formules (5) donnent intrinséquement les diverses formes de cette géodésique.
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6. — Réseau comjugué réel ou imaginaire. Les équations IV, V, VI sont
au nombre de 3 entre 3 fonctions inconnues E, F, G et les deux variables indé-
pendantes; elles admettent donc une infinité de solutions; comme elles sont a
coefficients réels, si, pour les valeurs initiales réelles %, v, on prend F, > o,
Gy >0, EyGy— F; >0, on aura un ds® qui restera défini positif dans un cer-
tain champ réel (4, v) et si on profite du facteur de proportionalité qui entre

i D
dans 7y pour que £, et ( D,

D, et D) restent réelles, soit dans tout le champ déja défini, soit dans un champ

) soient de méme signe, on voit que les fonetions
0

intérieur. En tous cas (sans avoir poussé a fond la discussion des arbitraires

initiales) nous avons défini un morceau de surface V¥, réelle et, avec les fonctions

(D1 t, 7‘), ou ¢ varie par valeurs réelles de —oo a + oo, une surface V réelle

correspondant & V¥, point réel pour point réel, sur toute l'étendue de V;: la
constante m est (t + %), on a donc m® > 4; le réseau (u, v) est réel.

Supposons maintenant le réseau (u, v) imaginaire, » et v devant recevoir
des valeurs conjuguées pour les points réels; on pose

(1) w=u+iv v=u'—1iv E=c+ig G =e—ig.

On combine IV et V par addition et soustraction; finalement nous avons encore
un systéme a coefficients réels de 3 équations entre e, g, F' et les variables indé-
pendantes réelles %', v. On pourra done, comme plus haut, trouver une infinité
de solutions, réelles pour (¢, v') réelles, telles que le ds® reste défini positif, ce
qui exige

(2) F+e>o0 F—e>o e+g*—F* <o.

Les formes de D, D', D” comme déterminants prouvent que D et (—D") sont
imaginaires conjuguées; si donc la quantité @ ou DD" est positive, la surface
ne pourra étre réelle; il faudra donc s'arranger, par un choix convenable des
constantes initiales, pour que £, soit négatif. On écrira

[ D = gé® D" =—ge of=—20

( ) 17 77
3 1log%:=—2iw+i7r dlog(%-):—zz'dw.
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Effectivement le second membre de la formule 4 du paragraphe 4 est une imagi-
naire pure; la surface V,(D,, D)) et la surface adjointe Vy(—:D,, 7D;) sont
réelles puisque D, et — D, sont imaginaires conjuguées; la surface V(D e~'e,
D[e?) est réelle et le nombre m correspondant & V et V, est 2 cos a; e varie

Y 3 o hY ]r . 3
de 0 & 27; m® est inférieur 4 4; « et « + > donnent deux adjointes; « et ¢+

deux surfaces symétriques.!

Remarquons que les raisonnements faits sur les surfaces qui se correspon-
dent point réel pour point réel sur toute leur étendue supposent essentiellement
que l'on a pu prendre, en fout point de cette étendue, w et v comme variables
indépendantes; la présence d'une ligne parabolique obligerait £ & s’annuler tout
le long de cette ligne, ou a devenir infini. Les champs de variation pour («, v)
ou (', v') sont limités par les zéros ou poles de E, G, F (ou de F+e, F—e, g)
par les zéros de EG—F* et . On constate ce fait curieux que certaines sur-
faces V se composent de deux régions R', R” séparées par une courbe C, telles
que sur R’ le réseau (u, v) est réel, mais sur R” imaginaire. J'ai montré au
Bulletin des Sciences Mathématiques de Darboux-Picard (1926) que cela a lieu
pour l'hélicoide minimum H et une trajectoire orthogonale quelconque C de ses
génératrices; il existe done ! surfaces V' réelles déformées au sens de Voss de
V et recouvrant totalement R’ (en double, & I'exclusion de R”) et de mémeco!
surfaces V" recouvrant R” et non R’; pour I'hélicoide H, la considération des
! trajectoires C donne finalement les o? déformées hélicoidales ou révolu-
tives de H.

Il y a lieu de signaler le cas d'une ligne parabolique; sur une telle ligne C,

suivie au cours de la déformation de ¥, l'équation
(4) (D du®+2D' dudv+ D’ dv®) cos e+ (Dydu?+2 D'y dudv+ D, dvf) sin a=o0

obtenue en ne particularisant pas le systéme de coordonnées, ne peut avoir une

! Je signale ce résultat intéressant: Si une portion de surface réelle admet un réseau con-
jugué tel que les deux courbes se croissant en un point réel de la surface soient imaginaires con-
juguées, la courbure totale est négative sur toute cette région. Cela résultc de ce qui a été dit
sur D, D', D" et DD"—D"?=Q. D'ailleurs si on raméne 1'équation différentielle du réseau a la
forme du®+dv*=o0, I'équation des asymptotiques devient D(du*~dv*)+2 D’ du dv=o0, ce qui suffit
4 démontrer. Remarquons que les coefficients italiens 6, &', ¢ offrent sur D, D', D" l'avantage
de se trouver: 4’ réel et J et d” conjugnés quand les courbes u, v sont imaginaires conjugudes;

Oy0z Oyo0z

3
I'expression K G—F*=S§ (57‘ P a) est réelle mais négative.
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racine double, quel que soit @, que si, en supposant d’abord les D non tous
nuls, on a

(s) 1_)1_= Z Ll =t D, D;—D"?=o0 D,D,—D"; =0
D,

et alors la direction, ¢ndépendante de a définie par I'une ou l'autre équation
(6) D,du+ D' dv=0 D'jdu+ D/ dv=o0

est I'une des deux directions conjuguées permanentes; elle peut coincider ou non
avec la tangente 4 C; l'autre direction conjuguée est provisoirement indéterminée.
Il y aurait lieu de voir si ces circonstances peuvent ou non se produire.

D’autre part 1'étude des surfaces de révolution nous montrera la circon-
stance suivante: la surface V peut fort bien admettre une ligne C de rebrousse-
ment, asymptotique singulidre, séparant ¥ en deux régions V' et V' ssomé-
triques entre elles; chaque surface 7, admet la ligne correspondante analogue C,
et la séparation en deux nappes V', applicable sur V', V' applicable sur V",
le correspondance ayant lieu point réel pour point réel. Mais alors il existe des
surfaces W, non swrfaces de Voss, qui ont méme ds® que V et que V ne recouvre
que partiellement, la ligne 7 homologue de C n’ayant plus rien de singulier sur
W; la circonstance actuelle se produit si pour ¥ on a D=D'=D"=o0, EG—
F?®=o0, ce qui entraine que les trois jacobiens

Diy, 2) Die, x) Dz, y)
D, v)) Du v)’

soient nuls ensemble.

7. — Intégration derecte. Tes équations IV et V traitées comme équation
différentielle linéaire en F, regoivent immédiatement la forme

oVE) o (F VG 0 (F\
(x) 7F~5;t(]7_ﬁ) ou _Ov(]/_@)

On peut donc écrire

(2)

aX\? 0X0X oYY . [9Y\
E*(ia;;) F= 5w 0 oudv G—(av)'
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Le ds? de la surface est

() M (e R

Nous ne gardons donc que les fonctions inconnues X et Y au lieu de E, F, G;
X et Y satisfont 4 la premiere équation

0XdX _ 0YOY

(B4) Ou dv  Ou Ov

Il o'y a plus qu'a donner l'équation VI1: elle admet successivement deux inté-
grales premidres. Il suffit de passer par lintermédiaire de D et D”. On
constate immédiatement 1'égalité

G0F_p0G (0T)0X PX _0YOVOY 7T
ov Ou \Ov) Oududv du Ov dv Oudv
2(EG—F?) OX\(0Y 0YoY

() o) = (G 50)

_ ;% log [(%() (adf) ]

On peut donc écrire, avec une fonction arbitraire U de »
{0X\* [0\
penl/ (G - () v

X\ (oY
et en remplagant H par 1'une des deux formes possibles %V(% ( )

ou
on a
=S5~ (10
w321

W oG- (]

L'équation (E;), par élimination de UV redonnerait l'équation VI; comme le
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produit UV est seul connu, on peut remplacer U par g et V par V¢, ol ¢ est

une constante arbitraire et l'on retrouve ainsi la déformation annoncée. Le pro-
bléme est donc ramené 3 intégrer (E;), (B,) od 2 est remplacée par son expres-
sion développée; nous avons done deux équations aux inconnues X et Y. Quand
on n’a pas, par certaines hypothéses & priori, particularisé la forme de U et V,
on peut, par le changement de variable du = Udu, ramener U & l'unité; de
méme dv=7V dv raméne V & )unité.

Donnons maintenant le d¢® de la représentation sphérique; il suffit d'appli-
quer la formule classique

(6) do*= ]%(D du+D dv)? —

2 F

F(D du+ D' dv)(D' du+ D" dv)

+ Z0 dus 07 avp

ou si on préfére

2 ’”
(6") do® = QTPD (Edu?®+ 2 Fdudv + G dv?
ED'+GD—2FD[D , , 2D D,
+ e [Hdu + g7 dudv + Hdv]
pour obtenir
0x
(7) do® =U?du® + Vidv*— 2 UVg%dudv
v

et cette forme remarquable suffirait i elle seule pour montrer le lien avec les
surfaces 4 courbure totale constante.

Or c'est un fait bien connu dans cette théorie que l'équation (H;), obtenue
en égalant DD"—D'® 4 l'expression bien connue, obtenue sous forme de diffé-
rence de denx déterminants, et exprimée uniquement en E, F, G et leurs dérivées
des deux premiers ordres, est purement et simplement équivalente i celle que
I'on obtient en écrivant que la courbure totale de la sphére, sur laquelle on

effectue la représentation sphérique, est égale & l'unité. Nous posons donc
13—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 22 novembre 1927.
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0X oY
ov ou
(8) COSZ&)—@—@
dv. Ou

et nous avons l'équation trés simple, remplacant (E,)

PRow
dudv

()

= U V sin o cos .

(Un calcul simple montrerait que E, peut étre écrite

oX)\* 0X
— (92 > | ov
oY | |oudv \o¥
v dv
90X 0X 0X oxX\*1*
ov 0 ov) 0 ov ov
2278 4 K72 a4 B Rl Fod B
ov dv v ov

et l'introduction de la nouvelle inconnue w donne 1'équation (9)).

La méthode revient donc 3 intégrer 1'équation (g), qui est celle bien connue
qui domine la théorie des surfaees & courbure totale constante; le changement
de variables du= Udu, dv= Vdv raménerait U et ¥V & l'unité; mais nous
allons voir que, dans certains cas, il est commode de laisser U et V, fonctions
indéterminées de u et v seul, respectivement. Une fois obtenue wune intégrale de
(9) on intégre le systéme (8) ou si l'on préfére, en éliminant Y, I'équation de
Laplace
(10) "?X dw 0X 2 dw 0X:

0u00+200tg2w'5§%+sinzwcosza)(ﬁ%

Y g'obtient ensuite, quand X est obtenu, par une quadrature de différentielle
totale. Je renyoie le lecteur a la seconde Note.
On a ensuite
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Y (0X\* ., ’ w O0X(0Y\*__ .,
(11) D_%(W) Usin® 2w D'=o D -W(%) V sin® 2 w.
A la formule d t 1 bure totale K, K= UASY
remarquer la formule donnant la courbure totale K, ~oXo0Y
du Jv
8. — Surfaces de Voss applicables sur une surface de révolution. Par ana-

logie avec les surfaces minima, il est inléressant de chercher les surfaces V parti-
culiéres dont le ds® est de révolution; Uexemple que je vais dommer est assez vrai-
‘semblablement le plus général. Je cherche une solution des équations IV, V, VI
de la forme

(1) E=E(x) F=F(x) G = G(z) r=u+v.
La dérivée OF ou oL coincide done avec ar =E’. On a done
Ou v dx
(2) dVE) _d(F Ve _a(Fr
de  dz\VE de  dx\V@g
de la sorte, je pose pour la commodité
(3) E=§ G=7g
et I'on a, avee deux constantes arbitraires C; et C,
(4) F=8+205=9+20Cy
puis
) dX=E&Edu+(E+2C)dv
5
AY =(n+2C)du+ndv
ou plus simplement
(6) X=2010+f§dx Y=202u+f17dx
0X 0X
ot oy —ET20
v 0¥ _ o Y _
=17 2 v =1

ou
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On voit done que langle @ ne dépend lui aussi que de = et le produit UV
aussi; donec on aura soit U V=m? U=mt, V:"%' ou m et t sont deux con-

stantes, soit U=e%+bd ' =¢®+¢ et dans ce dernier cas, on pourra sans restreindre

supposer U=e* V=¢". Nous avons donc deux cas i examiner

dadw—mzsinwcosw
de®

A)
§+2C, =ncos2w
p+2C,=Ecos2zw
dz—w—exsinwcosw
dz®

B) )
E+2C,=ncoszw
n+2 0, =Ecos 2.

Occupons nous de la premiére hypothése: U'intégration se fait par les fonctions
elliptiques, on a effet

2
m
wi=4—~""=cos2w
2

ol A est une nouvelle constante. Je présente le résultat synthétiquement: avec

les notations de Weierstrass et la fonction p(x; e, &, ;) on pourra écrire

ot _ 4 4 24

1 2 3 2T 2 3 8 3
®) | 2 .
le,—-e2=m2 el—.esz%—A 63—*62=A+?

de la sorte, puisque m est une constante non nulle, ¢, est distinct de e,, mais la
2 2

: Ape 2 N . m m
racine ¢, peut &tre égale 3 ¢, ou ¢, suivant que 4 = — ~ ou + 5 On a
+e—2e —e . e, ——¢€
cos 20— 2T AT 28 cos® w = pe gin? @ = 2
P—ey P—e Y6
£ —2(C,+ C, cos 2 w) —2(Cy+ O, cos 2 w)
p—ma—y 17 p—

sin? 2 w sin® 2 w
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(9) L E=¢§ G =7’ F=Epcoszw
D=8ntVe—esin®20 D' =o D’ =&p? &lti_ ® sin® 2 0.
L'équation des asymptotiques est
(10) *du® + dv®=o.
Celle des lignes de courbure est

(11) £t? cos 2 w dul+(nt*—8& du dv—1 cos 2 wdvi=o.

Ceci nous apprend que sur chaque surface (¢), la correspondance entre le
point (u, v) et le point (u+4, v—1) ot 4 est une constante numérique ne change
ni le ds* ni l'équation des asymptotiques: donc la surface coincide avec elle-
méme par cette correspondance; elle est, ou simplement hélicoidale, ou de ré-
volution et l'éguation des lignes de courbure départage les deux hypothéses;
pour que la surface soit de révolution, il faut et suffit que les lignes u+v=
constante le long desquelles la courbure totale de la surface reste constante soient
aussi lignes de courbure; en remplagant dv par (—du), on doit donc avoir une

identité, ce qui par un calcul facile donne pour déterminer ¢ la relation
C,=C,¢.

Done, dans chaque famille (obtenue en choisissant une fois pour toutes e, e,,
C,, Cy) il y a une surface de révolution et une seule, sauf si C, ou C, est nul;
C, et C, ne sont pas nulles ensemble; les autres surfaces de la famille sont
hélicoidales (le changement de ¢ en —t? donne une symétrie qui nous importe
peu). D’autre part dans une méme famille, deux surfaces correspondant & des
valeurs de ¢* différentes, sont non superposables, non symétriques, parce que
la correspondance par points de méme (u, v) est une application qui change les
asymptotiques. Le nombre des paramétres de jforme (nous ferons abstraction
d'une homothétie) est facile 4 déterminer; le changement de u et v en iu, iv
peut donner a la constante e,—e,, non nulle, une valeur choisie & priori: * 1
par exemple (m=1 ou i); donec, pour une surface hélicoidale nous avons pour
parameétres de grandewr e,, C,, C,, t, donc trots paramétres de forme et pour une
gurface de révolution deu:r.

La surface I & courbure totale constante qui correspond & la surface ¥V est
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définie & une homothétie prés: on peut prendre la courbure égale & +1 ou —1;
en prenant —1 on a pour cette surface 3 le ds®

2
m2 > du? + %dv’ + 2m?cos 2wdudv

de sorte que les lignes asymptotiques out pour équation dudv=o0 et les lignes
de courbure *du*—dv®*=0; or l'une des deux lignes tu—tv=constante ou tu+
v==const. ne peut coincider avec elle-méme dans son ensemble par la substitution
(u, v; u+4, v—A) que si ¢ est égal 4 T+ 1: donc chaque famille de Voss étudiée
ici correspond 4 une famille de surfaces 3 (déduites les unes des autres par la
transformation de Bonnet-Lie) hélicoidales toutes, sauf la surface t=1, qui est
révolutive: si donc C,=C,, 4 la surface de révolution de la famille 3 correspond
la surface de révolution de la famille V; mais si C, # C,, & la surface de révolu-
tion de chaque famille correspond une surface hélicoidale de l'autre; nous avons
vu que o dépend de deux paramétres e,, €, que 'on peut astreindre & e;—e;=11;
la surface 3 contient en outre le paramétre ¢: donc les surfaces I hélicoidales
dépendent de deux paramétres de forme, les surfaces = révolutives d'un sewl,
comme c'est le compte exact pour les surfaces i courbure totale hélicoidales ou
révolutives, nous voyons qu'ici nous avons bien obtenu les surfaces de Voss
générales qui sont hélicoidales ou révolutives; la démonstration résulte de ce que
la surface = est nécessairement elle-méme hélicoidale.

Obtenir les équations cartésiennes de toutes ces surfaces spéciales V ou 3,
définies intrinséquement, est un jeu d’enfant. Je l'indique en me bornant & un
cas simple, C;=(, de sorte que = et V soient ensemble de révolution. Je pro-
fite du rapport d’homothétie pour donner & § la valeur g —e, et j'écris

{ E=G=[plutv—e] F=(p—c)p+e—2¢)
(12)

D=D"=4Ve —e (es—e,)(p —e)(p —ey).

Le ds® de la surface et celui de sa représentation sphérique sont

(13) ds® = (p —e))(p —es){du+ dv)* +(e—ey) (9 —e)(du—dv)?
(14) do* — @%f);el) (du-+ do)?+(e,—es) f}:—‘;l (du—dv),

Or si z=f(r) est 1'équation de la méridienne, on doit aussi trouver
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(13) ds=1[1+f2(r)] dr?++*d6?

: o L
(re) A A Rl

On a donc, avec une constante 1 i déterminer

dr?+de? = (p—e)(p—ey) da®
2, PRYY) _uv
(15) 7% = (e;—e;){p—e)d 6 )
(e, —es)(p—ey) 2 __ dz?
P—e (p—e)lp— e da®

Le calcul s’achéve aisément et donne

PR S V@
= —
Vef,,—e2 ' €;— €

dz €, €,

dz Py e; (p—es).

(16)

Cet exemple est trés instructif' pour les questions de topologie soulevées au nu-
méro 6: p==¢, donne un paralléle de rebroussement, asymptotique singulidre; si
ce paralléle est réel, on voit que, déformée & titre de surface de révolution en
nouvelle surface de révolution (qui n’est plus surface de Voss) la surface donne,
en réduisant les rayons des paralléles, des surfaces de révolution qu’elle ne re-
couvre plus complétement: elle ne les recouvre que jusqu'au paralléle transformé
du paralléle p=re,; donc la surface de Voss ne représente qu'une portion de son
ds?; mais, déformée 3 titre de surface de Voss en nouvelle surface de Voss (héli-
coidale) elle ne cesse de correspondre i l'ensemble (et rien de plus) de chaque
déformée, le paralléle de rebroussement devenant une hélice de rebroussement,
agymptotique singuliére.

On peut maintenant se préoccuper de la réalité. Si le réseau (u, ) est
réel, o est réel; O, est C, sont réelles afin que E>o0, G >o0; EG—F? est
automatiquement positif; ¢ est réel ou imaginaire pure en méme temps que

Ve—e; il n'y a plus qu'a éerire

(p_el)(es—el) >0 (p—es)(p—ey) > 0.

! Voir 1a premiére Note, 4 la fin du Mémoire.
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D'ailleurs les expressions de cos® w et sin® w montrent que ¢, ¢, ¢; doivent étre

réelles et la valeur de p aussi; on voit qu'on a le choix entre deux hypothéses:

(1°) P =>e P > e e > e

(2°) P <e P < e ey < €.

Comme la courbe (p, ') se compose d'une branche infinie et d'un ovale situé a
gauche de la branche infinie, la premiére hypothése oblige (p, 9') & décrire la
branche infinie, l'argument z=wu+v étant réel; la racine ¢; peut étre la plus
grande, et le paralléle de rebroussement, quand C,=C;, est effectivement réel, e,
étant la plus petite racine ou la racine moyenne; ¢, peut étre la racine moyenne
et ¢, la plus petite et il n’ya plus de paralléle de rebroussement réel. Dans le
second cas, (p, 9’) déerit l'ovale, e; est la racine moyenne et e, la plus grande;
le paralléle de rebroussement est réel; l'argument x est de la forme z + o’ ol

z est réel et w' la période imaginaire pure; il suffira de faire le changement de

’ ’

variable =4 + 82)—, v=9y+ w; pour obtenir tous les points réels de la surface

avec des arguments %, v réels; il n'y a rien en contradiction, il n'y a qu'un jeun
de formules résultant des propriétés de la fonction p de Weierstrass. Nous
remarquerons que nous avons en méme temps rencontré les trois formes de sur-
faces de révolution & courbure totale constante négative.

Si maintenant le réseau (u, v) est imaginaire conjugué sur ¥, la surface =
doit étre & courbure totale constante positive et nous aurons par la méme, d’aprés
les résultats connus, dans chaque famille de Voss, pour t=1 la surface 3 de

révolution, qui nous indique la valeur de w et la variation de (, ¢'); en prenant

C, et C; imaginaires conjuguées, (le rapport % intervient seul pour la forme)
1

nous avons des surfaces V réelles, révolutives ou hélicoidales suivant la valeur
de t. On peut remarquer qu'ici £ et G devant étre imaginaires conjuguées, on
peut supposer qu'il en soit de méme pour £ et 7, (en remplagant au besoin 7
par —7 et 2w par a—2w); F est positif, donc cos 2w > 0; EG—I"? est néga-
tif, done sin® 2 w est négatif, sin 2 @ imaginaire pure; on pourra donc supposer
2w=2kn+iw’, od w est un argument réel et £ un entier, qui peut étre réduit
d’ailleurs 4 zéro; D et (—D”) sont imaginaires conjuguées, leur produit est posi-
tif, donc e,—e, est négatif, le paramétre ¢ des formules g est donc réel; les
formules (g9), en tenant compte de (p—e)(p—e;) >0 et (e;—e)(p—e;) < o0, avee
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cos®w réel positif, sin® w réel négatif, montrent que P est réel, e, ¢, e; réelles;
9’ ne peut étre réelle, donc @—e, est négatif; en prenant les deux formes
connues des déformées de révolution de la sphére, on achévera aisément la
discussion.

On pourra remarquer que la méthode usuelle jusqu'ici pour déterminer les
surfaces de Voss hélicoidales ou révolutives nous aurait fait partir 4 priori des
surfaces = & courbure totale constante, positive ou négative, de révolution ou
hélicoidales, mais nous aurions eu ensuite assez de peine & indiquer quelle inté-
grale choisir de 1'équation

(17) %ZUVOCOSZw
pour obtenir une surface de Voss hélicoidale ou révolutive. ('est d’ailleurs cette
difficulté qui se présente dans le cas des surfaces minima, I étant la sphére
méme.

Il reste maintenant a examiner la seconde hypothése qui conduit a 1'équation
de forme remarquable

a2 .
(18) Y — ¢ sin w cos w.

da®

Cette équation, si on y pose cos 2 w=y devient

"__ Y ’9 (2 :I_
(19) A et +er(y* —1) 2(

1 1 ’2 2002
y__l+?/—+1)y + e*(y?—1)

et cette forme montre que 1'équation ne rentre pas dans les types explicités par
M. Painlevé ou moi-méme aux Acta Mathematica (1902 et 1909) dont 1l'intégrale
générale est & points critiques fixes. Je n'ai pas aper¢u d'intégrale premiére de
Péquation (18). En tous les cas soit une intégrale w de (18), renfermant déja
deux constantes arbitraires; il s’y ajoute deux constantes C, et C, pour § et 7,

dont le rapport % intervient seul pour la forme, puis le paramétre ¢; comme les
2

surfaces V coincident avec elles-mémes, dans leur ensemble, quand ¢ varie, cela
ne fera que trois paramétres de forme au total. Je suis encore la méme méthode,
basée sur "équation des asymptotiques. On a toujours

1427377, Acta mathematica. 651. Imprimé le 22 novembre 1927.
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§__=—2(CI+C,,cos 2 w) _ —2(Cy+ O, cos 2 w)
sin® 2w = sin® 2 w
(20) =1t G=n’ F=E§ncosz2w

v
D =§nte* sin? 20 D'=o D”=§n2%~ sin® 2 w.

L’équation des asymptotiques
et?*du’+edv: =o

change, sur la swuiface ¢, par l'auto-application (u, v, u+ 1, v—41), de sorte que
la surface n'est ni révolutive ni hélicoidale; mais si A est racine de l'équation
¢*t=t', la correspondance d’applicabilité entre le point (#, v) de la surface (f) et
le point (u+A, v—2) de la surface ¢, change les asymptotiques de la premiére
en celles de la seconde, de sorte que ces deux surfaces sont égales; la surface t
coincide donc dans son ensemble avec chacune de ses assocides, (dans 1'ensemble
mais non point pour point). Les surfaces minima donnent le méme résultat,
mais plus précis, car dans ce cas, chaque surface associée est définie en position
on a des surfaces minima & ds® de révolution, qui, en tournant autour d'une
droite convenable, deviennent successivement leurs propres associées. Il y aurait
donc a étudier les diverses formes possibles de ces surfaces ou des surfaces =
correspondantes, jouissant de la propriété de se correspondre elles aussi & elles-mémes
(dans leur ensemble) par la transformation de Bomnet-Lie.

9. — Nouveau procédé de détermination de surfaces particuliéres. Puisque
la recherche des surfaces de Voss est ramenée au systéme

0X 0X _0Y oY
Ou v -~ Ou Ov

S R (R

on peut chercher une forme simple de deux fonections X et Y donnant une

E,)

solution identique de E;; il faut d'ailleurs se rappeler que chacun des facteurs

7, 7,
du second membre de E, est différent de zéro. De la sorte essayer o 5%
0¥ _ 10X
ov A dv’

LY

avee oi A est une constante, ne donne rien, car on aurait A=+1
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et 2=o0. Mais on peut essayer, avec une constante 4 non nulle d’avoir

0Y_,0X 0¥ _ 10X
v " ou du A dv

(1)
ce qui donne

3y 2
) 2 X _ X

du?  9v?

et l'intégrale est X=j(u+1v)+ p(u—Aav); comme on peut remplacer iv par v, on
peut réduire A & +1. On écrira donc, en changeant la notation

E=G=[flut+v)+pu—u)? F == f*(u+v)—p*(u—v)

dX = flu+v){du+ dv)+ p(u—v)(du—dv)
aY = flu+ v)(du+dv)—@(u—v)(du—dv)

0X X
VE=Gu =Tty 00 =Y
oY = 0Y

L'équation (E,) devient
(4) =169"(f+@) UV
et un calcul direct de 2 donne finalement & F, la forme
(5)  2fp(f+)lfe" +of )+ o(f—9)(f*—¢")—(f+ o) (fo” + /)
+4/2 9 () UV =0

ou il est bien entendu que f, f’, /"' représentent une fonction f(x) et ses deux
premiéres dérivées ol x est égal & u+v; de méme @{y), ¢, " ol y est égal a
u—v. Comme vérification (5) coincide bien avec ce que l'on obtient en écrivant

0x
_ov_[f—9
coS 2 @ 3Y ftg
ov
et en portant dans
P w

Y v .
udv U Vsinwcos w
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Ordonnant (5), on a

0 AE el b

+ [2f"——§§;~2] +4(f+) UV =0

et en désignant par L le symbole des logarithmes népériens, on peut rempla-

cer (6) par
(7) LIX\+ Yo+ X, Y+ X, Y —L[X,+ Y, = L4+ L(—U)+ LV
en posant
[Xlzzf"——3;’2 X,=f X4ssz”——j%
®) n_ 39" 29" ¢
lY2—2¢ -7 Y=g Y,="7-—Ts

On élimine U et V par dérivation en u, puis en #, d’on

(X =Y, + X, Y,— X, Y, + X, Y,— X, Y X, + Yo+ X, Y, + X, Y (X, + Y,)?
(9) —[X,1+ X,s Y3+ X’4 Y4)2_(Y’2+ Xa Y'3 + X4 Yl4)2] [X3_ Y4]2
+ [(X’:_ Y,Z)_(X;_ Y;’)(Xs"' Y4)] [X1+ Y2+X3 Y3‘|‘ X4 Y4]2 = 0.

Remplagons dans (9) les X et Y par leurs expressions (8), et on a un résultat
de la forme

(10 Stm=o

ou 7 est un certain entier, les § étant fonctions de x seul et les # de y seul.
On sait résoudre une telle équation de forme classique: on établit A relations
linéaires et homogénes & coefficients constants entre les 5 (h entier, 0 < h =< n);
il en résulte n—h relations linéaires et homogenes aussi entre les & n'utilisant
que les coefficients constants déja en jeu. De la sorte ¢ doit étre intégrale de
h équations différentielles d’ordre 4 au plus, ou y ne figure pas; de méme f de
n—h équations analogues. Pour une telle solution f, ¢ (et il en existe), (7)

fournit U et 7V, chacun a un facteur prés, ¢ pour U et % pour ¥ et nous en
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déduisons E, F, G, D, D”. La longueur des calculs m'a fait reculer devant
une discussion compléte; en tous cas les équations en f et @ annoncées ne sont
pas inéompatibles, puisque le numéro précédent donne une solution ot @ est
une constante non nulle et ot U V se réduit 4 une constante m? ou & ¢™. On
retrouve directement l'exemple précédent en cherchant a déterminer U et ¥V de
sorte que '

4 UV =Au+v)+ Bu—v)

oi A et B sont des fonctions convenables de leur argument w+v ou u—v. On
n’a pas a dériver (6), mais & l'ordonner, d’ou

’2

+ [Zq)"—sg +q>B]=o

4
équation & 4 termes 25”7,;:0, que l'on traite par la méthode précédente et on
1

trouve aisément une seule solution (u et v jouant le méme role), B réduit & une

7
constante que l'on peut supposer nulle et U=mt, V=%1 ou U=te*, Vx% et
I'on retombe sur le numéro précédent.

Il y aurait lieu de faire la discussion compléte.

10. — Comparazson avec la méthode de Guichard. Les surfaces étudiées ici
ont été signalées pour la premiére fois par Voss (Sitzungsberichte der K. Aka-
demie zu Miinchen, Mirz 1888), puis étudiées par Guichard (Annales de I'Ecole
Normale Supérieure, 1890, 3° Série, t. 7, p. 19—22 et 233—264). Darboux a
résumé l'essentiel du mémoire de Guichard, t. 4 de la Théorie des Surfaces,
P. I0I—I11I0; puis p. 128—129; il donne d’ailleurs une démonstration géométrique
de la pluﬁart des résultats trouvés analytiquement par Guichard; je renvoie le
lecteur & ces sources, pour l'intelligence de ce qui suit; je ne connais pas d’auntre
travail sur ce sujet. M. Bianchi a donné quelques indications que je citerai
plus bas.

On a trouvé comme de¢® de la représentation sphériqe de la surface V(f)

2
(1) de®=2U?du® + Itf—zdvz—z UV cos 2wdudv
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de sorte que les cosinus directeurs (c,, ¢,, ¢.) de la normale au point M(u, v) de
la surface de Voss satisfont aux relations (je réserve ¢, ¢, ¢”, 6 sans indice pour
la surface V(1) au lieu de V(i)

2 5 2
(2) 8et=1, S(aa—(;) = [, S(Z—f:) I;, S{%(‘Z—%=—UVcoszw

avec bien entendu
’ 0?
(3) (®) o

= U Vsi .
dud UV sinwecos w

Un calcul classique montre que chaque cosinus ¢, ¢’;, ¢, est une intégrale du
systéme complétement intégrable

. Jdw

tzU—
9%, - 06, >" "V ou 08,|_
I Ut0+6 log (U sin 2 w) - an +Vsm2w £ =0
20

(4) L—UVﬂlcoszw=o
dudv ;
Jw

V*
e, | v @ 06, > v 08|
vt tzl9 +—log(Vsm2w) Ov +t2Usm2w rm =0

et l'intégration de ce systéme (4), nécessaire pour obtenir la représentation sphé-
rique, se raméne i une équation de Riccati; les constantes arbitraires se rédui-
sent finalement pour I'ensemble (¢, ¢’;, ¢;) aux trois constantes d'un déplacement
autour de l'origine. Ayant obtenu la sphére, on obtient la surface = & courbure
totale constante qui correspond par plans tangents paralléles a V, les asymp-
totiques de = ayant pour homologues le réseau conjugué géodésique de V; 3 est
le lieu du point &, ﬁ, { obtenu par les formules de Lelieuvre (o est égal & ¢ si
le réseau (u, v) est imaginaire, & +1 si le réseau (u, v) est réel, de sorte que =
soit réelle avec la courbure totale +1 dans le premier cas, —1 dans le second).

. dc, ,,00 L de, . c?.c'l
§—af(cl—07 " Dm )du——( ' 3o _clﬁv)dv
- Do 06N (g0 00
(5) "7““[( 0 10 )du ( ov lav)dv

- dd, _ 0y _(, 9% _ 0
C——af( L ou ‘Ou)du (61 ov 1(?1) d

<




Surfaces de Voss et Guichard; surfaces associées et adjointes. 111

et le ds? de = est

2
o:Z(U“*‘ts’olu2 + %dv?’i—z UV cos 2wdudv)-

D’autre part, on peut définir la surface de Voss comme enveloppe du plan
(6) ez+diyteiz=p

et comme le réseau (u, v) est conjugué, la fonction p, est une quatriéme inté-
grale de 1'équation
J%0

(7) (B") m‘—“rUVOcoszw

rencontrée plus haut, o w est solution de E’. Darboux démontre que récipro-
quement p, fournit bien une surface de Voss.

La détermination de 3 n'est pas indispensable, mais éclaire la signification
de la déformation correspondant & la variation de ¢, qué n’enflue pas sur le choix
de w, mais sur le choix de 0, quand on veut obtenir des surfaces de Voss applicables.
Guichard d’ailleurs ne s'occupe nullement du paramétre ¢ (de sorte que le travail
de Guichard correspond a ¢=1) et il semble, en 1890, n'avoir pas eu connais-
sance de cette déformation. Remarquons que, ¢ variant, la solution ¢, ¢, ¢;
qui fournit (1), (2), (4), varie, mais rien n’empéche de conserver la méme fonction
p, solution de (E”). On a alors une famille de surfaces de Voss, dépendant du
paramétre £, non applicables entre elles, rapportées & un réseau conjugué perma-
nent géodésique, avec cette propriété assez curieuse qu'aux points homologues,
les plans tangents sont & la méme distance de l'origine.

Comme ce n'est pas le cas ici, nous devons en réalité étudier la solution
O(u, v, ) qui correspond aux diverses surfaces de Voss applicables entre elles;
désignant pour abréger O(w, v, 1) par 0 et 6(u, v, t) par 6,, nous aurons donc a
expliciter 6, au moyen de 6.

Expliquons d’abord comment 3(f) change quand ¢ varie; nous pouvons
faire U=V=1, par un changement de variables. Bonnet-Lie ont remarqué que
si w=g(u, v) est une solution de
0w

(B oudv

== 8in @ COS W
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la nouvelle fonction w,(u, v)= co(%7 vt) satisfait aussi & (E'), quelle que soit #;

w et w, déterminent deux surfaces 2, 3, dont les éléments linéaires, et ceux des

représentations sphériques, sont

) du?+dv?t+ 2 cos 2w dudv
(8
du?+dv® + 2 cos 2w, dudv
le signe + correspondant & X ou 3 et le signe — aux représentations sphéri-

ques; les lignes de courbure de = ou 3, ont pour équation u + v=constante;
u est la longueur d’arc de l'asymptotique v=constante, et de sa représentation
sphérique. Done, considérée & ce point de vue, qui west pas celui adopté ice, la
transformation de Bonnet-Lie fait correspondre & toute surface =, de courbure

totale constante, oo’

nouvelles 3; définies intrinséquement, de méme courbure
totale constante que 3, telles que les asymptotiques se correspondent ainsi que
les lignes de courbure; chaque surface peut étre partagée en oo ? losanges de
méme cdté | par les asymptotiques; ces losanges conservent leur c¢6té en passant
a 3, mais leur angle d’ouverture 2 w varie; ces losanges restent losanges sur la
représentation sphérique. C’est ce point de vue qui intervient dans les trans-
formation de Bicklund des surfaces i courbure totale constante et la théorie de
M. Bianchi.

Bonnet a, tout de suite aprés, fait remarquer que si l'on adopte un sens
déterminé, suivi par continuité sur 3 et les surfaces 3(f), sur la normale,

en portant une longueur constante ! sur cette normale, & partir de son pied,

(la, courbure de I étant %), on obtient une surface 7', paralléle a =, de courbure

moyenne constante égale & I; T est réelle si [ est réel, imaginaire si [ est ima-
ginaire pure. Les asymptotiques de = deviennent lignes de longueur nulle de T.
Or les diverses surfaces T'(t) sont applicables entre elles, mais pas par les points
de méme u, v sur = et Z;. On est obligé de prendre sur =, le point (u,, v,) qui
a pour coordonnées

(9) U =1tu v = % .
On a ainsi

(10) o (uy, v) = w(u, v).
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Les surfaces 7' sont toutes isothermiques; et dans Vapplication de T'(f) sur 7'(1),
les rayons de courbure principaux sont égaux aux rayons correspondants aux
points homologues dans l'applicabilité. En passant sur la demi-normale opposée,
on définit de nvuvelles surfaces 7", T’(f), isothermiques associées aux précéden-
tes, applicables entre elles {(mais non sur celles de I'autre série).

C’est ce nouveau point de vue qui est adopté aussi ici; sur =(¢), on a
appelé les coordonnées curvilignes u,, v,, puis on écrit les formules (9) qui ne

font qu’échanger entre elles les asymptotiques de 3,, multipliant les ares d'une
série par ¢, et de l'autre par % Dans cette correspondance (u, v) entre = et 3,

on a désormais les ds®

Udul+ Vidv*+ 2 UV cos 20 dudy

(1) Ve
U2 du® + t—gdvziz UV cos 2wdudv.

Les asymptotiques de = ont encore pour homologues les asymptotiques de
3,; les lignes de courbure sont remplacées par un réseau conjugué non ortho-
gonal, sauf pour la valeur exceptionnelle {= * 4, qui donne la transformée d'Haz-
zidakis [sur les surfaces 7(1) et T(s), les lignes de courbure se correspondent,
leurs rayons principaux s’échangeant]; les losanges de I sont devenus des paral-

Ve " 2 l y r'd 2
1élogrammes ayant les mémes cOtés [t et e Vangle 2 w est conservé; les aires

sont conservées (mémes propriétés pour les losanges et les aires sur les repré-
sentations sphériques).

Enfin quand on a choisi une surface 3, c'est-d-dire la solution w de

0w

EI
(E) oudv

= UV cos wsin w

puis la surface de Voss correspondante, autrement dit la solution de

020

(E%) oudv

=UV68cos 2w

on passe de I 3 une surface transformée 3; de Bonnet-Lie, ce qui revient &

r’

passer des fonctions ¢(u, v), ¢ («, v), ¢’ (u, v) vérifiant

15—273877. Acta mathematica. 51. Imprimé le 22 novembre 1927.
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S+t =1
(12)

det+dd?+de" = Udul+ Vidv*—2 UV cos wdudr

et solutions chacune de (4), (conséquence de 12), ot l'on a fait {=1, aux fonec-

tions ¢,(w, v, 8), ¢;(u, v, 1), ¢'(u, v, {) qui satisfont aux équations

citel+e’=1

(13) , . 14
dei+de’+de,t = Udu® + - dv*—2 UV cos wdudv

les différentielles étant prises en y laissant ¢ constant; ¢, ¢’;, ¢, sont chacune
solution de (4), comme conséquence de (13). L'équation (E”) appartient au
systéme (4), elle est indépendante de ¢, et est vérifiée par ¢, ¢/, ¢’ puis ¢, ¢y, ¢
et enfin par 6: il est clair que la surface de Voss V(f) correspond & une nou-
velle solution 6, de (E”); il faut trouver le moyen de calculer #, en fonction de
0 et ¢ Une remarque simple nous donne le degré d'indétermination de 6,:
faire subir aux axes un déplacement autour de l'origine ne change pas 0;; leur
faire subir une translation augmente 6, de la quantité Ac, +uc’,+vc,, o 4, u, »
sont des constantes arbitraires: cette quantité est précisément l'intégrale géné-
rale du systéme complétement intégrable (4), donc 0, est intégrale d'un systéme
complétement intégrable linéaire won homogéne en 6;, qui n'est autre que le
systéme (4) avec un second membre dans chaque équation, fonction de 0 seul,
afin que 6, étant donné on puisse inversement calculer 6 en fonction de 6,; ce
second membre ne peut donc qu'étre le produit d'une puissance de ¢ (ou d'une
fraction rationnelle en ¢ égale & 1 pour t=1) par l'expression déduite du pre-
mier membre en y faisant {=1 et remplacant 6, par 6. Or, effectivement, cal-
culons le ds? de la surface relative & ¢ et 6, et identifions le avec le ds® de la
surface V(1) relative a 6. On a, d’aprés une marche connue de calcul, pour
V(t), aveec des inconnues auxiliaires A, u, 4, u’

ax + ¢y + cz2=0,

de, ac, 00 06,
(14) o ou ¥ ou? ou
de, 001 %Z 090,
61)x T ow T ow v
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Gz, de de, oy .0,  d¢, dz
= + -2 = = —_ % -2 — =
du " ou ¥ ayp du—*ou T* 0y du
(IS) 0 ,0 a 17}
w06 g0 0y

v ou v ov

On aura done

2 2
E=S(Qg«c) =202 —22uUYV cos 2w+,uzl/;~
ou 13
a ? Y3 ’ £
(16) F= Sax_x_“ Ut—(hy' +pd) UV cos 2 o+ up %
ox\* ., - : 2
st(av) =AU —2X ' UV cos 2w+u'2F~

Tout revient a calculer 1, u.
Or des équations (14) on tire

x@”cl de, dx __ 0°6,
ou? du Ou  Out
(17)
Sar dcl +S%0—x= %6,
dudv dv du Oudwv
autrement dit
020 d%c
249 _ 99 o6
I AUtR~u UV cos 20 P ;Sscém2

(17)
VE: 9%, ¢,
l lUVCOSZCl)—Fy,tg _0’%00- beu—ﬁv

Or le systéme (4) est de la forme

(_9_ 001 ()c1 e, ,0¢ (901
(18) ™ L1+M +N aua =L'c 1+Ma + N’
de sorte que
00 e a0,

(19) S:c———L0 +M~1+N—~ ——L0+M——+N0

L ouov 0 v
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en d'autres termes les seconds membres de (17’) se confondent identiquement avec

les premiers membres correspondants de (4): mais alors

'V2

MT——AUVCOS 2w=0
2 2
(20) E=y2%—zluUVcos2w+12U2t2=(uZ—lUtcoszw)
+ AU sin® 2 w
=20 sin® 2 .

Pour la méme raison on aura

(21) G=y’2£ sin® 2 w

car on doit permuter w, v, E, F, G, U, V, t avec v, w, G, F, E, V, U,—tl—

D'autre part en résolvant (17’), on a, puisque le second membre de la seconde
est nul

2
(22) AU sin® 20 = guo [L0 + Mﬁ + Nﬁ_ﬁ_]

14

L’égalité des ds® des surfaces V(f) et V(1) se réduit & (Af)—1=41¢, (%) =%,
t=1 .

autrement dit, d’aprés (22), on aura le systéme complet

dw
282U —
0, g, 2 96, du 00,
Py +Ut0——log(Usm2w) 0— Vsmaw dv
zU
’0 _ 0 a6 G 06
02+U0——10g(Usm2w) 90" Vsnswde
0,
(23) ;gm)—UVolcoszw——o
. 2V
90, V. 9 . 96, 5o 00,
t dv? t20——%log(Vsm2w)-%—t2Usmsz
dw
%6 00 Vv a6

0°0 2g_ Y A T T i oA
— st V0 log(Vsmw) o0 Usinzwou
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Le résultat est bien conforme aux prévisions; pour étre tout a fait complet, on
doit calculer F, ce qui, en conservant A et u' donne F=Ap UV cos 2w sin® 2 w
et la formule définitive pour la surface de Voss

2
(24) ds* =sin® 2 [/12 UttPdut+2Au" UV cos 2wdudv +,u'21;~0l1)2] .

A remarquer que, si 6 est combinaison linéaire de ¢, ¢/, ¢”, la surface de
Voss se réduit & un point. Finalement ce caleul fait ici nous apprend comment
on peut déduire, par une équation de Riccati ou par l'intégration du systéme
complet (23), de toute solution de

0%0

(E7) oudv

=0UVcosz2w

une nouvelle intégrale 6,, w étant bien entendu solution de (E')

Pw

ndn UV sin w cos w.

(E)

C'est une transformation que Guichard n'avait pas indiquée. La méthode de
Guichard pour la détermination de la surface de Voss revient donc & intégrer
(B), puis (E”), ou du moins & choisir une intégrale de chacune. La méthode que
j'indique ici revient & intégrer (E'), puis 1'équation de Laplace

02X .ﬁwOX 2 QQQ(__
dv du  sin2wcos 2w du Ov

(")

ce qui n’est pas plus compliqué au fond que (E”), puis & déterminer ¥ par une

quadrature (je renvoie le lecteur i la seconde Note)

dY=coszw~QCdu+ ! a,—de
ou cos 2w Ov
Or dans la méthode de Guichard, une fois E” intégrée, il reste deux quadratures
a effectuer pour avoir X et Y, arcs des géodésiques, indispensables a calculer
pour obtenir les développantes G de V, dont je vais m’occuper. D'ailleurs, on
a de part et d'autre, une équation de Riceati 3 intégrer pour mettre en place
les diverses surfaces V(f); le systéme (23) peut étre intégré sans avoir déterminé
e, €, €, mais son intégration compléte entraine la détermination de ¢, ¢y, ¢).
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Nous pouvons remarquer maintenant que si on considére 1'équation

0w

— UV s
dudv UV sin w cos w

(E)

une intégrale w, voistne de w, peut étre développée sous la forme
2

E=w+tw1+;w2+

et en égalant dans (B') les coefficients des mémes puissances de ¢ aux deux mem-
bres, on a précisément (B”)

P w,
oudv

(E”) = [ Vw, cos 2 w.

Ceci explique pourquoi la déformation infiniment petite des surfaces = a cour-
bure totale constante doit conduire aux surfaces de Voss: dans la théorie des
12 surfaces de Darboux, la surface V est celle qui correspond & I par plans
tangents paralléles et le réseau (x, v), conjugué sur V, correspond aux asymp-
totiques de 3; circulant donc sur une géodésique w constante de V et l'asym- 4
totique correspondante de =, les plans tangents sont paralleles, donc aussi les
caractéristiques, donc la tangente & la géodésique v constante-an point ou elle
croise la géodésique u constante est parallele & la tangente a4 l'asymptotique u
constante au point ol l'asymptotique v la rencontre; c’est ce qui explique pour-
quoi 2w est, de part et d’autre, l'angle des lignes de coordonnées; d’autre part
ce fait que X a une courbure constante explique pourquoi ¥V admet une défor-
mation continue sur ce réseau (#, v) comme base: voir Bianchi, Géométrie diffé-
rentielle, tome 2, 3*™° édition, chapitres 17 et 18 et en particulier les numéros
288, 293, 310.

D’autre part si nous réduisons U et V & l'unité dans (E) on remarque
que la solution w(w, v) est accompagnée des trois solutions w(u+1¢, v); w(u, v+1);

® [(I + t)u, %’l_t] quelle que soit la constante £. Cela entraine donc que
o S P M S L
du" ov " on dv

soient trois solutions particuliéres de (B”).
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11. — Résultats géométriques de Guichard. Je rappelle les résultats les plus
intéressants de Guichard (Annales de 1'Ecole Normale, 18go). En un point
Mz, y, 2) de la surface V de Voss, considérons la géodésique (v constante, u
variable) et la tangente (e, 8, ) & cette courbe; la normale principale (¢, 8, ')
est normale a V; le point m (z—Xe, y—XB, 2—Xy), ot X est larc déja dé-
fini de la géodésique, décrit une surface (7 normale aux droites de la congruence
des tangentes (e, 8, 7); la ligne (x variable, v constant) est ligne de courbure de
G et la tangente en m a cette courbe est paralléle 4 (o, £, §'); cette nouvelle
tangente engendre une congruence et le second point focal m’ engendre une sur-
face G’; sur G les lignes de courbure sont v=constante et u=constante; il en
est de méme sur G'; G et G’ sont dans cette situation caractéristique réciproque:
focales d'une congruence, les arétes de rebroussement étant lignes de courbure
sur chaque surface (u constant sur G', v constant sur G); les normales & G le
long de chaque courbe v constant engendrent une développable dont l'aréte de
robroussement engendre V; pour la surface G', le méme résultat a lieu, mais
pour les courbes w constant: donc m de G donne le point M de V et le point
m’ de G donme le point M’ d’une nouvelle surface ¥V’ correspondant & ¥ par
plans tangents paralléles, le réseau conjugué commun étant formé des géodési-
ques # ou v. Le plan tangent en m & G est perpendiculaire & (a, 8, y); or c'est
le plan osculateur en m’ 4 la courbe u constant, v variable, de G': cette courbe
admet donc pour tangente (¢’, £, y'), pour binormale (e, 8, y), donc pour normale
principale (¢”, 8”7, ¥"") qui est binormale en M de la courbe u variable, v con-
stant de V; il y a donc dans l'ensemble parallélisme des triédres de Serret-
Frenet, en M de la courbe v constant, en m’ de la courbe u constant, les arétes
paralléles jouant un role différent. Le plan osculateur en m a la courbe v con-
stant de G est tangent en m’ & G'; comme la vitesse de m est paralléle 4 (', &, '),

le plan osculateur contient aussi le vecteur de composantes ;{- + (_1177 % + %,
% + {'l’ » de sorte que la binormale de la courbe a pour paramétres directeurs

Ra—Td”, RB—TE"', Ry— Ty"; cette droite fait donc avee (¢, 8, y) un angle

dont la tangente en valeur absolue est

R
au paragraphe 5: les courbes w=constante sont paralléles sur V et V', de méme
les courbes wv=constante; la normale de G est la tangente de la courbe v con-
stant de ¥, la normale de G’ est la tangente de la courbe u constant de V',

; nous retrouvons un résultat signalé
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donc l'angle des plans focaux de mm’ est bien l'angle 2 w et nous retrouvons

l'interprétation géométrique de % (naturellement le caleul seul peut fixer le signe).

D’autre part si l'on remplace la surface G par une surface paralléle &y, le point
m._ est remplacé par m,, la droite mm’ par une droite paralléle m,m’;; le nou-
veau point focal m’, décrit une surface G, associée & G, comme G’ & G; cethe
fois la surface G’; n'est pas paralidle & G et elle définit une surface V', nou-
velle paralléle toujours & V suivant le réseau des géodésiques (paralléle au sens
de Peterson). Nous voyons donc que la congruence des tangentes aux courbes
v=constante de ¥ nous fournit, par les différentiations (et une seule quadra-
ture, l'arc X) oo! nouvelles surfaces V', V',,... formant une chaine continue:

& cette chaine correspond donc une transformation de 1'équation

%0

(x) oudv

=0cos 2w

permettant de déduire d'une intégrale connue, 6, ! nouvelles intégrales: Guichard
a établi le résultat dans un arbicle trés court du méme tome 1890 des Annales
de V'Ecole Normale, p. 19—22; il y revient dans son mémoire sur les surfaces
de Voss, p. 244 et suivantes. On pose

g d§ 000w

(2) %=03m2w %_23—;}00

d’ou £ par une quadrature de différentielle totale, w étant bien entendu solution de

0w

(3) dudw

= 8in w oS w.

On a ensuite pour la nouvelle intégrale 6,

2
(4) 201=~—2§g%—g—;;—=
Je cite ces résultats pour mémoire: on peut ensuite intervertir les roles de u et v.
Remarquons simplement que la droite M mm, admet comme focale la surface V
d’abord, puis une autre focale W lieu du second point focal u; la droite m'm’,,
comme le montre Darboux, passe par le point u; le plan Mmpum' touche en u
la surface W dont um M et um’ sont deux tangentes conjuguées. La trans-
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. . . . ~ ’ ’
formation de Guichard peut s’appliquer ensuite a chacune des surfaces V', V', ...
pour en déduire d'autres surfaces V", V" ... et ainsi de suite: on n’est arrété

que si une surface telle que G’ devient une sphére, car la surface V' se réduit
. . C e . s ) . 0w |
alors a un point: ceci a lieu si la fonction 6 définissant V est égale a k%, ou

k est une constante: je renvoie au mémoire de Guichard.

Il 'y a une propriété intéressante a4 signaler: soit deux surfaces de Voss,
correspondant par plans paralléles & une méme surface I de courbure totale
constante et soient 6, 0, les deux fonctions correspondantes intégrales de (E”);
la combinaison linéaire a coefficients constants A6+ B, donne une nouvelle
solution; les coordonnées du point courant de la surface de Voss correspondante
sont Ax+ Bz, Ay+ By, Az+Bez,: on a composé le vecteur (Ax, 4y, Az) et
le vecteur (Bz,, By, Dz, dont I'extrémité de chacun décrit une surface homo-
thétique & l'une ou l'autre des primitives. Nous voyons que les surfaces obte-
nues ici par la méthode de Guichard peuvent en fournir d'autres par ce procédé.

On peut ensuite appliquer la méthode de Guichard en échangeant le role
de wu et v: remarquons d'ailleurs que si ¥V’ est déduite de V par les courbes v
constante de V, inversemement V est l'une des transformées de V' par les cour-
bes % constante de V',

Ceci nous donne une propriété intéressante des surfaces de Voss, obtenues
directement dans ce travail, qui sont révolutives ou hélicoidales. Supposons V

de révolution; l'ensemble des surfaces G, G, ... paralléles entre elles, décrites
par les points m, my, ... donnés plus haut, coincide avec lui-méme par rotation
autour de l'axe de V; les surfaces G', G, ... aussi, donc les surface V', V',, ...

ou bien sont de révolution ou bien se déduisent 1'une de l'autre par une révolu-
tion autour de l'axe de V; c'est ce dernier cas qui est réalisé, car les points
M, M',, ... correspondants au point M de ¥ donnent la méme direction de
plan tangent que M et sont tous différents. De méme une surface de Voss
hélicoidale conduit & de nouvelles surfaces non hélicoidales.

12. — Surfaces de Voss infiniment voisines d'une surface minima. Nous
avons vu que la transformation précédente se termine dans un sens quand la
surface G’ est une sphére. Il y a un autre cas od la méthode est en défaut:
c'est le cas ou la surface 3 est une sphére, puisque la surface V est alors
minima et le réseau conjugué formé de lignes minima: la famille de surfaces
paralléles G, G,,... n'existe plus. Il y a intérét & chercher directement les

16—27377. Acta mathematica. 6l. Imprimé le 22 novembre 1927.
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surfaces de Voss voisines d'une surface minima donnée, mais non minima elles-
mémes. Nous allons rencontrer une équation aux dérivées partielles du second
ordre, qui est presque du type de Laplace (équation de Laplace avec second
membre), intégrable par quadratures.

Quand on suppose E=(G=o0, les équations IV et V du paragraphe 4 sont
automatiquement satisfaites; 1'équation VI, d’ordre 4 en F, admet pour intégrale
générale

+UV)?
(1) F=(I——;—)A(u)B(v)

ot U et A sont fonctions arbitraires de u, ¥ et B de v. On ne restreint rien

en prenant simplement

(1 +uv)?

F=o G=o0 F=f,= Au) B(v).

Nous écrivons donc pour la surface minima

x—fl-_u du+f -—B()dv

1+u du—z[l‘;-v Blo)dv

(2) z=qu(u)du+va(v)dv

D= — (‘+2“’“) A*B D=0 D'—— (‘—+2“”) AB
2
G=0 F:ﬁ:ﬁf—@—A(u)B(v) Q= _ +4uv) A*B*.

Pour la surface de Voss infiniment voisine on écrira

E= et+2¢4.. +e—",t"+-~-
2 n
— Joyo o ... 4 I
(3) G=  gt+ 04N

F=ﬁ+,ﬁt+%t*+-~+%‘-tﬂ+~-
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ou ¢ est une constante numérique; on égale a zéro le coefficient de ¢ dans chaque
équation IV, V, VI du paragraphe 4. On développe

2 23

_r__ -t 2 fy
(4) BG—F" ffi[ ﬁ,” ]
Q 2
E,—G:'ITZ—:AB_I-tg)I-I- §¢2+
Finalement
(5) log @ ) logAB+t 4 — (&— 9 )+
EG—F? AB AB A:pB?
2f1
6 = 9,
© =

=_0‘°LJ1__2L+ o [ 2v_, A0
T dudv 1+uv B ou 1+uv  A)ov
24 B 20 A’
+(1+uv+§)(1+uv+Z)f1

d%e, g v A')(?g1 u B )%
z((h +0u)+ I+u/’0+ﬂ W_'— I—I-m-+2B dv

Le coefficient de ¢ dans IV et V donne

-—zelof "'.ﬁ)ael € == Vlfg
(7) o )
“291 0+fo 91 g9:.= U [,

U, et V, étant fonctions arbitraires de # ou v seul. La fonction f; est intégrale
de l'équation '

(8) ajzv(%) 0u(U' Loy Ulaf) v (V L. Vlaf)

Une double intégration raméne (8) & I'ordre 2: on écrira en effet
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(9) Aw) = a" (u) B(v) =0""(v)
ffo dv= f(li;le)g a” (w) b (v)dv

(10) =a'" (u) [(I_:F;w)z b (v) — (1 + uv)ud'(v) + u2b(v)]
[y

avec formules analogues pour f Jodu, f z—{%dv. On remplace donc (8) par

dv+ U, é,"ﬁdvﬂky1 Sodu+V, %du%—ﬁl—k?l.
ou 2 v

Cette équation s'intégre par quadratures. D'une fagon générale, on calcule

fpl,:U’l
(11) AB 2

€, gn, Jn par un systéme intégrable par quadratures

) n
., n( fo +foﬁe

- M
Ju

Pfa 2u B 0/71_( 2v +‘_1'ﬂfi’
dudv 1+uv B I+uv AJ Ov

+( 2u +1_)’)(_‘_2‘v A)fn ~AB[Fu+ Un+ Va

1+tuv B \1+4+uv

ot E, G, ont été obtenues au moyen de la donnée f;, puis des fonctions
e, Jir 91 - - - €n—1, Ju—1, gn—1 calculées de proche en proche: e, et g, s'obtiennent
done chacune par une quadrature; F, a été obtenue par deux quadratures, une
fois que e, et ¢g. ont été calculées; ﬁn et V, sont deux nouvelles fonctions
arbitraires introduites dans ces deux quadratures. Ecrivons pour abréger la

derniére équation (12) sous la forme

06 00 00
(13) 51;5;4‘ é—+baﬂ+ 0——1/)

La méthode de Laplace fait écrire
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o6

5; + a0=01
(14) 20
9v _ 2
ou T b0, (1 +uv)20 +ty

d’ot par élimination de 6 1'équation

oudv B du

I+uv A

v T B

0?6, B 06, ( 2v A') a9, F ( 29 A’
(15) + I+uv A ) %

Cette équation, d’aprés Laplace encore, devient

20, B
o0 "B =0
(16)
a0, oy B

7]
o [0‘“{10%3 (I+W)2A}] =7 —Vg-

v
T ov ¥

BI

B
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La derniére équation (16) donne 6, par une seule quadrature; la premidre (16)

par une nouvelle quadrature unique donne 6,; la derniére (14) donne donc 0

sans quadrature nouvelle. Conformément aux principes généraux, si on sait

trouver une intégrale particuliére de la derniére (12), ou de 'équation analogue
ol le second membre serait A B[F,+ U'n+ V"y), il suffira d'ajouter i cette inté-

grale particuliére, lintégrale générale de l'équation en question o le second

membre serait AB[Up—U'n+ Vo—V'n]: or cette dernidre, non seulement est

intégrable par deux guadratures, mais peut éfre intégrée par des expressions dont

les signes de quadrature ont disparw. J'écris done l'équation en question

(17) dudv Blou \1+uv  A)odv

020 ( 2u B’)aﬂ ( 20 A')(?ﬁ
1+uv B

1+uv B \1+uv

+( 2u +£)( 2y +%)0=AB(U+V).

Il suffit de faire la remarque trés simple que les fonctions

E

I

o) G=o

R

I

N |

(14 (w+tu + Yo+ to,+ )2 (A+¢d,+ - ) B+tBi+--)
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ol %, g, ... Ay, A, ... sont fonctions arbitraires de u seul et v, vy, ... By, B,, ...
arbitraires de v seul donnent l'intégrale générale des systémes successifs (12) ot
tous les e;, g; sont nuls. IL’équation

(10) 0" [ 1 (o8 ([ 2u +£’ 90 [ 2v +A_’)0_0
9 Oudv|AB\Oudv I1+uv BJou 1+uv A ov

2u B 2v A’
+ (I+uv + ?)(I+uv+Z)0}]_o

admet comme zntégrale générale

(20) 9 — (1+uv)2(

AB,+ A,B)+ AB(1 +uv)(uv, + vu,)

ou A,, u, sont arbitraires, fonctions de u seul, B, et v, de v seul. Si on sub-
stitue cette fonction 6 dans le premier membre de (17), on trouve comme résul-
tat de substitution

AB [(Am;_ul %)i +(Birvi—o, g.) ]_;]

et il suffit d’égaler le crochet & U+ V pour obtenir I'intégrale générale de (17)
gous la forme
(21) 0=(iiﬂ)2 AB(U+V)+ B uél—u' + A 1;Ii,~v' ]
2 1 A 1 1 B 1
+ A B(1 +uv)(uv, +vu,)
avec deux fonctions seulement arbitraires u, et v,.

13. — Concluston. J’ai pu obtenir des surfaces de Voss explicitement; j'ai
signalé l'intérét qu'il y aurait & déterminer les surfaces a courbure totale con-
stante invariantes dans leur ensemble par la transformation de Bonnet-Lie: leur
détermination est ramenée a l'intégration de 1'équation différentielle du second
ordre

a2y dy\* : 2
(1) 2y ;2 CTy)—(By+2 0)(05) +aey(C+y)=o
ou d'une équation un peu plus compliquée renfermant deux constantes C,, C,
(équation explicitée correspondant au cas C;=C,). Il serait intéressant d'inté-
grer effectivement cette équation (1).
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‘D’autre part la méthode, devenue classique, de M. Bianchi, de transforma-
tion des surfaces 3 a courbure totale constante entraine une transformation
simultanée de la famille de surfaces de Voss correspondant i chaque surface 3.
Les propriétés de permutabilité et composition s’appliquent évidemment aux sur-
faces de Voss, avec cette particularité complémentaire qu'a une surface X, définie
par une intégrale w de

0w

-— = §in w cos w
dudv !

correspondent foutes les intégrales de l'équation

06 =@ cos 2w

dudv !
dépendant de deux fonctions arbitraires d'une variable; il y aurait donc lieu
d'étudier la transformation d'une intégrale particuliére 6, au cours des opérations
de M. Bianchi.

D’autre part, de méme que l'on a une classe intéressante de surfaces
réglées en cherchant celles qui sont doublement réglées (quadriques), il y aurait
lien ici de chercher si certaines surfaces de Voss peuvent étre doublement (ou
méme ! fois) surfaces de Voss: on songera d'ailleurs & la circonstance, un peu
du méme genre, offerte par les surfaces minima doubles.

Telles sont les indications que je me permets de prbposer aux Géomeétres.

J’ai d’ailleurs démontré que l'hélicoide minimum est «! fois surface de Voss.

Premiére note.

A la rédaction de cette étude, une remarque bien simple m'a échappé. Au
paragraphe 8, formules (15), nous trouvons une surface de révolution applicable
sur Uhélicoide minimum (ou sur le caténoide). En effet elle admet le ds*

(1) ds?=dr*+dz?+12d0* = (p—e,) [(p—e) dax®+(es—e,) dO*].

Définissons la fonction X par les égalités

=6 _P—¢ _ ,_  _ _P—€ e
(2) Ch’X Sh*X 2 9T Cn¥xX—un
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p est une constante: les deux premiers rapports (2) entrainent les trois suivants
par des combinaisons évidentes. Herivons donc

(3) p—e;, =(e,—e)Ch* X P —e,=(e;—e,) Sh? X.

La différentiation donne

(4) Vip—e) (p—e,) (p—es) dz—(e;—e) Ch X Sh X d X

et, en simplifiant,

(5) Ve—e de=dX.
Par suite, on a
(6) ds®=(e,—e;) Ch® X [dX*+dY?

ce qui démontre le résultat (on a remplacé 0 } e;—e, par ¥; on a d’ailleurs aussi

X — ]/63—62 Z)

e—e,
Or jai été conduit & me poser la question suivante: on sait qu'un ds* de
révolution

(7) ; ds? = U?(du®+ dv?)

o U est une fontion donnée de w admet co® surfaces représentatives, hélicoidales
ou révolutives. On peut chercher s'il est possible d’extraire de ce systéme oo?
de surfaces un ensemble ! possédant un réseau conjugué commun 3 toutes les
surfaces de cet ensemble: sz U est quelconque, on trouve uniquement la solution
évidente correspondant & U'ensemble des surfaces révolutives et au réseau des méri-
diens et paralléles. En dehors de ce type relatevement banal, <l y a trois types de
solutions, correspondant & wun choix convenable de U:

1°. ds?=u? (du®+ dv?), c'est-d-dire des hélicoides applicables sur la développée
du caténoide. Le ds® en jeu posséde =2 courbes géodésiques, considérées in ab-
stracto: on peut les répartir en oot familles (4), la famille (4), ot 4 est une con-
stante arbitrairve, définie par }'équation

(8) A2 du*— (wP—A%)dv’=o

et & cette famille (1) correspondent o' hélicoides admettant ce réseaun géodésique

pour réseau conjugué commun. Ici chaque hélicoide (ou surface révolutive) re-
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présentatif du ds® posséde un seul réseau de cette espéce et appartient i une
seule famille.

2°. ds*=Ch®u(du®+dv®; on a les hélicoides applicables sur le caténoide
ou l'hélicoide minimum. Chaque famille de géodésiques

(9) A2 dut—(Ch®u—2?%) dv:=o

' surfaces hélicoidales;

donne encore le réseau géodésique conjugué commun i oo
I'hélicoide minimum appartient & chaque famille, mais les autres surfaces appar-
tiennent & une seule famille et sont surfaces de Voss une seule fois (le caténoide,
par exemple, donne les surfaces minima qui lui sont associées).

3°. On trouve ensuite o® types de ds® réductibles d’ailleurs par une ho-

mothétie 4 oo? 1

seulement; chaque type conduit & une famille particuliére de o
hélicoides ayant en commun un réseau conjugué, formé encore de géodésiques.

Il résulte de 1'étude directe ainsi faite que fows les hélicoides (ou surfaces
de révolution) ainsi obtenus sont surfaces de Voss, circonstance qui n’était pas
évidente & priori. Quand le ds® est rapporté au systéme géodésique conjugué,
la forme de révolution se perd et l'on risque de ne pas reconnaitre les surfaces
bien simples des deux premiéres catégories. J'indique les ds® obtenus en rapportant
aux géodésiques conjugées.

Pour le 'premier cas

(10) ds*=Ch?® (u, +v,) [Ch® (u, + v,) (du,® + dv,®)+ 2 {Ch*® (u; + v,)—2} du, dv,].
Pour le second cas, on a d'abord le ds* déja donné plus haut
(11) ds? = (p—e)? (du+dv 2+ 2(p—e) (p+e,—26) du, dv,

ol p est la fonction p (u,+v|ey, €y €5). A ce type il faut ajouter le ds® du
caténoide rapporté & ses lignes de longueur nulle, puis le ds* du caténoide rap-
porté aux géodésiques asympiotes au cercle équatorial

Q
B
[
T
+
=

(12)  ds¥=_ [Ch? (u, + v)) (du,® + dv,®) —2 {Ch? (u, +v,)—2} du, dv,).

Pour le troisiéme cas, on a le ds®

2 2
(13 dst=(p-e) (04 ) dugt + (p— o) (0— 2 ) o
— €3 P—é
D2
+2 ({p—el) (p+8‘—2 es) (02—' @)——W) dul dv,

17 — 27371. Acta mathematica. 51. Imprimé le 23 décembre 1927.
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ol p est toujours @ (u,+v,|e,, e €), et C et D des constantes. A cette forme
(13) il faudrait ajouter les formes dues & la dégénérescence de la fonction .

Il est intéressant de signaler que tous les hélicoides de Voss peuvent s'obtenir,
par la méthode du parallélisme de Peterson, & partir de I'hélicoide minimum et
de ses déformées hélicoidales. On constate que par la méthode du paragraphe
8 et par cette derniére nous avons retrouvé les mémes résultats.

Deuxiéme note.

J’ai dit plus haut, paragraphe 7, que la détermination des surfaces de Voss
revient, d’abord, & l'intégration de

Pw .
-=UYV sin w cos w

(n) dude

puis & l'intégration du systéme

oX oY o,

dv  dv ° @
(2)

0}’__(91( cos 2w

ou  Ou )

L'élimination de Y conduit pour X & une équation de Laplace donnée au para-
graphe 7. Mais il est plus élégant, en s'inspirant du mémoire déja cité de Voss,
puis d'un travail de M. A. Razzaboni (Memorie della R. Academia Delle Scienze
dell’ Tstituto di Bologna, 4° Série, t. IX, 1888, p. 765—776), d'opérer ainsi: posons

(3) X=M+N  Y=DM—N.

Le systéme (2) prend la forme canonique élégante

aN . OM g_ 9 (?M'
{a) (’)u_tgwc?u av

Si on pose, comme Darboux,

(5 Flo="102
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on sait que le systéme (4) peut é&tre remplacé par l'une ou l'autre des équations
de Moutard
(6) & (M tg w) = F (tg w)

© 5(1g0) = 5 (i)



