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Einleitung.

In einer unter demselben Titel erschienenen Abhandlung!® hat der Verfasser
topologische Higenschaften der Flichen vom Geschlecht p > 1 in ihren Beziehungen
zu der universellen Uberlagerungsfliche und zu der Fundamentalgruppe untersucht
und auf das allgemeine Fixpunktproblem angewandt. Diese Untersuchungen
werden im Folgenden weitergefithrt und jedenfalls in einer bestimmten Richtung
zum Abschluss gebracht. Die Betrachtung wird dabei der einfacheren Sprech-
weise halber auf topologische (d. h. eineindeutige und stetige) Abbildungen der
Fliche auf sich beschrinkt. Dass das keine wesentliche Einschrinkung ist, er-
gibt sich aus dem kiirzlich von Herrn H. KxEser? bewiesenen Satze, dass jede
stetige Abbildung einer Fliche vom Geschlecht p>1 auf sich, deren Abbildungs-
gi-ad von O verschieden ist, sich stetig in eine topologische Abbildung iber-
fithren ldsst. ) :

Als Bild der universellen Uberlagerungsfliche der Fliche ¢ vom Geschlecht
p>1 wird das Tnnere @ des Einheitskreises ¥ der Ebene einer komplexen Variablen
x benutzt. Die Decktransformationen der Uberlagerungsfliche sind lineare Sub-
stitutionen von -x vom hyperbolischen Typus mit Grundpunkten auf E und bilden
in ihrer Gesamtheit die Fundamehtélgrnppe F der Fliche . ZKine topologische
Abbildung z¢ der Fliche auf sich wird nun von eéiner abzihlbaren Familie von
topologischen Abblldung'en von @ auf s1ch iiberlagert, deren Mitglieder sn‘h nur
um Decktransformationen untersche1den. Eine solche »7-Funktion» t@ genugt

einem System von Funktionalgleichungen

H @) = fit (),

wo f ein beliebiges Hlement von F und die Zuordnung von /7 zu f einen Auto-

U Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseiligen Flichen, Acta mathematica
Bd. 50, 8. 189—358. Hinweise auf diese Arbeit werden im Folgenden mit I und der betreffenden
Parag’raphenza.hly oder Seitenzahl angegeben. k

2 'Nach brieflicher Mitteilung von Herrn KXESER.
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-morphismus I von F bezeichnet. Ist k¢ eine andere iiber 7 liegende 7-Funktion,
also £ ein beliebiges Element von F, so induziert diese den Autoﬁlorphismus Ii—1, bei
dem fin kfrk~' iibergeht. Fur variables k entsteht so eine vollstindige Auto-
morphismenfamilie, deren Mitglieder sich nur um innere Automorphismen unter-
scheiden, und diese Familie bestimmt die Klasse der Abbildung z¢.

In den ersten beiden Abschnitten dieser Arbeit wird nun die esnzelne T-Funk-
tion t{®@ der Untersuchung unterworfen. Diese lisst sich durch eine nur von I
abhiingige topologische Abbildung des Randkreises E auf sich zu einer topologi-
schen Abbildung ¢(@ -+ E) der abgeschlossenen Kreisscheibe auf sich ergiinzen
(I, 28). Dabei finden alle diejenigen Bigenschaften der Flichenabbildung 7 ¢, die
gegeniiber stetiger Abidnderung von = invariant sind, also Eigenschaften der Ab-
bildungsklasse sind, ihren Ausdruck in der Randabbildung ¢t E. — Wir beschriinken
uns auf den Fall, wo die Orientierung bei v¢ und daher auch bei ¢(®+ E) er-
halten bleibt, wo also I »von erster Art» ist (I,9).

Im ersten Abschnitt wird auf Grund der Struktur der Fixpunktmenge der
Randabbildung ¢E eine Einteilung aller T-Funktionen in endlich  viele Typen
erzielt. Zwei Funktionen desselben Typus haben dabei hombomorphe Randfix-
punktmengen. Der Fall, in welchem ¢ E die identische Randabbildung, also I der
identische Automorphismus ist, ist schon in I, 42 vollstindig untersucht, und es
wird daher von diesem Fall abgesehen. Die Menge der »Fixelemente» des Auto-
morphismus I, d. h. derjenigen Elemente % von F, fiir die hy=~ ist, bildet eine
Untergruppe -H(I) von F, die jedenfalls immer die Identitit enthilt. Es sind nun
die folgenden beiden Fille zu unterscheiden:

a) H(I) besteht nur aus der Identitit. Unter diesen Typus fiillt z. B. der
Fall, in welchem ¢ FE ﬁxpuhktfrei ist. Es konnen aber auch fir H(I)=1 Rand-
fixpunkte vorkommen, die dann eben nicht Grundpunkte sind, wie etwa das
Beispiel I, 49 zeigt. Hier ergibt sich nun (§ 6), dass die Anzahl dieser Randfixpunkte
smmer endlich und gerade ist, und zwar ist diese Anzahl < 4(2p—1). Dabei wech-
selt die Verschiebungsrichtung der Randpunkte bei ¢t¥ in den durch die Rand-
fixpunkte bestimmten Restintervallen ab; man kann daher die Randfixpunkte in
»anziehende» und »abstossende» einteilen. Das durch die anziehenden Randfix-
punkte allein (oder die abstossenden allein) bestimmte, nichteuklidisch-konvexe
Polygon mit Nullwinkeln enthélt keine zwei beziiglich F' dquivalenten Punkte,
bedeckt also einen gewissen Flichenteil von ¢ einfach.

b) H(I) besteht aus mehr als der Identitit. Es gibt also eigentliche Fix-
elemente bei I, deren Grundpunkte dann Fixpunkte von tE sind. In diesem
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‘all ergibt sich (§ 10), dass die Fixelementgruppe H stets eine freie Gruppe ost.
Fiir die Anzahl v ihrer freien Erzewgenden gilt dabei: 1=v» =2p—1. Die ab-
geschlossene Hiille der Menge der Fixgrundpunkte wurde in I, 29 als die Gesamt-
heit der beziiglich H singuliren Punkte bestimmt. Im Falle » >1 ist diese Menge
perfekt und nirgends dicht. Auf dieser Punktmenge lisst sich ein nichteuklidisch-
konvexer Bereich ./ mit unendlich vielen Randseiten aufbauen, indem man die
Endpunkte jedes der abzihlbar vielen Restintervalle der Menge durch eine nicht-
euklidische Gerade verbindet. 7 wird als das »Kerngebiet> von I bezeichnet.
Es gibt nun (§ 8) auf der Fliche @ einen von endlich wvielen doppelpunktlosen, unter
esnander wicht homotopen und zu einander fremden Kurven berandeten Bereich 9, der
von A unendlich oft iberdeckt wird. H(I) st die Gruppe der Decktransformationen
von A dber §, also die Fundamentalgruppe von §. Der Bereich ¢ enthilt alle die-
jenigen geschlossenen geodiitischen Linien auf ¢ (im Sinne der von @ iibertra-
genen nichteuklidischen Metrik), die von den Achsen der Elemente von H iiber-
deckt werden, und J ist der kleinste Bereich mit dieser Eigenschaft, sndem seine
Randkwrven selbst solche geoddtische Linien sind. In besonderen Fillen kann J aus
der ganzen, lings einer oder mehreren geschlossenen geoddtischen Linien aufge-
schnittenen Fliche ¢ bestehen. — Weiter ergibt sich (§ 5), dass ein beziiglich H
reguldrer Punkt nicht Hdufungspunkt von Randfixpunkten sein kann. Wenn also
die durch die Menge der singuliren Punkte bestimmten Restintervalle nicht fix-
punktfrei sind, so konnen sie doch nur isolierte Randfixpunkte enthalten, und
deren Anzahl in einem Fundamentalbereich von H ist endlich und gerade (§ 7 und 11).
Auf diese lassen sich dann analoge Betrachtungen wie unter a) anwenden.

Man bemerkt, dass die Unterscheidung der beiden Fille a) und b) iiberfliissig
wird, wenn man den Sprachgebrauch einfiihrt, die Gruppe, die nur aus der Iden-
titidt besteht, als die »freie Gruppe mit Null Erzeugenden» zu bezeichnen. Die Fix-
elementgruppe H (I) eines nicht identischen - Automorphismus I ist dann stets eine
freie Gruppe mit » Erzeugenden, wo 0 =» =2 p—1 ist und beide Grenzfiille mit
dem Gleichheitszeichen wirklich vorkommen. Auf dem zu F gehorigen Teil der
Begrenzung eines Fundamentalbereichs von H — dieser Fundamentalbereich ist
fir »==0 die ganze Kreisscheibe — liegt dann stets nur eine endliche, und zwar
gerade Anzahl 2u von Randfixpunkten, wobei auch gw=o0 sein kann. — Man
kann auf demjenigen Teil der Randfixpunktmenge einer T -Funktion mit mehr
als zwei Randfixpunkten, der aus allen nichtisolierten Fizxpunkten und allen
isolierten beiderseits anziehenden Fixpunkten besteht, einen nichteuklidisch-kon-
vexen Bereich £ aufbauen, den wir das »Hauptgebiet> der T-Funktion nennen



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. II. 5

(§ 3). Ein wichtiges Hiilfsmittel der Untersuchung ist dann die Tatsache, dass 2
durch jedes Fixelement auf sich und durch jedes andere Element von F auf
einen ganz ausserhalb £ liegenden Bereich abgebildet wird. Das Kerngebiet .7
ist ein echter Teilbereich von £ oder mit 2 identisch.

Im zweiten Abschnitt werden diese FErgebnisse auf das Fizpunkiproblem
angewandt, sowest sich dies auf die einzelne T-Funktion bezieht. Die Menge der-
jenigen Fixpunkte von z¢, die von der Fixpunktmenge von { @ iiberdeckt wird,
wird zu einer Fixpunktklasse zusammengefasst (I, 31). Sie findet sich in einem
Fundamentalbereich von H(I) einfach vor (I, 33), da die Fixpunktmenge von t@
sich bei allen Fixelementen und bei keinem anderen Element von F reproduziert.
Als Index der Fixpunktklasse ist die totale Arcusvariation des Richtungsvektors
von z nach ¢(x) bei Umlaufung eines Fundamentalbereichs von H definiert (I, 37).
Durch eine Verallgemeinerung der in I, 8. 341—343 durchgefiihrten Betrachtung
wird nun gezeigt (§ 13—14), wie man bei der Bestimmung des Index die even-
tuell auf dem Rande des Fundamentalbereichs von H liegenden isolierten Rand-
fixpunkte auf kleinen Bogen umgehen kann. Der Index ¢ erweist sich daber als
allein vom Typus der Randabbildung abhingig, und zwar ist er

t=1—v—u,

wenn wieder v die Anzahl der freien Erzeugenden der Fixelementgruppe und
u die halbe Anzahl der zu ihrem Fundamentalbereich gehdrigen Randfixpunkte
ist. Man sieht, dass ein positiver Index sich nur mit /=1 im Falle der fix-
punktfreien Randabbildung (v=p=o0) ergeben kann. Beriicksichtigt man noch
die Beschriinkung, die sich fiir » und u aus den obengenannten Eigenschaften
des Bereiches Q ergeben, so ergibt sich (§ 15), dass der Index ¢ erner Fixpunkt-
klasse bei einer Fliche vom Geschlecht p > 1 der Bedingung

3—4p=i=1

gendigen muss. Der Fall 7=o0 erfordert v=1, u==0 oder v=o0, pg=1. T-Funk-
tionen vom Index o haben also tmmer genauw 2 Randfixpunkte, wobei diese zwei
periodische oder zwei aperiodische Restintervalle (I, 14) bestimmen konnen.

Man kann dieses Ergebnis noch besonders anschaulich machen, indem man
die T-Funktion durch Spiegelung an FE zu einer topologischen Abbildung der
ganzen komplexen x-Kugel K erweitert (I, S. 284) und dann die Fliche K;=K
mod H (I) ableitet (I, 30). K; ist eine geschlossene Fliche vom Geschlecht », die,
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‘wenn § die Menge der bezgl. H singuliren Punkte bedeutet, von K— 8 mit der
Randmenge S iiberlagert wird, wobei H die Gruppe der Decktransformationen
von K— 8§ iiber Ky ist. ¢(x) ruft eine Abbildung ¢ K; von K7 auf sich hervor,
die zur Klasse der Identitit gehort (§ 12). Auf K7 liegen endlich viele geschlossene
einfache und zu einander fremde Kurven, die von den reguliren Punkten von E
iberdeckt werden, und auf diesen befinden sich 2p isolierte Fixpunkte von ¢ Ky,
von denen jeder den Index +1 hat. Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache,
sowie der Symmetrie in beiden Kugelhilften ergibt die Birxrorrsche Formel
den obigen Wert fiir den Index der 7-Funktion. Wenn man iberdies noch von
den obengenannten 2u Fizxpunkten je einen anziehenden mit einem abstossenden
zar Vereinigung bringt, etwa durch ein schlauchartiges Ansatzstiick, iiber das
hin sich die Abbildung fixpunktfrei fortsetzen lisst, so erhilt man eine nur von
I abhiingige geschlossene Hiilfsfliche K7 vom Geschlecht v+ u, auf welcher die
Abbildung eine Deformation ist (§ 16). Wegen der Spiegelung an E ist dann
die Hilfte des Birkxmorrschen Index 2z —2(v+pu) der Index ¢z=1—w--yu der
T-Funktion. Fiar z=1 ist K7 eine Kugel, fiir z=0 ein Torus, fiir ¢< o0 eine
Fliche vom Geschlecht q, wo 2=<qg=<4p—2 ist. Man kann also sagen, dass jede
Indexbestimmung ber eimem (die Orientierung erhaltenden) Abbildungsproblem in 2
Dimensionen auf die Anwendung der Birxuorwwschen Formel auf eine gewisse Huilfs-
fdiche hinauslauft, die nur von der Klasse der betrachieten Abbildung abhingt.

Im dritten Abschnitt wird nun die vollstindige Familie derjenigen 7-Funk-
tionen untersucht, die eine gegebene Abbildung z¢ iberlagern. Dabei kommt
nur je ein Repriisentant fiir jede Isogredienzklasse in Betracht (I, 18 u. 31).
Die entscheidende Tatsache ist hier die, dass die Hauptgebiete fiir zwei ver-
wandte Automorphismen ganz ausserhalb von einander liegen, also auch die von
ihnen iiberdeckten Flichenteile auf ¢ nebeneinander Platz finden miissen (§ 17-—109).
— Dadurch ist zunichst wieder fir eine ziemlich ausgedehnte Menge von Ab-
bildungsklassen das Fixpunktproblem vollstindig gelost, ndmlich fiir alle diejenigen
Klassen, die durch »Verschraubungen» lings eines Systems von zu einander
fremden einfachen Kurven erzeugt werden koénnen; deren Kerngebiete machen
nimlich ganz ¢ aus (§ 22). — Es ergibt sich nun hier die gruppentheoretische
Folgerung, dass in einer Automorphismenfamalie nur endlich viele nicht-zyklische und
zu einander nicht komjugierte Fixelementgruppen aufireten kinnen (§ 19), indem
nidmlich fiir die Anzahlen »; ihrer freien Krzeugenden gilt:

Ni—1)=2p—2.

i
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Aus der Anordnung der Hauptgebiete kann man Riickschlisse auf die
»Héufigkeit> der einzelnen Typen von 7-Funktionen innerhalb einer vollstindigen
Familie ziehen und dies zu der ArLexanperschen Indexsumme 5 in Beziehung
setzen (§ 20—21). Da eine Fixpunktklasse mit einem von Null verschiedenen
Index mindestens durch einen Punkt vertreten sein muss, ist die Minimalzahl
der Fixpunkte bei einer gegebenen Abbildungsklasse = der Anzahl Z der unter
einander nicht isogredienten Automorphismen mit 740 in der zugehorigen Familie.
Aus ¢=<1 folgt nun sofort Z= 5, was natiirlich nur fiir 5> o0 eine wirkliche
Aussage» enthdlt. Wenn aber <o und dabei einen numerisch grossen Wert
hat (und man kann leicht Beispiele fiir beliebig grosse negative Werte von 5
angeben), so zeigt es sich, dass »fast alle> Klassen mit negativem Index zu 5 mit

dem Summanden — 1 beitragen. Genau gesprochen ergibt sich so (§ 20):

Z =5, falls §=o,

Z=1, falls —4lp—1)=E5<o,

Zz|8]—4(p—1), falls < —4(p—1).

Auf diese Weise lisst sich also die Klassenzahl Z mit Hiilfe der Indexsumme
= nach unten abschdtzen, eine Tatsache, die um so bemerkenswerter ist, als Z eine
Invariante der Abbildungsklasse ist, also fiir zwei Abbildungen die gleiche ist,
wenn die zwei Bilder einer beliebigen geschlossenen Kurve stets miteinander
homotop sind, wihrend 5 eine Invariante einer umfassenden Gesamtheit von Ab-
bildungsklassen ist, indem nur die Homologie statt der Homotopie fiir die Bilder
einer Kurve vorgeschrieben wird.! Die Frage, ob sich wunter Verwendung von
5 auch eime Abschitzung von Z nach oben gewinnen lisst, muss hier offen gelassen
werden, da sie aufs engste mit der noch ungelésten Frage zusammenhingt, ob
es Automorphismen gibt, fiir welche siimtliche Potenzen fixpunktfreie Randab-
bildungen ergeben, m. a. W. ob es Fixpunktklassen mit dem Index + 1 gibt, die
sich bei beliebig hoher Iterierung der Flichenabbildung als Fixpunktklassen mit
diesem Index behaupten.

! Die Bedeutung dieser Tatsache hat auch Herr H. HOPF mir gegeniiber hervorgehoben.
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I. ABSCHNITT.
Einteilung der Automorphismen in endlich viele Typen.

1. Hiilfssiitze.

Um spiter die Darstellung nicht unterbrechen zu miissen, schicken wir
einige elementare Hiilfsbetrachtungen voraus. |

Es seien h, und h, zwei hyperbolische Substitutionen, die den Einheitskreis
E der Ebene der komplexen Variablen z in sich transformieren, also ihre Girund-
punkte auf E haben. Sie sollen keinen Grundpunkt gemeinsam haben, und die
positiven Grundpunkte von %, und h, sollen durch die negativen Grundpunkte
nicht getrennt werden. Unter dem »Bogen b zwischen den positiven Grund-
punkten> soll derjenige E-Bogen zwischen diesen Grundpunkten verstanden wer-
den, der die negativen Grundpunkte nicht enthilt. Durch h, wird b auf einen
Teilbogen hyd von b abgebildet, der an den positiven Grundpunkt von h, stosst.
Durch h, wird k3 b auf einen Bogen h %,b abgebildet, der ein innerer Teilbogen
von b ist. Also bleibt ein innerer Punkt von b bei hyh, fest. Durch Betrach-
tung der inversen Operation folgt ebenso, dass ein innerer Punkt des Bogens b,
zwischen den negativen Grundpunkten von h, und h, bei h, h, fest bleibt. hh,
ist also eine hyperbolische Substitution, deren positiver bezw. negativer Grundpunkt
ein innerer Punkt von b bezw. b, ist. Durch Anwendung auf die Elemente der
Fundamentalgruppe F formulieren wir den _

Hilfssatz 1: Sind f; und f, zwei Elemente von I’ mit nicht zusammen-
fallenden Grundpunkten, und werden die positiven Grundpunkte von f; und f,
durch die negativen Grundpunkte nicht getrennt, so ist der positive Grundpunkt
des Elements f; f; ein innerer Punkt des Bogens zwischen den positiven Grund-
punkten und der negative Grundpunkt von f f, ein innerer Punkt des Bogens
zwischen den negativen Grundpunkten von f; und f,. )

— s sei & eine hyperbolische Substitution mit Grundpunkten U (k) und ¥V (h)
auf E, A die Achse von 2 und D der zu 4 senkrechte Durchmesser von E. Die
Kreise des Kreisbiischels mit Nullkreisen in U (h) und V (k) werden bei h vertauscht
(»Niveaulinien» der »Stromung> k). Unter diesen gibt es einen U (h) umschlies-
senden Kreis C, dessen ¥V (h) umschliessendes Bild h C mit C beziiglich D sym-
metrisch liegt (vgl. I, 8. 200). € und h C mogen die »Kongruenzkreise» von h

heissen, da das euklidische Linienelement auf C bei h kongruent transformiert
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wird. Nun sei d eine hyperbolische Substitution mit der Achse D und dem
Endpunkt P von D als positivem Grundpunkt. Dann ist dhd ! eine hyperbo-
lische Substitution, deren Verschiebungslinge gleich der von % ist, deren Achse
0A ist und deren Kongruenzkreise die Kreise 6 C und 0 C = 0hd! - 6 C sind.
Das Aussere des Kreises d ¢ wird also durch dhd—! auf das Innere des Kreises dh C
abgebildet. Lisst man nun die Verschiebungslinge von J unbegrenzt wachsen, so
konvergieren ¢ U (h),d V (h), 6 C und dhC gegen P, und man sieht, dass fir ein ¢
mit grosser Verschiebungslinge ein Punkt, der nicht zu der unmittelbaren Um-
gebung von P gehort, durch dhd—! in die unmittelbare Umgebung von P verlegt
wird. Dasselbe gilt dann allgemeiner fiir irgend eine Folge h, von hyperbolischen
Substitutionen gleicher Veréchiebungslétnge, wenn beide Grundpunkte von h, mit
wachsendem 7 gegen einen beliebigen Punkt P von E konvergieren. Bei Ver-
grosserung der Verschiebungslinge einer hyperbolischen Substitution ziehen sich
die Kongruenzkreise enger um die Grundpunkte zusammen. Das obige Resultat
gilt daher auch, wenn von der Folge h, nicht Gleichheit der Verschiebungslinge
vorausgesetzt wird, sondern nur, dass die Verschiebungslinge fiir alle A, eine
positive untere Schranke hat. Das ist insbesondere fiir alle Elemente von F
der Fall (I, S. 208):

Hilfssatz 2: Wenn f,,n=1,2,..., eine solche Folge von Elementen von
F' ist, dass beide Grundpunkte von f, mit wachsendem # gegen einen Punkt P
von F konvergieren, so gilt

lim f,x=P (1a)

Nn—x

fiir jeden von P verschiedenen Punkt wx.

— Aus der Definition des Begriffes der »Fundamentalfolge> (I, S. 230)
ergibt sich, dass die Folge f; des Hiilfssatzes 2 eine zu P gehorige Fundamental-
folge ist. Schon daraus folgt die Giiltigkeit von (1 a) fiir alle nicht auf F gele-
genen x. Es kommt hier aber gerade auf die Erweiterung der Giltigkeit von
(1ra) auf E-Punkte an, und zwar im Falle des Hiilfssatzes 2 also auf alle von P
verschiedenen FE-Punkte. — Wir betrachten nun allgemeiner eine zu einem E-
Punkt P gehorige Fundamentalfolge f,. Fiir die positiven Grundpunkte in der
Folge gilt dann V(f,) — P fiir n— o (I, 8. 231). Uber das Verhalten der Folge
der negativen Grundpunkte U (f,) ist damit noch nichts gesagt. Nun werde vor-
ausgesetzt, dass U(fy)— @ fiir »— . Der Hiilfssatz 2 handelt von dem Falle

@=P. Wir setzen daher jetzt voraus, dass @ ein von P verschiedener Punkt
2—-28583. Acta mathematica. 653. Imprimé le 2 janvier 1929.
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von F ist. Die Folge der Achsen von f, konvergiert dann gegen die nichteu-
klidische Gerade @QP. Hs sei o ein mit F konzentrischer kleinerer Kreis, der
QP und also auch alle Achsen der Folge von einer geniigend hohen Nummer
an schneidet. In jedem vollstindigen System von #quivalenten Achsen in ¥ gibt
es nur endlich viele, die in das Innere von « eindringen. Jedes Element der
Folge f. ist also hochstens in endlich viele andere Elemente der Folge trans- -
formierbar. Also wiichst die Verschiebungslinge in der Folge f, tiber alle Gren-
zen (I, 8. 209). Wenn also C, und f,(, die Kongruenzkreise von Jna sind, so
gilt C,— @ und f,Ch— P. Jeder von @ verschiedene Punkt wird also von allen
geniigend spiten f, in die unmittelbare Umgebung von P verlegt:

Hulfssatz 3: Wenn f,, n=1,2,.. ., eine solche Folge von Elementen von
F ist, dass V(fo)— P und U(f,)— @ fiir n— o, so gilt

lim foz =P (1)
n—>»
fiir jeden von @ verschiedenen Punkt z.

Dieser Hiilfssatz umfasst den Hiilfssatz 2 fiir Q == P. Uber das Verhalten der
Punktfolge f, @ ist in beiden Fillen nichts ausgesagt. Falls f, @ nicht gegen P
konvergiert, sei @ als der Ausnahmepunkt der zu P gehdrigen Fundamentalfolge
Jfu bezeichnet. Falls f, @ — P, also (1) ausnahmslos fir alle z gilt, wird gesagt,
dass die zu P gehorige Fundamentalfolge f; keinen Ausnahmepunkt hat.

2. Anordnung #dquivalenter Randfixpunkimengen.

Es sei eine T-Funktion ¢x gegeben (I,21). Sie bildet das Innere @ des
Einheitskreises E topologisch auf sich ab und geniigt der Funktionalgleichung

tfe=frtx. (2)

Die Korrespondenz f— fr ist ein Automorphismus I von F (I, 22). ¢@ wird durch
eine allein von I abhiingige topologische Abbildung {E von E auf sich stetig
abgeschlossen ([, 28). Wir beschrinken uns durchweg auf den TFall, dass die
Orientierung bei ¢ erhalten bleibt, also I von erster Art ist (I, 9); dann wird auch
bei der topologischen Abbildung 7¢ der Fliche ¢ auf sich, iiber der {@ liegt,
die Orientierung erhalten. Weiter wird in diesem und dem nidchsten Paragraphen
die Annahme gemacht, dass die Randabbildung {F mehr als zwei Fixpunkte hat.
Die Fixpunktmenge der Randabbildung sei allgemein mit M bezeichnet. M ist
abgeschlossen. ‘Der Fall, dass M ganz E ausmacht, also I der identische Auto-
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morphismus ist, ist in I, 42 vollstindig behandelt und bleibt hinfort ausge-
schlossen. Dann ist M nirgends dicht. Ferner ist dann die Gruppe H(I) der
Fixelemente, d. h. der bei I sich selbst entsprechenden Elemente von F' eine echte
Untergruppe von F, die jedenfalls immer die Identitit umfasst. ‘
In diesem Paragraphen wird nun die Lage von M relativ zu einer damit
dquivalenten Menge /M untersucht, wo f ein beliebiges Element von F ist. Zu-
nichst zeigt (2), dass Fixpunkte durch ein Fixelement wieder in Fixpunkte ver-
legt werden. Ist also fr=f, so ist fM = M. Wir nehmen daher fr= f an.
Durch wiederholte Anwendung von (2) folgt

tfr=frtrx, nZo. (3)
Wendet man dies_ auf einen Punkt m von M an, so kommt
" fm=frn " m=fram. (4)

Wir untersuchen nun die Elementfolge fin. Wegen f; = f gehoren die Grund-
punkte U(f) und V(f) zu der Menge E— M, die aus endlich oder abzihlbar
vielen Intervallen besteht. Die Endpunkte des bei ¢ fixpunktfreien Intervalls u,
in dem U = U(f) liegt, sind die Punkte

Ut=1lim " U und U-=1lm t7"U, n—w.
Ebenso seien die Endpunkte des Intervalls v, das V= V(f) enthilt, mit

Vt=Ilim#V und V- =limt "V, n-—> 00,

bezeichnet. Da nun

V() =V (f)

AV

U (f)=U(fm)

ist, folgt mnach § 1, dass fi» fiilr » — « eine zu V* gehorige Fundamentalfolge
mit U* als einzigem eventuell vorhandenen Ausnahmepunkt und fiir #» — —
eine zu ¥V~ gehorige Fundamentalfolge mit U~ als einzigem eventuell vorhan-
_ denen Ausnahmepunkt ist. Ist nun m ein von U* und U~ verschiedener Punkt
von M, so folgt aus (4) und Hiilfssatz 3:

v+ fur n—> %

V-  fiir no—ow

Lim ¢ fm == lim fznm:{
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Daraus folgt, dass fm ein innerer Punkt vou v ist, denn da M mehr als 2 Punkte
enthilt, ist v das einzige bei ¢ fixpunktfreie Intervall, das ¥* und 7~ zu End-
punkten hat. Also gilt:

Satz 1: Wenn die Randfixpunktmenge M einer T-Funktion mehr als zwei Punkte
enthdlt, so liegt die aus thr durch ein Nicht-Fixelement f hervorgehende
Menge M ganz in demjenigen fixpunktfreien Intervall, das den positiven
Grundpunkt von f enthdlt. Doch kinnen die beiden Punkte von M, die
dasjenige fixpunktfreie Intervall begrenzen, welches den negativen Grund-
punkt von [ enthdlt, eine Ausnahme bilden.

3. Hauptgebiet eines AutomorphiSmus.

Nun bleibt die Sonderstellung der beiden Punkte U™ und U™ niher zu
untersuchen. Dabei sind je nach der gegenseitigen Lage der Intervalle » und v
drei Fille zu unterscheiden.

Fall @) w und v sind dasselbe Intervall, das also beide Grundpunkte von f
enthélt. Es ist U =7V* und U~ =7V". Das durch Hinzufiigung der Endpunkte
abgeschlossene Intervall v heisse v. Ersetzt man ¢ durch ¢, was ja fir die
gegenseitice Lage von M und fM ohne Bedeutung ist, so vertauschen sich V—
und ¥+ Wir kinnen daher annehmen, dass die vier Punkte V—, U(f), V (f),
V+* auf v in dieser Anordnung liegen. (Fig.1.) Dannliegt f V+ in v. Liegt auch
SV~ in v, so liegt eben ganz fM in v, und der Ausnahmefall des Satzes 1 tritt
nicht ein. Wir verfolgen also die Annahme, dass f 7V~ ausserhalb v fillt, und
fragen zuniichst, ob f ¥V~ = ¥+ moglich ist. Dazu schieben wir folgende allge-
meine Betrachtung ein:

Es sei fiir irgend eine T-Funktion ¢{® + E) ein Fixpunkt p und ein Nicht-Fix-
element f gegeben. Soll dann auch fp ein Fixpunkt bei ¢ sein, so ergibt sich:

tp=p

tfp=1rp,
andererseits wegen (2):
tfp =fitp =Jip,
also

S ip=p.
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Nun ist h =1 f1=|= I, da f nicht Fixelement ist. Also ist p Grundpunkt, liegt
also auf F und gehort, da er Fixpunkt ist, zu der Randfixpunktmenge M. Somit
ist h ein Fixelement. fp ist Grundpunkt von fhf~!, und das muss also ebenfalls
ein Fixelement sein. f verlegt also die Grundpunkte des Fixelements h= /! f; in
die davon verschiedenen Grundpunkte des Fixelements fhf—'= frf—.

In unserem Fall a) folgt hieraus f ¥V~ +V+. Denn die Punkte U(f) und
V(f7) umschliessen in v die Punkte V(f) und U(f7 unabhingig davon, ob die
Achsen von f und f; einander schneiden oder nicht. Die positiven Grundpunkte
der beiden Elemente f~! und f; werden also von den negativen Grundpunkten
derselben nicht getrennt, und dann ist der negative Grundpunkt von f~! /7 auf

uly) o)
v v

e ’ wf)

v

' Fig. 1.

Grund von Hiilfssatz 1 ein Punkt von v (zwischen V(f) und U(f7). f'frkabn
also nicht Fixelement sein. ’

Endlich bleibt die Annahme zu verfolgen, dass f V'~ ausserhalb v fillt. Die
Gleichung »

lim o f V= =1lim fin V- =¥+

N0 M~

bleibt in Kraft, da V~ =U" fiir n— 4+ « nicht Ausnahmepunkt ist. Somit ist
V+ auch Endpunkt eines zu F—v gehorigen fixpunktfreien Intervalls, dessen
Punkte bei ¢ gegen V+ stromen. Wir sagen: V' ist ein esoléerter, beiderseits
anzichender Fizpunkt. Nun fillt auch f~'V+ ausserhalb 7. Ersetzt man also fiir
einen Augenblick ¢ durch ¢! und f durch f—!, so folgt aus dem eben bewiesenen,
dass V— bei ! ein isolierter, beiderseits anziehender, also be: t ein <soleerter,
betderseits abstossender Iixpunkt ist. Zusammenfassend konnen wir also sagen,
dass M im TFalle a) entweder ganz oder bis auf einen isolierten, beiderseits ab-
stossenden Fixpunkt durch f in v verlegt wird.
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— DBeziiglich der folgenden Fille bemerke man, dass die Gleichungen

rfU =fmU" -V (5)
n— R0

U = frn T T 0

gelten, da U~ nicht Ausnahmepunkt fiir f/» und U™ nicht Ausnahmepunkt
fir f;—n» (n—+ ) ist. Wenn nun « und v verschieden sind und die Verschie-
bungsrichtung bei ¢ in diesen Intervallen auf E entgegengesetzt ist, so folgt sofort
aus (5) und (6), dass sowohl fU— als fU* und somit ganz fM in v liegt. —
Damit erledigt sich zuniichst der .

‘all b) w und v haben einen Endpunkt gemeinsam, und dieser ist entweder
U-=V— oder U"=V*. Dann ist nimlich die Verschiebungsrichtung bei ¢ in
% und v entgegengesetzt, also liegt /M ganz in v. — Die Fille U~ =7V+ und
Ut =7V, bei denen also die Verschiebungsrichtung in den beiden aneinander-
stossenden Intervallen # und v» dieselbe ist, sind, wie ans dem im niichsten Para-
graphen hergeleiteten Satze folgt, mit der Annahme von mehr als zwei Randfix-
punkten unvertriglich. — Es bleibt der

Fall ¢) w und v stossen nicht an einander. U™, U—, V* und V— sind also
vier verschiedene Punkte auf E. Wenn die Verschiebungsriehtungv bei ¢ in # und
v verschieden ist, so liegt, wie oben bemerkt, f M ganz in »v. Wir nehmen also
an, dass die Verschiebungsrichtung in % und v auf E zyklisch dieselbe ist, dass
also U= und ¥V~ durch U+ und V* getrennt. werden. (Fig. 2.)

Hier besteht nun die Moglichkeit, dass f U~ =7V*. Dann ist U, wie oben
gefunden, Grundpunkt eines Fixelements & = /! f7, und zwar muss U~ der positive
Grundpunkt dieses Elements sein, wie sich aus Hiilfssatz 1 unter Beriicksichtigung
der Lage der beteiligten Achsen ergibt. Also ist u ein periodisches Intervall (I, 14)
und U* der negative Grundpunkt von h. V7~ bezw. V* sind negativer bezw.
positiver Grundpunkt des Fixelements

h=fhft=fif""

Wenn diese Sachlage eintritt — und dass sie vorkommen kann, zeigt etwa das
Beispiel 2 in I, 8. 247 — so hat man den Fall, wo M und fM sich »berithren>,
niimlich ein Paar zusammengehdriger Grundpunkte gemeinsam haben und durch
diese von einander getrennt werden. Und das ist der einzige Fall, in welchem
M uwnd fM fir ein Nicht-Fixelement / Punkte gemein haben konnen. In diesem
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Fall sind die vier Punkte U, U", ¥~ und V* singulire Punkte beziiglich einer
nicht zyklischen Fixelementgruppe (1, 29), also nicht isolierte Randfixpunkte.

Wenn f U~ nicht in v liegt, so folgt, ganz ebenso wie oben, aus (5), dass
V* ein isolierter, beiderseits anziehender Fixpunkt und U~ ein isolierter, beider-
seits abstossender Fixpunkt ist. Ebenso folgt aus (6), dass U*, wenn f U* nicht
in v liegt, ein isolierter, beiderseits anziehender und ¥ ein isolierter, beiderseits
abstossender Fixpunkt ist.

Zum Zwecke der Zusammenfassung dieser Ergebnisse wird die folgende

Begriffsbildung eingefiihrt:

Deﬁhitz'on : Besteht die Randfixpunktmenge M = M () = M(I) einer den Automor-
phismus I induzierenden T-Funktion ¢ aus mehr als zwei Punkten, so
soll unter M*= M*({)= M*(I) diejenige Teilmenge von M verstan-
den werden, die aus M durch Fortlassung aller eventuell vorhandenen

isolierten, beiderseits abstossenden Fixpunkte entsteht.

Von den Endpunkten eines fixpunktfreien Intervalls ist hochstens der eine
ein wegzulassender Punkt. Jeder Hiufungspunkt von wegzulassenden Punkten
ist daher auch Hiufungspunkt von nicht wegzulassenden Punkten; man braucht

ja nur jedem der wegzulassenden Punkte einen der beiden nicht wegzulassenden
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Punkte zuzuordnen, die mit ihm zusammen ein Intervall begrenzen. M * hat also
dieselbe Hiufungsmenge wie M, und ist ebenfalls abgeschlossen. Aus (2) folgt,
dass ein Fixelement A einen isolierten, beiderseits abstossenden Fixpunkt wieder
in einen ebensolchen iiberfithrt. Also ist auch h M* = M* fiir jedes Fixelement .

Nun kann man das Resultat der Untersuchung der obigen drei Fiille fol-

gendermassen zusammenfassen:

Satz 2: Wenn die zu eznem Automorphismus I gehirige Randfizpunktmenge M (I)
aus mehr als zwei Punkten besteht, so ist fM*(I) fiir jedes Fixelement f
mit M*(I) identisch und fiir jedes Nicht-Fixelement | ganz in exnem durch
Hineufiigung seiner Endpunkte abgeschlossenen Teilintervall von E— M*
enthalten. Wenn M* und fM* fir ein Nicht-Fixelement f Punkte gemein
haben, so haben sie genau ein Paar zusammengehoriger Fixgrundpunkte

gemein und werden im Ubrigen durch dieses von einander getrennt.

Die Menge M* ist, wie schon bemerkt, abgeschlossen. Sie enthiilt mindestens
zwei Punkte, da M mehr als 2 Punkte enthalten soll und von den Endpunkten
jedes Restintervalls von M hochstens einer wegzulassen ist. Nun verbinde man
die Endpunkte jedes der endlich oder abzihlbar unendlich vielen Restintervalle,
aus denen F — M* besteht, durch einen zu F orthogonaleﬁ Kreisbogen. Dasjenige
Teilgebiet 2 von @, das im Ausseren aller dieser Kreise liegt, ist ein im Sinne
der nichteuklidischen Metrik konvexes Gebiet, dessen Randseiten unbegrenzte
nichteuklidische Gerade sind. Es kann vorkommen, dass M* nur aus zwei Punkten
besteht, und in diesem Fall entsteht ja kein Gebiet, sondern nur eine nichteu-
klidische Gerade. Es wird nicht zu Missverstindnissen fithren, wenn auch in
diesem Fall der einheitlichen Ausdrucksweise halber von einem (strichférmigen)
»Gebiet» 2 gesprochen wird. £ hingt nur von [ ab, da die Randabbildung nur
von I abhingt. _

Definition: Das soeben definierte Gebiet 2 = Q(¢) = Q(I) wird als das »Haupt-
gebiet> des Automorphismus I oder der 7-Funktion ¢ bezeichnet. Es
wird nur dann von einem Hauptgebiet gesprochen, wenn die zuge-

hérige Randabbildung mehr als zwei Fixpunkte hat.

Da M* durch ein Fixelement von I auf sich selbst abgebildet wird, ist das-
selbe fiir 2 der Fall. Da nach Satz 2 fir ein Nicht-Fixelement f die Punktmengen
M# und fM* sich auf zwei zu einander komplementire Bogen von K verteilen,
haben 2 und ff2 keine inneren Punkte gemeinsam. Doch konnen sie lings

einer gemeinsamen Randseite an einander stossen, wie aus dem Schluss von Satz
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2 folgt. Eine Randseite von £ geht also durch ein beliebiges Element aus F'
entweder wieder in eine Randseite von R oder in eine ganz ausserhalb Q gelegene
Gerade iiber; sie schneidet also keine der mit ihr dquivalenten Geraden. Jede
Randseite von £ liegt also iiber einer offenen oder geschlossenen, doppelpunkt-
losen, geoditischen Linie auf der Fliche ¢. Zwei auf diese Weise entstehende
geoditische Linien auf ¢ sind entweder ganz identisch oder treffen einander
nicht. Diese geodiitischen Linien beranden auf ¢ ein Gebiet w, das von Q iiber-
deckt wird. Zwel mit einander #quivalente innere Punkte von 2 miissen laut
einem Fixelement #quivalent sein. £ iiberdeckt also w einfach, falls H(l)=1,
soust unendlich oft:

Satz 3: Das Hauptgebiet Q(I) ist die universelle ﬁberlagerungsﬂdche ernes von
doppelpunktlosen und zu einander fremden geoddtischen Ilanien berandeten
Gebietes w (1) auf der Fliche . Die Fixelementgruppe H (1) ist die Gruppe
der Decktransformationen von Q (1) iiber w (I). Falls I keine Fixelemente
hat, ist w einfach zusammenhingend. w artet strichformig aus, wenn
dies tut.

— In speziellen Fillen kann o die ganze lings einer geschlossenen geodi-
tischen Linie (oder mehreren solchen) aufgeschnittene Fliche ¢ ausmachen. So
ist w(4) im Falle des in I,15 behandelten Automorphismus 4 die lings der
Achse des Elements b, aufgeschnittene Fliche . Dort ist namlich M perfekt,
also mit M* identisch, und alle zu M komplementidren Restintervalle sind perio-
disch und werden von den Achsen solcher Elemente iiberspannt, die in b, trans-

formierbar sind. £ und ;9 berithren sich lings der Achse von b,. Die Fun-

damentalgruppe von () ist die freie Gruppe H (4)={b;,a3,bs, ..., ap, bp}.

4. Ein Satz iiber isolierte Randfixpunkte.

Eine Fliche ¢ vom Geschlecht p lisst sich durch 2p+ 2 geschlossene ein-
fache Kurven in vier einfach zusammenhiingende Teilbereiche zerlegen, z. B. so, wie
dies in Fig. 3 durch die p + 1 Konturkurven und die p + 1 eingezeichneten Kehl-
kurven geschehen ist. Das System dieser 2p+ 2 Kurven heisse 2. Mit jeder
dieser Kurven ist genau eine geschlossene geoditische Linie (im Sinne der von
@ iibertragenen nichteuklidischen Metrik) auf ¢ homotop, nimlich diejenige, die
von den Achsen aller Elemente aus der durch die betreffende Kurve bestimmten

Elementklasse iiberlagert wird (I, 4). Jede dieser geoditischen Linien ist doppel-
3 — 28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 2 janvier 1929.
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punktlos, da es die mit ihr homotope Kurve aus I ist. Zwei dieser geoditischen
Linien schneiden einander einmal oder keinmal, je nachdem die mit ihnen homo-
topen Kurven aus X einander einmal oder keinmal schneiden. Wir kénnen daher
das Kurvensystem ¥ der Fig. 3 als aus geschlossenen geodiatischen Linien gebildet
annehmen. Die iiber = liegenden Achsen in @ zerlegen @ in unendlich viele
Gebiete, von denen je vier in einem Punkt zusammenstossende einen Fundamen-
talbereich von F' ausmachen.

Nun sei P ein beliebiger Punkt von £ und R der nach P fithrende Radius
von FE. Durchliuft ein Punkt x den Radius R in der Richtung auf P zu, so
passiert er unendlich viele der Gebiete, in die @ zerlegt ist. Der von x iiberdeckte

Punkt auf ¢ muss also mindestens eine der Kurven von X unendlich oft iiber-

Fig. 3.

kreuzen. R schneidet also ein System von unendlich vielen mit einander #qui-
valenten Achsen. Da nur endlich viele mit einander dquivalente Achsen in einen
mit £ konzentrischen kleineren Kreis eindringen, muss die Folge von #iquivalenten,
R schneidenden Achsen sich um P zusammenziehen. Orientiert man die ausge-
wihlte Kurve aus I, so kann man unterscheiden, ob B die betreffenden Achsen
von links nach rechts oder von rechts nach links schneidet. Eines von beiden
muss unendlich oft vorkommen, und man kann sich auf eine unendliche Teilfolge
mit lauter gleichsinnigen Schnitten beschrinken:

Hiilfssatz 4: Zu jedem Punkte P von E ldsst sich eine Folge von in einan-
der transformierbaren, primiren Elementen f, von F so bestimmen, dass U (f,) — P
und V(f,) » P und die Konvergenz dieser beiden Punktfolgen gegen P von ent-
gegengesetzten Seiten erfolgt, und ferner die von den Achsen von f, iiberlagerte
geschlossene geoditische Linie auf ¢ doppelpunktlos ist.

— Nun sei P ein isolierter Randfixpunkt einer 7-Funktion ?¢, und es sei

angenommen, dass die Randpunkte bei ¢ auf der einen Seite von P fort und
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auf der anderen Seite gegen wwmmn stromen. Das ist der Fall, wenn P der einzige
Randfixpunkt von ¢ ist, oder wenn zwei verschiedene fixpunktfreie Intervalle
mit zyklisch gleicher Verschiebungsrichﬁing in P zusammenstossen. Wir bestimmen
nun eine Folge von #quivalenten, sich auf P zusammenziehenden Achsen so,
wie in Hulfssatz 4. Die Grundpunkte derselben gehoren schliesslich alle zu den
an P stossenden fixpunktfreien Intervallen. Es sei ! ein solches Element der
Folge und Ir das ihm bei dem durch ¢ induzierten Automorphismus I ent-
sprechende Element. Nach der Voraussetzung tiiber die Verschiebungsrichtung
schneiden sich die Achsen von [ und Ir (Fig. 4). Nun seien 4 bezw. A’ die ge-

i A

' Fig. 4.

schlossenen, doppelpunktlosen, geoditischen Linien auf ¢, iiber. denen die Achsen
von | bezw. Ir liegen. Alle Achsen der benutzten Folge liegen iiber A, die Achsen
aller bei I entsprechenden Elemente iiber 4. Der Schnittpunkt eines zusammen-
gehorigen Achsenpaares liegt also iiber einem Schnittpunkt von 2 und 1, und von
diesen gibt es nur endlich viele. Mindestens einer von diesen muss also in der
Folge wunendlich oft benutzt werden. Wir kénnen also die benutzte Folge so
einrichten, dass alle Schnittpunkte zusammengehoriger Achsenpaare unter einan-
der dquivalent sind. Nun sei @ der Schnittpunkt der Achsen von ! und /; und
J @ der Schnittpunkt eines spiteren, d.h. enger auf P zusammengezogenen Achsen-
paares. Dann sind f{f~' und fl;f~' die beiden in ! und I; transformierbaren
Elemente, deren Achsen sich in f¢ schneiden. Andererseits soll das letztere
Element dem ersteren bei I entsprechen. Also ist
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SIuf =i,
und somit
S =1t
oder

Sr=r11 (7)

fiir irgend ein %, indem wir / und damit auch I; als primir (I, 8. 209) annehmen kiénnen.

Da ! durch f in fIf' transformiert wird, liegt V() auf dem P ent-
haltenden Bogen zwischen den Grundpunkten von fIf~' und U(f)auf dem
P nicht enthaltenden Bogen zwischen den Grundpunkten von /. Da {; durch f
in flrf' transformiert wird, folgt ebenso, dass V(f) bezw. U{/f) zwischen den
Grundpunkten von f1; /! bezw. I; liegt. Also liegt V (f) auf dem P enthaltenden
Bogen zwischen U (fIlrf*) und V(f1f) und U(f) auf dem P nicht enthaltenden
Bogen zwischen U {(l) und V (I;). Siehe Fig. 4, wo die Achse von f nicht einge-
zeichnet ist, um iiber die gegenseitige Lage von V(f) und P nichts weiteres vor-
auszusetzen. Da nun V(f7) entweder mit V(f) zusammenfillt (nimlich wenn
P=V(f) ist) oder in der Figur rechts von V(f) liegt, so zeigt Hiilfssatz 1, dass
in (7) nur Exponenten »=0 in Frage kommen.

Nun soll gezeigt werden, dass die in Frage kommenden Exponenten % auch
nach oben beschrinkt sind. Zunichst folgt aus (7) durch Ausiibung von I™!
und hintere Multiplikation mit [7":

Jrr=fl" (7 a)

Nun sei N eine so grosse positive Zahl, dass I P zwischen V (/) und V(1) und
I=¥ P zwischen U(]) und U(l) fillt. Dann fallt fI7 P zwischen V (/1) und
V{(flf~") und £~ Pawischen U (f1f~) und U (fIr.f~"). Durch 1} wird der Bogen
zwischen Pund V (I7) auf den in ihm enthaltenen Bogen zwischen f17 Pund V (f1;f )
_abgebildet, also enthiilt der letztgenannte Bogen V(f 7). Durch 1= wird der
Bogen zwischen P und U(l) auf den in ihm enthaltenen Bogen zwischen fI—% P
und U(f1f~!) abgebildet, also enthilt der letztgenannte Bogen V(f!="). Nun
liegen V(fi—1), V(f) und V(fi) entweder alle drei in P oder alle drei in dieser
Reihenfolge auf derselben Seite von P. Somit ergibt sich, dass » in (7) und
(7 a) unterhalb des Wertes N bleiben muss. Dabei ist N nur von der gegen-
seitigen” Lage von P und den Achsen von [ und Ir, aber nicht von f abhingig.

Nun lasse man f eine solche Elementfolge durchlaufen, dass £/~ die oben
eingefiihrte, sich auf P zusammenziehende Achsenfolge ergibt. Zu jedem f ge-
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hort dann ein » gemiss (7). Da » unabhingig von f beschriinkt ist, lassen sich
zwei verschiedene f, etwa f und f”, finden, zu denen dasselbe n gehort. Aus

PR =
folgt

S =

Also ist f’f~ ein Fixelement & 1. Angenommen, die Achse von f’1f"~! um-
schliesse P enger, als diejenige von f'l1f—!. Das Fixelement f”f ! transfor-
miert die Achse von f'1f'~! in die Achse von f”1f”—*, hat also seinen positiven
Grundpunkt auf dem P enthaltenden Bogen zwischen den Grundpunkten von /' '~
Auf diesem Bogen ist aber P der einzige Fixpunkt. Also ist P Grundpunkt des
Fixelements h=f"f—"'. Also hat ¢t ¥ genau zwei Fixpunkte, nimlich die Grund-
punkte von h; gibe es nidmlich noch einen von diesen verschiedenen Fixpunkt
Q, so wiren alle Punkte A" ¢ auch Fixpunkte, und diese wiirden sich fir n— o
gegen P hiufen; P sollte aber isoliert sein:

Satz 4: Ls gibt keine Randabbildung mat nur eimem Fixpunkt. Wenn eine Rand-
abbildung einen isolierten Frixpunkt mit gleicher Verschiebungsrichtung in
den beiden anstossenden fixpunkifreien Intervallen besitet, so besitzt sie
genau zwer Fixpunkte, und diese sind die Grundpunkte einer zyklischen
Fixelementgruppe.

Dass der in Satz 4 genannte Sachverhalt wirklich vorkommen kann, zeigt
das Beispiel o, I, 8. 331.

5. Regulire Randfixpunkte.

Wenn ein Automorphismus I vorgegeben ist, so lassen sich die Punkte
von K in beziiglich H (I) reguliire und singuldre einteilen. Dabei heisst ein Punkt
reguldr, wenn sich zu ihm eine solche Umgebung « bestimmen lisst, dass alle
‘aus % durch die Elemente & 1 von H (I) hervorgehenden Punktmengen zu # fremd
sind, andernfalls singulir. Alle Grundpunkte von Elementen von H sind singu-
lir, desgleichen alle Hiufungspunkte von solchen, und damit ist die Menge
S=_8(I) der singuliren Punkte erschopft (I, 29). Ist H(I)=1, so ist S leer. Ist
H(I) zyklisch, so besteht S aus 2 Punkten. Enthilt H(I) mehr als eine zyklische
Gruppe, also mehr als ein primires Element, so ist S perfekt und nirgends dicht.
Die Restmenge E—8 besteht aus Intervallen, die als »Regularititsintervalle»
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bezeichnet seien. S ist eine Teilmenge der Randfixpunktmenge M und, wenn M
mehr als 2 Punkte enthilt, sodass M* definiert ist, auch von M*, da § in diesem
Fall keine isolierten Punkte von M, also keinen Punkt von M —M* enthilt. — Nun gilt:

Satz 5: Fin reguldrer Randfizpunkt ist tmmer isoliert und beiderseits anziehend

oder beiderseits abstossend.

Um diesen Satz zu beweisen, machen wir von dem Flicheninhalt in der
nichteuklidischen Metrik Gebrauch und bezeichnen diesen fiir irgend ein Polygon
B mit Ar(P). Ist P ein Dreieck, so ist bekanntlich

Ar(B)=k(n—23),

wo I die Winkelsumme von P bedeutet und % eine Konstante ist. Wir setzen
k:;_w: und haben die Flichenmessung dadurch so normiert, dass ein Dreieck mit

lanter Nullwinkeln (d. h. die aus drei sich auf E beriihrenden Orthogonalkreis-
bogen gebildete Figur) die Einheit des Flichenmasses hat. Fiir ein beliebiges
Dreieck B, ist nun

Ar (%3) =1 —7§>

T

und fiir ein beliebiges n-Eck B, (durch Zerlegung in n—2 Dreiecke)
>
A1 (5317)f72_ 2= (8)

wo 3 die Winkelsumme des »-Ecks bedeutet. In I, 3 wurde ein 4 p-Eck mit
der Winkelsumme 2 7 als Fundamentalbereich von F' konstruiert. Also bestimmt
sich der Flicheninhalt der Fliche ¢ vom Geschlecht p>1 im Sinne der von @

iibertragenen Metrik konstanten negativen Kriimmungsmasses aus (8) zu:

Ar(g)=4p-—-1). (9).

Nun sei P ein regulirer Randfixpunkt und « eine solche durch einen Ortho-
gonalkreis zu F abgegrenzte Umgebung von P, dass alle aus w durch die Ele-
mente == 1 von H (I) hervorgehenden Punktmengen zu u fremd sind. Im Gegensatz
zu der Behauptung des Satzes 5 nehmen wir an, P sei Hiufungspunkt von M
und damit auch von M*. Man wihle in u eine beliebige Anzahl # von Punkten
aus M* und mache diese zu Eckpunkten eines nichteuklidisch-konvexen n-Ecks
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B, mit Nullwinkeln. 9B, ist ein Teilbereich des Hauptgebietes 2(I), da seine
Ecken Randpunkte dieses konvexen Bereichs sind. Nun betrachte man f$8, fiir alle
S & 1aus F. Ist fnicht Fixelement, so liegt f B, ausserhalb §,, da /L2 ausserhalb
Q liegt (§ 3). Ist f Fixelement, so liegt fR, ausserhalb PB,, da R, in u liegt.
B, tiberdeckt also einen Teilbereich von g einfach. Daraus ergibt sich ein Wider-
spruch gegen (9), da mnach (8)

Ar (Bn)=n—2

und 7 beliebig wihlbar ist. Also ist P ein isolierter Randfixpunkt. Als reguli-
rer Fixpunkt ist P nicht Grundpunkt. Also folgt aus Satz 4, dass P beiderseits
anziehend oder beiderseits abstossend sein muss. Damit ist Satz 5 bewiesen.

In I, 34 wurde bewiesen, dass ein beziiglich H(I) regulirer Randfixpunkt
P nicht Hivfungspunkt von Fixpunkten von t®@ sein kann, wenu ¢ eine beliebige,
I induzierende T-Funktion ist. Dieser Satz ist jetzt dahin erweitert, dass P
nicht Hiufungspunkt von Fixpunkten von ¢{®+E) sein kann. Erweitert man ¢
nach I, 8. 284 durch Spiegelung an F zu einer auf der ganzen komplexén
z-Kugel K definierten Funktion t K, so ist P ein isolierter Fixpunkt von ¢ K.

6. Typenbildung fiir H(I)=1.

Nun sei H(I)=1 vorausgesetzt. I hat also keine eigentlichen Fixelemente.
Die singuléia;e Menge S ist leer, und E besteht ganz aus reguliren Punkten. Dann
kann es nur endlich viele Randfixpunkte geben, da ein regulirer Punkt nach Satz
5 nicht Hiufungspunkt von Fixpunkten sein kann. Wenn es nun iiberhaupt
Randfixpunkte gibt, so ist nach Satz 5 von den Endpunkten eines fixpunktfreien
Intervalls der eine beiderseits anziehend, der andere beiderseits abstossend. Fix-
punkte dieser beiden Arten miissen also auf E abwechseln, und ihre Gesamtzahl
muss gerade sein. Sie werde gleich 2 pu gesetzt. Um M* zu bilden, hat man
jeden zweiten Fixpunkt fortzulassen und nur die beiderseits anziehenden zu behalten.
M* besteht also aus p Punkten. Dabei ist, damit iiberhaupt von M* die Rede
ist, u =2 anzunehmen, da ja M in diesem Fall mehr als 2 Punkte enthalten soll.
Das Hauptgebiet 2 (I) ist also ein u-Eck mit Nullwinkeln. Nach (8) ist

Ar(Q)=u—2. (16)

Nach Satz 3 soll Q in unserem Fall ein einfach zusammenhingendes Gebiet w

auf @ enfach iiberdecken.
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Also ist
Ar(Q) = Ar(e).
Aus (9) und (10) folgt somit
W=4p—2. (11)

Die Gesamtzahl der Randfixpunkte ist also < 8p—4.

Satz 6: Die zu einem Automorphismus erster Art ohne eigentliche® Fixelemente
gehirige Randabbildung hat 2 p abwechselnd anziehende und abstossende
Fixpunkte. Daber st

O=u=4p—2.

Je nach dem Zahlwert von u ergibt sich somit fiir solche Automorphismen
emme Einteilung in 4p— 1 verschiedene » Typens.

Von den 2u Randfixpunkten ist keiner Grundpunkt, da es keine Fixelemente
gibt. Das im Falle 4 > 1 definierte Gebiet w (I) auf @ artet fiir 4 = 2 strichformig
aus, indem es aus einer offenen, doppelpunktlosen, geoditischen Linie besteht.
Im Falle # > 2 sind die Randseiten von w offene, doppelpunktlose, einander nicht
treffende, geoditische Linien, von denen je zwei aufeinanderfolgende asymptotisch
gegen einander verlaufen und dabei einen unendlich langen »Zipfel» des einfach
zusammenhiingenden Gebietes w bilden. Zwei solche Zipfel verlaufen auf ¢ nicht
asymptotisch gegen einander. Denn das wiirde heissen, dass die ihnen entspre-
chenden Eckpunkte von 2 iquivalente Punkte wiiren; wegen des Fehlens von
Fixelementen miissten sie einander bei einem Nicht-Fixelement entsprechen, und
das wird durch Satz 2 ausgeschlossen, da sie nicht Grundpunkte sind.

‘Beziiglich der Realisierbarkeit der verschiedenen Typen im Falle des Satzes
6 sei Folgendes bemerkt: Ein Beispiel fiir 4 = o findet man in I, 44, ein Beispiel
fir g =1 hat man in dem Automorphismus .4’ des Beispiels 3, I, 8. 251. Fir
p= 2, also strichférmiges w-Gebiet, liefert der Automorphismus I'* des Beispiels
14, I, 8. 354 ein Beispiel. Fir u > 2 verweisen wir auf den Automorphismus
J =1I" des Beispiels 13, I, S. 347, fiir den u =4 bei p =2 ist. Ich bemerke
aber ausdriicklich, dass mir kein Beispiel fiir den Eintritt des Gleichheitszeichens
in (11) bekannt ist. In diesem Falle muss, wenn er iiberhaupt vorkommen kann,
das Gebiet w die Fliche ¢ bis auf eine Nullmenge von sehr komplizierter Struktur
erfiillen.

! D. h. von der Identitit verschiedene.
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7. Typenbildung fiir zyklische H (I).

Nun werde angenommen, dass H(I) zyklisch ist. h sei das primire Fix-
element, also H(I)={h}. U(h) und V(h) sind die beiden einzigen singuliren
Punkte (Fig. 5). Zwischen dem zu FE orthogonalen Bogen «, der die Achse von
h schneidet, im Ubrigen aber beliebig gewihlt ist, und h ¢ wird ein Fundamental-
bereich § fiir H abgegrenzt. Wir betrachten eines der beiden Regularititsinter-

Fig. 5.

valle zwischen U (h) und V (h), etwa das in der Figur links liegende. Durch 4
und h A wird in diesem ein Fundamentalstiick beziiglich H abgegrenzt. Dies
enthilt nach Satz 5 nur endlich viele Fixpunkte, und diese sind beiderseits anzie-
hend oder beiderseits abstossend. Diese beiden Arten miissen abwechseln, und
ihre Anzahl auf dem Stiick (4, h 4) muss gerade sein. Wenn nimlich der erste
Punkt P (siche Figur g) anziehend ist, so ist es auch h P, da die T-Funktion ¢
mit % vertauschbar ist. Die Anzahl der Fixpunkte auf (4, h 4) sei 2 u,.

Falls u,>o0 ist, hat die Randabbildung unendlich viele Fixpunkte mit

Hiufungspunkten in den singuliren Punkten U (h) und V(h). Man bilde ihr
4 — 28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 2 janvier 1929.
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Hauptgebiet 2 (§ 3), das auf den anziehenden Punkten allein so aufgebaut ist,
wie es in der Figur 5 durch einige Randseiten von 2 fiir u, = 3 angedeutet ist.
Derjenige Teil von 2, der zu § gehort und links von der Achse von h liegt, ist,
wie aus der Figur ersichtlich, ein (u, + 4)-Eck mit der Winkelsumme 2 7, indem
es p, Nullwinkel hat und die iibrigen Winkel zwei Paare von Supplementwinkeln
bilden. Der Flicheninhalt desselben ergibt sich daher aus (8) zu u,. Ebenso ist
gy der Flicheninhalt des rechts von der Achse liegenden, 2 und § gemeinsamen
Polygons, wenn 2y, die Anzahl der Randfixpunkte auf dem Bogen (B, h B) ist.
Q2 und © haben also ein Flichenstiick von der Grosse u = u, + u, gemeinsam.
Nach Satz 3 iiberdeckt dies das Gebiet w (I) auf ¢ genau einfach. Aus

und (9) folgt nun _
H=4p—4. (12)

Die Gesamtzahl 2u der zu § gehorigen, d. h. nicht singuléren und beziiglich H
nicht &dquivalenten Randfixpunkte ist also = 8(p—1). Zwei verschiedene von
diesen konnen nach Satz 2 auch nicht durch ein Nicht-Fixelement in einander

iibergefiithrt werden.

Satz 7: Die Aneahl der untereinander nicht dquivalenten reguliren Fixpunkte bes
der zu einem Automorphismus erster Art mit zyklischer Fixelementgruppe
gehirigen Randabbildung <st 2 u, wober

O=pn=4p—4

Je nach dem Zahlwert von u ergibt sich somit fiir solche Automorphesmen
eine Epnteilung en 4p— 3 verschiedene Typen.

Je nach der Aufteilung von p in zwei zu den beiden Regularitiitsintervallen
gehorige Summanden g, und g, lisst sich diese Typeneinteilung verfeinern.

Man kann sich den Satz 7 dadurch veranschaulichen, dass man analog wie
in I, 30 die Fliche K;=K mod H bildet, wo K die Kugel der komplexen z-Werte
bedeutet. K, ist ein Torus. Auf K, liegen zwei geschlossene Kurven, die von je einem
der Regularititsintervalle unendlich oft iiberdeckt werden. Die eine wird z. B.
von dem Bogen (4, h 4), die andere von dem Bogen (B, k B) genau einmal iiber-
deckt. Hine I induzierende 7-Funktion ¢ ruft auf K, eine zur Klasse der Iden-



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Fldchen. II. 27

titit gehorige! Abbildung ¢ K, hervor. Auf den beiden genannten Kurven hingt
! nur von I ab, und 2y ist die Anzahl der auf den beiden Kurven liegenden
Fixpunkte von ¢ K,, die den Randfixpunkten in § entsprechen.

8. Kerngebiet eines Automorphismus.

Nun wird schliesslich der Fall untersucht, in dem H (I) mehr als eine zyk-
lische Gruppe enthilt. Die Menge S der beziiglich H singuliren Punkte ist per-
fekt und nirgends dicht. S ist einé Teilmenge von M und, da S keine isolierten
Punkte, also keine Punkte von M—M* enthilt, auch eine Teilmenge von M*..
Nun verbinde man die Endpunkte jedes der unendlich vielen Regularititsintervalle,
die —S8 ausmachen, durch eine nichteuklidische Gerade. So entsteht ein nicht-
euklidisch-konvexer Bereich ./ mit unendlich vielen Seiten. Da S eine Teilmenge
von M* ist, ist 4 ein Teilbereich des Hauptgebietes Q. (Fur M = M* =S ist
4=298) Ist fr+f, so iberdecken 4/ und f4 einander nicht, da £ und fQ ein-
ander nicht iiberdecken. Ist fr=/, so ist nicht nur fM*= M*, sondern auch
J§8=S8. Denn S ist die abgeschlossene Hiille der Menge der Fixgrundpunkte
(I, 29}, und da die Menge der Fixgrundpunkte durch ein Fixelement auf sich selbst
abgebildet wird, ist dasselbe mit § der Fall.

Definition: Das soeben definierte Gebiet 4/ = A4(t) = #(I) wird als »Kerngebiet»
des Automorphismus I oder der T-Funktfion ¢ bezeichnet. ¥s wird
nur dann von einem Kerngebiet gesprochen, wenn die Fixelement-
gruppe des Automorphismus mehr als eine zyklische Gruppe umfasst.
Das Kerngebiet ist ein Teil des Hauptgebietes und kann speziell mit
diesem identisch sein.

Wenn o und fA fir fr=+f an einander stossen, so miissen 2 und /2 an
einander stossen, da o in Q enthalten ist. Wenn umgekehrt 2 und fQ an ein-
ander stossen, so folgt aus Satz 2, dass dies lings der Achse eines Fixelements
geschieht, also stossen auch « und f7 an einander.

Ein Fixelement h bildet S auf sich und daher auch die Menge der Regu-
larititsintervalle auf sich ab. Ist ¢ ein solches und haben ¢ und hz Punkte
gemein, so ist k¢ ==1¢, also sind die Endpunkte von ¢ Grundpunkte von %, und 2
kann als »periodisches Regularititsintervall> bezeichnet werden. (Vgl. I, 14, wo
die gleiche Uberlegung auf E— M angewandt ist, und I, 29) Nun soll im

! Siehe Satz 12.
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niichsten Paragraphen gezeigt werden, dass jedes Regularititsintervall periodisch
ist. Die Menge E—S8 verhiilt sich also in dieser Beziehung anders als die Menge
FE—M, bei der auch aperiodische Intervalle vorkommen koénnen; so sind ja z. B.
im Falle des § 6 alle fixpunktfreien Intervalle aperiodisch. Aus dem genannten
Satz ergibt sich nun folgender Sachverhalt: Jede Randseite von  ist eine Achse,
liegt also iiber einer geschlossenen geoditischen Linie auf @. Diese ist doppel-
punktlos, weil die Randseite von o/ keine mit ihr dquivalente Achse schneidet,
wie aus der oben besprochenen Lage von . und fA folgt. Zwei verschiedene
von diesen Kurven auf ¢ sind aus dem gleichen Grunde zu einander fremd.
- Keine zwei von ihnen sind homotop, ohne identisch zu sein, da jeder Kurven-
typus nur eine geschlossene geodiitische Linie enthdlt. Also dst shre Anzahl
endlich, da @ ein endliches Geschlecht hat. Es gibt also nur endlich viele unter
einander nicht #quivalente Regularitiitsintervalle. Entsprechend dem Satz 3 haben
wir nun den folgenden Satz:

Satz 8: Das Kerngebiet A(I) eines Automorphismus I, dessen Fixelementgruppe
mehr als eine zyklische Gruppe enthdlt, ist die universelle Uberlagerungs-
Sdiche eines wvon endlich vielen doppelpunktlosen und zu einander fremden
geschlossenen geoddtischen Linien berandeten Teiles 6 (I) von ¢. Die Fix-
elementgruppe H (I) ist die Gruppe der Decktransformationen von A iiber 0.

4 enthiilt alle Achsen von Fixelementen, da deren Grundpunkte Randpunkte
des konvexen Gebietes / sind. J enthiilt also alle den Fixelementen entspre-
chenden geschlossenen geoditischen Linien. Man beweist leicht folgenden Satz
iiber die Verteilung dieser Achsen, den wir hier ohne Beweis angeben, da er im
Folgenden nicht verwendet wird: Sind 7 und j zwei Intervalle auf F, von denen
jedes singulire Punkte enthilt, so gibt es ein Fixelement, von dessen Grund-
punkten der eine in ¢, der andere in j liegt.

0. Periodischer Charakter der Regularititsintervalle.
In diesem Paragraphen geben wir den Beweis des oben schon verwendeten
Satzes:
Satz 9: Jedes Regularitdtsintervall st periodisch.
In dem Falle einer zyklischen Fixelementgruppe ist der Satz richtig, da es

alsdann genau zwei singulire Punkte gibt, die zusammengehorige Fixgrundpunkte

sind, also zwei periodische Regularitiitsintervalle bestimmen (§ 7).
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H(I) enthalte also mehr als eine zyklische Gruppe. Dann gibt es keine
isolierten singuléiren Punkte, also keine aneinanderstossenden Regularititsintervalle.
Je zwei Randseiten von . haben also eine gemeinsame Senkrechte. Zwei sich
trennende Paare von Randseiten von ./ haben gemeinsame Senkrechte, die ein-
ander schneiden. Die Linge mindestens einer von diesen muss dann oberbalb

einer gewissen, nur von der Metrik abhingenden Konstanten liegen. Denn man

Fig. 6.

bilde ein Dreieck mit den Winkeln if’ g und 0 und spiegele dieses fortgesetzt an

den Seiten, die den Winkel g einschliessen. So erhiillt man acht um den Schei-

telpunkt dieses Winkels angeordnete Dreiecke, die zusammen ein Nullwinkel-
viereck bilden. Die gemeinsamen Senkrechten gegeniiberliegender Seiten halbieren

einander und stehen senkrecht auf einander und haben die Linge », wenn ;—f
die zwischen den Winkeln ;—r und—;f liegende Seite des Ausgangsdreiecks ist. Als

die obengenannte Konstante kann mar dann z. B. diese Linge x nehmen.
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Nun sei o« irgend eine Randseite von o~ und h irgend ein Fixelement.
Dann ist auch ha eine Randseite von /. Wenn he von « verschieden ist, also
e nicht die Achse von & ist, so sei ¢ (e, ha) die gemeinsame Senkrechte von «
und he, die als das »zu o und he gehorige Querstiick von > bezeichnet sei.
g(h*e, h**1e) ist das Bild von g¢(e, he) bei k7. Nun zeichne man (Fig. 6) die
Randseiten %"a von A fiir alle nZ0 und alle q(h*e, h"*'a). Alle diese Quer-
stiicke und alle zwischen ihnen verlaufenden »Seitenstiicke», d. h. Teilbogen der
h* e, bilden zusammen eine in @ verlaufende einfache Kurve, deren Enden gegen
U(h) und V (h) streben, und die wir als die »h — a-Kette» bezeichnen. (Sie ist in
Fig. 6 etwas stirker ausgezogen.) Nun sei 8 eine von allen A"« verschiedene
Randseite von o auf derselben Seite der Achse von h, wie a. § liege z. B.
zwischen h'o und ¢. Dann liegt hf zwischen e¢ und hea. Also schneiden
q (8, hB) und ¢z, ha) einander. Von diesen beiden Querstiicken kann daher
hochstens -eines < x sein. Nun bezeichne man als eine »ausgezeichnete Kette»
eine solche, deren Querstiicklinge < x ist, die zugehdrige Achse als eine »aus-
gezeichnete Achse» und die geschlossene geoddtische Linie auf ¢, iiber der diese
Achse liegt, als eine »ausgezeichnete Kurve». Ist die h—a-Kette ausgezeichnet,
so ist b ein primiéres Element. Denn ist h=4%", »>1, so werden « und %" ¢ durch
k¢ und k*tlg getrennt; die Querstiicke ¢(e,k"«) und ¢ (ka, k**'«) schneiden also
einander; sie sind gleich lang, da sie durch % aus einander hervorgehen, und ihre
Linge muss also >x sein. — Somit kann es, wenn die h—a-Kette ausge-
zeichnet ist, auf derselben Seite der Achse von % keine zweite ausgezeichnete
Kette geben.

Zu einer ausgezeichneten Achse gibt es also hochstens zwei ausgezeichnete
Ketten, nimlich eventuell auf jeder Seite eine. Durch ein Fixelement wird eine
Kette in eine Kette mit gleicher Querstiicklinge, also eine ausgezeichnete in eine
ausgezeichnete transformiert. Wenn A durch ein Nicht-Fixelement f in ein Fix-
element h,=jfh f~' transformiert wird, so sind die Achsen von h und h; Rand-
seiten von #; und wenn 4 rechts von der gerichteten Achse von h liegt, so
liegt es links von der Achse von h, (Satz 2). h sowohl wie h, geben also nur
auf einer Seite zu Kettenbildung Anlass. Wenn sie beide ausgezeichnet sind, so
gehoren die beiden ausgezeichneten Ketten zu verschiedenen Seiten der ausge-
zeichneten Kurve, iiber der die beiden Achsen liegen. Wir fassen zusammen:
Zu jeder ausgezeichneten Kurve gehoren ein oder zwei Systeme von dquivalenten
ausgezeichneten Ketten, und damit ein oder zwei Werte fiir die Linge der zuge-
horigen Querstiicke.
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Nun nehme man im Gegensatz zu der Behauptung des Satzes g an, dass es
eine Randseite ¢ von o gibt, die nicht Achse ist, die also ein aperiodisches
Regularititsintervall begrenzt. hea ist fiir jedes Fixelement h eine von « ver-
schiedene Randseite von . fa ist fiir jedes Nichbt-Fixelement J eine ganz
ausserhalb o liegende Gerade; denn o+ und f4 konnen sich nach Satz 2
hichstens lings einer Achse berithren. ¢ enthilt also keine zwei dquivalenten
Punkte. '

Nun sei 4 eine Abstandslinie zu ¢ im Abstande ¢ auf derjenigen Seite von ¢,
auf der o liegt. Z sei der zwischen ¢ und A verlaufende Abstandsstreifen. s
soll zunfichst gezeigt werden, dass das Z und 4 gemeinsame Gebiet einen unend-
lichen Flicheninhalt hat. Angenommen g und y (Fig. 7) seien zwei Randseiten

Fig. 7.

von A, die i schneiden, also aus Z zwei nicht zu o/ gehorige Zweiecke abtrennen.
Fiir die Lidnge des Stiickes BC, das auf A zwischen g und y abgeschnitten wird,
gibt es eine positive untere Schranke. (Als solche kann man z. B. dasjenige Stiick
nehmen, das auf A zwischen § und y’ abgeschnitten wird, wenn # und ¢ zwei
Gerade sind, die mit ¢ zusammen ein Nullwinkeldreieck bilden.) Die A schnei-
denden Randseiten von 4 hiufen sich also nirgends auf A, sondern kdnnen sich
hochstens gegen die Endpunkte von A, also von e, hiufen. HEs seien nun fund y
zwei aufeinander folgende. Sei B der y zugekehrte Schnittpunkt zwichen g und 2
und C der g zugekehrte Schnittpunkt zwischen y und 1. B’ und O seien die
Projektionen von B und C auf ¢ (Fig. 7). Dann hat die Figur, die von dem
Stiick B'C' auf o, dem Stiick B C auf A und den beiden Loten BB und CC’
begrenzt wird, einen Flicheninhalt grdsser als eine nur von g abhiingige positive
Zahl. Dies Flichenstick ist Z und o« gemeinsam. Selbst wenn nun unendlich
viele Randseiten von 4 in Z eindringen, so gibt es doch zwischen je zwei auf-
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einanderfolgenden ein Flichenstiick dieser Art. Also hat das Z und 4 gemein-
same Gebiet einen unendlichen Flicheninhalt.

Nun hat ein Fundamentalbereich von F einen endlichen Flicheninhalt (siehe (9)).
Also gibt es in dem Z und o gemeinsamen Gebiet zwei dquivalente innere Punkte
P und ¢. Da 4 mit seinem Bilde bei einem Nicht-Fixelement keine inneren
Punkte gemeinsam hat, so muss @ =h P sein, wo h ein Fixelement ist. Man
fille von P die Senkrechte PP’ auf «. Ihr Bild bei h ist die Senkrechte @@’
von @ auf die von a verschiedene Randseite he von . Es ist PP <y, da
P in Z liegt, also anch Q@ <. Andererseits ist ¢ von ¢ um weniger als ¢
entfernt, da @ in Z liegt. Also kommen o und he einander niher als 2¢. Nun

withle man ¢ <g und bestimme ein Fixelement A so, dass (Fig. 8)
AB=gqhla,a) <20<nx

Das Bild von A B bei h ist das von EA auf o« nach & B auf he fithrende Quer-
stiick ¢ (¢, h o). Das in der Figur stark ausgezogene Querstiick 4 B und Seitenstiick -
Bh A bildet mit allen seinen Bildern bei allen A" (rn Z o) eine ausgezeichnete
Kette. Also ist h primir. Das stark ausgezogene Stiick 4 BhA enthilt keine
zwei dquivalenten Punkte ausser den Endpunkten. Denn das Seitenstiick enthilt
als Teilbogen von « keine zwei dquivalenten Punkte; kein Punkt des Seitenstiicks
kann mit einem Punkt des Querstiicks #iquivalent sein, da ein Randpunkt von 4
nicht mit einem inneren Punkt von . iquivalent ist; endlich kann das Querstiick
keine zwei idquivalenten Punkte enthalten, da es sonst durch ein mit ihm #qui-
valentes Querstiick geschnitten werden miisste, und das ist ausgeschlossen, da
seine Linge und daher auch die seiner dquivalenten < x ist. h bestimmt also
einen Kurventypus ohne Doppelpunkte. Die ausgezeichnete Kurve £, iiber der die
Achse von h liegt, ist also doppelpunktlos.

Nun wihle man 2¢, kleiner als die beiden Querstiicklingen, die zu £ ge-
horen, zeichne die Abstandslinie A; im Abstande ¢; von & und betrachte den-
jenigen Teil des entstehenden Abstandsstreifens, der in der Figur links von hAhB
liegt. Dieser Abstandshalbstreifen Z, hat auch unendlichen Flicheninhalt und
gibt also zu derselben Betrachtung Anlass, wie friher Z. Fr hat mit 7 ein
unendliches Gebiet gemeinsam. Es gibt also ein Element hy so, dass h; ¢ und
hi'e in Z, hineinragen, und so entsteht eine ausgezeichnete h, — a-Kette, da
20,<290<x% Das in der Figur 8 stark ausgezogene Fundamentalstiick 4, B, hy A,
dieser Kette enthilt ausser den Endpunkten keine zwei dquivalenten Punkte. Die
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Achse des priméren Elements £, liegt also iber einer doppelpunktlosen, ausgezeich-
neten Kurve k.. Uberdies treffen % und %, einander nicht. Denn dieselbe Be-
trachtung wie oben zeigt, dass auf den beiden in der Figur stark ausgezogenen
Fundamentalstiicken beider Ketten zusammen ausser den beiden Endpunktpaaren
keine zwei dquivalenten Punkte vorkommen. Dass % und %, auch nicht etwa

identisch sind, ist durch die Wahl von p, gesichert, da die zu k%, gehorige Quer-

Fig: 8.

sticklinge der h; —ec-Kette kleiner ausfillt, als die eventuell beiderseits zu %
gehorigen Querstiicklingen.

Nun wihle man 2g, kleiner als die beiden zu %, gehorigen Querstiicklin-
gen, konstruiere damit eine h,—a-Kette, die eine neue ausgezeichnete Kurve
k; bestimmt, und setze dieses Verfahren beliebig lange fort. Dadurch erhilt man
beliebig viele verschiedene, doppelpunktlose und zu einander fremde, geschlossene,
geoditische Linien auf ¢. Keine zwei solche sind untereinander homotop. Dies
Ergebnis steht im Widerspruch zu dem endlichen Geschlecht von ¢.

Damit ist Satz 9 bewiesen.

5 — 28583. Acta mathematica. 53. Tmprimé le 3 janvier 1929,
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10.  Freiheit der Fixelementgruppe. Konstruktion ihres Fundamentalbereichs.

Wir setzen auch weiterhin voraus, dass H(I) mehr als eine zyklische
Gruppe umfasst, und bilden nach Satz 8 das vom Kerngebiet o tiberlagerte Gebiet
d auf ¢. Wenn zwei Randseiten von . bei einem Nicht-Fixelement korrespon-
dieren, so ist die von ihnen iiberlagerte geschlossene geoditische Linie auf ¢ mit
beiden Seiten an der Berandung von J beteiligt und zidhlt als 2 Randkurven
von d. Sei r=1 die Anzahl der Randkurven von ¢ und ¢ das Geschlecht von d.

Fig. 9.

Es ist ¢<p, da es immer Randkurven gibt. Fir g=o0 ist =3, denn wenn d
schlicht ist, so ist r=1, da eine geschlossene geoditische Linie nicht zusammen-
ziehbar ist, und »=2, da zwei geschlossene geoditische Linien nicht homotop
sind. Also ist stets

' y=2q+r—1=2.

Nun soll ein Teilbereich 4, von 4 konstruiert werden, der J genau einmal
iiberdeckt, indem wir ¢ nach dem Vorbild des Enzyklopidieartikels' durch Quer-
schnitte zerschneiden. Siehe zum Folgenden Fig. 9 und 10. Der bequemen

! M. DEaN und P. HEEGAARD, Analysis situs. Math. Enzykl, III, 1, 1, S.200. In der For-
mel unten auf S. 198 ist r statt 27 zu lesen. Durch Aufschneiden lings eines Querschnitts wird
K um 1 Kleiner.
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Ausdrucksweise halber nehmen wir in den Figuren und im Text an, dass ¢=1
und r=2, also v=3 ist; das Verfahren ist aber natiirlich ganz allgemein.

Es seien «, und g, die beiden Randkurven von §(I) (Fig. 9). Der vom Punkte
p, auf ¢, zum Punkte p, auf o, gefithrte nicht zerstiickelnde Querschnitt y, ver-
wandelt d in ein schlichtes Gebiet mit 3 Randkurven. Der von p; auf ¢, nach p,
auf «, gefilhrte Querschnitt 7, verbindet die beiden durch y, entstandenen «,-

Fig. 10.

Stiicke. Endlich wird noch der Querschnitt ¢, von p; auf @, nach pg aunf 8, ge-
fihrt. Durch diese 3 Querschnitte wird ¢ in ein einfach zusammenhingendes
Gebiet verwandelt. Man kann diese drei Querschnitte iiberdies als die kiirzesten
Linien ihres Typus wihlen; dann werden sie geoditische Linienstiicke, die auf o,
bezw. B, die ja geschlossene geoditische Linien auf ¢ sind, senkrecht stehen.
Die Méglichkeit hiervon iiberlegt man sich leicht direkt; sie ergibt sich im Ubrigen
aus der entsprechenden Konstruktion in @, die wir jetzt verfolgen.

Es sei ¢ (Fig. 10) irgend eine derjenigen Randseiten von o, die iiber «,
liegen. Ist «, so orientiert, dass es ¢ zur Linken hat, dann hat e ebenfalls 4
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zur Linken. P, sei irgend einer derjenigen Punkte von e, die iiber p, liegen.
Nach diesen beiden Wahlen ist nun das Gebiet 7,, das ¢ einfach iiberdeckt, vollig
bestimmt, indem wir das aufgeschnittene ¢ von p, aus und mit y, beginnend so
ﬁmlaufen, dass J zur Linken liegt, und den Weg des laufenden Punktes in @
von P, aus verfolgen: Wihrend x, auf ¢ y, durchliuft, durchliuft der dariiber
liegende Punkt x in @ die Gerade y und endet in einem Punkte P, iiber p, auf.
einer mit ¢ #quivalenten Randseite @, von . Dabei ist y senkrecht auf « und
;. Wiahrend =, auf «, von p, nach pg lduft, liuft x auf ¢, von P, nach P,
(iber p,), dann setzt eine Gerade 7 iber 7, an usf. In dem Augenblick, in
dem x, zum zweiten Mal p; passiert, trifft z in P,” auf « ein; denn dann (aber
auch erst dann) hat x, einen Weg durchlaufen, der mit einem Bogen von «,
zusammen ein einfach zusammenhingendes Gebiet berandet, d.h. homotop Null
ist. Der Leser verfolgt ohmne Schwierigkeit an Hand der Fig. 9 und 10 die
korrespondierenden Wege von x, auf ¢ und von z in @ und sieht die Allge-
meingiiltigkeit dieser Konstruktion fiir beliebiges ¢ und », indem man immer
eine beliebige, aber fest gewihlte Randkurve ¢, von d dem Querschnittsystem
zu Grunde legt. Diejenigen Randseiten des rechtwinkligen Polygons ,, die auf
Randseiten von . liegen, ergeben zusammen eine genau einmalige Uberdeckung
der Randkurven von §. Die iibrigen Randseiten von A4, sind Querstiicke von «,
die zu je zweien bei einem Fixelement korrespondieren; in Fig. 10 sind die
Achsen der drei Elemente h,, h, und hy, soweit sie in o, verlaufen, durch Striche-
lung gekennzeichnet und dadurch die Korrespondenz der Querstiicke y und 7" u.s.f.
angedeutet. Jeder Einheit in ¢ entspricht ein Elementepaar, jeder Einheit in
r—1 ein Element. Die Anzahl dieser Elemente ist also ».

Denkt man sich nun die zu E orthogonalen Kreise, die die Querstiicke y,
7', ws.w. tragen, voll ausgezogen, so treffen sie einander nicht, wie aus ihrer
Orthogonalitit zu den Seiten von A folgt. Das Teilgebiet  von @+ F, das
ausserhalb aller dieser Kreise liegt, ist ein Fundamentalbereich fiir die von &y, ..k,
erzeugte Gruppe {h,,...,h,}, und diese Gruppe ist somit eine »freie Gruppe>,
d.h. es bestehen keine nicht-identischen Relationen zwischen i, . .., h,. Da{hy,.. ., h}
von Fixelementen erzeugt wird, ist sie mit H(I) identisch oder eine echte Unter-
gruppe von H(I). Im letzteren Fall bilde man eine Zerlegung von H nach
{hy,...,hs}. Die Anzahl der mit einem beliebigen Punkte von § laut Fix-
elementen #quivalenten, ebenfalls in § gelegenen Punkte ist gleich dem Index
dieser Zerlegung, also von dem ausgewihlten Punkt unabhingig. Fiir einen
Punkt von 4, ergibt sich diese Anzahl zu 1, da «, der Durchschnitt von o und
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9 ist und zufolge seiner Konstruktion keine zwei iquivalenten Punkte enthilt.
Also ist
H()={h,...,h}.

A, ist ein 4 v-Eck mit der Winkelsumme 4 - —7—;: 2vn. Nach (8) ist daher

Ar{dy) = Ar (0(I)) = 2v — 2. (13)

Aus Ar(0) = Ar(p) und (9) folgt nun
y=2p—1. , (14)

Dass hierbei das Gleichheitszeichen vorkommen kann, zeigt das Beispiel 2, I, 15;
in diesem ist J die lings der dem Klement b, entsprechenden geschlossenen
geoditischen Linie aufgeschnittene Fliche.

Satz 10: Enthdlt die Fixelementgruppe eines nicht-identischen Automorphismus mehr
als eine zyklische Gruppe, so ist sie eine freie Gruppe. Fiir die Aneahl
v threr freten Erzeugenden gult

2=v=2z2p—1.

Daber ist v=2q+r—1, wenn q das Geschlecht und r die A’nzahl der
Randkurven des vom Kerngebiet A (I) iiberdeckten Gebietes 8 (I) auf ¢ ist.

11. Typenbildung fiir nicht-zyklische H (I).

Nun betrachte man ein Regularititsintervall 2. & sei dasjenige primire
Fixelement, dessen Grundpunkte 7 begremzen. Man vergleiche zum Folgenden
wieder Fig. 5, indem man diese jetzt so auffasst, dass U(h) und V (k) nicht mehr
isolierte singulire Punkte sind, dass aber alle iibrigen singuliren Punkte und
damit auch das Kerngebiet # in der Figur rechts von der Achse von A liegt.
Diese Achse wird durch die von h erzeugte Gruppe {h} auf sich und durch jedes
andere Fixelement auf eine andere Randseite von . abgebildet. Also wird auch
die von ihr begrenzte Halbebene @,, die in Fig. 5 links von ihr liegt, durch {h}
auf sich und durch jedes andere Fixelement auf eine zu @, fremde Halbebene
abgebildet. Einen Fundamentalbereich fiir H(I) in @, bilden, heisst also, einen
solchen fiir {h} in @, bilden, und das geschieht durch die beiden Geraden «
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und he der Figur 5. Nun wiederholt sich die Betrachtung des § 7: Auf dem
Fundamentalstiick 4 k4 gibt es nur eine endliche und zwar gerade Anzahl 2y,
von Randfixpunkten, die abwechselnd anziehend und abstossend sind. [st Uy >0,
so greift das Hauptgebiet 2 iber das Kerngebiet  lings der betrachteten Rand-
seite von . hinaus, also greift auch w iiber d lings der entsprechenden Rand-
kurve von ¢ hinaus. Um diesen letzten Uberschuss zu messen, haben wir den
obigen Uberschuss von £ iiber ./ zu messen, so weit er einem Fundamental-
bereich von {h} angehort. Das ist das (u,+4)-Eck der Fig. 5, dessen Flichen-
inhalt in § 7 zu u, berechnet wurde.

Dasselbe wiederholt sich nun in allen nicht mit ¢ und nicht unter einander
dquivalenten Regularititsintervallen. Deren Anzahl ist r, wenn r die Anzahl
der Rinder von ¢ ist (wobei eine geschlossene geodiitische Linie zweimal als Rand-
kurve zihlt, wenn sie beiderseits d berandet). Man erhiilt also » Zahlen p,, . . ., u-.
Jeder Randkurve von J ist also ein solcher u-Wert zugeordnet. Zwei Rand-
kurven von d, die in einer beiderseits berandenden Kurve zusammenfallen, haben
iibrigens beide ihren u,Wert gleich Null, wie aus Satz 2 folgt.

Man lasse sich nicht dadurch tiuschen, dass ¢ im Fall der Fig. 10 nur 2
Randkurven hat, aber ., an 6 Randseiten von ./ stosst. Denkt man sich die
die Querstiicke tragenden Geraden der Fig. 10 vervollstindigt, so entsteht auf
der Aussenseite von B ein solcher Fundamentalbereich, wie wir ihn soeben fiir
{h} in Fig. 5 betrachtet haben; denn P; und P’; sind #quivalent bei dem zur
Achse 8 gehorigen primiren Element. Die auf den Randseiten « bis «, stehen-
den Stiicke ergeben aber erst zusammengenommen einen solchen Fundamental-
bereich. Man denke sie sich etwa .iquivalent verlegt so, dass sie alle an « stossen
und nebeneinander angeordnet sind. Dann werden die dussersten Eckpunkte auf
o dquivalent. Es sind also nur zwei u-Werte da, einer fiir die Randkurve 8, und
einer fiir die Randkurve ¢, von d.

Nun setze man

m= g o o (15)

Man erhilt Ar (w), indem man zu A7 (d) die zu den einzelnen Randkurven von
d gehorigen Uberschiisse von  iiber ¢ hinzufiigt, deren Flicheninhalt einzeln
zu w; berechnet wurde. So kommt wegen (13) und (15)

Ar(w(I)=2v—2 + u, (16)

und wegen Ar(w) =< Ar(p) und (9)
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2v+u=4p—z, (17)

wodurch (14) verschiirft wird, falls u > o.

Zwei regulire Randfixpunkte sind nach Satz 2 nie mittels eines Nicht-Fix-
elements dquivalent. Jeder regulire Randfixpunkt ist nach Konstruktion mit genau -
einem der obigen 2 p Punkte mittels eines Fixelements fquivalent.

Satz 11: Ber einem Automorphismus I, dessen Fixelementgruppe H (I) mehr als
eine zyklische Gruppe wmfasst, gilt fiir die Anzahl v = 2 der freien Er-
zeugenden von H und die Anzahl p = o der unteretnander nicht dquiva-
lenten reguld'ren' Randfixpunkte die Beschrinkung (17). Je nach den
Zahlwerten von v und p ergibt sich somit fiir solche Automorphismen eine
Lintedlung in endlich viele Typen.

Diese Typeneinteilung ldsst sich verfeinern, indem man einerseits nach der
Verteilung von » auf Geschlecht ¢ und Rinderzahl » von ¢ gemiiss der Formel
v = 2qg +r— 1, andererseits nach der Verteilung von g in r Summanden gemiss
(15), den r unter einander nicht liquivalenten Regularititsintervallen entsprechend,
sondert. .

Man kann wieder, wie in § 7, die Fliche K, = K mod H bilden, indem
man zunichst den Fundamentalbereich § von H durch Spiegelung an E auf das
Aussere ¥ von E erweitert. $ ist dann das Aussere der 2w voll ausgezogenen,
zu E orthogonalen Kreise, die die Querstiicke der Figur 10 tragen. Diese ent-
sprechén sich paarweise bei je einem der » erzeugenden Fixelemente. K, ist also
eine geschlossene Fliche vom Geschleeht ».  Auf ihr liegen r geschlossene Kur-
ven, die von den Regularititsintervallen iiberlagert werden. Eine I induzierende
T-Funktion ruft eine zur Klasse der Identitit gehdrige' Abbildung von K, auf
gich hervor, die auf jenen » Kurven nur von I abhingt und dort die z u Fix-
punkte hat, die als Randfixpunkte in § auftraten.

12. Zusammenfassung.

Bine unendliche zyklische Grﬁppe ist die freie Gruppe mit einer Erzeugen-
den. Wir verabreden den Sprachgebrauch, als »freie Gruppe mit Null Erzeugen-
den»> die nur aus dem identischen Element bestehende Gruppe zu bezeichnen.

Ihr Fundamentalbereich ist ganz @ + E oder, wenn wir das Aussere ¥ von E

! Siehe Satz 12.
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mit in Betracht ziehen, ganz K. Dann lassen sich die bisherigen Resultate fol-
gendermassen zusammenfassen:

Es sei I ein beliebiger nicht identischer Automorphismus erster Art und ¢
eine I induzierende 7-Funktion. ¢ erhilt die Orientierung. Dann ist die Fix-
elementgruppe H(I) stets eine freie Gruppe. Fiir die Anzahl » der freien Er-
zeugenden gilt wegen (14)

o=Zv=2z2p— 1. (18)
Die Fliche

K=K mod H(I)

ist eine geschlossene Fliche vom Geschlecht », also fiir » =0 eine Kugel, fiir

=1 ein Torus, sonst eine Fliche von hoherem, aber 2 p— 1 nicht iibersteigen-
den Geschlecht. Auf Kjliegen r geschlossene Kurven, die von den » Systemen von
unter einander fquivalenten Regularit%itsinfervallen iiberdeckt werden. Sie mégen
die »F-Kurven» von K7 heissen. Ihre Punkte sind die einzigen Punkte von Kj,
die nicht iiber Punkten von ¢ liegen. Mit der hierin liegenden Verallgemeinerung
kann man K; eine Uberlagerungsfliche von ¢ nennen.. Fiir » =0 ist » = 1, indem
ganz F die F-Kurve auf K; ausmacht. Fir v»=1 ist r=2. Fir »> 1 ist
I=r=2p, wie aus v=2¢q+»—1 und (14) folgt, und hierbei kann das Gleich-
heitszeichen nach jeder der beiden Seiten vorkommen. So ist im Falle des Auto-
morphismus I im Zusatz I, 8. 357 das BElement % ein Fixelement, dessen Achse
die einzige Randkurve von d (I) iiberlagert; also » = 1, wihrend ¢ =1 und v = 2
ist. Andererseits definiere man den Automorphismus I; durch

ai—>aib,~
I 1=1,2,...,p.
bi-"bi,

Durch Vergleich mit dem Beispiel 2, I, S. 247, ergibt sich sofort, dass d(I;)
dasjenige schlichte Gebiet ist, das aus ¢ durch Aufschneiden lings der p zu ein-
ander fremden, von den Achsen der Elemente b; iiberlagerten geschlossenen geo-
ditischen Linien entsteht. BEs ist also » =2p. Dabei ist ¢ =0, also y=2p—1.
In der Tat wird H (I,) durch die 2p Elemente b und a;biail, i=1,...,p,
erzeugt, von denen sich mittels der Grundrelation von F genau eines eliminieren
lisst, wodurch die iibrigen frei werden.

Die 7-Funktion ¢ K ruft eine topologische Abbildung von Krauf sich hervor
(die wir direkt als ¢ K; bezeichnen); denn sie geniigt der Funktionalgleichung
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tfe=fitx {19)
fir alle « auf K und alle f in F, insbesondere also auch der Funktionalgleichung
thx=htx (20)

fiir alle  auf K und alle A in H(I). Nun zeigen wir allgemein den
Satz 12: Diée Abbildung t Kr gehirt zur Klasse der Identitdt.

Um dies zu beweisen, ist zu zeigen, dass es eine von einem Parameter A,
0=A1=1, stetig abbhingende Schar von stetigen und eindeutigen (aber nicht
notwendig eineindeutigen) Abbildungsfunktionen s; (x) gibt so, dass s, (x)= ¢(z) und
s;(x) = ist und s; der (20) entsprechenden Funktionalgleichung

sihx=hs;x (21)

fiir alle « und alle & aus H geniigt. Denn (21) ist die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass s;(z) fiir jedes A eine stetige Abbildung s; K; bestimmt.
Dagegen ist natiirlich nicht davon die Rede, dass s; einer (19) entsprechenden
Funktionalgleichung geniigt. Das ist schon dadurch ausgeschlossen, dass s, ()=t (x)
der Gleichung (19) und s, () = 2 der Gleichung

s frx=fs x
fiir alle f geniigt; und es gibt ja Elemente f, fiir die f7 =+ f ist.

Wir werden s; so konstruieren, dass es, ebenso wie s, und s;, @ in sich, £
in sich und ¥ in sich transformiert. Dazu konstruieren wir s; in @ + F und
setzen fest, dass der Spiegelpunkt an F eines beliebigen Punktes in den Spiegel-
punkt an E des Bildpunktes iibergehen soll.

Falls nun v==0 ist, so ist & in (21) nur die Identitit. HEs ist also gar keine
Funktionalgleichung zu erfiillen. Die Behauptung ist in diesem Fall eine unmit-
telbare Folge des Tierzeschen Deformationssatzes, und s st also sogar als
topologische Abbildungsfunktion wihibar.

Also sei v>o0 angenommen. ¢ sei ein Regularititsintervall, das von den
Grundpunkten des primiren Fixelements & begrenzt wird. L sei die Achse von h
und Z die von L und ¢ begrenzte nichteuklidische Halbebene. Die Gruppe {h}
bildet Z auf sich ab. Z mod {k} ist ein mit einem Kreisring hom&omorpher
Bereich. Man kann wieder die Figur 5 benutzen. Dabei sei noch angenommen,
dass dort e zu L senkrecht sei. Dann ist z. B. das Kreisbogenviereck A ChCh A

6 — 28583. dcta mathematica. 63. Imprimé le 3 janvier 1920.
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ein Fundamentalbereich fiir {4} auf Z. Diesen bilde man auf das Einheitsquadrat
einer #—v-Ebene so ab, dass die durch U(h) und V (k) gehenden Kreise in die
Geraden v=Konst. und ihre Orthogonaltrajektorien in die Geraden «= Konst.
iibergehen. Diese topologische Abbildung heisse z. Dann setze man

(b () =(u+ 1,0,
wenn

v () = (u, v)

ist. Dadurch ist Z durch 7 auf den Parallelstreifen 0=v=1 abgebildet. Nun
liegt ja eine Abbildung ¢¢ von ¢ auf sich vor, die der Gleichung thx=htx ge-
niigt. {27z ist eine Abbildung der Geraden v=1 auf sich, bei der der Punks
(w, 1) in einen Punkt (u + y(x),1) iibergeht und x (u) eine stetige periodische Funk-
tion von % mit der Periode 1 ist. Nun sei 3, die durch

’

Cow =+ sv g (u)
o
v =wv

definierte Abbildung des Parallelstreifens auf sich und
oe=1"13.7

die durch Transformation mit ¢ sich ergebende topologische Abbildung von
Z auf sich, die stetig von dem Parameter ¢ abhingt. ¢, ist fiir alle ¢ auf L die
Identitit. o, ist in ganz Z die Identitdt. o, ist in 2 die Abbildung = o, ge-
niigt wegen der Periodizitit von y(u) fiir alle ¢ und alle z in Z der Gleichung

g.hrx=ho.x. (22)

Fasst man nun in (22) » nicht mehr als das bisherige bestimmte Element, son-
dern als ein beliebiges Fixelement auf, so wird die Definition von ¢, auf alle mit
Z 'laut H(I) #quivalenten Bereiche ausgedehnt; diese greifen ja nicht iiberein-
ander. Gibt es noch andere Regularititsintervalle (ist also 7> 1), so wihle man
eins von diesen und verfahre mit ihm und allen seinen laut H (I) iquivalenten ebenso
und setze dies r Male fort. Ist »>1, so bleibt ¢, noch im Kerngebiet / zu
definieren und wird dort fiir alle Werte von & gleich der Identitit gesetzt. Nun
ist 0. in ganz @ + I definiert und geniigt dort fiir alle ¢ und alle h aus H der
Gleichung (22). ’
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Nun setze man
t.(@+ E)=0.t(® + E).

t. geniigt (20), da sowohl ¢ wie ¢, dies tun. Hs ist f,==¢ Die Funktion ¢, geniigt
(20) und ist auf E die Identitit. Damit ist der erste Teil der Deformationsauf-
gabe beendet. Auf K; gesprochen kann er kurz dahin charakterisiert werden, dass
man die Abbildung auf allen E-Kurven von K; in die Identitidt deformiert. Die
Stetigkeit erheischt dabei nur, dass man die niichste Nachbarschaft dieser Kur-
ven in Mitleidenschaft zieht. Wir haben diese Nachbarschaft bis ans Kerngebiet
reichen lassen; an dessen Rand hort die Deformation gerade zu wirken auf.

Nachdem nun durch Deformation die Funktion #, erzielt ist, die auf F die
Identitit ist, bei der also die euklidische Entfernung von Punkt zu Bildpunkt
bei Anniherung an F gegen Null geht, ist es leicht, durch fortgesetzte Defor-
mation zur Identitiit zu gelangen, ohne (20) zu verletzen. Man braucht dazu nur
jeden Bildpunkt von @ in der Zeiteinheit mit gleichféormiger Geschwindigkeit
und geradlinig (beides im Sinne der nichteuklidischen Metrik) auf sein Urbild
losmarschieren zu lassen und wie in I, 27 zu schliessen, dass (20) in jedem
Zeitpunkt befriedigt ist, sodass wirklich eine stetige Anderung der Abbildung auf
K7 vor sich geht. — Man sieht, dass die vorherige Behandlung von FE und seiner
Nachbarschaft notig war, um bei dem letzteren Verfahren Unstetigkeit des Pro-
zesses an F zu vermeiden.

Damit ist Satz 12 bewiesen. .

Nun betrachte man die reguliren Randfixpunkte von ¢ Diese sind nach
Satz 5 isoliert und auf E beiderseits anziehend oder abstossend. Sie zerfallen
in endlich viele Systeme von beziiglich H Hquivalenten. Die Anzahl 2 u dieser
Systeme ist gerade. g ist im Zusammenhang mit » beschrinkt durch

o=2v+u=4p—2. (23)

Diese Relation ist die Zusammenfassung von (11), (12) und (17). w kann definiert
werden als die halbe Anzahl der zu einem Fundamentalbereich § von H gehori-
gen Randfixpunkte. Auf K; kann man g folgendermassen erkliren: Die Fix-
punkte der Abbildung ¢ K; unterliegen der in I, 31 definierten Klasseneinteilung.
Als die »Hauptklasse» von ¢ K sei diejenige Fixpunktklasse von ¢ K; definiert,
welche von der Fixpunktmenge von t K iiberlagert wird. Dann ist 2 u die Anzahl
der auf den E-Kurven gélegenen und zur Hauptklasse gehorigen Fixpunkte von
tKr. Wenn eine E-Kurve einen solchen Punkt enthiilt, so enthilt sie nur Fix-
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punkte der Hauptklasse; denn wenn ein Regularitiitsintervall einen Fixpunkt
enthiilt, so kann es offenbar keinen Punkt enthalten, der bei ¢ in einen andern,
aber mit ihm laut H #quivalenten iibergeht. Fizxpunkte der Hauptklasse auf
den FE-Kurven sind isolierte Fixpunkte von fK; Dies folgt aus ihrer Isoliert-
heit anf £ und 1, 34.

Falls u+v>1 ist, wird von einem Hauptgebiet 2(I) gesprochen. Der
Fliacheninhalt des von £ auf ¢ iiberdeckten Gebietes w ist

Ar(w)=2v+pu-—2. (24)

Vgl. (10), (16) und § 7. Aus (24) und (9) folgt (23). Ar(w)=o0 erfordert v=o0, u=2,
da v+ u>1 sein soll. o wird von Q einfach oder unendlich oft iiberdeckt, je
nachdem »=o0 oder »>o0 ist.

Falls »>1 ist, wird von einem Kerngebiet 7 (I) gesprochen. Der Flichen-
inhalt von 6= mod H ist nach (13) und wegen »>1:

Ar(d)=2(r—1)>o0. (13)

Je nach den Werten der beiden charakteristischen Zahlen » und p ergibt
sich eine Einteilung aller Automorphismen erster Art in Typen, deren Anzahl
wegen (23) endlich ist. Dasselbe gilt auch noch, wenn man fir »>o0 die Typen
weiter unterteilt, so wie dies in § 7 und § 11 angégeben ist.

Die Abhandlung I enthilt zahlreiche Beispiele fiir die verschiedenen Typen,
jedoch kein Beispiel, in dem »>0 und gleichzeitig u>>o0 ist. Fir diesen Fall ist
mir bisher kein Beispiel bekannt.

IT. ABSCHNITT.
Indizes der verschiedenen Typen.

13. Verhalten der Abbildung in der Umgebung ven Randfixpunkten.

BEs sei ¢ eine T-Funktion, die den Automorphismus I induziert, P ein beziiglich
H(I) regulirer Punkt von E und « eine Umgebung von P, die keine zwei laut
einem Fixelement dquivalente Punkte enthilt. O sei der Punkt x =o0, f ein Element
von F, und fO liege in w. Es ist tfO=jf7t0. Die nichteuklidische Entfernung
des Punktes O von seinem Bild bei ¢ ist also gleich der Entfernung der Punkte
O und f~'f3t0. Nun sei % ein von f verschiedenes Element von F, und %0 liege
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in u. Das Element £/~ fiibrt fO in kO iiber, ist also kein Fixelement, da beide
Punkte in « liegen. Aus '
kf kS
folgt
k=t ke,
also
E1ErtO+f1f1t0.

Ist nun C eine (beliebig grosse) positive Konstante, so gibt es in einem Kreis
um O mit dem Radius C nur endlich viele mit {0 dquivalente Punkte. Also gibt
es nur endlich viele mit O dquivalente Punkte in %, deren Abstand von ihrem Bilde
bei ¢ unterhalb C liegt. Ist nun + der Radius eines Kreises um O, der einen
Fundamentalbereich B von I’ ganz umschliesst, und B der Radius eines Kreises
um ¢0, der B ganz umschliesst, so liegt jeder Punkt x von u einem Punkte fO
niher als » und f{x dem Punkte {0 niher als R. Der Abstand e (x) von x und
tx wichst also fiir x— P iiber alle Grenzen. Fir solche P, die nicht Fixpunkte
von ¢ sind, ist dies selbstverstiindlich. Der folgende Satz ist daher wesentlich
eine Aussage ilber regulire Fixpunkie der Randabbildung:

Satz 18 a: Ist P ein reguldrer Randpunkt von t und C eine beliebige Konstante, so
gibt es etne solche Umgebung w von P, dass der nichteuklidische Abstand
e(x) von z und tx fiir alle x in w oberhalb C liegt.

Ganz anders ist das Verhalten der reellen Funktion e (x) der komplexen
Variablen «, die die nichteuklidische Entfernung von x nach t{x angibt, bei Anni-
herung an einen singuldren Randpunkt. Sei e=o0 das Minimum von ¢(xz) in @.
Da fir alle Fixelemente h

er(hx)=e; ()

wegen t h=ht, so nimmt ¢ seinen Wertevorrat in einem Fundamentalbereich § von
H(I) an. -Alle zu E gehorigen Randpunkte von $ sind regulir, und e, wiichst
bei Anniherung an diese nach Satz 13a iiber alle Grenzen. ¢ ist stetic und
nimmt somit jeden Wert =¢ in nicht auf E liegenden Punkten von  an. Nun
hiufen sich die mit  laut H iiquivalenten Bereiche gegen jeden singuliren
Punkt. Also gilt:

Satz 13 b: Die Abstandsfunktion e (x) nimmt in jeder Umgebung eines singuldren
Punktes jeden Wert, den sie iberhaupt in @ annimmt, unendlich oft an.
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~ Neben diese Siitze iiber die Entfernung von x nach {x soll nun ein Satz
gestellt werden, der etwas iiber die »Richtung von x nach ¢x» in der Nihe eines
reguliren Randfixpunktes aussagt.

Es sei P ein regulirer, beiderseits anziehender Fixpunkt auf £. Auf Grund
des Hiilfssatzes 4, & 4, bestimmen wir eine solche Folge I, von in einander trans-
formierbaren prim#iren Elementen von F, dass die Achsen dieser Folge P immer
enger umschliessen, indem fiir wachsendes # ¥V (l,) von der einen Seite her und
U(l,) von der anderen Seite her monoton. gegen P konvergiert. Die Folge soll
80 spit beginnen, dass alle U(l,) in dem einen, alle V(/,) in dem andern der an
P stossenden fixpunktfreien Intervalle liegen. Dann trifft, da P beiderseits anziehend
ist, die Achse von l,; nicht die Achse von ., sondern liegt ganz auf der P zuge-
kehrten Seite dieser Achse. Wir betrachten nun die Achsenpaare von I, und lnr
fiir alle ». BEs kann vorkommen, dass die aus zwei solchen Paaren gebildeten
Figuren idquivalent sind, nimlich wenn es ein Element von F gibt, das Iy in [,
und gleichzeitig lnr in l,; transformiert. Man zerlegei die Achsenpaare in voll-
stindige Systeme untereinander dquivalenter.

Nun werde zuniichst angenommen, dass jedes solche System nur endlich
viele Achsenpaare enthilt. Dann kann man eine Teilfolge der I, so auswiihlen,
dass sie zu lauter untereinander nicht dquivalenten Achsenpaaren fiihrt. Diese
werde wieder mit l,, #=1,2,..., bezeichnet. [/, wird kurz mit ! bezeichnet. I, ist

in [ und also I,7 in I; transformierbar. Sei f» ein solches Element, dass
ln:fnl 171:](;1 =i 171

ist. Die letze Gleichung zeigt, dass fn nur bis auf eine willkiirliche Potenz von

! bestimmt ist. Nun transformiere man das Achsenpaar von Iy und ly ;= furlr far
mit 5. Dann erhilt man die Achsen der Elemente

! und lw‘fn—lnt' Ir- fn_Ilj;t l_v:ln,;

und diese bilden also eine mit dem Achsenpaar von [, und /. s iquivalente Figur.
Nun sei A ein Punkt auf der Achse von [, und also das Segment von A bis I4
ein Verschiebungsstiick auf dieser Achse. Dann kann man » so wihlen, dass die
gemeinsame Senkrechte der Achsen von I’ und ! die letztere zwischen 4 und /4
trifft. Dann muss der kiirzeste Abstand d(l,1,’) der Achsen von [ und 7’ mit »
iiber alle Grenzen wachsen, da nach Voraussetzung die Achsen der 1, alle ver-

schieden sind und eine unendliche Menge iquivalenter Achsen sich nur gegen K
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hiuft. Also wiichst auch der Abstand d(l,, 1,5 der Achsen von I, und l,; mit »
iiber alle Grenzen.

Nun ist das Bild der Achse von ! bei ¢ eine Jordankurve in @, die wegen
tlac = lItx

durch /; mit sich selbst zur Deckung gebracht wird, also in einem Abstandsstreifen
zur Achse von [; verliuft. Sei ¢ das Maximum ihres Abstandes von der Achse
von /;. Das Bild der Achse von I, bei ¢ begleitet dann ebenfalls die Achse von
lozin einem Abstand < o. Fir alle diejenigen Werte von #, fiir welche d (I, l.7) > o
ist, wird also die Achse von [, von ihrem Bild bei ¢ nicht mehr getroffen.
Fiir alle Achsen der Folge von einer gewissen Stelle an liegt also das Bild der
Achse bei ¢ ganz auf der P zugekehrten Seite der Achse; und der Abstand der
Achsen von ihrem Bild wiichst dabei in der Folge mit # iiber alle Grenzen.
Wenn andererseits die obige Voraussetzung nicht erfiillt ist, so gibt es in
der urspriinglichen Folge von Achsenpaaren mindestens ein unendliches System
untereinander iquivalenter Paare. Dann werde dies als Teilfolge ausgewidhlt und
wieder mit ‘ '
=10, ...

bezeichnet. Sei f, das (eindeutig bestimmte) Element, das ! in l, und zugleich
Ir in I, transformiert. Aus

Solifa =l ={falfa V= forlifar
folgt (analog wie in (7), § 4)
fil far=11. (25)

Hierbei ist »’ ein von » abhingender Exponent, und zwar sind die zu ver-
. schiedenen Werten von n gehorenden Werte von #  verschieden. Denn man

nehme an, es sei m =+ » und m’ = #»’'. Dann ist

fl fur =10 =0 =f for,

also

Sufu = fufu )t

Das ist aber unmoglich; denn fofm ! transformiert I, in I,, hat also einen Grund-
punkt auf der P zugekehrten Seite dieser Achsen; dort ist P der einzige Fix-
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punkt der Randabbildung, und P ist nicht Grundpunkt. — Also gilt [#'| —
fiir n — .

Nun sei ¢ (Fig. 11) ein solches Element von F, dessen Achse die Achsen
von [ und /; trennt. Ein solches gibt es nach I, 5. Dann liegt die Achse von
qr auf der P zugekehrten Seite der Achse von I;. BEs sei |

Gn=folfn -

Fig. 11.

Die Achse von @n trennt die Achsen von [, und l,;. Also bilden auch die ¢, eine
Folge von Elementen, deren Achsen sich um P zusammenziehen. Nun ist

anr="{faqfa Vr=rarqr /ot

und somit nach (23)
S =11 "

Die Achsen dieser letzteren Elemente hiufen sich mit wachsendem |#’| gegen
die Grundpunkte von I;, ihr Abstand von der Achse von ¢ wichst also iiber
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alle Grenzen. Also wiichst auch der Abstand d(gn,qn:) der Achsen von g. und
qnr, in die ¢ und 7 qr i durch Transformation mit f, tibergehen, mit » iiber
alle Grenzen. Genau wie oben schliesst man daher, dass die Achse von g, fiir
alle hinreichend grossen % ihr Bild bei ¢ nicht trifft, sondern dasselbe ganz auf
der P zugekehrten Seite und in beliebig grossem Abstande hat.

Genan ebenso sieht man fiir einen regulidren, beiderseits abstossenden Fix-
punkt ¢, dass man ¢ umschliessende Achsen finden kann, die ihr Bild bei ¢
nicht treffen, sondern dieses ganz auf der von @ abgekehrten Seite und in beliebig
grossem Abstande haben. '

Satz 13 ¢: In beliebiger Nihe eines reguliren Randfixpunktes P gibt es P um-
schliessende Achsen, die ihr Bild beir t nicht treffen, sondern dies kgané
auf der P zugekehrten oder von P abgekehrten Seite haben, je nachdem
P beiderseits anzichend oder beiderseits abstossend ist. Uberdies kann
daber noch fiir den Minimalabstand der Achse von ihrem Bild eine

beliebig grosse untere Schranke vorgeschrieben sein.

Es sei ausdriicklich hervorgehoben, dass man hieraus nicht schliessen kann,
dass jeder einen etwa beiderseits anziehenden reguldren Randfixpunkt geniigend eng
umschliessende zu E orthogonale Kreisbogen sein Bild bei ¢ umschliesst. Dies
zeigt schon das I, S. 341—343 durchgefiihrte Beispiel.® Man setze den betrach-
teten Automorphismus 4 =171 und !==q, b, a;!. Dann ist

ll:bl)

l]z = tll_l bl ay,

In=a7 b7 . . a7 T g by a0 by a,.
Nun setze man mit der obigen Bedeutung

Z’Il S l]?l—l .
Dann ist

Zn1= Z}n.

Diese beiden Elemente gehen aus [ und /; durch Transformation mit

! Ieh benutze die Gelegenheit, nm richtigzustellen, dass auf 8. 342 und in dem ersten Ab-
schnitt auf S. 343 von I statt s tiberall ay's zu lesen ist.
In der letzten Zeile auf 8. 343 ist V(ajm) zu lesen.

7 — 28583, Acta mathematica. 63. Imprimé le 4 janvier 1929.



50. Jakob Nielsen.

Sa=aT b7t a7t by gt

hervor. Man: hat hier also den Fall einer Folge von lauter unter einander fqui-
valenten Achsenpaaren. Nun kann man nach Satz 12, I, 8. 275 eine T-Funktion
t bilden, die I induziert und bei der ein Punkt der Achse von ! in einen Bild-
punkt  iibergeht, der auf der von der Achse von I abgekehrten Seite der Achse
von [ liegt. Dann trifft die Achse von ! ihr Bild bei ¢, also trifft jede der sich
um den reguliren Randfixpunkt Pt zusammenziehenden Achsen von [/, ihr Bild
bei £. Um die in Satz 13 c angegebene Eigenschaft des reguliren Randfixpunktes
P+ nachzuweisen, wurde daher in I, 8. 342 ein Element y=a, b, und alle fay j;fl
benutzt. Dabei entspricht y dem obigen ¢; seine Achse trennt die Achsen von
! und I, ' ‘

Ein Fixgrundpunkt kann nicht die in Satz 13 ¢ von dem Punkt P ausge-
spréchene Kigenschaft haben, denn ¢ (x) ist auf der ganzen in dem Punkt en-
denden Fixelementachse beschriinks.

14. Indizes der verschiedenen Typen.

Nun haben wir alle Hiilfsmittel beisammen, um die Indizes der durch die
verschiedenen Typen von T-Funktionen dargestellten Fixpunktklassen zu bestim-
men. Wir konnen dabei die Darstellung kurz halten und im Ubrigen auf die
Abhandlung T verweisen, wo teils in der allgemeinen Theorie, teils in durchge-
rechneten Beispielen die benutzte Methode ausfiihrlicher dargestellt ist.

Es sei ¢ eine den nicht identischen Automorphismus I induzierende I-Funk-
tion, » =0 die Anzahl der freien Erzeugenden der Fixelementgruppe H (I), § ein
Fundamentalbereich von H und p=o die halbe Anzahl der zu § gehdrigen (re-
guliren) Randfixpunkte. Wir sagen dann, ¢ (bezw. I) sei vom »»—pu-Typus».
Der in © gelegene Teil der Fixpunktmenge von ¢@ wird die durch t dargestellte
Fixpunktklasse genannt (I, 31—33) und mit IT; bezeichnet. Keine zwei Punkte von
IT, sind beziiglich F #quivalent. I1; ist ganz in einem mit F konzentrischen
kleineren Kreise C, also im Durchschnitt von C mit § enthalten (I, 34). Sei IT
die Fixpunktmenge von ¢(®@+ E) und @ + E— IT mit W bezeichnet. Ist  ein
Punkt von W, so wird als »Richtungspunkt»

z(z, te) =2 ()
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der Punkt von E bezeichuet, in dem die von x nach {x zeigende nichteuklidische
Halbgerade auf E stosst (I, 33). Als »Richtungsfunktion» & (x) wird die reelle,
nur mod 1 bestimmte Funktion

& (x) = 2—;—@ log 2:(z)

bezeichnet. 2z, und § sind iberall in W, und nur dort, definiert und stetig.

Als »Index» ¢(tf) wird der Wert des Integrals f d&; bezeichnet, welches in

positivem Umlaufssinn lings einer einfachen Kurve in W genommen wird, die
ganz II; und keinen anderen Punkt von IT umschliesst. Ist der Rand von £
fixpunktfrei, so kann das Integral lings des Randes von £ genommen werden.
Fir v=o0 ist = @, also £ der Rand von ©. Fiir » > o0 besteht der Rand von
O teils aus 2v Orthogonﬁlkreisbégen in @, den »®-Randseiten» von 9, teils aus
2y Bbgen von E, den »E-Randseiten» von §. Fiir » =1 sind in Fig. 5 ¢ und
ha als die beiden @-Randseiten gewihlt. Fiir »>1 sind in Fig. 10 die @-Rand-
seiten diejenigen Orthogonalkreisbogen, welche die Querstiicke ¢, 7" u.s. w. tragen.
Diejenigen Stiicke der ®@-Randseiten, die ausserhalb C liegen, sind fixpunktfrei.
Von den innerhalb C verlaufenden Stiicken kann man das nicht wissen. Man
mache aber iiber ¢ die I, S. 298 als > Annahme a» bezeichnete Voraussetzung:
Unter den Restgebieten der Fixpunktmenge der Flichenabbildung z¢, iiber welcher
t@ liegt, soll eines dasselbe Geschlecht p wie ¢ haben. Dann kann man die
innerhalb C verlaufenden Stiicke der @-Randseiten von § so abindern, dass sie
in W liegen; wie dies ausgefiihrt werden kann, ist in I, 47 beschrieben. — Wenn
eine E-Randseite Fixpunkté enthiilt, so kann man sie z. B. durch denjenigen
Bogen von C ersetzen, der die selben beiden ®-Randseiten verbindet. (C sei so
gross gewihlt, dass C alle @-Randseiten schneidet.) So erhiilt man eine einfache
geschlossene Kurve, welche genau IT, umschliesst. Der Index ¢(f) ist also eine
wohldefinierte ganze Zahl, die es nun zu bestimmen gilt.

Man betrachte zunichst ein zusammengehoriges Paar von @-Randseiten,
etwa « und he in Fig. 5. « durchlaufe ¢« von 4 nach B. Wir kdnnen « so
wihlen, dass A und B und damit auch hA und hB nicht Fixpunkte sind. 2 (4)
ist der Punkt t4 und 2;(B) der Punkt ¢B. Also ist

B
27rfd§t=pos (td —tB)+ 2kn,

A
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wo k& eine nicht niher bekannte ganze Zahl ist und pos (t4 — tB) den in posi-
tivem Umlaufssinn von ¢4 nach tB fiihrenden Bogen < 27 von E bedeutet (wie
I, S. 337). Nun ist
‘ zi(hx) = he(x),

da & Fixelement ist. Also ist

hB
27 [dg, = pos (thA — thB)+ 2kn
i

mit demselBen k. Also ist

Fig. 12.

B hA
i B '

=pos (tA — tB) + pos (thB —th4) — 2m.

Diese Betrachtung gilt fiir jedes der » Paare von @-Randseiten.

Sodann betrachte man eine E-Randseite, etwa in Fig. 12 die von 4 nach B
filhrende. Sie enthalte Fixpunkte. Diese sind nach Satz 5 in endlicher Zahl
vorhanden und abwechselnd anziehend und abstossend. In Fig. 12 ist je ein
anziehender und abstossender angenommen; die Verschiebungsrichtung in den
fixpunktfreien Intervallen ist durch Pfeile ausserhalb F angegeben. Dann um-
schliesse man auf Grund von Satz 13 ¢ den anziehenden Fixpunkt P durch eine
Achse P, P,, die ihr Bild umschliesst, und den abstossenden Fixpunkt ¢ durch
eine Achse @, @,, die von ihrem Bilde umschlossen wird; tiberdies wihle man
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diese Achsen so nahe bei P und ¢), dass sie ganz ausserhalb C verlaufen. Die
durch diese Achsen abgetrennten Teile von £ sind dann innerhalb F fixpunktfrei.
Nun ist (vgl. I, 40) v
P
27zf =vpos (t4A - tP),

A

@
27'5f =pos (tP,—19)),

L,

B

an = pos (tQ, — tB).
Q
Ferner ist
Py

znfzpos (tP,—tPy),

Py

da z(x) stets auf dem Bogen P,PP, bleibt, wenn z die Achse P;P, durchliuft.

Endlich ist
@

2”[ =pos (@, — t @) — 27,
@

da 2 (x) stets ausserhalb des Bogens @, @ @, bleibt, wenn = die Achse @, 9,
durchlanft. Durch Addition folgt

B
27 [zpos (tA—>tB)—2m,
i

wenn man das Integral von A lings E nach P,, von P, lings der Achse nach
P,, von P, lings E nach @, von @, lings der Achse nach @, und von @), lings
E nach B fiihrt. — Analog verfahre man bei allen Randfixpunkten; jeder beider-
seits abstossende trigt — 27 bei.

Nun addiere man alle Beitriige lings des ganzen Randes von . Dabei
ergibt die Summe aller Bogen pos ( ) genau 27z. Man dividiert mit 2~ und erhilt

l=1—v—u, ‘ (26)
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indem von jedem Paar korrespondierender @-Randseiten und von jedem beider-
seits abstossenden Randfixpunkt eine negative Einheit herriihrt.

Satz 14: Jede T-Funktion vom v—u-Typus stellt eine Fixpunktklasse vom Index
I—v—u dar.

15. Folgerungen.

Durch das Ergebnis des letzten Paragraphen ist zunichst der in der Ab-
handlung I noch nicht allgemein gefiihrte Nachweis dafiir erbracht, dass der Index
einer durch eine 7-Funktion ¢ dargestellten Fixpunktklasse nur von dem durch ¢
induzierten Automorphismus I abhingt; denn » und w hingen ja pur von I ab.
Nun sei 7p eine topologische Abbildung von ¢ auf sich. Die Anzahl der Fix-
punktklassen von 7z ist nach I, 32 endlich. Es seien

LD LD, . 1D

n T-Funktionen iiber zg, die die #» Fixpunktklassen von z¢ darstellen. Zu ihnen
gehoren Indizes

?’11 7’2! R 2.717
die nur von den induzierten Automorphismen
1,1,...., 1,

abhiingen. Dabei interessieren nur diejenigen unter diesen 7-Funktionen, deren
Klassenindizes 5= o0 sind, da man nur von diesen weiss, dass sie fiir jede Abbil-
dung der Klasse von ¢ nicht-leere Fixpunktklassen darstellen. Diese Fixpunkt-
klassen mogen wesentlich heissen, eventuell vorhandene Fixpunktklassen vom Index
Null ausserwesentlich. Nun hingt die zu z¢p gehérige Automorphismenfamilie nur
von der Klasse der Abbildung z¢ ab. Man wihle in dieser Familie ein voll-
stindiges Reprisentantensystem fiir die verschiedenen Isogredienzklassen, in die
die Familie zerfallt (I, 18 und I, 31). Nur zu endlich vielen, etwa Z von diesen
gehort ein von Null verschiedener Index. Also ist die Anzahl Z der wesent-

lichen Fixpunktklassen und das System der von Null verschiedenen ganzen Zahlen
Ty, Bay e e, U7

invariant mit der Abbildungsklasse von z¢ verkniipft. Dasselbe gilt dann auch
von der Indexsumme (I, 37)
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HB=1ti+ "tz (27)

5 kann daher mittels solcher Abbildungen aus der betreffenden Klasse bestimmt
werden, die den Voraussetzungen gentigen, welche in I, 43 zu der ALEXANDER-
schen Formel fiur 5 fiihrten. So wird auf diesem Wege auch die invariante
Bedeutung der Arexanperschen Zahl fiir die Abbildungsklasse erkannt.

Nach I, 36—37 ist das System dieser Invarianten fiir zwei Flichenabbildungen
gleich, welche durch Transformation mit einer dritten Flichenabbildung aus einan-
der hervorgehen. Das Invariantensystem bezieht sich also auf die vollsténdigen
Systeme gleichberechtigter Abbildungsklassen von ¢.

Fiir die Zahl 5 gilt jedoch insbesondere, dass sie eine Invariante einer viel
umfassenderen Gesamtheit von Abbildungsklassen ist. 5 ist nimlich fiir zwei
Abbildungsklassen, die beide die Orientierung erhalten, dieselbe, falls nur die
Spur der Exponentensummenmatrix, die zu den beiden Automorphismenfamilien
gehort, denselben Wert hat; dies zeigt die Formel (50), I, S. 322, wo nun 54= 5
zu lesen ist.

Nun lassen sich aus (26) weiter die folgenden Schlussfolgerungen ziehen.

a) Der grosste Wert von #(f) ist + 1. Dieser ergibt sich nur fiir y=u=o0,
also nur fir 7-Funktionen, die auf E fixpunktfrei sind. Positive Beitriige zu 5
bestehen also nur aus positiven Einheiten. Also folgt aus (27)

Z

(\%
Iy

, (28)

was natiirlich nur fiir 5>0 eine wirkliche Aussage enthilt.

b) i(f) =0 ergibt sich nur fiir v=1, =0 und fir v=0, u=1. Das sind
die Fille, in denen die Randabbildung ¢F genau zwei Fixpunkte hat; diese be-
stimmen entweder zwei periodische oder zwei aperiodische fixpunktfreie Intervalle.
Bei diesen beiden Typen braucht es keine Fixpunkte von {@ zu geben. Jede
T-Funktion, die nicht zum 1—o-Typus oder zum o—1-Typus gehort, stellt
notwendig eine nicht leere Fixpunktklasse dar.

c) Es bleiben noch die Typen mit ¥+u>1. Hier ist nach (23), § 12,

vtu=4p—2-—v,

also wegen (26)

it)=3+v—4p=3—4p.
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Der Grenzfall 7 () =3—4p erfordert v=o0, p==4p—2. Wie am Schluss von §6
bemerkt, ist mir kein Beispiel fiir diesen Fall bekannt.

d) Bei der fritheren Aufstellung der Typen von 7-Funktionen ist der Fall
des identischen Automorphismus nicht mitgerechnet. In diesem Fall ergibt die
Birkuorrsche Formel (I, 42) den Index

i(t)=2—2p>3—4p

wegen p>1.

Satz 156: Das System der Z ganzzahligen von Null verschiedenen Fixpunktklassen-
indizes iy, Ty, . .., 1z 1St eine Invam'anté der Abbildungsklasse. Ihre Summe
H ergibt sich aus der Formel von Alexander. Es ist Z=5. Jeder
Fixpunktklassenindex liegt zwischen den Grenzen +1 und 3—4p, wenn
p>1 das Geschlecht der Fliche ist. Der Index +1 kommt nur be:
solchen T-Punktionen wvor, die auf E fixpunkifrei sind. Fixpunktklassen
met dem Index Null kinnen nur durch solche T-Funktionen dargestellt
werd(m, die genaw zwei Fixpunkte auf E haben.

16. Deutung der Indizes mittels der Formel von Birkhoff.

Es sei ¢ eine T-Funktion, welche den nicht identischen Automorphismus I
erster Art induziert. Durch Spiegelung an E erweitere man dieselbe zu einer
topologischen Abbildung ¢ K der ganzen komplexen Kugel K (I, 28). ¢ sei vom
y—p-Typus. Dann ist (§ 12)

K;=K mod H(I)

eine geschlossene Fliche vom Geschlecht ». Auf K; liegen =1 E-Kurven (§ 12).
t ruft eine nach Satz 12 zur Klasse der Identitit gehorige Abbildung ¢ K; von
K; auf sich hervor. Die Hauptklasse (§ 12) unter den Fixpunktklassen von
tK; — und das ist nach I, 42 die einzige wesentliche Fixpunktklasse von ¢t K; —
enthilt z2p isolierte Fixpunkte auf den E-Kurven von ¢ Kj.

Durch Spiegelung an £ werden die Achsen P, P, und ¢, @, der Fig. 12 zu
vollen zu E orthogonalen Kreisen yp und yq, von denen der erste sein Bild ¢yp
ganz umschliesst, der zweite von seinem Bilde tyq ganz umschlossen wird (wenn
man als Inneres dieser Kreise auf K und K; die P bezw. @ zugekehrte Seite
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rechnet). Nun sei ¢ eine beliebige topologische Abbildung von typ auf yq, deren
Umlaufssinn so gewdhlt ist, dass wenn z typ so durchliuft, dass P zur Linken
liegt, der Punkt oz y¢ so durchliuft, dass ¢ zur Rechten liegt. Nun ist g¢ eine
Abbildung von yp auf y¢ und to eine Abbildung von ¢yp auf tyq. Diese erweitere
man irgendwie zu einer topologischen Abbildung des Ringbereichs zwischen yp
und fyp auf den Ringbereich zwischen yg und tj(Q. Sodann lasse man das Innere
von typ und von yq aus K; fort und bringe jeden Punkt z von fyp mit dem
Punkt oz auf yq zur vereinigten Lage. Die entstehende geschlossene Fliche ist
wegen des fiir 0 gewdhlten Umlaufssinnes zweiseitig und hat ein um 1 hoheres
Geschlecht als K;. Man wihlé nun einen neuen- anziehenden und einen neuen
abstossenden Fixpunkt auf den FE-Kurven beliebig aus, verfahre mit diesen ebenso
und setze das Verfahren u Male fort. So erhiilt man eine geschlossene zwei-
seitige Fliche Kf vom Geschlecht v+ u, und die fiir diese vorliegende Abbildung,
die wir auch weiterhin als ¢ KF bezeichnen, -gehort zur Klasse der Identitit.
(Mit anderen Worten: Wir haben von den 2u auf den E-Kurven liegenden
isolierten Fizpunkten der Hauptklasse von ¢ K; je einen anziehenden mit einem
abstossenden zur vereinigten Lage gebracht, den Vereinigungspunkt schlauch-
artig erweitert und die Abbildung ¢{K; an der Vereinigungsstelle fixpunktfrei
gemacht.)

Nun hat ¢K7 nach I, 42 nur eine wesentliche Fixpunktklasse, und diese
hat den Index 2—2{u-+%), da p+» das Geschlecht von K7 ist. Von den Fix-
punkten dieser wesentlichen Klasse liegt keiner auf E. Die innerhalb und aus-
serhalb F liegenden Fixpunktmengen sind Spiegelbilder in E. Die von Fixpunkten
von t@ iiberdeckte Fixpunktmenge von ¢ K7, also auch von th, hat somit den
Index 1—» —pu in Ubereinstimmung mit (26).

Fiir p=o0 ist natiirlich unter K7 die Fliche K selbst zu verstehen.

Satz 16: Der Index einer Fixpunktklasse einer die Orientierung erhaltenden Ab-
bildung einer geschlossenen Fliche ¢ vom Geschlecht p>1 kann immer
durch Anwendung der Birxuowrschen Formel auf die Fliche ¢ selbst
oder -eine geschlossene Hillfsfliche Ki oder Ki bestimmi werden. Die
Hiilfsfldche hdingt dabei wur wvon der Klasse der betrachteten Fléichen-
abbildung ab, wund <hr Geschlecht ﬁbérsteigt wegen (23) nie den
Wert 4p—-2.

8 — 28683. Acta mathematica. 53. Imprimé le 4 janvier 1929.
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IIT. ABSCHNITT.

Untersuchung vollstindiger Automorphismenfamilien.

17. Verwandte 7-Funktionen und Automorphismen.

Sei ¢ eine T—Fuﬁktion, welche der Funktionalgleichung
tfe=frtx (20)

geniigt, wo I ein nicht identischer Automorphismus erster Art ist. ¢@ liege
iiber zgp. tE enthalte mehr als zwei Fixpunkte; es gibt also ein Hauptgebiet
Qt)=2(I)=9. Nun wihle man ein bestimmtes Element 41 von F aus und
bilde die mit ¢ verwandte I-Funktion It. Sie liegt ebenfalls iiber 7¢ und indu-

ziert den mit I verwandten Automorphismus
J= Il_17

bei welchem f in [f;1~! iibergeht, wie (29) zeigt. Unser niichstes Ziel ist, je nach
der Auswahl von [ etwas iiber den Typus von J auszusagen, und insbesondere
die relative Lage der Hauptgebiete 2(1) und 2(J) zu bestimmen, falls auch
zu J mehr als zwei Randfixpunkte gehoren.

Wenn es nun ein solches Element f von F gibt, dass (vgl. I, 18)

L=ffr", (30)
so ist wegen (29)
lt=ftf=,
und es ist
J=Iy 11,

wo Iy; der f entsprechende innere Automorphismus ist. In diesem Fall werden
die Automorphismen I und J und ebenso die 7-Funktionen ¢ und ¢ nach I, 18
tsogredient genannt. In diesem Fall ist speziell

IHE=ftf'FE,
also gilt fiir die Randfixpunktmengen M:
M(lt)=M(ftf~)=f M),

also auch
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M*(it)=f M*(t)
und

Q)= Q(t) =f Q) =r ().

In diesem Fall wissen wir bereits aus dem ersten Abschnitt, dass 2(J) und Q(I)
einander nicht iiberdecken; f ist nimlich wegen (30) nicht Fixelement bei I. —
Dass diese beiden Hauptgebiete das auch im allgemeinen Fall nicht tun, wird
in dem folgenden Paragraphen gezeigt werden.

Wenn man ferner drei solche Elemente I;, I, und f hat, dass

lzzfllfl—l

ist, so ist wegen (29)

t=flfr t=f{1)f,

also /;f und ;¢ und ebenso die durch sie induzierten Automorphismen J; und J,

sind isogredient. Dann ist

QJ5) = f Q).

Die zugehérigen Fixelementgruppen sind konjugierte Untergruppen von F, indem
(vgl. Batz 8, I, S. 260)
H(J)=fHJ) [

Nun wenden wir uns zu der Frage nach dem Typus von I{ fiir verschiedene
Wahlen von I und nehmen zunichst an, dass ! Fixelement bei I ist. Dann enthilt
I, 17 die vollstindige Antwort auf unsere Frage, die so formuliert werden kann:

Satz 17: Ist It=tl, und ist die Achse von | nicht Randseite von Q(f), so ist It vom
Typus v=1,u=o0. Ist die Achse von | Randseite von Q(t), so kann It
einem Typus v+u>1 angehiren. In diesem letzteren Fall haben L (t) und
Q(lt) die Achse von 1 als gemeinsame Randseite und sonst keinen Punkt
gemesnsam. | kann dabei nur eine ganz bestimmte Potenz des zu dieser
Achse gehorigen primdren Elements sein. Alle anderen Potenzen desselben
Siihren wieder zum Typus v=1,u=o0.

Es sei nun hinfort angenommen, dass ! nicht Fixelement bei I ist. Die
Folge der Elemente ;= fiir alle #n-ist in § 2 untersucht worden, wo f statt [ steht.
Bezeichnet man, wie dort, die Endpunkte der fixpunktfreien Intervalle, die die
Grundpunkte von ! enthalten, mit
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Ut= lim ¢ U(l)), U~ = lim ¢t U(Z)}
n—> 00,
V= lim ¢V (), V== lim ¢~ V()

so ist die Folge Ir» fiir n— o0 bezw. n— — oo eine zu V* bezw. V— gehorige
Fundamentalfolge mit U+ bezw. U— als einzigem eventuell vorhandenen Awus-
nahmepunkt (§2). Es sei wieder das fixpunktfreie Intervall U+ U~ mit # und
V+ V™= mit v bezeichnet und w+ U+ + U—=a,v+ V+ + V=0 gesetut.

Um den Typus von I/t zu bestimmen, hat man die Fixpunktmenge der zuge-
horigen Randabbildung zu untersuchen, und das geschieht durch Iteration der
Abbildung. Wiederholte Anwendung von (29) ergibt fiir » > o (vgl. I, 17 und I, 50):

(IO» =1tlt. .. .1t

=, 1

=ll1l12 e l]"—l tn,
(= =gy,

=l Lt

1 ~1 1 -
:l;'—l 1= ... l;—nt no-

ln :lljlp....zln—l
n>0

—1 1 1 -
I =l I~ .... I—n

Indem man nun definiert:

(31)
ly =1,

hat man fiir alle n%o

(1 =1, t». (32)
Man hat dann fir alle » die Rekursionsformeln
bivi=1-lng=1 - Iin, : (33)
und daraus weiter fir alle » und m |

ln+m = - (ln)Im =l - (Zm)l L (34)
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Schreibt man (33) in der Form

In=0"1"ly1,

so ergibt sich die Isogredienz von /r» und [ beziiglich I. Das ist die Aussage
des Satzes o, I, 8. 261.
Entsprechend der Gleichung (29)

f]ztft-l
‘hat man fiir jedes f

L= @ =171

und fiir jedes »

fJ” — (lt)"f(l t)—n — Zn t'nft-—n Z;Ll =1y fl" l;l.
Also ist

Jr= (In)l; . (3 5)
Speziell wird fiir alle » und m wegen (33) und (34):

(ln)J"" =In (ln)Im lal= ln+m It (36)

18. Verwandte Hauptgebiete.

Um nun — mit Beibehaltung aller Bezeichnungen des letzten Paragraphen —
die Randfixpunktmenge von It zu untersuchen, miissen wir je nach der Lage der
Grundpunkte von ! drei Fille unterscheiden.

a) Die beiden fixpunktfreien Intervalle » und v, die die Grundpunkte von !
-enthalten, liegen ganz getrennt; also U*,U—,V+ und V— sind vier verschiedene
Punkte auf E.

Nach (31) ist l,=10 wnd l,=1; Die positiven Grundpunkte von ! und Ir
liegen beide in », die negativen beide in u. Nach Hiilfssatz 1, § 1, liegt daher
V() in v gzwischen V() und V() und U() in u zwischen U() und U (I
Weiter ist l;=1Iylr>. Man schliesst daher ebenso, dass V() in v zwischen V(l,)
und V(1) liegt. V(l,) liegt niher an ¥+ als V(}). Denn V(i;) und umsomehr
V(i) liegt niher an V* als V(). Ebenso liegt U(l,) in # und niher an U™*
als Ul(ly). Mittels (33) setzt man diese Schlussweise unbegrenzt fort. V(l.) ist
also mit wachsendem » eine monoton in Richtung auf V+* fortschreitende Punkt-
folge in v, und U{(l,) ist eine monoton in Richtung auf U* fortschreitende Punkt-
folge in u. Sei P der Grenzpunkt von V(l,) und P’ der Grenzpunkt von U(l.).
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P liegt in v und P in %, P und P sind also verschieden. [, ist eine zu P ge-
hérige Fundamentalfolge mit P’ als einzigem eventuell vorhandenen Ausnahme-
punkt (§ 1). Da die Achse von I, gegen die Gerade P’ P konvergiert, wiichst die
Vbrschiebung‘slﬁnge von I, mit » iiber alle Grenzen. Nun bilde man mit irgend
einem von P’ verschiedenen Punkt, z. B. dem Nullpunkt O, die Punkttolge 7, 0.
Nach Hilfssatz 3 gilt fiir n—

lnO— P,
also wegen der Stetigkeit von It in @+ E:
ltl, O —1tP.
Nun gilt aber wegen (29),(33) und Hiilfssatz 3:
1t O=11,;t0=1,:1t0—P,

da tO=+P. Also ist [{P=P, also P als Fixpunkt von [t ein innerer Punkt
von v. Denn es ist tv=70, und [tv=1[v ein inneres Teilintervall von v. (Dass daher
[t mindestens einen Fixpunkt in v und aus analogen Griinden mindestens einen
in % hat, ist von vorneherein klar) — Fiir den Punkt P’ gilt wegen (29),(33)
und Hiilfssatz 3:

L' 0-P,

th0—tP,
th' 0=01t0=101,1t0> P,
da 1tO ein von P verschiedener fester Punkt ist. Also ¢{P =P’, und daher

P'=U*, da t im Inneren von u keinen Fixpunkt hat.

Ferner ist mach (31) l,=1I2,. Also liegt V(l—) in » und U{l~) in v.
Ferner ist lp=101,. Also liegt V(i) in u zwischen V(L) und V({I;1) y. 5. w.
Man schliesst, dass fiir n— 7V(l_,) eine monoton in Richtung auf U~ fort-
schreitende Punktfolge in # mit einem Grenzpunkt ¢ und U (l—) eine monoton
in Richﬁmg auf V— fortschreitende Punktfolge in v mit einem Grenzpunkt @’ ist.
Dabei hat man:

2 0—¢,
I, 0-1tQ,

ltl—n 0 - l(l«-n)[to == l—n-}-lto — Q,
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also {Q = ¢ und @ ein innerer Punkt von u. Andererseits
=0~ ¢,
tL 0t
t 0 0= (")rt0 = 12011180 — @,
also tQ'= @' = V—.

Fig. 13.

Je nachdem nun die Verschiebungsrichtung bei ¢ in # und v entgegengesetzt
oder gleich ist, hat man die beiden Fille der Figuren 13 und 14, in denen u
und v stidrker ausgezogen sind.

Nun sei R irgend ein Fixpunkt von ¢. Dann gilt wegen (32):

P fiir n— oo, falls REUt
(thR=0Lt*"R=I1,R— .
Q fir n—o—ow, falls RV

Fiir jedes R<=U* und =+ V— folgt somit, dass das R enthaltende Intervall
zwischen P und € bei If fixpunktfrei ist. Das ist auf R=V*+ und R=U—
anwendbar. In Fig. 13 sind also P und ¢ die einzigen Fixpunkte von I¢. In
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Fig. 14 ist das in der Figur rechts liegende Intervall P fixpunktfrei bei I¢.
Liegt in dem linksliegenden Intervall P¢ der Fig. 14 ausser V'~ und U* noch
ein weiterer Fixpunkt bei ¢ (der dann natiirlich zwischen 7~ und U* liegen
muss), so ist auch dies ganze Intervall PQ fixpunktfrei bei /t. In allen Fillen
gilt auch hier '

(lmv—=1v- - P 1

fiir n— 0. (37)

Q" Ur=1_,Ur — QJ

v_ P

' G

Fig. 14.

Wenn also I{ ausser P und ¢ noch andere Randfixpunkte haben soll, so muss
zuniichst der Fall der Fig. 14 vorliegen, und ferner darf zwischen V=~ und U™
kein anderer :Fixpunkt von ¢ liegen, also 7V~ und U+ miissen bei ¢t regulire
Fixpunkte sein (da sie ja nicht die einzigen Fixpunkte von {F sind); 7~ muss
also beiderseits abstossend und U™ beiderseits anziehend sein. Alle von P und
@ verschiedenen Fixpunkte von ItE liegen wegen (37) zwischen ¥V~ und U*.
Bei der Bildung von M*(¢) ist jedenfalls ¥— aus M(f) fortzulassen; und bei der
Bildung von M*(It) ist jedenfalls der beiderseits abstossende Fixpunkt @ aus
M(l¢) fortzulassen. Also liegen M*(t) und M*(lt) auf E getrennt. Also iiber-
decken Q(¢) und 2(If) einander nicht.
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P und @ sind regulire Fixpunkte von ¢, also nicht Grundpunkte. (In dem
Fall, wo sie nicht die einzigen Randfixpunkte von /¢ sind, folgt dies schon daraus,
dass sie isoliert sind.)] Um das zu sehen, verbinde man zwei Punkte 4 und B
der beiden E-Bbgen, die E —ii—ov ausmachen, durch einen Orthogonalbogen a.
Siehe Fig. 13 und 14. Da der Punkt

ln V+ = ln [ V+ == (Zt)n V+

in beiden Figuren fiir alle % >0 rechts von P liegt, ist dasselbe mit I, B der Fall.
I, A liegt links von P. [,¢ umschliesst also P und zwar mit wachsendem #
immer enger. Nun ist nach (33)

ltlna = Z(l")ItCt =1, l1n fa.

I ist fiir n—o eine zu V* gehérige Fundamentalfolge mit U+ als einzigem
eventuell vorhandenen Ausnahmepunkt. e ist ein J ordanbogen, der den Punkt
tA zwischen UF und ¥~ mit dem Punkt tB zwischen U* und 7+ verbindet
(das obere Zeichen fiir Fig. 13, das untere fiir Fig. 14). Also liegt Ii»ta fiir
geniigend grosses % beliebig nahe bei V+, und der Abstand von lnte und «
wiichst daher mit # iiber alle Grenzen. Dasselbe ist daher mit dem Abstand der
beiden aus ihnen durch I, hervorgehenden Bogen I« und l¢l,« der Fall. P wird
also beliebig nahe von Orthogonalbgen umschlossen, die ihr Bild bei /¢ ganz auf
der P zugekehrten Seite in beliebig grossem Abstand haben. Nach dem letzten
Absatz in § 13 kann P also nicht Grundpunkt sein.

Satz 18 a: Ist [ nicht Fixelement bei dem zu t gehirigen Automorphismus wund
sind die bei t fixpunkifreien Intervalle w und v, die die Grundpunkte
von [ enthalten, incl. Endpunkte verschieden, so ist 1t im Allgemeinen
vom Typus v==0, p=1. Nur wenn die Intervallendpunite V—und U+
benachbarte regulire Fixpunkte von t sind, kann 1t mehr als zwei Rand-
Sfixpunkte haben. Das Hauptgebiet Q(lt), das es in diesem Fall gibt,
wberdeckt nicht Q(f).

Inshesondere ist /¢ immer vom Typus v==0, u=1, wenn ¢ einem Typus » >1
angehdrt und die Grundpunkte von [ in verschiedenen Regularititsintervallen liegen.

b) u=w, also Ur=V+, U—=V—,

Zunichst werde angenommen, dass die Punkte V—, U(l), V (), V*+ in dieser
Reihenfolge in v liegen (Fig. 15). Durch It wird das Intervall von V+ bis V(I

auf ein inneres Teilintervall und das Intervall von U (l) bis ¥V~ auf ein dies
9 — 28683, Acta matkematica. 53. Imprimé le 4 janvier 1929.
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Intervall umfassendes Intervall abgebildet. In jedem dieser beiden Intervalle gibt
es daher mindestens einen inneren Punkt, der Fixpunkt bei /¢ ist. Sei 4 irgend
“ein Punkt in v zwischen den Grundpunkten von I. ¢4 liegt in der Figur rechts '
von A. Falls {4 noch zwischen den Grundpunkten von [ liegt, liegt 7{A4 rechts
von tA. Falls tA rechts von V(l) liegt, liegt /{4 auch rechts von V(). In
jedem Fall liegt also [tA4 rechts von A. Das zu v gehorige Intervall zwischen
U(l) und V(l) ist also einschliesslich seiner Endpunkte fixpunktfrei bei /. Sei
P das vollstindige bei !t fixpunktfreie Intervall, von dem es ein Teil ist. Indem
It den Automorphismus J=1I—1 induziert, bilden die Elemente l;» fiir n— o

Fig. 15.

eine zu P und fir n——-o eine zu @ gehorige Fundamentalfolge. — Der Punkt
tP liegt zwischen P und V*, ¢t~ Q zwischen ¢ und ¥V~ Nun hat man fiir n— 0 :

(1o 1 Q = (1 1Q = Lyn—t (It} Q == Iyn—1 Q — P,
(U ¢P= (1)~ t 1 P= (1) I P= 2, () P= 1, P— Q.

Also begrenzen P und ¢ auch nach der anderen Seite ein fixpunktfreies Intervall,
sie sind also die einzigen Fixpunkte von [l{. [¢ ist also entweder vom Typus
y==1, u=0, oder =0, p=1. Dies ist unabhingig davon, ob {E mehr als zwei
Fixpunkte besitzt, oder nicht.

Alsdann werde angenommen, dass die Punkte V¥, U(l), V (), V— in dieser
Reihenfolge in v liegen. (Fig. 16.) Hier machen wir von der Annahme Gebrauch,
dass ¢E mehr als zwei Fixpunkte hat. Nach § 2 und 3 liegt ! M (f) in v hochstens
mit Ausnahme von [ V+. Wenn auch IV in v liegt, so wird das Intervall £ —v

durch ¢ auf. sich und weiter durch ! auf ein Teilintervall von v, also durch (%
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auf ein ganz zu ihm fremdes Intervall abgebildet, ist also fixpunktfrei bei /¢.
Wenn [ V+ aber ausserhalb v fiillt, so muss nach § 3 der Punkt V+* beiderseits
anziehend und ¥V~ beiderseits abstossend sein. A und B seien die anderen End-
punkte der an ¥+ und ¥V~ stossenden, von v verschiedenen, bei ¢ fixpunktfreien
Intervalle. Dann fallt [ V+ zwischen B und V— und 74 zwischen ¥— und V (J).
It bildet also das Intervall von V* bis A auf das Intervall von IV bis I4, und
das Intervall von A bis ¥V~ auf das Intervall von 4 bis 17— ab. Beide Inter-

.ua\f

i )
-

Fig. 16.

valle und daher auch das Gesamtintervall E— v sind also bei It fixpunktfrei. —
In jedem Fall muss also die gesamte Fixpunktmenge von I{FE in v liegen. Falls
It mehr als zwei Fixpunkte hat, so iiberdecken sich demnach £2(/¢) und 2(¢) nicht.
— Man kann auch in diesem Fall genauere Aussagen iiber die Lage der
Randfixpunktmenge M (lf) von It machen. Dabei ist zu unterscheiden, ob die
Achsen von [ und I; einander schneiden oder nicht. Insbesondere kann ItFE
fixpunktfrei, also 7¢ vom Typus v=u=o0 sein. Auf die nidhere Untersuchung
dieser Verhiiltnigse soll aber in dieser Abhandlung nicht eingegangen werden.

Satz 18 b: Liegen die Grundpunkte von 1 in demselben bes t fixpunktfreien Intervall
v und ist in dem zu v gehirigen Intervall zwischen diesen Grundpunkien
die Verschiebungsrichtung bei t und 1 die gleiche, so ust 1t vom Typus
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vy=1,u=0, oder v=o0, u=1. Stnd diese Verschrebungsrichtungen ent-
gegengesetzt und hat tE mehr als zwei Frixpunkte, so kann auch ltH
mehr als zwei Fixpunkte haben; in diesem Fall iiberdecken (f) und
Q(lt) einander wnicht.

¢) Es bleibt der Fall, dass » und v zusammenstossen. Da ¢ mehr als
zwei Randfixpunkte haben soll, kann das nach Satz 4 nur so geschehen, dass
entweder U~ =V~ oder Ut=V" ist.

R

1)1'._: ut

Fig. 17.

Essei Um=V—. Sei j=FE —u—v— U~ der U~ nicht enthaltende Bogen von
U* bis V*. j enthilt M*(t) Nach Satz 2 liegt Ij ganz in v. Alsoistltj=1
zu j fremd. Die ganze eventuell vorhandene Fixpunktmenge von ItE liegt also
in w+wv. Also iiberdecken sich 2(t) und Q(I¢) nicht.

Sodann sei U*=V+. Man hat die Fig. 17, die aus Fig. 13 durch Zu-
sammenfiihrung der Punkte U* und 7+ .entsteht. Genau wie im Fall a) dieses
Paragraphen schliesst man nun, dass fir n-— o die Folge /, eine zu P und
[ eine zu @ gehérige Fundamentalfolge mit U* bezw. V— als einzigem Aus-
nahmepunkt ist. Dabei ist P ein Punkt in v zwischen V(I) und V' und ¢ ein
Punkt in » zwischen U() und U—. Nun gilt entsprechend wie in a):
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[P fiir n— o
(lt) n U—:Zntn U—:Zn U—_)l

Q firn—-—
Also ist das U~ enthaltende Intervall P @ fixpunktfrei bei I{. Ferner fiir n— oo :
)"V =l " Vi=l_,V > Q.

Also ist das zu w gehorige Intervall von ¥+ bis @ fixpunktfrei bei I{. Abgesehen
von dem isolierten beiderseits abstossenden Fixpunkt @ liegt also die ganze Fix-

punktmenge von !{E auf dem Bogen von V+(excl) bis P (incl). £(/f) und
Q(t) iberdecken einander also nicht.

Satz 18 c: Liegen die Grundpunkte von | in aneinanderstossenden bei t fixpunkt-
freien Intervallen, wnd haben sowohl t wie 1t mehr als zwei Fixpunkte
auf E, so iiberdecken Q(t) wnd Q(1t) esnander nichi.

19. Folgerungen.

Wenn eine T-Funktion # mehr als zwei Randfixpunkte hat, so gehtrt sie
zu einem Typus, fiir welchen ¥ + u> 1 ist, sie hat also nach (26), § 14, einen
negativen Index; und umgekehrt. Aus den Sitzen 17 und 18 a—c folgt nun,
dass die Hauptgebiete zweier verwandten 7-Funktionen von negativem Index ein-
ander nie iiberdecken und nur im Falle des Satzes 17 lings einer Randseite
aneinanderstossen konnen. Isogrediente 7-Funktionen haben dquivalente Haupt-
gebiete. Sind #, und ¢, zwei verwandte, aber nicht isogrediente 7-Funktionen,
so ist kein innerer Punkt von  (f) mit einem Punkt von 2 (f,) dquivalent;
wohl aber konnen £ (¢,) und Q(¢,) iquivalente Randseiten haben. Die von einem
Hauptgebiet 2(f)= Q(I) uberdeckte Punktmenge

()= (I) = 2 (f) mod H(I)

moge ein »Hauptgebiet auf ¢» heissen. Analog kann von »Kerngebieten auf ¢»
gesprochen werden. — Man hat somit:

Satz 19: Ist tvp eine Abbildung der Fliche ¢ auf sich, die die Orientierung er-
halt, und bildet man die (wegen der Endlichkeit der Klassenzahl endlich
vielen) zugehirigen » Hauptgebiete auf @»>, d. h. die von den Hauptgebieten
der diber v liegenden T-Funktionen wmil negativem Index diberdeckien
Punktmengen auf @, so greifen diese micht iibereinander. Zwei Haupt-
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gebiete auf @ kinnen lings einer geschlossenen geoddtischen Linte anetnander-
grenzen; n diesem Fall gehen zwei T-Funktionen, deren Hauptgebiete langs
einer iiber dieser Linie liegenden Achse in @ aneinandergrenzen, durch ein

zu dieser Achse gehiriges Element aus einander hervor.

Man beachte, dass dabei die Hauptgebiete auf ¢ nur von der Klasse von v
abhidngen. v

Nun betrachte man ein vollstindiges System nicht isogredienter 7-Funktionen
von _liegativem Index uber z¢g. Sei Z— ihre Anzahl. (Ebenso sei Z* die Anzahl
golcher von positivem Index, sodass die »Klagsenzahl»

Z=2-+ Z*

die Anzahl aller wesentlichen Fixpunktklassen der Abbildungsklasse von = bedeutet.)
Sei t; eine solche T-Funktion. Tiir den Flicheninhalt A,= Ar(w(t)) des zuge-
horigen Hauptgebietes auf @ hat man nach (24), § 12:

de=20.—1)+ps,  (Hu>1) (38)

wenn ¢ vom #—pu,Typus ist. Da nun die Hauptgebiete auf ¢ einander nicht
iiberdecken, gilt wegen (9), § 5:
—

Z As = Ar(p) = 4(p—1). (38 a)

8=1
Man hat also:
Satz 20: Fiir die den Typus einer Fixpunktklasse von negativem Index charakteri-
sterenden Zahlen v wnd wp gilt, wenn Z— die Anzahl solcher negativen
Klassen und vs und u, die charakteristischen Zahlen der s-ten Klasse sind,
(und. daber also vs + p; > 1 1st), die Beschrdnkung
g

D2ms—1) + s =4(p—1) (39)

§=1

Daraus lidsst sich eine rein gruppentheoretische Folgerung ziehen: », ist die
Anzahl der freien Erzeugenden der Fixelementgruppe H (Is) des durch #; indu-
zierten Automorphismus I,. Isogrediente 7-Funktionen haben konjugierte Unter-
gruppen von F als Fixelementgruppen. Betrachtet man nun die Menge derjeni-
gen Untergruppen von F, die als Fixelementgruppen der Automorphismen einer
vollstindigen Automorphismenfamilie auftreten, so zerfillt diese in vollstindige
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Systeme untereinander konjugierter Untergruppen. Indem man nun von der
Familie absieht, die den identischen Automorphismus enthilt, schliesst man
aus (39):

Satz 21: Die Anzahl der wunteretnander nicht konjugierten Untergruppen von I,
die als Fizelementgruppen in einer Automorphismenfamilie auftreten und
mehr als emme freie Frzeugende haben, ist, wenn vs die Anzahl der freien
Erzeugenden der s-ten Gruppe bezeichnet, durch

dm—1)=zp—2 (40)

8

beschrinkt.

Insbesondere kann es also hochstens 2p —2 solche Gruppen geben, und dies
nur, wenn jede genau 2 freie Erzeugende hat.

20. Abschiitzung der Klassenzahl aus der Imdexsumme.

Fir die Anzahl Z=Z* + Z— der wesentlichen Fixpunktklassen (vs+ ;1)
hat man nun wegen

2e=T1—Vs— Us

E= D 1—v—p)= 27— v+ p

§=1 s=1

wobei die letzte Summe nur iber die Klassen mit v + us>1 erstreckt zu werden
braucht. Man hat also
s
Z=E+ D\ (vstps), (40 a)

§=1

indem man die Klassen so numeriert, dass der Stellzeiger s zunichst die negati-
ven Klassen durchliuft. Da die aus (40 a) folgende Abschitzung Z= 5, die
schon in (28), § 15, ausgesprochen ist, nur fiir 5>0 etwas aussagt, und aus
=0 natirlich nur Z=o0 folgen kann, wird nun eine andere Abschiitzung ge-
sucht, die fir 5 <o Bedeutung gewinnt.

Man erhilt unter Benutzuﬁg' der fiir negative Klassen giiltigen Arealzahlen
A; aus (38)
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z z- z—+z+
-
5= = J-nomt 3
§=1 8=1 §=Z"+1
72—

('_‘As'*"’s_l)‘{' Z+

|

@
I

1

= Z —Astv)—Z—+ 27,

also

zZ~ zZ
Z=Z_+Z+=—E+2Z+—Z A+ Zws. (41)

Wegen (38 a) folgt hieraus

Zz—5F—4(p—1),

und da es fiir 5<o mindestens eine Klasse geben muss, so hat man:

Satz 22: Die Anzahl 7 der Fixpunktklassen wmit eimem wvon Null verschiedenen
Index lésst sich mittels der Indexswmme H, die man aus der Formel

von ALEXANDER gewinnt, in folgender Weise nach unten abschdtzen. Es st

Z=F fir o< 5, l
Z=1 fir —4(p—1)= <o, J (42)
Z= |58 —alp—1) fir E<—ylp—1).

21. Hiufigkeit des Typus v=o0, u=2.

Unter den negativen Klassen zeichnen sich diejenigen aus, denen ein strich-
formig ausgeartetes Hauptgebiet (§ 3) entspricht. Ihnen entspricht 4;,=o0, also
¥s=0, us==2 und z',{z—l. Thre Anzahl sei Z;. TFerner sei Z, die Anzahl der
negativen Klassen mit nicht strichférmig ausgeartetem Hauptgebiet. Man nume-
riere die Z wesentlichen Klassen so, dass der Stellzeiger s zuerst diese Z7 nega-
tiven Klassen, dann jene Z; negativen Klassen und zuletzt die' Z* positiven
Klassen durchliuft. Dann hat man
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z 77 Zi 423 z
E=Dde= D (—4detr—1)+ D (=1)+ D1
s—=1 $=1 $=Z71+1 ) Z7+1

zr zZy
== N At dn—Zy—Zy+ Z+.
s=1 §=1

Jede der ersten 77 Klassen verbraucht mindestens eine Flicheuneinheit von ¢,
also ist wegen (38 a)

T = 4lp—1)

Somit folgt aus der letzten Gleichung
Zr
Zy = - 5—8(p—1)+ sz+ Z+
s=1 (43)

=—5—8(p—1).

Satz 23: Wenn die Indexsumme 5 unterhalb — 8 (p—1) liegt, so gibt es mindestens
15| —8(p—1) Klassen vom Typus v=0, u=2. Wenn es genau | B]—8(p—1)
solche Klassen gibt, so gibt es ausserdem genau 4(p—1) Klassen vom Typus

v=0, u=3 und keine weiteren wesentlichen Klassen.

Denn Z; = — 5—8(p—1) erfordert nach (43) Z* =0, »,=0und Z7 =4{(p—1),
also Ad,=1, pe=3 fir s=1,..., Z7.

Nun kann man leicht Beispiele fiir Abbildungsklassen geben, deren Index-
summe negativ und numerisch beliebig gross ist. So erhilt man durch Poten-
zieren der Exponentensummenmatrix des in I, 49 mit I bezeichneten Automor-
phismus der Reihe nach fiir I, I%, I?, ... die folgenden 5-Werte:

4, 0, 10, —12, 24, —42, 88, —156, 298, ...

u. 8. w. mit abwechselndem Vorzeichen und wachsenden numerischen Werten;
dabei ist p=2. :

Fir einen im Vergleich zu 8(p—1) numerisch grossen negativen Wert von
H sind nach Satz 23 »fast alle»> negativen Klassen vom Typus v =0, u=2, tragen
also zu 5 mit einer negativen Einheit bei.

Das soeben genannte Beispiel ist in I, 49 und 51 durchgerechnet. Der
Automorphismus J = I* ergab sich vom Typus »=o0, u=4, also 7= —3 und 4=2.

Ebenso ergibt sich, wie in I; 51 genannt ist, der mit J verwandte Automorphismus
10 — 28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 27 mars 1929.
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J’'=(I.)* von diesem Typus; und man weist leicht nach, dass J’ und J nicht isogre-
dient sind. Die beiden zugehorigen Hauptgebiete haben zusammen den Flichen-
inhalt 4, und das ist gleich’ Ar(p)=4(p—1), da p=2 ist. Da in beiden Fillen
v=o0 ist, haben die beiden Hauptgebiete keine gemeinsamen Randseiten. Ihre
Restmenge auf ¢ ist eine Nullmenge. Diese Fixpunktklassen und ihre Haupt-
gebiete gehoren auch zu allen Potenzen von J. Da nun die 5-Werte der Potenzen
von J simtlich negativ sind und mit steigendem Exponenten numerisch iiber alle
Grenzen wachsen, so hat J" fiir gentigend grosses » ausser diesen beiden nega-
tiven Klassen (mit der Indexsumme — 6> — 8(p—1)) noch beliebig viele weitere
negative Klassen. Diese miissen also alle vom Typus v=o0, p=2 sein, und ihre
strichférmigen Hauptgebiete miissen nebeneinander in jener Nullmenge Platz
finden, die von den beiden nicht ausgearteten Hauptgebieten auf ¢ iibriggelassen
wurde. Bei den ungeraden Potenzen von I vertauschen sich die Endpunkte dieser
strichformigen Hauptgebiete auf F oder diese unter einander, sodass sie zu
positiven Klassen fithren.

22. Anwendung auf eine besondere Art von Abbildungsklassen,

Zum Schluss werde noch kurz eine Anwendung auf eine besondere Art von
Abbildungsklassen gemacht, bei der die Losung des in I, 37 aufgestellten allge-
meinen Fixpunktproblems vollstindig durchfiihrbar ist.

Bs sei I ein Automorphismus von einem Typus »>1, u=0. Dann sind
Kerngebiet und Hauptgebiet identisch. Sei & ein primires Element von F, dessen
Achse 4 Seite des Kerngebietes 7 (I) ist. Angenommen nun, es gibt einen mit
I verwandten Automorphismus I, von einem Typus »v>1, dessen Hauptgebiet
lings A an A (I) stosst. A ist dann auch Seite des Kerngebietes A(I), da seine
Endpunkte Grundpunkte sind. Sei ¢ eine zu I gehérige T-Funktion. Wir suchen
eine zu I, gehbrige T -Funktion. Diese geht nach Satz 19 aus { durch eine

Potenz von h hervor:
t,=hmt. ~ (44)

(Vgl. Satz 17.) Sei j das fixpunktfreie Regularititsintervall bei I, das zwischen
den Grundpunkten von h liegt. Da man die Moglichkeit hat, A durch A zu
ersetzen, kann man voraussetzen, dass die Verschiebungsrichtung in j bei ¢ von
Vih) gegen U(h) geht. Alle k™t mit m <o sind dann in j fixpunktfrei. Sei P
ein Punkt in j und ¢ das Teilintervall von j von P bis hP. Dann ist te auch

ein Teilintervall von j. Ferner ist fiir alle Exponenten e
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thte = htta

wegen th=ht. Nun sei m,> 0 so gross gewihlt, dass A" ta ganz zwischen ¢ und
V (k) fallt. Dann ist A™¢ fiir alle m=m, in j fixpunktfrei. In (44) sind daher
nur endlich viele Exponenten

So<m << m,
zo priifen, und es ldsst sich -— z. B. mittels der in T benutzten Methode der
Randpunktentwicklung — eine Lésung fiir m in (44) finden, falls es eine gibt.

Es kann nicht mehr als eine geben (vgl. I, 17). Angenommen nun, man hat
eine gefunden. Dann gibl es zwei M'(iglichkeiten: t, kann mit ¢ isogredient sein,
nimlich dann, wenn es ein f so gibt, dass h™ = ff;" ist. Dann ist {,=f¢ /" und
A4(I)=f4(I). Diese beiden Kerngebiete iiberdecken also dasselbe Kerngebiet
0 auf ¢. A liegt iber einer geschlossenen geoddtischen Linie auf ¢, die mit
beiden Seiten zur Berandung von ¢ beitrigt. Es ldsst sich von vorneherein an
den Randseiten von (I} feststellen, ob ¢ eine solche Doppelrandseite hat. Wenn
0 nicht aus der lings einer oder mehreren Kurven aufgeschnittenen ganzen Fiiche
@ besteht, so kann man A als eine solche Randseite von (I) wéhlen, der eine
nur einerseits berandende Randkurve von J entspricht. Dann liegt die zweite
Moglichkeit vor, nimlich dass ¢, nicht mit ¢ isogredient ist; man hat also zwei
verschiedene aneinandergrenzende Kerngebiete d und d; auf ¢. Wenn nun wieder
I, zu einem Typus mit g=0 gehort, also Q(I,) = (L) ist, und ¢ + J; noch nicht
ganz ¢ ausmachen, so kann man wieder eine freie Randseite von d + d, auswihlen
und das Verfahren fortsetzen. Das Verfabren kann fortsetzbar sein, bis die
Summe der Kerngebiete auf ¢ ¢+ 0,4+ - - + dy—1 ganz ¢ erfillt. Es bricht von
selbst abin dem Augenblick, wo die erhaltenen Kerngebiete 4+ 4, + -+ + 4 x—1 mit
ihren dquivalenten zusammen ganz @ ausmachen, was an der Korrespondenz der
Randseiten erkennbar ist. — Mit andern Worten, es handelt sich hier um dze-
Jenigen Abbildungsklassen von @, deren Kerngebiete @ ganz ausfiillen, indem sie lings
einer gewissen Anzah! von doppelpunktlosen, zu einander fremden, geschlossenen
geoditischen Linien an einander stossen.

Wie lassen sich nun diese Abbildungsklassen charakterisieren? Wir wollen
eine Abbildung v konstruieren, die diesem Fall entspricht. z¢ soll iiberall aunf
@ die Identitit sein mit Ausnahme beliebig schmaler ringférmiger Bereiche, welche
die endlich vielen Kurven einschliessen, durch die die Kerngebiete begrenzt wer-
den. Diese ringformigen Bereiche werden so schmal gewahlt, dass sie nicht
iibereinander greifen. In diesen Ringbereichén bekommt die Abbildung den
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Charakter einer »Verschraubung», d. h. sie ist déhnlich der in Polarkoordinaten
(r, 6) folgendermassen zu beschreibenden topologischen Abbildung des Kreisringes
B, =r=R, auf sich:

’_ )
=60+ anBg—Rl

die im Inneren des Kreisringes fixpunktfrei und auf den Réndern die Identitit
ist. Die ganze Zahl m ist dabei fiir jede Kurve der Exponent m aus der zuge-
horigen Gleichung (44), und das Vorzeichen von m, also der Verschraubungssinn,
ist an jeder Grenzkurve zwischen Kerngebieten richtig zu wihlen. Die zugehé-
rigen 7T-Funktionen geben dann in ihren Kerngebieten die identische Abbildung
tx==x ausser in beliebig schmalen Abstandsstreifen lings der Randseiten. Als
Fixpunktmenge von z¢ hat man N mehrfach zusammenhingende Bereiche, einen
in jedem der N Kerngebiete, und sonst keine Fixpunkte. Die Indizes der N
Klassen sind 1—w,, wenn », die zum s-ten Kerngebiet gehorige »-Zahl ist. Man
sieht iibrigens leicht, dass man die Abbildung zp so abiindern kann, dass jede
der N negativen Klassen durch einen einzigen Fixpunkt befriedigt wird, ohne
dass man dabei ausserwesentliche Fixpunktklassen einfithrt. v

Das Beispiel 12, I, S. 343 gehort unter diesen Fall. Den beiden dort anf-
gezeigten wesentlichen Klassen entsprechen Kerngebiete, die zusammen ¢ aus-
machen und lings derjenigen Kurven aneinandergrenzen, die den Achsen der
Elemente b, ¢ und 5! ¢ entsprechen. Zu beiden gehért v =2, u==o0, also 1= —1.
In der dort konstruierten Abbildung sind die 3 Ringbereiche so ausgedehnt ge-
withlt, dass ihre Restmenge auf ¢ nur die beiden Kurven der Fig. 19 (I, S. 346}
sind. Man kann sie aber auch beliebig schmal wihlen, sodass die Fixpunktmenge
fast die ganze Fliche fiillt.

Satz 24: Fiir diejenigen Abbildungsklassen, bei denen die zugehorigen Kerngebiele
die ganze Fliche ausfillen, die also dwurch Verschraubungen lings eines
Systems von zu einander fremden und untereinander nicht homotopen ein-
Jachen Kurven hervorgebracht werden kinnen, ist das allgemeine Iix-
punktproblem vollstandig losbar.




