UBER SYSTEME VON LINEAREN PARTIELLEN DIFFERENZEN-
GLEICHUNGEN MIT ZWEI UNABHANGIGEN VARIABLEN.
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Einleitung.

Die Theorie der linearen Differenzengleichungen mit einer unabhingigen
Variable hat wiihrend der letzten Decennien durch Untersuchungen von u. a.
Pincherle, Norlund, Birkhoff, Galbrun, Carmichael, Perron feste Konture erhalten.
Dagegen ist die Theorie der partiellen Differenzengleichungen nur wenig ver-
arbeitet worden. In der vorliegenden Untersuchung wollen wir ein System fol-
gender Form betrachten:

j=n
a1, 9) = Q aislx, y) 25z, y)

Jj=1

(1) i (t=1,2,...n)

o
aile, y+ 1) = Qbslee, ) 23(, 9)
=1
wobei a;j(x,y) und b;(x,y) rationale Funktionen von z und y sind. Die Lb-
sungen eines solchen Systems zeigen grosse Analogien mit denen linearer Diffe-
renzengleichungen mit einer unabhingigen Variable.
Weiter wollen wir ein System folgender Form betrachten:

zlx+2,y) = a(z, y)ele+ 1, y+ 1) + alo, w)zla+ 1, 9) + aglx, y)ele, y+ 1) +
(2) + ayx, y)e(z, )

glw, y+2) =blw,y)e(x+1,y+ 1)+ by(z, y)ele+ 1, y) + bz, y)elw, y+ 1) +

+ by(x, y)z(x, y)

wobei a;(x, y) und bi(x, y) rationale Funktionen von z und y sind.
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Es wird sich zeigen, dass ein solches System ohne Schwierigkeit in ein
System von der Form (1) iiberfiihrt werden kann. ‘

Bei den Untersuchungen dieser Systeme handelt es sich um Existenzbeweise
der Losungen und deren allgemeine Eigenschaften. Indessen scheint es mir aunf-
schlussreich einen Spezialfall zu untersuchen und diesen mehr in Einzelheit zu
studieren. ' )

Bekanntlich kann die Untersuchung einer wichtigen Klasse linearer Diffe-
renzengleichungen, der so genannten normalen Differenzengleichungen, durch An-

wendung der Laplaceschen Transformation

2 (o) = f 1y (t)dt

auf die Untersuchung einer linearen Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden.

Das einfachste Beispiel einer linearen Differenzengleichung, die sich nicht durch

elementare Funktionen l6sen ldsst, bietet die hypergeometrische Differenzen-
gleichung:

(w—a+2)(w—p+2)z(e+2)—[af—(a+8+y+1)(z+1)+2(x+1)w+2)el@+1)+

+ x(xz—y+1)2(x)=0.

Durch die Laplacesche Transformation lisst sich diese auf die hypergeo-
metrische Differentialgleichung zuriickfithren:

ta—8o" () + [y—(e+8+ I)t]v'(t);—aﬁv(t):o

der von der hypergeometrischen Funktion

: 'S (e, ) (8.m)
Fle 8,7, 1) = — "
b= 2 )
geniigt ist, wobei wir von dem von Appell eingefithrten Symbol Gebrauch machen:

(¢, n) =ele+1) - (a+n—1).

Als eine Generalisierung dieser Funktion hat Appell’, Goursat, Picard,
Le Vavasseur u. a. folgende Funktionen untersucht:

! Siehe dariiber: P. Appell et J, Kampé de Fériet: Fonctions hypergéométriques et hyper-
sphériques (1926),
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Fla, 8,8, 7,,8) = z Z (e, m+n)(£,m)(ﬂ,n)

fmgn
2 Gym=n)(n,mi(n,n)

B d 8.7 69 = 2 _53%?%%3ﬁ %
Bt S S B )
Fs(a,ay{)’:ﬁ,%?fs mZ‘oﬂZ—(‘) }/,WL+7’Z( )(I ’ﬂ) t"s

a, m+n){(8, m+ n)
(ﬂ%”s,%%% )&, m)(x, m(, )

m S’Il,

Appell hat gezeigt, dass diese Funktionen folgenden partiellen Differential
gleichungen geniigen:

F [ti—tvet+s(1—tv,, + [y—(a+ 8+ 1)t]o,—Bsv,~aBv=0
" s(1 AHr—s)v 4 [y—(a+f + 1)sjv.—g tv,—af v=0

1—t)vp—tsv, + ly—(a+ B+ 1)t]v,—Bsv,—afv=0

;'—tsv;'sJ.- [ —(e+ 8 +1)sjo,—f tv,—afv=0

—(e+B+1)tlr,—afv=0
—(«"+ 8+ 1)slv,—a' v=0

—z2tsv, + [y—(e+B+1)tlv,—(e+ 8+ 1)sv.—afv=0
s(1—s)v,—tv,—2tsv,, + [y —(@+ 5+ 1)slv,— e+ 8+ 1)tv,—efv=0.

Diese Gleichungen werden als die hypergeometrischen Differentialgleichungen
mit zwei unabhingigen Variablen bezeichnet

Man kann jetzt solche Differenzengleichungen mit zwei unabhingigen Vari
ablen betrachten, die sich durch die Transformation

z(z,y) = ff s (e, s) dids

in obenstehende Differentialgleichungen iiberfithren lassen

Wir wollen die eben
bezeichneten Gleichungen als die hypergeometrischen Differenzengleichungen mit
zwei Variablen bezeichnen.

Wir wollen indessen die Aufgabe begrenzen und nur eines dieser Systeme
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studieren, und zwar dasjenige, das sich durch die obenerwihnte Transformation

in das System F) iiberfithren lisst. Dieses System ist folgendes:

(x+2—ﬁ)(x+y+2—a)z(x+ 2,9)+ (z+ I—ﬂ)(x+y+2—q)z(x+ Ly+1)—
— e+ 1—-B)x+y+1—a)+ (x+ 1)@+ 2—y)e(lz+1,9)—
—zlx+t1—y)z{x, y+ 1)+ 2l +1—9)2(z, 9) =o

(y+2—F)x+y+z2—a)z(x,y+2)+ W+ 1—)z+y+2—ea)zx+1,y+1)—
—[y+1—F)xty+i1—e)+ (y+‘1)(y+2—7')]2(x, y+1)—
—yly+t1—y)ele+1,9) +yly+1—y)elz, y)=o.

L

Betrachten wir jetzt ein System von Gleichungen

J=n

alet1,y) = 2 aiile, 9)(x, y)

=1
j:n
2o,y 1) = bl Y)ei(e, ).
=
Damit diese Gleichungen kompatibel seien, miissen wir a;;(x, y) und b;;(z, y),
die so beschaffene rationale Funktionen vonz und y sind, dass die Determinanten
| aij(x, y)| und |bi(x, y)| nicht identisch verschwinden, gewissen Bedingungen
unterwerfen. Wir erhalten die letzteren auf folgende Weise. Wenn man in
der ersten Gleichung y mit ¥+ 1 und in der zweiten Gleichung x mit x+1 er-
setzt, und dann in die rechten Membra die Werte zj(x, ¥+ 1) und z{x+1,y),
die man aus (1) zieht, einsetzt, erhilt man

j=n k=n

Zi(%‘i‘ 1, y+ 1) = Z (h‘j(x, Y+ I) 2{ bjk(x) :’/)Zk(x7 y)
=t k=1
j=n k=n

alr+1,y+1) = Dbz + 1, 9) D apelz, y)aelz, 9).
j=1 =1

Wenn wir darauf die beiden rechten Membra identifizieren; erhalten wir
folgende Bedingungen: ‘
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j=n J=n

3\
D aij(, y+ Db, y) = D bisl+ 1, y)aele, )
=1 =1

fir ¢=1,2,...n und k=1,2,...%.

Diesen Gleichungen miissen identisch geniigt sein. Im folgenden wird an-
genommen, dass diese Bedingungen erfilllt sind. Die Wertesysteme von x und
y, fir welche a;;(x,y) und- bs(x,y) unendlich werden oder die Determinanten
| aij(x, y})| und |&i(x, )| Null werden, bezeichnen wir als die singuliren Stellen
der Gleichungen. Wir kionnen nun immer eine gewisse Anzahl irreductibler
Polynome ¢.(x, y) finden, die so beschaffen sind, dass

prlz,y) =o

von diesen singuliren Wertesystemen und von keinen anderen geniigt werden.
Ausserdem wollen wir alle Wertesysteme, die den Gleichungen

prlet+p, y+r)=o0;, pu=o, t1,t2, ... v=o0, +1,12 ...

geniigen als singuldr bezeichnen. Dazu kommt noch im allgemeinen x =
und y == 0.

Mogen jetzt 20(x,%), v=1,2,...n; I=1,2,...n; n Partikuldrlésungen vom
Systeme (1) sein. Wir wollen diese Losungen ein Fundamentalsystem nennen,

wenn keine lineare Relation besteht zwischen den Losungen

I=n

(3) 2 I (x, y) 20 (2, y) =0 (=1,2,...n)

=1

wobei II,(z,y) periodische Funktionen von den Variablen x und y mit Perioden
I sind, die nicht simtlich verschwinden.

Betrachten wir die Determinante:

(4) Dz, y) =

2, y), 20z, ), . .., 20 (x, )
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80 konnen wir dieser Bedingung auch eine andere Form geben. Krsetzen wir
hier  mit z+1 und bedienen wir uns der Tatsache, dass 2(z, y) Losungen von
(1) sind, finden wir, dass D(x, y) der folgenden Differenzengleichung geniigt

D(x+ I, 7/) = Iaij(x’ :’/)ID(xa y)
Auf dieselbe Weise erhalten wir
D(x) y+ I) = I bij(x’ ?/)I _D(.%‘, y)

Wir konnen jetzt zeigen, dass wenn zwischen 2zU(x,y) eine Relation von der
Form (3) besteht, so ist D(x,y) identisch Null.

Dies folgt direkt aus (3). Denn, da IT;(x, ) nicht simtlich verschwinden,
muss die Determinante von z{(x,y), d. h. D(z,y), identisch verschwinden.

Umgekehrt, wenn D(x,y) identisch verschwindet, dann besteht eine Rela-
tion (3) zwischen den Funktionen 2{(z,y).

Um dies zu zeigen, bezeichnen wir mit i(x, y) die Unterdeterminante des
Elementes 29 (x, y) der ersten Spalte von D(x,y).

Wir haben dann

Z(ll)(x7 y) wl('xv ?/) + 2(12)(x) y) ‘Pz(x, ?/) +oee Z(xn)(xa /t/) wﬂ(xa :’/) :D(.'I}, ?/) =0
2P(, y) v (e, y) + 20 (2, y) Weloe, y) + - + 20 (e, ) Yule, y) =0

2z, y),(, y) + 22 (2, y) Yyl y) + - + W (@, y) (e, y) =o0.

Diese Gleichungen konnen wir auch mit Anwendung des Systems (1)} auf fol-
gende Weise schreiben:

20w, y) [y (@, ) —wile—1,9)] + - + 20w, y) [Wnle, y)—yule—1, )] +

Jj=n
+ 1,9 Qayle—1, g)eP@—1,9) + -+

J=1

Jj=n

+ Yalw—1,9) Qaylz—1, 9)ew—1,9) =0
=1



Uber Systeme von linearen partiellen Differenzengl. mit zwei unabh. Variablen. 137

eV, y) @ (x, y) — Y (e—1, )] + -+ 2, ) [n (e, y) — Yule—1,9)] +

J=n

+ P (e—1,y) Z anjle—1,9) zj(,n(x—l, y)+ oo+
=1
Jj=n
+ Yule—1,9) D anle—1,9) 2P @—1,9) =0
j=1
oder durch Umformung unter Anwendung von (1) und (s)
0@, y)Ple—1,9) + -+ W, ) Yule—1,9) = aylz—1,9) Dle—1,9)
Zg)(x, ?/) wl(x_lv ?J) + o+ Z(::)(xa y) wﬂ(x_I: y) = Clnl(.’E—I, :’/) D(.%'— I, y)

Aber da D(x—1,y)=o0, so wird auch die rechten Membra Null. Wenn
wir weiter annehmen, dass nicht siimtliche Unterdeterminanten Null sind, schlies-

sen wir, dass

Vaolo—1, ) Yol y)  mlr—1,y) _ Yaley)

ve—1,9) W@y wle—1y) Wl

Auf dieselbe Weise erhalten wir

wQ(x7 /I/_I) _ 1%(96, 7/) 7l(x> y— ) w;l(x, /’/) .

Yy, y—1) Y, y) Yl y—1) Yz, y)
Wir kénnen nun schreiben:

Vol y) _ Ty, y) w(@, y) _ Iz, y)

%(x, y) Hl(%', ) wl (CL‘, y) Hl (x’ ?/)

wobei II(z, y) periodische Funktionen von x und y mit Perioden 1 sind. Setzen
wir dann in die Gleichungen (5) v;(x, %) ein, erhalten wir eine Relation von der
Form (3).

Wiren alle Unterdeterminanten Null, konnten wir durch dieselbe Ver-
fahrungsweise zeigen, dass schon zwischen 2% (x, y), ...2{"(x, y) eine Relation von
der Form (3) bestehen miisse u. s. w.

Also, wenn D(x,y) nicht identisch Null ist, machen z{(x,y) ein Funda-
mentalsystem aus. .

18 — 28583. Acta mathematica. 53. Tmprimé le 11 mai 1929.
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Wir konnen jetzt zeigen, dass wenn 2U(x,y) ein Fundamentalsystem aus-
machen, jede Losung des Systems (1) auf folgende Weise dargestellt werden kann:

(6) &mm=;mmm&mm

wobei IT,(x,y) periodische Funktionen von 2 und y mit Perioden 1 sind.

Um dieses zu zeigen, betrachten wir die Determinante

Zi(xa 1/)7 Zi.l)(.%‘, ?/)> RS Z(P)(.’L‘, ?/)
(

2y (x’ y)v le)(.%', y)7 cvy Z(ln)(xa 7/)

Zﬂ(xy :’/)’ Z(nl)(xv ?/)a ey 5(7:1)("% 7/)

Bezeichnen wir mit ¥ (z, y) die Unterdeterminante des Elementes 2¥(x, y)
der ersten Zeile, erhalten wir:

eiw, y) D(w,y) = — e, )y (@, y) — - — 2P (@, y) PV (2, y).
Aber unter Beachtung von (1) findet man, dass

P (x, y)

D(z,y)

periodische Funktionen von 2 und y mit Perioden 1 sind, woraus das Theorem
hervorspringt.

Wir gehen jetzt dazu iiber, die Existenz eines Fundamentalsystems zu
zeigen. ‘

Zur Erleichterung der formalen Behandlung wenden wir Matrixbezeichnungen

an und schreiben (1) folgendermassen

(Z(x—]_ I, .?/)) = (Z(l‘, :’/)) Sl(x) 1/)

7) (e, y+ 1) = (e, 9)) Sy, ).

Daraus erhalten wir

(ele—1,9) = (2, 9) 8, @—1,9)
(ele, y—1)) = le(x, ) 87 (w, y —1).
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Wir bezeichnen die Koeffizienten von S7l(x—1,%) und S;i(z,y—1) mit
Aij(z, y), bez. Bij(x,y).
Aus (7) erhalten wir durch Iteration

(elx+u, y+v) = (z(x,y) Tpolz, y)

wobei

(elac, ) T, y) = (e (o, ) Sy (2, 9) Sy + 1, 9) - _
o Siletu—1, y)Ss(x+ u, y) Syt p, y+1)
Syl ytr—r1)=
= (2(@, y) Saler, y) Sy, y + 1) -
Sz(x,y+v-—I)Sl(x,g/+v)Sl(x+ L,y+y) -
Syl pu—1,y+9)

(e, Y)) T, —i, y) = (2o, 9)) ST e — 1, 9) ST @ —2,9) -
o STMe—p, ) ST (@, y—1) - ST, y—) =
= (2(z, y)) S (2, y—1) S;Hw, y~—2) -
e S, y ) ST —1, y—v) - STHr—p, y—);

(2o, 9)) T, (c, y) = (e, 9)) Sy (@, 9) Syl + 1, 9) -
‘ - St pu—1, ) ST w+ p, y—1) S (s, y—2) -
' e SNt p, y—y) =
= (e(, 9)) S (, y— 1) 857w, y—2) -
o ST, y—) Sy, y— )8y + 1, y—9) -
e Sl +p—1, y—v);

(e, 9)) Ty, (i, y) = (2(2, ) ST & —1, ) ST (w—2,9) -
e ST e, y) Syl — p, y) Saolw—p, y+ 1) -
o Syle—py+v—1) =
= (e(@, 9)) Selor, 9) Solar, y +1) - Sy, y+v—1) ST w—1,9+9) -
s ST —u, y+v).

Aus diesen Definitionen erhalten wir die inversen Substitutionen:
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(2 (@ + e,y +9) I, y) = (e, ) STH e+, y v — 1) ST +py y +v—2) -
- ST, ) ST u—1, ) - ST, ) =
= (z(x, ) ST e+ u—1,y+v)STHx+p—2,y+») -
- 87w,y +o) Sy, y Hy—1) - ST, )

Wir setzen jetzt

r=+00 u=-+<w

(8) (el g) = 2 2 (fletny+) T5Hey);

V=— (f=—00

oder wenn wir mit K% (z,y) die Koeffizienten von T (%, y) bezeichnen

r=+x y=+0 j=n

(9) alwy)= 2 2 Dfilwtmy+) KL e, y); i=1,2,...0.

y=—u0 g=—0uw j=1

Wenn wir voraussetzen, dass diese Reihen absolut und gleichmissig kon-
vergieren, konnen wir zeigen, dass sie dem Systeme (7) geniigen.

Ersetzen wir nimlich = mit 2+ 1, erhalten wir

v=+w p=+w

Cletny)= 2 D (f (flet1+p,y+o) T +1,y) =

P=—-00 YT=—=0
=+ {/,:+ oo

=2 2 (fletuy+) T, @+1,9).

y=-—®0 Y—=—0

Aber jetzt hat man

71

w1,

Sz 1,987, y) = T, y).

Hieraus erhidlt man
(ele+1,9) = (2(x, ) Si(x, 9).
Auf dieselbe Weise erhilt man

(elx, y+ 1)) = (2(, 9)) Se(2, y).

Die so gebildeten Reihen gentigen also dem Systeme (7) formalerweise. Wir
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wollen jetzt die Funktionen fi(x, y) so wilhlen, dass die Reihen absolut und gleich-
missig konvergieren, und zwar so, dass ein Fundamentalsystem sich bildet.

Wir setzen x=a"+4¢2”, y=4y +7y” und betrachten den vierdimensionalen
Raum («', 2", ¢, ¥”). Diesem Raum entschneiden wir das Gebiet, fiir welches
fz| + |y| = C gilt, wobei C eine beliebig grosse positive Zahl ist. Weiter ent-
schneiden wir die Gebiete, die durch |@.(x+u, y+9)|<e, u=o, *1, *2,...,
v=0, 1.1, *2,... definiert sind, wobei ¢ eine positive Zahl ist, die beliebig klein
gemacht werden kann. Dadurch erhalten wir ein einfach zusammenhingendes
Gebiet, R genannt, in dem vierdimensionalen Raume (z’, 2", ¢', ¥").

Wir werden jetzt zeigen, dass wir fi(x, ) so wihlen konnen, dass die Reihen
(9) innerhalb des Gebietes R absolut und gleichmiissig konvergieren.

Man kann immer eine Zahl M und eine Zahl p so beschaffen finden, dass

|asjz+u, y+9) | < Ml{ul+ 0P(o]+ 1075 | b+, y+9)| < M(lul+ Op(r]+ 1)
Vdilo+p, y+9)| < Mpl+ 1P (o) + 105 | Bile+p, y+ )| < Mlpl+ 0p(e]+ 0P
wenn z und ¢ innerhalb des Gebietes R sind.

Die Koeffizienten von T.7(x,y), K" (x,y), geniigen dann der folgenden
Ungleichheit: '

| K (a, )| < (et 0 (2 ulP(r.2 . o]

< (M. p)lelH 2] glp+ed(pltog Ll thvItog|+])
Wir wihlen dann

__sinz(z—a) sinz(y—b)

S ="y

o= la—ar+ =7, ;=]
Sfilz,y)=o0 i1

wobei (@, b) innerhalb des Gebietes R gelegen ist.

Durch -diese Wahl von fi{x, y) sieht man unmittelbar, dass die Reihen (o)
innerhalb des Gebietes R absolut und gleichmissig konvergieren. k

Wenn wir jetzt [ die Zahlen 1, 2, ... n durchlaufen lassen, erhalten wir »
Losungen 2P(x,y); deren Determinante in dem Punkte z=a, y=0 den Wert 1
annimmt und folglich nicht identisch verschwinden kann. Die Funktionen
20(x,y), I=1, 2, ... n, machen dann ein Fundamentalsystem von Losungen aus.
Sie sind analytische Funktionen innerhalb des Gebietes R und konnen folglich



142 Arvid Uhler.

nur die singuliren Stellen des Systems (1) als singulidre Stellen haben. Die Exi-
stenz eines Fundamentalsystems des Systems (1) ist somit gezeigt.

I1.
Wir betrachten jetzt ein System wie das folgende:

2wtz y)=aix, yele+1,y+1)+ aylx, y)e(x+1, y) + as(x, y)e(w, y + 1) +

(10) + a,(x, y)z(x, y)
2, y+2)=>bw, yelz+1,y+1)+ bz, yzlz+1,y) + bla, yelx, y + Ib) +

+ by(x, y)z(xz, y)

wobei a;(z,y) und bi(x, y) rationale Funktionen von z und ¥ sind. Es ist leicht
zu zeigen, dass die LOsung eines solchen Systems auf die Losung eines Systems
(1) zuriickgefithrt werden kann.

Untersuchen wir unter welchen Bedingungen die (Heichungen (10) kompa-
tibel sind.

In der ersten Gleichung ersetzen wir y mit y+ 1 und in der zweiten z mit
x+1. In den so gebildeten Gleichungen ersetzen wir z(z, y+2) und z(x+ 2, y)
mit Ausdriicken, die uns (10) zu Handen geben. Wir erhalten dadurch zwei
Gleichungen, aus denen z(x+ 2, y+1) und z(x+ 1,y + 2) bestimmt werden kénnen,
wenn nicht a,(x,y+1)b,(x+1,y)=1 ist, was zunichst vorausgesetzt wird. Das
Resultat sei:

zlxtz,y+1)=c/(x, y)zlx+1,y+1)+ qg(x, yelx+1,y)+ ez, y)ele, y+1) +
(11) + ¢z, y)2(z, y)
e+ 1,y+2)=di(z, y)zlx+ 1, y+ 1)+ do(x, ¥)2(z+ 1, y) + dy(x, y)zlx, y+ 1) +
+dy(x, y)z(x, y).

Ersetzen wir hier in der ersten Gleichung » mit y+1 und in der zweiten z mit
x+1, und ersetzen wir in den so gebildeten Gleichungen z(z+ 1,y 2), z(x, y + 2),
zlx+2,y+1), z(x+2,y4) mit Ausdriicken, aus den Gleichungen (10) und (11) ge-
holt, und stellen die Forderung auf, dass, wenn die beiden rechten Membra ein-
ander gleichgesetzt werden, die Gleichsetzung zur Identitiit -fiilhren soll, so er-
halten wir die Kompatibilititsbedingungen des Systems (10). Wir nehmen im
folgenden an, dass diese Bedingungen vorhanden sind.
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Wir setzen jetzt

und erhalten das System:

z(x+1,y)=plx,y)
ple+r, y)—al(w y) s(x, y) + as(x, y)p (@, y) + a5, y)o(z, y) + a,(x, y)z(x, y)

q(z+1,9)=s(z,
s{et1,9)=clx, ) (0, ) + e, Y)p(, 9) + e, y)gle, v) + eylz, y)e (2, y)
02 g+ =gl y)
ple, y+1)=sz,y)
gz, y+1)="by{x, y)sx, y) + by(z, ¥)p(, v) + bylx, ¥)a(, y) + bilz, ¥)2(z, 9)
slw, y+ 1)=d,(z, y)s(x,y) + dy(x, y)p(z, y) + dy(x, y) g, ¥) + dy (2, 9)2(, y).

Aber dieses System ist von der Form (1). Stellen wir jetzt die Forderung
auf, dass die Determinanten:

nicht identisch verschwinden, konnen wir von der Behandlung des Systems (1)
Gebrauch machen. Bei Ausrechnung von ¢z, y), ¢,(x, y), ds(x, ), d,(z, y) finden
wir, dass die Bedingungen mit folgenden identisch sind:

ay(x, y + 1) [as (@, 9)by(, y) — bs(, y)a, (@, ¥)) — a,(x, y)a,(x, y+ 1)F0
und

b? (x+ I? ?/) [b2(x7 ?/)44(90, ?/) — ai‘(x: ?/)Ih(x, 7/)] - bi(x’ ?/)])4($ i+ I, ?/) =#=0

Vorausgesetzt dass diese Bedingungen erfiillt sind, kénnen wir schliessen,
dass das System (10) ein Fundamentalsystem von Lésungen: z,(x,¥), z(z, y),
23(x, y), z,(x, y) besitzt, und dass jede andere Losung auf folgende Weise dar-
gestellt werden kann:

2lx, y)=I1,(x, y)z, (o, y) + IL,(x, y)zs(x, y) + Iy, y)ey(x, y) + I, (2, y)z,(z, y)
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wobei I1;(x, y) periodische Funktionen von z und y mit Perioden 1 sind. zi(x,y)
sind die Elemente eines Fundamentalsystems, wenn die Determinante

(@, y), (@, ), 2s(z, ), 242, y)
Dyl ) — z(x+1,9), gzt 1,9), letiy), zl@tiny)
) ale,y+1),  zlwy+1),  elxyt1), 2,(x, y+1)
2+ 1,y+1), sle+1,y+1), g5+ 1,y +1), 2z + 1,9+ 1)

nicht identisch verschwindet.
Betrachten wir jetzt den Fall:

a(x,y+1)b{x+1,y)=1.

Anstatt (11) erhalten wir in diesem Falle nur eine Gleichung, die z(x+ 1,y + 1),
zl@+1,y), 2(x,y+1) und z(z,y) enthilt. Diese Gleichung ist eine Konsekvenz
von (10). Wenn wir hier z(z+ 1, y+1) l6sen und den so erhaltenen Wert in (10)

einsetzen, erhalten wir das System:

Z(x+2,y) iy (2, y)z(@+ 1,9) + dsla, y)z(@, y + 1) + Gy, y)2 (@, y)
(13)  zlmy+2)  =blr,Yelz+1,9)+ bylx, ez, y+ 1) + bylz, y)z(z, v)
zlx+ 1, y+1)=c(x,y)z(x+1,y) + clx, y)e(x, y+ 1) + ez, y)z(2, y).

Wir gelangen hier an die Kompatibilitetsbedingungen, wenn wir in der
ersten Gleichung statt ¥ ¥+ 1 und in der dritten statt = x-+1 setzen, und wenn
wir unter Anwendung von (13), die Identititsbedingungen der rechten Membra
aufstellen, und weiter z mit 2+ 1 in der zweiten und y mit y+1 in der dritten
ersetzen, und auf die vorige Weise verfahren. Wir nehmen an, dass diese Be-
dingungen erfiillt sind.

Wir setzen dann

zlx+1,y)=plzy)
z(@y+1) = qlz,y)

und erhalten folgendes System:

Zlz+1,y)=plx,y) ,
p(x'{— I, ?/): [Ll(xi :’/)p(x> .1/) + dz(x7 V)Q(xa 2/) -
(14) qx+1,y)=c{x, y)ple, y) + 6z, v)q(z, y) + oz, y)ziz, y)
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ez y+1)=qlz,y)

[}
—
B
(o]

(, y) + §3 (x, y)z(x, y)

¢ + ol 1
(o, y+1)=b,(x, Y)plx, y) + bylx, ) (x, y) + bylw, y)2(z, y)

das wieder dieselbe Form wie das System (1) hat. Unter Voraussetzung, dass
a(@,y+1).b(x+1,9)=1, und dass die Determinanten:

.7/)7 E3 (xr y)

El (x7
bl(xa ."/)7 33(36) y)

52('% y)s (_‘3(90: ?/)

_ _ und
(22 (l‘, ?/)7 C3 (a;7 ?/)

nicht identisch verschwinden, kénnen wir dann schliessen, dass das System (10)
drei linear unabhingige Losungen hat, und dass jede andere Losung folgende
Form haben muss:

2l y)=11,(x, )z, (x, y) + Iy(x, y)2u(x, y) + I(w, )2, (2, v)

wobei IT;(z, y) periodische Funktionen von x und y mit Perioden 1 sind. z:(z,¥)
sind linear unabhingig, wenn die Determinante

2,(xz, y), 25(x, ) 23z, y)
Dy(a,y) =|zilx+1,9), (e + 1,9), 25z +1,9)
Zl(x7 ?/+ I)v 22(x7 7/+ 1)1 23(1‘7 y+ I)

nicht identisch verschwindet.

I1T.

Versucht man in Einzelheiten die Losungen des Systems (10) zu unter-
suchen, wird man finden, dass die erhaltenen Losungen fir eine solche Unter-
suchung wenig geeignet sind. Man muss eine andere Methode herausfinden. Es
liegt nahe an der Hand, die Methode zu generalisieren, die Norlund® beim Stu-
dium normaler Differenzengleichungen angewandt hat. Bezeichne z(z) eine Lo-
sung einer solchen Gleichung. Bei Setzung

! Siehe dariiber Norlund: Differenzenrechnung (1924).

19 — 28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 13 mai 1929.
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kann man, wenn man den Integrationsweg passend wihlt, aufweisen, dass z(x)
eine Losung der Differenzengleichung ist, vorausgesetzt dass v(f) einer gewissen
Differentialgleichung geniigt. Das Problem ist dann wesentlich auf die Losung
von Differentialgleichungen zuriickgefiihrt.

Will man jetzt eine Generalisierung dieser Methode suchen, empfiehlt es

#{z, y) = f f =1y =1y (t, s)dtds

und das Integrationsgebiet so zu bestimmen, dass wenn v(f, s) einem gewissen

sich zu setzen:

Systeme linearer partieller Differentialgleichungen geniigt, #(x, y) einem Systeme
von der Form (10) geniigt. Man begegnet aber hier der Schwierigkeit, dass die
Theorie desjenigen Systems partieller Differentialgleichungen, zu dem man in
dieser Weise kommt, nicht so in Einzelheiten herausgearbeitet ist, wie die Theorie
der gewdhnlichen linearen Differentialgleichungen. Ohne eine Durcharbeitung
‘der Theorie dieser Gleichungen vorzunehmen, diirfte man kaum allgemeingiiltige
Resultate erzielen. Ich begniige mich damit, einen Spezialfall zu untersuchen,
um die Methode zu beleuchten. Die Gleichung, die ich vornehmen werde, ist als
eine natiirliche Generalisierung der hypergeometrischen Differenzengleichung zu
betrachten. Gerade wie diese auf die hypergeometrische Differentialgleichung
zuriickgefiihrt werden kann, kann die hier zu untersuchende Gleichung auf das
System partieller Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden, denen von der
von Appell definierten hypergeometrischen Funktion Fy(e,B, 87,7, s) geniigt

wird.

1. Lisung des Systems partieller Differentialgleichungen, dem von
Fyle, 3,8, 7,9, ¢t 5) geniigt wird.

‘Bhe wir dazu iibergehen, die hypergeometrischen Differenzengleichungen
mit zwel unabhiingigen Variablen zu untersuchen, wird es notwendig sein, eine
Untersuchung der Losungen folgender Gleichungen vorzunehmen:

tH{1—tv,—tsv,, + [y —(a+8+ 1)t v, —Bsv,—afr=0
s(1—s)ve—tsv,, + [y —(e+ 8+ 1)s]v,— tv,—af v=0.

(15)
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Dieses Gleichungssystem ist von Appell untersucht worden. Die singu-
liren Stellen sind: |
t=o| t=1] t=w) s=0) s=1} s=]

SZaI s=aj s:aJ =t t:b[ t:bl t=b]y

wobei a und b beliebige komplexe Zahlen sind. Appell hat die Losungen von
(15) in der Form von Reihenentwicklungen gegeben, die in der Nihe von
t=o0, s=0 konvergent sind. Im folgenden werden auch solche Reihenentwick-
lungen notig sein, die innerbalb anderer Gebiete konvergent sind. Wir werden
diese durch Transformation der von Appell gegebenen Losungen erhalten.

Wir setzen

(16) v(t, s) = trs*o(t, s).

Hier konnen A und p so bestimmt werden, dass auch #(f, s} einem Systeme von
der Form (15) geniigt. '

Setzen wir nimlich in (15) statt v(¢, s) den Ausdruck (16) ein, erhalten wir,
nachdem wir den Faktor #*s# unterdriickt haben

H1—1)5, —tst,, + [2A+y—(2i+u+a+ g+ 1)8 7, — (A +8)s?, —

—|@ruraurg =050
s(1~s)o,—tst,, + 2u+y —(2u+Aita+f +1)s]0, —(u+8)t5, —
- [(l+u+a)(u+ﬂ')—”(“+y'”l)_ 7=0

Dieses System nimmt dieselbe Form an wie (15), wenn

AA+y—1)=o0 und wu(u+y —1)=o0

was uns die vier Kombinationen gibt:

:0\ h=1—y] ‘},:o \ }.:I—y]'
;I=OJ =0 [ y=1-7'j M:I—y'l

Die erste Kombination fithrt uns wieder zum Systeme (15). Die zweite

Kombination fithrt uns zum folgenden Systeme
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t1—t)i, —tst, + [2—y—(a+ 1—p+ 8+ 1—y+ 1)1, —
— B+ 1—=y)st,— e+ 1—7)(B+1—7)F=0
s(1—s)o,—tso, + [y —(e+1—y+ 5 +1)s]6, —g'te,—(e+1—p)g5=0

Aber dieses letztere ist mit (15) identisch, wenn wir in (15) o mit e+ 1—7,
8 mit 8+1—y und y mit 2—y ersetzen. Wir schliessen daraus, dass, wenn
v(e, 8,8 ,7,7, t,8) eine Losung von (15) ist, auch #—rv{e+1—y, 8+ 1—y, 8, 2—0,9, ¢, 9)
eine Losung ist. Die dritte und vierte Kombination fithrt uns auf dieselbe Weise
zu den Losungen:

sSTVole+1—y, 8,8 +1—7,7,2—y, t,s) und

s y(et2—y—y B+ 1—p, 8 + 1=, 2—y, 2—¥, ¢, 5).
Setzen wir '

vie, 8,8, 7,7, t,9) = Fyle, 3,8, 7,7, t,5) =

m=m N=um"

um+n (8,m) (8, n) mgn
=2 20wl

so erhalten wir die vier von Appell gegebenen Losungen. Wir bezeichnen diese
mit v,, v,, v; und v,. Also:

v, = Fy(e, B, 3,7, ;/', t,s)

vy =T e+ 1—y, B+ 1—p, 3, 2—7,7, t,9)

vy=8 T Fyla+1—y 8,8 +1—y v, 2—y" £, )

vy =11 Fylat2—y—y, f+1—p, 8 +1—y, 2=, 2=, 4, s).

(17)

Diese Losungen sind linear unabhiingig, und Appell hat gezeigt, dass jede an-
dere Losung von (15) auf folgende Weise geschrieben werden kann:

(18) v(t, 8) = Av,+ Bv,+ Cvg+ Dy

wobei A, B, C und D beliebige Konstanten sind.

Die vier Lésungen v, v,, v, und v, sind durch Reihenentwicklungen dar-
gestellt, die konvergent sind, wenn |¢|+|s|<1.

Wir kénnen jetzt v; auf folgende Weise schreiben:

a"g’(a n (8, )

py= N CCT i 8y, B)sh.
N e A R L
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Ebenso konnen wir v, folgendermassen schreiben:

Vg :tl‘YnZO a{éni}—(mxf )I Ha+1—y+n, B+ 1—y, 2—7y, t)s"

Aber jetzt hat man

I+t +n—p) I+ 1—y
I'(z—y)I'(e+n)I(B)

Lg+1—prlatnti—y)

T(a+n+ﬁ—|—1——y) r(1—y)

z;j{a_‘—na ﬁ) 7s t) -

Dot plat 1= g 1y 2 )=

Flatn 8 a+n+B—y+1, 1—1).

Kombinieren wir nun »; und v,, erhalten wir folglich:

rprieti—)r@+i—y) _ I'Bri—pIleti—y)

N T Te—r@rE P et g i—Ari—y)
= (@, )8, n){a+ 1—y, n) A
7L2:Io(a+ B+ 1y, n)(y', n)(I,njF(a+”" Betntf—y+1,1 A =
_ I =) Mt 1= 3y (et mlBmlE ety n) (g
Fle+8+1—y) ITi—y), =, ﬂfo(orl-fé’nh I—-;y,n-%—m)(y n)(1, m)([ ) )
Wir setzen

SIS e mrn)@m) @ n) et 1=y
(10) v= 2 2(a+5+1—7 m+n) (', n)(1, m)(l’")(l (e

Zwischen v, v, und v; besteht dann folgende Relation:

(20) v — rprie+ti—y)rg+ Ii:L)/U _ rgg+i—y)rie+i1—y) .
‘ Te—pPT@IE)  * Tatgti—p)I(—)

Es ist leicht festzustellen, dass die Reihe v; konvergiert, wenn

Ji—tl< 1, |sl<1.

Da v, und v, Losungen von (13) sind, ist auch v, eine Losung.
Auf analoge Weise konnen wir durch Kombination von v, und ¢, eine neue
Losung v, erhalten:
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gy "SS 00oe-i—I——;/,m-i-n)(ﬁ m)(§ + 1~y et 2—y=y'\n)
(1) p=s— 3 D! (@+8+2—y—y,m+n)(2—7, n)(1, m)(1, n) n

m=0 n=0"
Zwischen v;, v, und. v, besteht folgende Relation:

(22) oy LOTle42—y=yI(B+1—y)  TE+1—-pTla+2—y—y)

s T—) et 1—/) T 4 Tla+ptz—y—y)T(1—7) "

vg wird auch direkt aus v; dadurch erhalten, dass man in dieser ¢ mit a+1—y/,
g mit /+1—5, ¥ mit 2—y" ersetzt und schliesslich mit s~ multipliziert. Das
Konvergenzgebiet ist auch hier

li—t]l <1, |s|<1.
Aus v; und v, ist auch eine andere Lésung zu bekommen. Man hat ndmlich

ry)r(t—e—n)r(- 5)M1 B .
To—p) [y—a—n) Tly— ﬂ)t "Flat1—y+nB+1 72— y, t) =

INi—a—n)r(1—p)
I'ly+t1—a—p—n)I'(1—y

Fle+n, 8y, t) —

1— P Fly—a—n, y—B,y+ 1—a—fB—n, 1—1).
) .

Wir erhalten, wenn wir von der Gleichung

Gebrauch machen:

_ Ir—prt—e I
YT Ily—aIly—6) I
mi" Z a—|—1—~y, ) (B, n)(y—ﬂ,m)F(y——a—n.—{—m)(I_t)m (L)n_

m=0 n=0 ) (1, m) Ty + 1—a—B—n+m)

—ﬂ) ?(I ——a) (.[ —t)"/_a—ﬁ .

Wir setzen

(I — t)y—a—ﬁ .

- (a+1~—7: n) (8, n) (y—B, m)T(y—a—n+m) ol s\
Z s o)L, mIy+1—e—pf—n+m) (1—1) ( )
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Zwischen v, v, und v; besteht folgende Relation:

rYra—pri—a = ra—Fria—e
T~ Ty—aly—B) " Ti—)llyti—a—p)

(24) Ulv -

Die Reihenentwicklung », konvergiert, wenn

< TI.

s
—t < -
i-t=< i
v, ist auch eine Losung von (15). Aus v, lisst sich noch eine Lisung vg erzielen,
wenn wir in v, @ mit ¢+ 1—y, ' mit f'+1—y" und y’ mit 2—)  ersetzen und
zuletzt mit s'7 multiplizieren. Wir erhalten

(25) vy=

(7+V —a— lg) o —q—B—1
(7+7—a—1)( _t)H{ ’

m_mwwa+2 =~y m)B +1—y n)y—BmIy+ty—a—1—n+m) s \"
Zon;') 2—7,’}’2)( 3 )( ) ) (7+/~—a——ﬂ—n+m) ( t) (I'_t)

Zwischen v;, v, und v besteht folgende Relation:

rYrao—fry’—e)  _ Ira—pri’—a

(20) ST T )Tyt —a—)T—) "t Ta—)) Iy +y—a—p) ™

vy konvergiert innerhalb desselben Gebietes wie ;. Die Losungen vy, v,
v; und vg sind linear unabhingig und machen somit ein Fundamentalsystem von
Losungen von (15) aus. Wir stellen auch fest, dass fiir reelle ¢ und s Konver-

genz vorhanden ist, jedenfalls wenn

t>o0, s>o, t+s<I.

Wenn wir in v;, v, v; und 5 ¢ und s, 8 und #, y und y’ permutieren, er-
halten wir ein drittes Fundamentalsystem von Losuvngen:

V9, Vigy V115 Vr2

die auch konvergent sind, wenn £>o0, s>0, t+s<<1.
Wir arbeiten jetzt Losungen heraus, die konvergent sind, wenn s<o, t>1,
t+s>1 oder wenn {<o0, s>1, t+s>1. Man hat
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T(y)I'(a+I—f—n—;/)l“(ﬁ#—l—y) — _
T pTatnrg 0 LeriTrimitin eyl =

Fla+n,8,y,t)—

I'B+1—y)I'e+n+1—y) , f—1
— —e—n — 7 — .
T(a+‘3+1—77+n)1“(1——7)t Fle+n,e+1—y+na+f+1 7+,n’ht

Hieraus erhalten wir

r)rie+1—y) (ﬁ-i—l——y) R Ir+1—y) rlet+i1—y)
rz—y) Ie)I(g) Fle+p+1—y) I'(1—y)

m==00 p—0w

'S 2 (¢, m~+n)(a+1—y, m+n) (8, n) (t”t‘l)m(t)".

= S lat gt 1—y,mt n) (Y, %) (1, 7) (1, m)

vy —

Die Doppeltreihe in dem rechten Membrum ist konvergent, wenn

S

4

n +

|t—1
< 1I.

Wir konnen aus dieser Doppeltreihe eine andere Entwicklung erhalten, die
unserem Zweck mehr dienlich ist. Wir setzen m+#n=p und schreiben die Dop-

peltreihe folgendermassen:

p=w n=

e Z (e p) (6t 17, ) (&', 1) (—p; ) (tﬂ)p( )

oSttty p) (¢, n) (1, n) (1, p)\ ¢ 1—t,

p=w

. (“»p)(“'*'l“'%]f’) . ;s »L t:l p‘
= E)(Hﬂﬂ—%p)(l,p)F( p’ﬁ’y’l—t)( t )

Aber jetzt hat man

Tt ) 8§ t+s—1 V=8+p ’ ’ 'y s
1‘(”‘1075,771_t):( t—1 ) F(V*‘P:?’—ﬁa%l_t)

Die Doppeltreihe bekommt somit folgenden Ausdruck, wenn wir m statt p

schreiben:

_ ft+s—1 7’3
o (125

M= N=©

Z Z (e, m) e+ 1—y, m)(y, m+ﬂ)(7' B, n )(t‘*‘s‘t"l)m( $ t)n'
—

= S a =y, m) (Y, m) (Y, w) (1, m) (1, n)
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&
+|m

unter allen Umstdnden, wenn ¢ und s reell sind, innerhalb des Gebietes:

+s—1

Diese Reihenentwicklung ist konvergent, wenn <1,dh

s<o, t>1, t+s>1.
Da

t—“"7lF(a+n,a+1z+ I—~y,at+ntB+1—y, t;tl) =Fla+n g aetn+B+1—yp, 1—1)

hat man
Vi3 =05

und zwischen vy, v, und v,;3; besteht folgende Relation:

ryre+i—y)rg+i—y) _ Ig+i—yI'et+i—y)

@) T TG T Tt g1y Ty

Ersetzen wir jetzt in vy ¢ mit ¢+1—y', § mit §+1—y', ¥ mit 2—) und mul-

tiplizieren wir mit s, erhalten wir eine neue Losung:
t+s—1\'=%
(20) vy =gVl (T - .

"N wa-H—y m (a+2——7 y,om)(2—y, m+n)(1—F" n) (t+s—1\"( s \"
2 Z {@+B+2—y—) mz—y, m)(2—y", n) (1, m) (1, n) ( t ) (I—t)

m=0 n=0

die konvergent ist innerhalb desselben Gebietes wie v,,.
Man hat
Uiy = Vg

und zwischen v;, i:4 und v, besteht folgende Relation:

Py llat2—y—y)TB+1—y))  LE+ti=pllet2—y—y)
M=)t 1= TE % Tlarfra—y—)T(—) "

(30)  wy—

Weiter hat man
ryyria—grii—e—n

re—)ry—@ry—e—m)

I'(i—8)I'(1—a—n) . R N T S d
*r(1~7)F(y-—a—ﬂ~n+I)tﬁ—'(l—t)‘ ﬁF(y BA—fytr=a—pfmn, t)

20— 28583. Acta mathematica. . 53. Imprimé le 13 mai 1929

F(a—l—n,ﬁ, ¥ t)_

i Fla+1—y+n, B+ 1—y,2—y,t) =
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Folglich hat man

r)ro—gri—e

Arvid Uhler.

T e Ty—AT =
’Fii_g #i(a— s |

2 2 () ()
=£Q%%£%i@ﬁﬂh—mﬂw-

3 e e e () ()

ri—fr{—a

¢

C I(i—y)) I'ly+1—e—g)

m=w

£8=1(1 — t)1—a—8 .

B e ) ()

Aber jetzt ist

’ S
F(a—f—ﬂ—y-m,ﬁ',y,m)

|

Wir erhalten daraus

(31) b LOT0—FI(1—0)

1

4

t+s—r1\rtr—ag—F4m , , , 8
t—I‘) F(?’+7—a“ﬁ+m:7_{8,’771_t)'

_ I1-AI(i—a)

wobel

(32) Vs = #1(1 ——’—t)Y—a—[i‘(

Mm—o0 n=—19xR0

=) Ilh—fr—a) ™ Th—pllh+i—a—p""

t+s—r1\rty—e
t—1

7+7'—a~{>’,m+n)(7—ﬂ,m)([—ﬁ, )( - .8 ) l+s—1\" § n-
mZ,o 1%) 7+7'-a~,@,m)(7+I—a—ﬁ,m)(y',n)(l ( ) ( t)

m)(r,m)\ ¢t 1—
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Die Reihenentwicklung (32) ist konvergent, wenn

s t+s—1
1—t‘+{ t|=

d. h. fiir reelle ¢ und s, jedenfalls wenn

t>1, s<0, t+s>1.

Vergleichen wir (24) und (31), finden wir
/U‘5 = 1)7.

Ersetzen wir jetzt in vy ¢ mit e+1—7', § mit §/+1—7', ' mit 2—y und
multiplizieren wir mit s'~7, erhalten wir diese Losung:

’ , , —1\r+y—e—p—p'

(33) g s (1 =gty (L2 ‘

mim niw (y+1—a—B, m+n)(y—8 m)(1—8 m) (1—F, n) (H—s—l)”"( s )"‘

Zwischen vy, v, und v, besteht folgende Relation:

 rQre-fry—«  ra—ry—
B4 % N TR+ —e— D) TP Tl +7 —a—)

Vig+

Weiter hat man
Vig = Ug.

Die Losungen vy, vy, ¢;; und v, sind fir reelle ¢ und s konvergent, jeden-
falls wenn {>1, s<<o und {+s>1. _

Wenn wir in diesen Losungen § und £, y und y, ¢ und s permutieren, er-
halten wir vier Lisungen:

V7, Vig, Vig UNd vy

deren Reihenentwicklungen jedenfalls konvergent sind, wenn

s>1, t<<o und t+s>1.
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Im folgenden wird es notig sein, die Konvergenzverhdltnisse gewisser Reihen
zu kennen.

Betrachten wir jetzt folgende Reihe:

(35) 2 2 et nyrmd e

wobei a, b und ¢ reelle Zahlen sind. Wir stellen uns folgende Frage: Fir welche
Werte von a, b und ¢ ist Konvergenz vorhanden? Um dieses zu untersuchen,
verteilen wir die Glieder der Reihe auf zwei:

M=o R—=x m=w n=m n=o m=n—1
D D mAnrmia = D Dm+ntmint + D D) (m+n)imbne
m=1 n=1 m=1 n=1 =2 m=1

Aber jetzt hat man

n=m n=m n=m

D (m+n)rnt =ma D (1 + :l)anc< Cme D\ ne

n=1 n=1 n=1

wobei C eine positive Konstante ist.
Aber weiter ist

n=m

'ch— (met1) wenn  ¢> — 1
n=1

2, n®= Ologm) wenn ¢=—1
n=1

chz()(l') wenn ¢<—1I.

n=1
Die erste Reihe konvergiert folglich unter der Bedingung, dass

atbte<—2 wenn ¢>—1

at+b<—1 » < —1.

Auf dieselbe Weise ldsst sich die zweite Reihe behandeln. Die Reihe »(35)‘
konvergiert folglich unter der Bedingung, dass
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a+bt+e<—2 wenn ¢>—1 und b>—1
ate<<—1 » c>—1 » h=—
a+b<—1 » < —1 » b>—1
[a+b<——1
» < —1 » b=—1.
la+c<—1

Jetzt ziehen wir folgende Reihe in die Untersuchung hinein

1l

m

(36) Z | m—n|embne

m=1 n=1

L N=0w
’

I
I

wobei ' angibt, dass m=n wegzulassen ist. @, b und ¢ gelten immer als reelle
Zahlen.

Wir verteilen die Reihe auf zwei, die eine mit Gliedern, wo m > n, die
zweite mit Gliedern, wo #>m. In der ersteren setzen wir m=n-+p, in der letz-
teren n==m+¢q, und erhalten so die zwei Reihen:

p=ow =0

gmo m= o
Z Zp (n+pPnc, Z 2 (m+q)Fmd,
a=1 m—1

p=1 n=1

Aber jede von diesen Reihen ist von der Form {35). Folgendes Resultat
ergibt sich nun:
Die Reihe (36) ist konvergent unter der Bedingung, dass:

at+bte<—2 wenn a>—1, b>—1, c¢>—1
ate<<—1 » a>-—1, b=—1, ¢>—1
a+b<—1 » a>—1, b>—I1, c=—1

a+b<—1
» a>—1, b=—1, c¢=-—1

atec<—1I
bte<—1 » a=<—1, b>—1, e>—1

fatb<—1
l » a=—1, b>-—1, c¢=—1

b+e<<—1

b+e<—1
» a<=—1, b=—1, ¢>—1

atec<—1

immer » as=—1
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2. Losung der hypergeometrischen Differenzengleichungen mit zwei
unabhiingigen Variablen.

Wir betrachten jetzt folgendes Gleichungssystem:

@+2—B)x+y+2-—a)zx+2,y)+ @+ 1—Pxt+tyt+tz—azlxt1,y+1)—
~[et+1—@x+y+1—a)+ @+ 1)zt2—y)elx+1,y)—
—xlx+1—y)z(x, y+ 1)+ z(@z+1—y)2(z, y)=0;

(37)
(y+2—8)z+y+2—a)z(z,y+2)+y+1—-Flzty+2—azlx+1,y+1)—
~ly+1—F)e+y+1—a)+y+1)ly+2—y)le(x,y+1)—
—yly+1—y)zl@+1,9) +yly+1—y)elz, y)=o.
Wir setzen
(38) 2z, y)s‘/ftx“lsy“lv(t, s)dtds

und behalten uns vor, spiter das Integrationsgebiet fiir unsere Zwecke zu ge-
stalten.
Wir erhalten

(x+2)(x+3)z(x+ 2, y)=(z+2)(x+3)fftx'“s’~’_lv(t, s)dtds.

Durch teilweise Integration entsteht

(@+2)(x+3)z(x+2, 9) :(x+3)ft”+289"11;(t, s)ds — ft‘””sl"‘lv;(t, s)ds +

+fftx+3sy‘lv;;(t, s)ydtds.

In die beiden ersten Integrale ist die Integrationsgrenze einzufiihren,
Auf analoge Weise kann man die iibrigen Glieder von (37) behandeln.
Das Endresultat wird folgendes:

(@+2—Bz+y+te—a)zlx+2,y)+x+1—P)x+ty+2—a)zlz+1,y+1)—
— e+ 1—f)x+y+1—a)+ @+ 1)+ 2—p)z(z+1,9)—
—xlx+ti—y)zlr,y+ 1)+ xx+1—9)z(x, ) = V,(z, y) —



Uber ‘Systeme von linearen partiellen Differenzengl. mit zwei unabh. Variablen. 159

——ff Lt + s—1) [H{1 — ), —tsv,, +

+ {y—(e+8+ 1)t} v)—Bsv,—apBv] dtds;

(39)
yto2—F)ctytz—c)z(z,y+t2)+y+1—Fz+y+2—azzt1,y+1)—

—lly+1=F)x+y+1—a)+ (y+1)y+2—y) z{x, y+1)—
—yly+1—y)elx+1,9) +yly+ 1~y )z(w, 9) = Vil y)—

——fft* Lt (t+s—1) [s(1—s)v—tsv,, +

+{/—le+8+ 1)} v,—B'tv,—af v) dtds

wobei

Vilx,y) = (x+2)ft$+1sy—1(t-+s;1)v(t, s)ds~ftx”sy‘l(t—l—s-—l)v;(t, s)ds +
+yft’”’“sy‘l(t-i-s—l)w(t, s)ds—ft“lsy(t—ks—l)v;(t, s)dt—

— ﬂftms?’(t-ks—l)v(t, s)dt—(a+ g+ I)ftx“s?/_‘(tﬂ——l)v(t, s)yds—
—(x+I)ft”sy‘l(t—i—s-—l)v(t, s)ds+ft”ls-"‘l(tdi-s-«l)v;(t, s)ds +
+;/ftmsy—l(t+s——1)v(t,s)ds+ft‘“ay‘l(tﬂ—l) (8, s)ds,

(40)

Vylw, y) = (y+ 2)fﬁ—‘sy“(t+s—l)v(t,s)dt~—ft”*‘s”“(tﬂ—x)v;(t, s)dt +
+xft-”—’s@'“(t+s—r)v(t, s)dt—fﬁ's’f“(t+s—r)@;{t, s)ds —
——ﬁ'ft”sy(ﬁ-s—r)z‘(;f, s)ds—(aJr‘@'wLI)ft”“s“’(t%s-—l)v(t, s)dt—
—(;y-l-l)fti"’sy(t-%s—l)y(t, s)dt+ftm“ls?/+1(t+s~1)ﬂ;(t, s)dt+

+y'ft1_18y(t+s~l)v(t, s)dt+j Bt i+ e—1)w(t, 8)dt.
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Wenn jetzt v(t,s) dem Systeme

) ti—t)v,—tsv, + [y —(e+B+1)tv, —Bsv, —afv=0
41
s(1—s)v,—tsv, —}—[/—(a—l—ﬁ-i-l) Jv, — B tv,—af v=0

geniigt, und weiter das Integrationsgebiet so gewiihlt ist, dass V,(x,y)=o0 und
Vy(x, y)=o0, dann geniigt z(x, y) dem Systeme (37).

Aber das System (41) ist identisch mit dem Systeme (13), dessen Losungen
oben untersucht worden sind. Diese lassen sich jetzt gebrauchen, um vermittelst
(38) die Losungen von (37) zu finden. Zuniichst nehmen wir an, dass

v(t, s) =
wobei

M= 0 R=0w©

2 Z am+n ﬂ,m)( )tms"

m) (', n) (1, m) (1, n)

m=0 n=0 9’;

die konvergent ist, wenn |t]+|s|<1. Wir gehen jetzt zu einer Untersuchung
der Konvergenz der Reihe, wenn s=1—¢ und 1=¢=0. Wird das allgemeine
Glied mit A, »t™(1—¢)" bezeichnet, so haben wir

/)(m-i-n)!
m!ln!

| A, nt" (1 =8| < C(m + n)R =1 pR 6= R F'~ (1 —t)"
wobei C eine Konstante ist.
Mbge jetzt ¢ die grosste von den Zahlen R(8—y) und R(F'—y') sein. Man
hat nun
(m+n)*e

mrE=D ) < (L m)e < o
4

und erhilt folglich

(m-i—n)!

Tnl {1 —fm,

| A, nt™ I—t"| < f (1m0 + m)2e+Rie—1)

Aber ist m+n =y, haben wir
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Wir schliessen dann, dass die Reihe v, innerhalb des Gebietes t=o0, s=o,
t+s=1 absolut und gleichmiissig konvergent ist, wenn 2¢+ R(a) <o. Es ist
ersichtlich, dass die Konstanten o, 8, §/, ¥ und 4 sich immer so wihlen lassen,
dass, wenn R(z) und R(y) geniigend gross sind, V,(x,y) und V,(x,y) Null sind,
wenn wir als Integrationsgebiet von (38) das Gebiet:

t=o0, s=0, t+s=1

withlen. Nennen wir dieses Gebiet D.
Wir erhalten also folgende Loésung von (37)

z,(x, y)szt’v"‘sy*lvl(t, s)dtds.
5 .

Aber die Reihenentwicklung von v, ist unter gewissen Bedingungen inner-
halb des Gebietes I gleichmiissig konvergent. Wir kinnen gliedweise integrieren.
Unter Beobachtung, dass man hat

fftfL lgy—tgmgn dtds = ((x+m)1"(1/+n)

Iz+y+m+n+1)

erhalten wir

S~ (e, m+n (8, m) (8, n) (x, m) (y, n) ‘
90+y+1 mzo 1% o, m)(', n) (1, m) (1, n) (@+y+1,m+n)

2y (98, y) =

Der absolute Betrag des allgemeinen Glieds ist kleiner als

C (m + n)m (@—2a—y—1) yp B (@4 3—y—1) p, R (y+ ' —'—1)

wobei C eine positive Konstante ist.
Aber eine Reihe mit diesem allgemeinen Glied ist von der Form (35). Wir
kénnen dann unmittelbar das Gebiet angeben, innerhalb dessen z(z,#) absolut

konvergiert. Wir finden, dass absolute Konvergenz vorhanden ist

fir Rx+8—y)>o0 und Ry+ —y)>o0, wenn R(e+5+5—y—y)<1
» Rlz+p—y)>0 » Ry+F—y)=<o, » R >Re+p—y—1)
» Rle+p—y)<o > R+F—y)>o0, » R@)>Re+f—y'—-1)
» Re+p—y)<o » R+~y)=o, > R@>Re+F—y—1)
und R(y) > R(e+g—y—1)

21 — 28583. Acta mathematica. 63. Imprimé le 14 mai 1929.
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Wenn wir anstatt », die Losungen v,, v; und v, anwenden und immer iiber
das Gebiet D integrieren, erhalten wir durch dieselbe Verfahrungsweise andere
Losungen: 2,(z, y), 2z, y), .é4(x, ).

Wir erhalten somit folgende Losungen von (37):

_ I@re) NS (e, mn) (8, m)(E, n) (@, m) (y, n)
A = ey ) 2 2l ) () (W) (ot gt 7]

Ilz+1—)Iy)

2O = Tty T2y
.m=Zw "=Z"°(a+ 1—y, m+n) B+ 1—y, m)(, n)(x+ 1—y, m){y, n)
( 2) m=0 n=0 (2';}” m)(7,7 n)(la m)(I7 ﬁ)(x+y+ 2'_—7’ Hl"’?’l)
4
_I'(@)rly+1—)
Z3(-T, y) - I‘(x+y+ 2»—;/’) .
.m§ nin(wr 1—y', m+n)(8, m)(@ + 1, w)(x, m){y+ 1=y, )
S AT ome—r m,m)(5, Wty +2—y mt )
i) T =) Ty +1—5)

Llx+y+3—y—7y)
"f’i‘” niw(a-f— 2—y—y m+n)B+1—y,m)@ +1—y,n)(x+1—y,my+1—y", n)
m=0 n=0 (2*}/,’}%)(2—7/’, n)(l7m)(l, n)(x+y+ 3—=r— 7’1 m+”)

Die Konvergenzverhiltnisse werden auf dieselbe Weise wie fiir 2 (x, y)
untersucht.

Diese vier Partikulirlosungen von (37) machen ein Fundamentalsystem von
Losungen aus. Um dies zu zeigen, wollen wir zuniichst vier andere Partikulir-
lésungen heranziehen, die durch lineare Kombinationen mit konstanten Koeffi-
zienten von den Losungen (42) ausgedriickt werden konnen.

~ Wir setzen in (38) v(t, s)=v; und wiihlen wiederum das Integrationsgebiet D.
Auch hier konnen wir die Konstanten e, 8, 8', » und 7’ so wiihlen, dass v; inner-
halb des Gebietes D gleichmiissig konvergent ist, und dass V,(x, y) und V,(x, y)
Null werden. Wir konnen dann gliedweise integrieren, und weil

, r@rly+m+n+1) 1
e ley—1(1 —fjm gn S S A L A
ff S (1=t dtds Fx+y+m+n+1) y+n

D

entspringt daraus
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(43) z5(x,9) = @) Iry+1)

Ile+y+1)

M= R=®

2 Z (e, m+n) (B, m)(3, n)a+ 11—y, n)y+ 1, m+n)

I
m=0 n=0

(e+B—y+1,m+n)y, )1, m)(1, n)x+y+1, m+n) y+n

Das Gebiet, innerhalb dessen (43) absolut konvergent ist, kénnen wir durch

Vergleich mit einer Reihe von der Form (35) bestimmen. Wir finden, dass wenn
. .

nur R(x) geniigend gross ist, und wenn y endlich und keine negative ganze Zahl
ist, so ist die Reihe absolut konvergent

Benutzen wir statt v; die Losung v, erhalten wir

(44) 2ol y) = LV 2 ((L{/y:;:;))

m=—o n= w

2 2

m=0 n=0

et 1=y, m+n)(Bm) B+ 1~y w)(e+2—y—y, n)ly+2—y, m+n)
(@+B+2—y—y ,m+n)2—7,n)(1,m)(1,n)(x+y+2—y,m+n)

1
y+i—y +n
Wir konnen auch o, gebrauchen, und erhalten in solchem Fall

_Ipt1—e—B @I y+ty—e—pF+1)

mzmgaﬂ—% (@ n)y—BmTly—ae—n+m)ly+y+1—a—pFm 1
= e e, e,mIly+t1—e—p—n+m)xty+1+y—a— ﬁm) y+n

Auf dieselbe Weise erhalten wir, wenn wir v; anwenden

Fly+y —a—f I@)Lly+y—a—g+1)"5 5
40) &l y) = Ily+y—e—n)I'zty+y—a—F+1) EO,%
(et2—y—y 0B +1—y n)ly—Bm)y+y—a—1—n+m)y+y—a—p+1,m)
(2—7",n)(I,n)(I,m)I‘(7+7'—a—ﬁ+2-n+m)(x+y+y-—a—ﬁ+1 m)

I
ytn—y +1
Die Konvergenzverhiltnisse der Reihen (45) und (46) konnen wir durch

Vergleich mit einer Reihe von der Form (36) untersuchen. Wir finden, dass
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wenn N(x) geniigend gross ist und die Konstanten e, 3, #', y und 7’ gewisse Be-
dingungen erfiillen, die Reihen absolut konvergent sind, vorausgesetzt, dass y
endlich und keine ganze negative Zahl und nicht von der Form y'—1—n ist.

Die Losungen z;(x,¥), z5(x, 9), 2;(x,y) wnd z4(x,y) konnen durch z(z,y),
2,(x, ), 25(x, ) und z,(x, y) ausgedriickt werden. Auf Grund der Relationen (20),
(22), (24) und (26) gelten nimlich:

I Cle+t1—yI@+1—y) I(ﬁ+1—7) Ila+1—y)
B O T R X o Er e )

Iryet2—y—y)IB+1-—y) I'g+1—y)Fle+2—y—y)

25, y)

(e 0) = Iz—y) e+ 1—y) T(p) Z4(x’?/):I‘(a+ﬁ+2—7—7')F(I*9’)Zﬁ(m’y)
(47)

3 _ Ira=grao—a .  F0=pfrl—a

2 r i T T—f =Y T T e Y

riy) r(t—p)ry —a) _ ri—fry—e
Z,‘s(x, y)_"‘ F(Z—;’)F(y—{—;/"—a—l)l‘(y—ﬁ) Z4<x, ?/)‘ F(I_}/)F(}/'*'}/—a_ﬂ)

zs(x: ?/) .

Die Losungen zg(x,¥), zs(x, %), 2;(x,y) und z4(x,y) sind in einer Form gegeben,
die uns erlaubt, sie fiir grosse Werte von x zu untersuchen, wenn R(z)> N,
wo N eine gewisse positive Zahl ist.

Wir legen zunichst folgendes Theorem dar: x bezeichne eine positive Zahl
so beschaffen, dass

m=m N=2x

3 3 L

m—0 N0 x m+n

absolut konvergent ist. Die Reihe

m—=w R=0o0

Z Z Ann

By x+6 m+n)

konvergiert dann gleichmissig, wenn R(x+d)=%. Man hat nimlich

m=w = M= =K

Amn A n (¢, m+mn)
Z 2 2 Z ' (x+d, m+n)

o = (2 0, m+n mo"oxm—l—n

Aber bei den gegebenen Voraussetzungen gilt

e+ 1) (e Em+n—r1)

<
(x+d)(xz+d+1) - (x+d+tm+n—1)| t
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Wir erhalten

M=o =0 M= =0

Amn . |Amn
mZMZ(A) x+d, m+n) ”;07; (¢, m+n)

Von hier aus gelangen wir zu der Giiltigkeit des Theorems.

Weiter erinnern wir an folgendes Theorem': Die Reihe

n=—=0

S
o, )

konvergiert gleichmiissig innerhalb des Gebietes R(x)=x, wobei x eine positive
Zahl grosser als' die Konvergenzabscisse ist.

Auf Grund dieser Theoreme konnen wir aus (43), (44), (45) und (46) schlies-

sen, dass
lim 2o, ) D)
e i
s
48) _ I+ I—a—m"g (@t1—p, 0, W) y—a—n) 1 _

11(7—‘1) =0 (7,7 n’)(I, W)F(}’-F I_a_lg_n) y+n

(=g 1 _
a 112,0 (', n) (1, n) m_%(y)

Ifwtyty—e—F+1)

hm 38(9": 7/)

g o T@) Cly+y—a—F+1)

(7"'9’_0"‘ ) E a+2—y 9/ n)(ﬂ’+l_y’ ’I’l) (7+7’_a n_]).
Fly+y—e—1),5 (= W)n)Iy+y—e—f+2—7)
o | £ P

Syt 7+I 1% (2—7',n) (1, %) y+n——y'+1—u2(y)'

Wir setzen hier voraus, dass x gegen die Unendlichkeit wichst, in einer Halb-
ebene R(x) > N verbleibend, wobei N eine gewisse positive Zahl ist.

! Sjehe Norlund: Sur les séries de facultés p. 346. Acta Math. 37 (1914).
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Aus diesen Eigenschaften konnen wir feststellen, dass z,(x,y), z¢(x, y), z.(z, ¥)
und zy(z,y) ein Fundamentalsystem von Losungen ausmachen.

Nehmen wir nimlich ah, dass zwischen diesen Losungen eine Relation
bestinde '

(49)  II,(x, y)z5(x, y) + II,(z, y)2e(x, ?/) + ITy(x, y)z:(x, y) + I,(z, y)zg(, y)=o

wobei IT;(x, y) periodische Funktionen mit Perioden 1 sind.
Wir betrachten dann die Zahlen

1, R(z—y) md Rly—a—p+1)
und ordnen sie nach Grosse. Nehmen wir beispielsweise an:
Ry—a—p+1)>R(2—y)>1.

Wenn wir jetzt (49) mit
Tz+y+1)

Ix)I(y)

multiplizieren und « die Werte x, x+1,x+2,...2+mn,... durchlaufen lassen,
konnen wir aus (48) den Schluss ziehen, dass IT;(z,y) identisch verschwindet.
Wenn wir darauf mit

HNx+y+2—y)

L) Iy +1—7)

multiplizieren und auf dieselbe Weise verfahren, sehen wir, dass auch I, (z, y)
identisch verschwindet. Wenn wir schliesslich mit

I'x+y+y—e—g+1).
I'x) 'y +1—y)

multiplizieren und auf dieselbe Weise verfahren, erhalten wir eine Relation

’ Ha(x7 .7/)“1(?/) + H4(.’L', .7/)“2(?/):0'

Aber eine solche Relation kann unmdglicherweise bestehen bleiben, ohne dass
I,(x, y) und IT,(x,y) identisch verschwinden, da w,(y) und u,(y) ein Fundamental-
system von Losungen der Gleichung sind!:

! Norlund: Differenzenrechnung p. 346.
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(y—a—g+y+2)ly— g +2uly+2)—[e+8—y)f—(c+8—y+8+y/+1)ly+ 1)+
+2(y+ 1)y +2)uly+ 1) + yly—y + 1)uly)=o.

Die Fuanktionen z(xz, y), 24z, 9), z.(2, ¥} und z(z, y) machen also ein Fundamental-
system von Losungen aus. Auf Grund der Relationen (47) schliessen wir, dass
auch z,(z, y), 2,(x, 9), 2;(z,9) und z,(x,y) ein Fundamentalsystem von Lésungen
ausmachen. ,

Jetzt zeigen wir, dass z,(x,¥), 2:(z,¥), 2;(x, ) und z,(x,y) durch definite
Integrale ausgedriickt werden konnen, die uns erlauben werden, die analytischen
Fortsetzungen dieser Losungen zu geben.

Wir schreiben z,(z, %) auf folgende Weise:

2,(x,y) = 2 1) (y, m) = (a+n,m)(8,m)(x,m)

F\x+y+ (¥, m)(1 n)(x+y+1 n) = b, m){1, m) (@ +y+ 147, m)

Aber es lisst sich leicht feststellen, dass

Z (a+n,m) (8, m) (w,m) IYIw+y+1+n) _
=, m)(1,mz+y+1+nm) e+tn)c+y+1—e) B (y—-p)
ffu"‘*" Y1 —oy) "tV = (1 — g2 (1 — g 00,) ™ dty Aty

Wenn wir obenstehendes in z,(@, y) einfithren und die Integrationsordnung und
die Summationsordnung permutieren, was unter gewissen Bedingungen erlaubt
ist, und dann die Summation in Bezug auf #» ausfithren, wird erhalten:

() Ilw) Ty) |
[T @lw+y+1—a

Zl(xa ?/) =

ffu‘f“l(lful)“y—“u@_‘(l—ug)Y—f"l(I—u1u2)‘“F(y, 8.7, w)du, duy —
0 0

"I ﬁiﬁ’ﬂl ~a) f w1 B, 8y, 0 Fly, 8.7, w)du.

Dieses Integral hat einen Sinn, wenn R(e) >0,R(z+y—e)>—1,R(y +y—F—a)>—1,
Rx+y—F —e)>—1 und Riy+y —8—F —a)>—1. ‘



168 Arvid Uhler.

Auf analoge Weise erhalten wir Integrale fiir z,(x, ¥), 232, ) und z,(x, y).
Wir haben somit folgende Integrale gefunden:

() I'(y)
I'z+y+1—ea

1
L[m40~myﬂﬂﬂ%nﬂ%wF@ﬂhﬂwdu
0
L+ 1—y) I'(y) .
a+1—y)lx+y+ 1-—0)
1
fu“WP~M“%”F@+I—%ﬂ+l—%2*%mFWﬁ$%uﬂu
(50) 0

zi(x, y) = I'(a)

ZE(x) y) = 1—v(

@ ry+i—y)
Zs(x: ?/) = I'la+ I._y’)l“(x—f—y—{- I—O!) .

1

f /wx_y'(l __u)x+y-aF(x’ lgv 7> M)F’(y +1 _7’7 ﬂ, T3 _7,7 2 - 7’7 M) du

0

_ Tlet+ti—yriy+i1—y)
ale y) = I'le+2—y—yIx+y+1—a)
1

fua+1_7_7,(1 —u)$+y—aF(x+ I—7, 5+ I—y,2—7%, M) '

0

CFly+1—y, 8 +1—y, 2—y , u)du.

Moge h eine positive Zahl bezeichnen, und zwar so beschaffen, dass o<h< 1.

Wir setzen dann
Zl(x7 y) = Z(ll)(xa ?/) + Z<12)(x7 ?/)

wobel
o
. F F . 4 ’
Z(ll) (.’1/', :‘/) = 1»-(0[) F((xxly(z)l _a)fua_l(l __u)l-i—y—aF(x, 5) 7 M)F(fl, ﬁ » ¥ M)du
0
und
1
riar -
) = Tty L) | W B 0 Fl 8,7,

h

Jetzt kann geschrieben werden
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(51) 2w, 9) = I'e) I{E;x-)l-lv;(-z)l —a)

: e ua_l(l __u)x—i»'y—aF(x’ 137 7 u)F(yy ﬂ': 7’7 u)duv

’ e‘znia._ 1

C

wobei ( eine Schleife ist, die von h ausgeht, den Nullpunkt in der positiven
Richtung umschliesst, und wieder in k zuriickkehrt. Hieraus ergibt sich, dass
Z(x,y) eine meromorfe Funktion von x und y ist mit einfachen Polen in den
Punkten x=—n (=0, 1,2,...) und in y=--n (n=0, 1, 2,...), und dass sie fir
alle Werte der Parameter existiert, jedoch ausgenommen, wenn y oder ' Null
oder ganze negative Zahlen sind.

Betrachten wir weiter 2% (x, ) und nehmen wir zuniichst an, dass z+g8—y
und y+# —9 nicht Null oder ganze Zahlen sind.

Man hat dann

Flx, 8,7, u)z%}%ﬁ'@, B,x+B+1—y, 1—u) +
+ I‘(y)l‘l(;gc;(g)——y) (1—w)i—*=BF(y—z,y—p, y—B+1—x, 1—u)
und
Fly, 8o u)— V)T —§ —y)

Y ! 4 ~' —
F(y—:m'_ﬂ')F(yvﬁvy+ﬁ+1_/,l u)—i-

(1—uwy—6VFy —y, 7y —8,/—F +1—y, 1—u).

Fithren wir diese Ausdriicke in z®(x,y) ein, erhalten wir vier Integrale, und
wenn wir schliesslich Schleifenintegrale introduzieren, erhalten wir, wenn C eine
Schleife ist, die von #=~h ausgeht, den Punkt =1 in positiver Richtung um-
schliesst, und in % =~h zurickkehrt:

I'(%) I'(y) () Tly—B—2) ()T —8 —y)

@, y) =
D) = O T+ y+ 1= | M=) T—8) T —) T —F)

I %
) 1-- eQni(x+yj‘)fua_l(I __u):H'z/—aF(x, 18) x+ﬂ+ I—7, I_'M) :

¢
-Fly, 8, y+8 +1—y, 1—u)du +

22 — 28583,  Acte mathematica. 53. Imprimé le 14 mai 1929.
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e T )
[ B g
’ CF —y, 7 =87 —F 41—y, 1—u)du +
e =
[ a1 )
’ Fly, 8,y + 1=, 1)+
, Tt 4= T Ty ) 1

F(ﬁ)T(ﬂ)F(y)T(ﬁ’) 1 — e2rily+y—p—p —a) ’

f w1~ e Fly—a, y—B, y—f+ 1—2; 1—u) -
c

Fl—y, 78,7/ =8 +1—y, I—u)du} :

Hieraus sieht man, dass wenn y, ¢ und y+y —B—p —« nicht Null und
keine negativen ganzen Zahlen sind, z/?(x, y) eine meromorfe Funktion von z und
y ist mit einfachen Polen in den Stellen x=¢+§ —y'—1—n, y=a+f—y—1—n,
x=—n, y=—n (R=0,1, 2,...).

Moglicherweise konnten auch z==y—g+m oder y=9—F +m, wobei m
eine ganze Zahl oder Null ist, Pole sein. Man kann indessen zeigen, dass so
nicht der Fall ist. Durch die Relationen {47) kann z(x,y) durch z;(z,y) und
z;(z, ) linear mit konstanten Koeffizienten ausgedriickt werden. Aber wie aus
den Reihenentwicklungen von z;(x,y) und z(x,y), die fir endliche Werte von y,
Pole ausgenommen, konvergieren, hervorgeht, ist y=y'—g +m keine singulire
Stelle der Funktionen z;(x,y) und z,(x,y). y=y —p +m kann also kein Pol fiir
z(z,y) sein. Auf Grund der symmetrischen Stellung von z und y in z(z,y)
kann auch z=y—g-+m kein Pol fiir z,(x,y) sein.

Durch dieselbe Verfahrungsweise kann man auch die analytischen Fort-
setzungen der Funktionen z,(z, %), 2;(x, ) und z,(x,y) vornehmen.

Als Resultat ergibt sich:

Die Losungen z,(z,v), 23{(x, y), z3(x, y) und z,(x,y) sind meromorfe Funk-
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tionen von z und y in der ganzen z-Ebene und in der ganzen y-Ebene. Die
Pole sind gelegen:

fiir z,(x,y) in den Stellen: z=—n, y=—n, z=a+§ —y —1—n,
y=e+f—y—I1—n
> z(zy) > » r=y—1—n, y=—n, z=a+§ —y' —1—n,
y=a+pf—y—1—n
> z(x,y) > > » x=—n, y=y —1~n, x=c+F —y —1—n,
y=a+B—y—1—n
ozfx,y) > o » r=y—1—n, y=y ~1—n, x=a+§ —y —1~n,
y=a+3—y—1—n
wobei n==0,1, 2, ...

Auf Grund der Relationen {47) kénnen wir auch schliessen, dass die Funk-
tionen z;(z, y), 2:(x, ¥), 2,(z,y) und z4(x, y) iiber die ganze z-Ebene und iiber die
ganze y-Ebene analytisch fortgesetzt werden konnen, und dass sie meromorfe
Funktionen von x und y sind, deren Pole sein kinnen:

x=—n, x=y—1-n, x=a+f —y —1—n, y=—n, y=y' —1—n, y=a+f—y—1—n

wobel n==0,1, 2, ...

Die Losungen z,(z, y), 25(, ¥), 2;(x, y) und 2z, y), die die genannten‘Eigen-
schaften besitzen, und ausserdem durch die asymptotischen Gleichungen (48)

gekennzeichnet sind, wenn x an die Unendlichkeit, in dem Winkelraum
P 7T ) . .
—3 <arcxr = 5 verbleibend, heranriickt, wollen wir als das erste System,

kanonisch en Bezug auf x, bezeichnen.
Durch Permutation von z und y und den Parametern 8 und 8, y und '
erhalten wir die Losungen:

2o(, ), 250, y), 2442, y) und zy,(z, y)

die wir als das erste System, kanonisch in Bezug auf y, bezeichnen wollen.
Vermittelst der Integrale (50) konnen wir eine grosse Anzahl Transforma-
tionsformeln erhalten.
Hier einige Beispiele:

Wenn wir die Formein:
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ﬁv(x) ﬁv Vs u) - (I _u)%‘e_:ﬂF(?/*m) 7_57 7> “)

und
17(?/1 5'7 7’a ) (I— ) —_ﬁﬁyF( _.% 7’—ﬁ,a V’a u)

beachten und diese Ausdriicke in z,(z, y) einfilhren, analoge Transformationen
fir z,(z,¥), z5{x,y) und z,(z,y) ausfithren und dann hypergeometrische Reihen
einfiithren, erhalten wir Losungen, in Binomialkoeffizientenreihen entwickelt-

ol y) = L0V —B=F et NIWIT)

1 I'ly+y—B—F+1)I'zx+y+1—0)
SN (@ mtn)ly—8, m) (Y — 8, n) (y—z, m)(y —y, n)
2 Z m)(y, n) (y+y —B—8 + 1, m+n)(1,m)(1, n)

m=0 n=0 73

Iy+y—B—F—e+1)I(x+1—y)I'(y)

aley) = F(y'—ﬁ—ﬁ'+2)F(x+y+1~—a)
"~ (a+1—y, m+n)(1—3my —8, n)(1—2, m)(y'—y,n)
(53) ,;MZ_: {2—y, m)ly, n){y —B—F + 2, m+n)(1, m)(1, n)
_Lp+y =8 e+ NI @) Iy+1—7)
Bl ) = R T ATty T 1—d)
S aﬂ_y mt )y =g, m)(1 =8, n)(y—, m)(x —y, )
m=0 n=0 77”7/ 2__7 ”)(7 ﬂ A@+2’m+n)(l?m)(lin)
oyl y) — L0 H 7 ==F —at DTzt 1) Ty + 1=y

r3—p—grz+y+i1—ad

gy a+2—/ Y om+n)(1—g,m(1—g, n)(1—z, m)i{1—y, n)
% ; (2—y,m)(z—7", %) (3—B—F,m+n)(1,m)(1,7)

Wir wollen auch zeigen, dass das System (37) eine Partikulirlosung besitzt, die
durch Gammafunktionen ausgedriickt werden kann. Die Formeln (50) konnen

folgendermassen geschrieben werden:

(62711'0:_ I)F(a)zl(x, ?/) =

I ACOTAT)

A a—1({1 Lo ty—a ;oo
r(x+y+1—a)f“ (1—ufpt—=F(z, 8y, W) Fly, 8,7, wdu

¢
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(e —1)I e+ 1—p)zs(2, y) =

Pl t=DT0) [ oy
_ 7 A o— _ y—a ) 1—y — _ . .
Tlwtyri—a) | " (1—u) W Fle+1—y,8+1—y,2 y,q)

¢
(54) - Fly, 8,7, wdu
(2 e — 1) Mo+ 1=y )2y (o, y) =
r@ry+i—y)

[ M U A S a—1{y __ 'x-!—y—a n .
Ilety+1—a) f“ (1—wr e F e, 5,7, )
e

W Fly+ 11—y, 8 +1—y, 2—7, w)du
(62ni(a~—y-‘7') _— 1)]'(0{ +2—y— 71)24(]},, :’/) =
Tzt 1—)Ty+1—y)

— a—1{1 — ) Yo+ y—ay1—Yy - —
Tletyt1—a) fu (1—u) WTF(x+1—y, 8+ 1—7,
’ [

2—7, u)ul—Y'F(y-{- I__7’7 ﬁ, + I'—Q/’, 2—7/" u)du

wobei C eine Schleife ist, die von =1 ausgeht und den Nullpunkt umschliesst.
Aber jetzt haben wir folgende Transformationsformeln:

Flx, 8,7, u) = 1(1?“,)(5—(:/)—1}:(;)11)"(1;(:55) W F(x+1—y, 84+ 1—y, 2—y, u) +

ri—gIrx+i1—y)

L 2Y e I
+muﬂﬂ(l—uﬁ_- f”f(l By—8x ﬂ+l’u)

Fly, 8,7, u)= 1*(1{()22(1;;[@(;) })(j(ig)ﬁ Vi~ F +1—y, 8 +1—y, 2=y u) +

Mﬂ’;ﬁfﬂ —y' (1 2\~ - A _I_)
R TPy o LA Sl f*F(I BB y—F+1,

Wir erhalten durch Kombinationen von (54)

rle)(emio—)zyfo, ) — (et — ) AL )

et ey alan ¢

setemrr A TAT—ATY)N M=) et 2—y—y)
+ (e2mila—r—1) ) M=) Iy —A e—y) 7 —8) 24(a, )
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ra—griao—g) rEresi—p)rry+i—y)
I'i—y)r(1—y) re+1—pry+1—3\re+y+i—a

.fua+ﬂ+ﬁ"7—7'~l(1._u)7+7’—(>’—ﬂ'—aF(1—ﬂ,y—ﬁ,x—5+ 1, 1) :
u

c

. F(I——ﬁ', 7 =B, y—p+ I’i) du.

Wir konnen jetzt die Schleife C so deformieren, dass sie von =1 aus-
gehend an einen Punkt w=a, wobei a>1 ist, gelangt, sich weiter in einem

Kreis mit #=o0 als Centrum bewegt, und an #=a wieder zuriickkehrt, um dann
. . . . . . I
von #=a an w=1 weiterzugehen. Wir machen dann die Substitution u=_

und erhalten das Integral

o R e e e R S A SR

151

wobei (), eine Schleife ist, die von v=1 ausgeht, v=0 umschliesst und in v=1
zuriickkehrt. Aber der Integrand ist innerhalb dieses Umrisses eine analytische
Funktion von v mit Ausnahme fiir den Punkt v=o0, der ein einfacher Pol ist.

Wir erhalten den Wert des Integrals durch die Cauchysche Integralformel:

2 ;g et (7+y' —p—p —a+1)

. I@re+i—)ryry+i—y)
el y) = Ile+1—gry+1—F)ret+y+i1—a)

ist also eine Partikuliirlosung von (37).

Schliesslich wollen wir ein zweites kanonisches Fundamentalsystem kurz
andeuten. Um dieses zu erhalten, wollen wir die Entwicklungen v, vy, v
und v,; anwenden. Wir kehren zu (38) zuriick. Wir setzen hier (¢, s) = v;3 und
nehmen das Gebiet

=1

$=o0, t+s=1

b

als Integrationsgebiet. Wenn wir hier die Parameter «, 8, §, y und 7, und z
und y gewissen Bedingungen unterwerfen, konnen wir gliedweise integrieren.

Wir werden dann veranlasst, das Integral
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At t+s—1\"F{t+s—1 s \»
p—e—1 y—1 e
fjt § ( P ) ( ; ) (I—t) dids

0

1

zu betrachten. Machen wir hier die Substitution s=(1—#)w und dann t= ;
: 1

finden wir, dass dieses ist

11
eniyffttf‘a:—v/—l(l_tl)mﬂ/(l_w)y’—ﬁ’+mwy+n—1dtldw:
00

Ile—z—y) I'm+y+ )Ly —F +m+1)Tly+n)
I'le—z+m+10)I'y+y —8 +m+n+1)

= e”iy

Wir erhalten somit die Losung:

Ile—2z—y) My + )T Iy —§ +1)
le—x+10)I'(y+y—p+1)

2y5lx, y) = v

(55)

mzwn‘z (a,m)(@+1—y,m)(y'—8 +1,m)(, m+n)(j/ —8 n)(y+1,m)(y, n)
(etB8+1—y,m)y, m)(y", n) (1, m)(1,n) (e + 1 —x, m)(y+y —F +1,m+n)

m=0 n=0

Um die Konvergenzverhiltnisse zu untersuchen, konunen wir die Reihe mit der
Reihe (35) vergleichen. Wir stellen fest, dass wenn y endlich ist, Konvergenz
vorhanden ist, vorausgesetzt dass R(x) < R(g).

Auf dieselbe Weise konnen wir aus v,, eine Losung erhalten:

Te—z—y)T(y+2—y ) Ty+1—y)T(2—F)
Ia—z+2—y)Ty—7—F +3)

314(55» ?/) =g tut—y)

SN wa+1—y mlet2—y ¢, mz—F m)z—y , m+n)(1—F,n)
2 Z (et B+2—y—y m)(2—y", m)(2—;, n)(1, m)(1, )

m=0 n=0

(56) . y+2—y, miy+1—y, n .
((Z—"CC + 2—7/,, 772)(y+ 3—7’—ﬁ’, m -+ 7’1)

Ebenso erhalten wir aus v,; die Lésung:

eyt 1) Fle—x—y)Tly+y—a—B8+ I y+y —a—B—F +1)

Fule y)= Tyt 1—g—a)lly+y+y —a—g—F +1)
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mgni y+y —e—@m+n)(y—8m(—8my =8 ny+y—a—p—F+1,m
=a Y —e—Bm)y+ 1—a—g,m)y, n)(1, m)(1, n) (y—B+ 1—z, m)

- ytry—ae—gt1,mly,n)
yty+y—a—p—pF+1,m+n)

(57)
Aus v, erhalten wir die Losung:

216(2, y) =
ity a i) INe—z—y)I'ly+y—e—B+ )yt 1=y Ty +y —a—p—F +1)
Iiy—p+1—a) 'y +y—a—F—F +2)
"E"E y—a—B+ 1,m+n)y—8,m)(1—=B,m)(y +y —a—B—F + 1,m)(1—F,n)
m=0 n=0 7+ I——O!'-ﬂ, ”1)(7+7’—a—~57 m)(z_?’,,”)(lym)(h ”)(7“5‘*‘ I—x, m)

(yt+y+ti—e—gmy+1—y,n)
(y+7—a—B—F +2,m+n)

(58)

Gleich wie wir es fiir z,(x,y) getan haben, stellen wir fest, dass die Reihen
konvergent sind, wenn y endlich ist, und %(x) < R(G).

Auf analoge Weise wie fiir das erste System, kanonisch in Bezug auf z,
erhalten wir die asymptotischen Gleichungen:

Fla—w+1) _ ., ly+ Il ~F +1) 2 =)

I'le —x—y) I'ly+y—g +1) = (L) y+y =g +1,n)

hm 3’13(%', y)
2= o

INe—xz+2—y)

xlinizm(x; Y) Ia—z—y)

it LW 2=\ Ty + 1=y (2—fF) 5 (1—=F,n)(y+1—¢', n)
e I'y—y'~—g +3) ,%(I,n)(yﬁy'—ﬂ'ﬂ,n)
:eni(y+7—7a——f:’+l (@/+7—a ﬂ_*- I) ( ) (7—‘ 7_0‘ ﬁ 5 + )
I'ly+y+y —a—g—F +1)

i 7+y—a 8, %)y — 8, m)(y, n)
=Ly, n)(?/+7+7-a~ﬂ B+ 1,n)
I'y—f+1—x)

l —_—
111‘110216(96 Y) [a—a—y)
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_ ilytr—apin LWy —a—B+ Oy +1—y) Ty +y' —e—f—F +1)
I'ly+y-—-a—p—F +2)
’3“’7 a1, (1=F,n)ly+ 17, n)
= (1, )y +y—a—B—F +2,n)(2—y, n)

Aber:

S =8,y
n=0 (I’ %) (y+7,_ﬂ,+ I, ’}’L)

Ily+y—F+1)1r()
I'y—g+1)I'y+1)

= F(y> 7,—-18’7 ?/+7l_43’+ I, I) =

Ebenso:

—f8,n) t1—y,n)_ Tly—y—F+3) ()
ne= 0(1777’) (.7/ 7 ﬂ +3’ ) 1(2_19’) F(?/+2—7,)

Weiter lasst sich leicht feststellen, dass:

nN—=w

(y+7'—-—a—ﬂ, ")(7'_[{7 ")('l, n) —
=)ty -ty —e—B—8+1,1)(1,n)
) Iy+y+y —a—p—F+1) ,
ryry+y —e—g—F+10 10 —§)I(g)

. f f (1 — W e A (1 — ) (1t ) PV d i d ity =
0

_ITlyt+y+y'—e—p—F+1)
I riy+y—e—p—F +1)

ft.u~1(1__t)*/+7’—a-—(’ﬁ’9'F(7+y'—a—-{>’, =8,y tydt

1]

Aber jetzt ist

(I _t)y+y'»a——{:‘—ﬁ'ﬁ‘(7 +7,_“_5’ 7’_5’7 7,7 t) = F(O!-i—ﬂ—}/, ﬂ,: 7” t)
und

1
n=ow

fty_lF(a—i-ﬂ_% 8.7, 0dt= 2 (“796;’)"(?)55’") yfrn = uy(y)

0
23 — 28583, Acia mathematica. 53. Imprimé le 26 juin 1929.
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wobei u,(y) die Funktion ist, die in den asymptotischen Gleichungen auf Seite 165
sich findet.
Ebenso haben wir:

n=aw

Z (y—a—B+1,2) (1—F,n) (y+1—9, n)
Sy +ry—a—B—8 +2,1)(2—y, n)

_ I'ly+y—a—3—F+2) ’E”(H 1+8—y—y (B + 1=y, n)
Fly+1—y)Cy+y —e—p—F+1) =, (2—7", n) (1, n)

)
y+n+i—y 2\

Wir erhalten somit folgende asymptotische (Hleichungen:

' Ie—z+1) '
1  Ie R
Ll_l;Itoglg(émy)l(a—x—y)T(y) ‘

I'la—z+2—7)

i e prily 1)
( xlf;ZM(x, ) Tla—z—yg) Iy + 1—) e .
59)
. . I'iy—B+1—x) )
1 — enily+y—e—p+1)
Timwz‘m(x, y) Ne—x—y)T'ly+y—a—p+1) € uy (y)
; I'iy—8+1—ux) L
1 5 — erilytr—a—p+1) 4 .
wgl}»zw(x’ ?/) I'(a—x—g/) F(]/—}—;/—-a—lg-’_l) e u2(y)

Diese asymptotischen Gleichungen gelten, wenn y endlich ist und R(—x)> N,
wo N eine gewisse positive Zahl ist.

Aus diesen asymptotischen Gleichungen kann man durch die gleiche Ver-
fahrungsweise, wie die gelegentlich des ersten kanonischen Systems angewandte,
schliessen, dass zy(x, %), 2(x, ¥), 2i5(x,y) und 2,4z, y) ein Fundamentalsystem
von Losungen des Systems (37) ausmachen. Dieses Fundamentalsystem wollen
wir das zweite System, kanonisch in Bezug auf x, nennen. '

Wir konnen auch hier zeigen, dass die Losungen z.5(x, ), 2,(x, v), 215, v)
und 24(x,y) meromorfe Funktionen von x und y sind. Die entsprechenden
Reihenentwicklungen konvergieren fiir endliche Werte von y mit Ausnahme fiir
Pole, wenn R(x) <R(8). Wir konnen jetzt die analytische Fortsetzung iiber
die ganze x-Ebene hinausstrecken, unter Beobachtung dass die Lésungen der
Gleichung:
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(+2—PB)lx+y+2—a)zlz+2,y)+(x+1—PF) z+y+2—a)zlz+1,y+1)—
—+1—Bz+y+1—a)+ x+ 1)+ 2—p)le(z+1,y)—
—z{z+1—yp)zle, y+ 1)+ zlz+1—y)2(x, y) =0

geniigen miissen. Dann lassen sich die Lésungen immer um einen Streifen von
der Breite 1 nach rechts und so allmihlich iiber die ganze Ebene hin fortsetzen.
Singulare Stellen treten dabei in den Stellen

z=f+n und x+y=a+n, n=0,1,2

y oo

die einfache Pole sind, auf.
Die Funktionen des zweiten Systems, kanonisch in Bezug auf x, sind somit

meromorfe Funktionen von x und y. Die Pole sind gelegen in den Stellen:
rz=8+n, xty—a=n, y=—mn, y=y —1—n, y=a+f—y—I1—n

wobei #» die Werte o, 1, 2,... annimmt.
Wenn wir im zweiten System z und y, 8 und 8, y und ' permutieren,
erhalten wir ein neues Fundamentalsystem von Losungen:

2y, y): 318(33: ?/), 2y, y) und 2y, ?/)

die wir das zweite System, kanonisch in Bezug auf y, nennen wollen.
Zusammenfassend erhalten wir:
Das System (37) bietet vier Losungen, die ein Fundamentalsystem, kanonisch
in Bezug auf x, ausmachen, und die durch die asymptotischen Gleichungen (48)
gekennzeichnet sind, wenn

<arcx =

N
N a

Diese Lisungen sind meromorfe Funktionen von x und y mit einfachen Polen
in den Stellen:

rx=—n, r=y—1—n, t=a+f —y —1—n, y=—n, y=y —1—u,
y=e+f—y—1—n
wober n Null oder eine ganze positive Zahl ist.
Weiter bietet es vier Lisungen, die auch ein Fundamentalsystem, kanonisch

in Bezug auf x, ausmachen, und die durch die asymptotischen Gleichungen (59)
gekennzeichnet sind, wenn
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7
3z Zarcr <= — —-
2 2
Auch diese Losungen sind meromorfe Funktionen von x und y mit einfachen Polen

wn den Stellen:
x=B+n, x+y—a=n, y=—n, y=y —1—n, y=a+f—y—1—n

wober n Null oder eine ganze positive Zahl ist.

Durch Permutation von x wnd y, 8 und 8, y und y' erhalten wir ferner zwei
Fundamentalsysteme von Losungen, kanonisch in Bezug auf y, mit analogen Figen-
schaften.

Die Funktionen des ersten kanonischen Systems konnen durch lineare Rela-
tionen, deren Koeffizienten periodische Funktionen von x und y mit Perioden 1
sind, in den Funktionen des zweiten kanonischen Systems ausgedriickt werden.
Diese periodischen Funktionen einmal gefunden, wird es moglich sein, die asymp-
totischen Eigenschaften auf beliebigen Radienvektoren zu iiberblicken. Ich gehe
indessen jetzt nicht auf dieses Problem ein.



