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Von Borer und Hapamarp sind wiederholt Fragen aufgeworfen werden,
in denen es sich um Verallgemeinerungen des Begriffes einer analytischen Funk-
tion handelte. Hapamarp hat das Problem insbesondere folgendermassen expli-
zite formuliert:
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Man betrachte zw einer Folge positiver Zahlen m, (v=1, 2, 3, ...) die Klasse
Cn der in einem Intervall {(a, by beliebig oft differenzierbaren reellen Funktionen
Slx) der reellen Variablen x, die den Ungleichungen geniigen:
(1) | /@) < kbms.,  v=1,2,..., aZx=b
Siir eine geeignete (von flx) abhdingige) Konstante k. Wie sollen die m, beschaffen
sen, damit jede Funktion der Klasse Cn, die in einem Punkt von {a, by mit thren
samtlichen Ableitungen verschwindet, dann auch im  ganzen Intervall {a, by ver-
schwinden muss? '

Eine solche Funktionenklasse wird als quasianalytisch bezeichnet.

Der erste wesentliche Schritt zur Losung dieses Problems wurde von DEx-

1

soy' vollzogen, der den folgenden schénen Satz aufstellte und unter gewissen

weiteren Einschrinkungen bewies: Wenn Zﬁ devergiert, so ist die Klasse
Cn quasianalytisch. Einen in allen TFillen giiltigen Beweis dieses Satzes hat
allerdings erst CarLEman gegeben® der unmittelbar darauf noch eine weiter-
gehende Vermutung von Borern® beweisen konnte.* In weiteren Untersuchungen
gelangte CArLEMAN zum folgenden abschliessenden Ergebnis:

Damit die Klasse Cn quasianalytisch ist, ist notwendig und hinreichend, dass
das Integral

(2) f e 254

’i’)l:_:; 7,.2

devergiert.

Der Carlemansche Beweis dieses Satzes mit einer grossen Anzahl anderer
damit im Zusammenhang stehender Ergebnisse hat in der vor zwei Jahren er-
schienenen ausserordentlich ideenreichen Schrift von Carremaw, Les fonctions
quasianalytiques (Paris, 1926, Collection Borel) eine ausfiihrliche Darstellung ge-
funden. Der Weg, den CarnEman dabei einschligt, beruht auf der Aufdeckung

eines Zusammenhangs des obigen Problems mit einer zuerst von G. N. Warsox

' A. DEnyoy, C.R, t. 173 (1921), pp. 1329 ff.
* T. CARLEMAN, C.R., t. 174 (1922), pp. 373 f.
® E. Bomgr, C. R, t. 174 (1922), pp. 505 ff.

* T. CARLEMAN, C.R., t. 174 (1922), pp. 994 ff.
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behandelten Fragestellung aus der Theorie der asymptotischen Reihen. Warson

hat niimlich bewiesen® dass, wenn fiir eine im Bereich
b b

lzl <o, |arge|="
bis auf z=o0 regulire Funktion f{z) und eine Zahlenfolge ¢, (=0, 1, 2,...) die
obere Grenze der Quotienten

n~—1

ﬂa«gaw

v o< le] <o, |argz|§%

gn

mit m, bezeichnet wird, es zur Zahlenfolge ¢, nur eine Funktion f{z) geben kann,
fiir die ma<A"I'((1—e&)n) gilt, unter % eine (von f(z) abhingige) positive Kon-
stante, unter ¢ eine beliebige positive Zahl verstanden.

Spiater hat Fritsor Nevanninna® gezeigt, dass in diesem Satz I'{(1—e)n)
durch I'(n) ersetzt werden kann. Hieran ankniipfend stellt nun CarLeman die
folgende allgemeine Frage: Wenn ein Gebiet G und ein Randpunkt z, von @
gegeben sind, welchen (notwendigen und hinreichenden) Bedingungen miissen die
Konstanten m,, m,, ... geniigen, damit aus der Regularitit von f{z) in G und

dem Bestehen der Ungleichungen

n—I1

76— Dete—ar|
- Iv:“()*n'——*'énln, z in G,
|2~z
die eindeutige Bestimmtheit von f{z) folgt?
Offenbar kann man die Frage auch in der einfacheren Form formulieren:

Unter welchen Bedingungen folgt fiir eine in G regulire Funktion f(z) aus

)

(z—z)

(3)

=M, n=1,2,...

J&)=0? (Das W-Problem oder Bestimmtheitsproblem). Eine Folge m,, fiir die
dies zutrifft, nennen wir eine W-Folge fiir das Gebiet G und den Punkt z,.

® F. NEVANLINNA, Zur Theorie der asymptotischen Potenzreihen, Dissertation, Helsingfors,
1918, sowie die Fortsetzung dieser Arbeit in Annales academiae sc. Fennicae, A XVI, No. 8 (1921).
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Es gelingt nun CarLEmaw, diese Frage fiir den Fall, dass G ein Kreis ist,
vollstindig zu beantworten, und sein Ergebnis lautet: Fiir die Bestimmtheit von
f(2) in diesem Falle ist notwendig und hinreichend, dass das Integral

® 7~2v d?"
(2) lg 2 i}

1 2
oy M
divergiert.
Durch die Transformation z= — ergibt sich hieraus sofort, dass die Diver-
2

genz desselben Integrals notwendig und hinreichend ist, damit fiir eine fiir
Rez=a>o regulire Funktion @(z) aus

(4) |26 < s e za,
das identische Verschwinden von @f{z) folgt.

Aus diesem Resultat kann Carpeman die oben angegebene Losung des
Hauptproblems iiber quasianalytische Funktionen auf dem folgenden Wege ge-
winnen: Es ist offenbar gestattet anzunehmen, dass der Punkt, in dem f(x) mit
allen Ableitungen verschwindet, der Anfangspunkt a=o0 ist. Dann kann zu-
niichst fiir ein wnendliches Intervall o, ») aus jeder dort stetigen und beliebig

oft differenzierbaren Funktion f(x) mit
() fP0)=0, |fM@)] < km,, v=o0,1,..., 0Z@<o0

vermoige der Laplaceschen Integraltransformation

K

©) w@=frwww

0
eine fiir fz >0 regulire Funktion gewonnen werden, fiir die fir Rz=1

k. m,

(7) |o()| = |z

gilt, und die nur gleichzeitig mit f(x) identisch verschwindet, wie aus der be-
kannten Mellinschen Umkehrformel zu (6) (sieche die Formel (8) weiter unten)
folgt. Dann ergibt sich aus dem Obigen, dass aus f(x)= 0 die Konvergenz von
(2) folgt.
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Umgekehrt kann man aus einer im Falle der Konvergenz von (2) exi-
stierenden fiir Mz= a> o0 reguliren Funktion @(z)z=o0, fiir die (7) gilt, vermoge
der Transformation

) a+1+ie P

I 14

- (z—a—1) hiad

(8) Sa)=_ - | etenoE) S
a+1—1io

eine fir o<z < belichig oft differenzierbare Funktion f(x) erhalten, fiir die
sich dann leicht das Bestehen von (5) ergibt, und die, wie durch Anwendung
der (zu (6) analogen) Mellinschen Umkehrformel zu (8) folgt, nicht identisch ver-
schwindet.

Im Falle eines endlichen Intervalles <o, @) kann man aus einer in diesem
Intervall den obigen Bedingungen geniigenden Funktion f{x) durch die Trans-

formation x:a—l~j_~t eine Funktion gewinnen, die fiir {0, ) den obigen Be-
dingungen geniigt, woraus dann wiederum die Konvergenz von (2) folgt. Wenn
aber umgekehrt (2) konvergiert, kann aus der im Intervall {o, %) nicht identisch
verschwindenden Funktion f{x), die den obigen Bedingungen genﬁg‘o, durch eine
geeignete Verschiebung des Intervalls eine fiir {0, a) nicht identisch verschwin-
dende Funktion f(x) gewonnen werden. '

Die oben angegebene Losung des auf einen Kreis beziiglichen Bestimmt-
heitsproblems (es geniigt dann, fir G |z|<1, fiir 2, #=1 zu setzen) gelingt

CarLEMAN durch Betrachtung des Variationsproblems

) iimﬁﬂ({l@)

2
|de| = Min.,

y=0
zl=1

dessen vollstiindige Losung er in dusserst eleganter Weise mit Hilfe des Schwarz-
schen Spiegelungsprinzips gewinnt. Durch die Diskussion dieser Losung kann
man im Falle der Existenz einer nicht identisch verschwindenden Funktion f{z),
die (4) geniigt, die Konvergenz von (2) beweisen, und umgekehrt im Falle der
Konvergenz von (2) aus den Losungen von (9) fiir verschiedene » durch eine
geeignete Auswahl eine Funktion f(z) erhalten, die (4) befriedigt.’

T f(2) wird dabei als fir ] 2] = 1 regulir vorausgesetzt — bis eventuell auf z=1.

24 — 28583. Acta mathematica. 53. Tmprimé le 5 décembre 1929.
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Die ersten zwei Paragraphen der vorliegenden Abhandlung® sind der Dar-
stellung eines neuen und wesentlich einfacheren Beweises der beiden Carleman-
schen Hauptsitze gewidmet.

Die Betrachtung des Variationsproblems (g) hat im Carlemanschen Beweis-
ansatz den Zweck, die verschiedenen Bedingungen (3) zusammenzufassen, da ja
in verschiedenen Punkten z verschiedene m, die schiirfste Schranke in (3)liefern.
Nun kann man dieser Tatsache viel direkter Rechnung tragen, indem man formal

die Ungleichungen (3) in eine Ungleichung zusammenfasst:
_
I
()
[2—2|

unter 7'(r} das Maximum von ;71— fiir alle # verstanden. Die éxplieite Binfithrung
n

3

(IO) lf(g)l §Minmn,g_z0 Ivz:

der Funktion T(r) erweist sich nun in der Tat nicht nur formal sondern auch
sachlich als ausserordentlich zweckmissig, da man auf diese Weise den Anschluss
an den Borel-Wimannschen Begriff des absolut grossten Gliedes einer Potenzreihe
erhilt und andererseits die Ungleichung (10) nunmehr direkt mit dem Poisson-
schen Integral behandeln kann. Die zu T(r) gehorende Potenzreihe ist aber

D
1

x
kn
1 . A .. . . . .
gerade zm oder allgemeiner Z—L fiir ein ganzes £=1. So ergibt sich ein
n=1""" n=1"'n

ausserordentlich kurzer und natiirlicher Beweis des Carlemanschen Satzes iiber

das Bestimmtheitsproblem beim Kreis, wobei die Carlemansche Bedingung der

o e

Divergenz von (2) in der allgemeineren Form der Divergenz von f lg 256 2
n=1 T

erscheint (k=1), die fiir k=2 die Carlemansche liefert, die einfachste Gestalt
indessen fiir =1 erhilt.’ Die von unserem Standpunkt natiirlichste Bedingung

ist diejenige der Divergenz von

®©

(11) flg T(r)%,

1

8 Diese Abhandlung ist im Anschluss an ein Seminar entstanden, das ich im W.S. 1926/27
in Gottingen iiber das Carlemansche Buch abhielt. Die vorliegende endgiiltige Gestalt hat sie
indessen erst im W. 8. 1928/29 erhalten.

® Man koénnte iibrigens die Aquivalenz dieser Bedingungen fiir verschiedene % auch direkt
einseben, indem man die Uberlegungen der pp. 50—54 des Carlemanschen Buches in geeigneter
Weise modifiziert. Vgl. auch Nrr. 4, 14 weiter unten.

Y
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woraus die oben angegebenen leicht folgen. — Diesen Beweis stellen wir im
§ 1 (Nrr. 1—3) der vorliegenden Abhandlung dar. Es lisst sich dabei im Falle
der Konvergenz von (2) sogar beweisen, dass es eine im Kreise G samt seiner Peri-
pherie bis auf 2, regulﬁre. nirgends verschwindende Losung f(2) von (3) gibt, fur
die |z—z,|lg|f(e)| =0 fir z—z, gilt, was fiir Anwendungen auf die Theorie
der quasianalytischen Funktionen im § 2 von Bedeutung ist (vgl. Nr. 7). In

der Nr. 4 des § 1 zeigen wir sodann, dass die Carlemansche und unsere Be-

dingungen fiir beliebige % mit der Bedingung der Divergenz von ZL fur

n=1 M7
8 =MinVm, dquivalent ist. Dem Nachweis der Aquivalenz dieser Bedingun-
rv=n
gen mit derjenigen der Divergenz von (2) sind die Betrachtungen der pp. 50—54
des Carlemanschen Buches gewidmet. Wir schlagen einen vielleicht systema-
tischeren Weg ein, der zugleich auf die tiefer eindringenden Betrachtungen des
& 3 vorbereitet. Unser Beweis ist wohl auch deshalb von Interesse, weil bei

ihm ein neuer Beweis des bekannten Konvergenzsatzes von CarLEMAN (mit Za,,

n
an>o0, zugleich konvergiert auch 3V a,a, ... a,") als einfaches Korrolar heraus-
fillt. Diese Betrachtungen kniipfen an die Umformungen des Ausdrucks
V ” A
Vir)= f @dr an, die in der Theorie der ganzen Funktionen seit den Ar-
0

beiten von Hrn. Varirox geliufig sind.'*

Im § 2 (Nrr. 6—10) gehen wir auf den Beweis des Carlemanschen Haupt-
satzes iber quasianalytische Funktionen ein, wobei unsere Darstellung in einem
Punkte von der Carlemanschen abweicht. Die bereits oben erwihnte Konstruk-

tion einer Losung von (3) mit |2 —z,)lg|f(2)| —o fiir z—r2, gesattet nimlich im

Falle der Konvergenz von j lg T(r)g;;: direkt eine im Intervall {0, a), a > 0, nicht
) 9

identisch verschwindende Funktion f(x) zu konstruieren, die in diesem Intervall

den Bedingungen (5) (mit £=1) geniigt. Will man zu diesem Zwecke die von

CarLEMAN konstruierte Funktion f*(x) beniitzen, die das Problem fiir das Inter-

19 T. CARLEMAN, p. 112 des oben zitierten Buches. Vgl. den besonders einfachen von Hrn.
LiTPLEWOOD herrithrenden Bewels in dem in der Fussnote 11 zitierten Buch von VALIRON, p. 186.

1 Vgl. das zusammenfassende Buch von Hrn. VALIRON, Lectures on the General Theory of
Integral Functions, Toulouse, 1923, insbesondere pp. 30, 50.
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vall {0, ) 16st, so muss zuerst das grosste & gefunden werden, fir das f*(z)
im Intervall {o, §) durchweg verschwindet. Erst die Funktion f*({+2x) 16st das
Problem fiir ein beliebiges, endliches Intervall. Fiir das Carlemansche f*(x) steht
nur die Fxistenz eines § < o« fest, wihrend bei uns & —o0 ist.

Ubrigens beweisen wir direkt die Existenz von f(z), das (5) mit k=1 er-
fiillt. Dies legt den Gedanken nahe, als eine Klasse (m,) von quasianalytischen
Funktionen die Gesamtheit aller im Intervalle (o, a) beliebig oft differenzierbaren
Funktionen zu definieren, fiir die allgemein |/ (x)|< Cm, gilt, wo C eine (von
/ abhingige) Konstante ist, sofern eine Funktion dieser Klasse, die in einem
Punkt mit allen Ableitungen verschwindet, im ganzen Iuntervall identisch ver-

schwinden muss. Aus unseren Betrachtungen folgt, dass die Bedingung der

-l

Divergenz von { lg T(r)%g auch fiir diesen engeren Klassenbegriff nicht nur

1
hinreichend, sondern auch notwendig ist. Es ergibt sich daher aus unserem Re-
sultat, dass man so nur Unterklassen der nach Havamarp quasianalytischen
Klassen erhilt und man sich also auf diese letzteren, umfangreicheren beschrin-
ken kann.

Mit dem allgemeinen Satz von Carremawn ist auch das oben angegebene
von Dexsoy herrithrende speziellé Resultat mitbewiesen. Dagegen gehen wir
nicht auf den Beweis des schirferen Satzes von Borrsr'? ein, wonach fiir eine im
Intervall (o, 1) mit ihren # ersten Ableitungen stetige Funktion f{(s), fiir die
S o)=o0 (v=o0,1,...,n—1) gilt und die durch f{1)=1 normiert ist, stets

1 1 I 1
R A
2 VI, VM,

gilt, wo % eine absolute, von f(s) und % unabhingige Konstante ist. In der Tat
wiirden unsere Methoden keine wesentliche Vereinfachung gegeniiber den Carle-

manschen Beweisen dieses Satzes ermoglichen, und wir verweisen daher auf das

Carlemansche Bueh, pp. 24—27, 87—91. (Bei Carneman ergibt sich fiir £ der

Wert 8 (; + me + ZV%)) }

2 Vgl. Fussnote 3.
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Der Borelsche Satz legt das folgende Analogon beim Bestimmtheitsproblem

/&)

nahe: Ist f{z) fir |z|=<1 bis auf z=1 regulir und ist Maxm:mv, 80
gilt, wenn f(2) durch f(o)=1 normiert wird,

Z WI <k, k absolute Konstante.
v=0 V‘Rp

Es ist daher von Interesse, bereits hier zu bemerken, dass, wie wir im § 7 (Nr. 27)
an einem Beispiel zeigen, dieser Satz nicht richtig ist.

Die Untersuchungen der weiteren Paragraphen der Arbeit sind auns den
Versuchen entstanden, das W-Problem fir moglichst allgemeine Gebiete zu losen.
In der Tat ist es uns gelungen, das W-Problem fiir das allgemeinste einfach zu-
sammenhiingende Gebiet G zu lésen, sofern der Randpunkt z,, falls er ein mehr-
facher Randpunkt ist, von hichstens abzihlbarer Mehrfachheit ist, und dasselbe
fir 2= gilt, wenn z=o auf dem Rande von G liegt. Dariiber hinaus
gestattet unsere Methode, das Problem auch z. B. fiir ein mehrfach zusammen-
hiingendes Gebiet zu erledigen, sofern die z, enthaltende Randkomponente von
der Gesamtheit der iibricen Randkomponenten isoliert verlauft und z, auf jener
Randkomponente von hochstens abzihlbarer Mehrfachheit ist, und ebenso z= oo,
wenn der unendlich ferne Punkt in derselben Randkomponente wie z, enthalten
ist. Ubrigens wird dabei das Problem in einer insofern allgemeineren Fassung
behandelt, als anstatt der Ungleichungen (3) die allgemeinere Ungleichung

(12) g_%}lvém(l), 0=A< o,

zu Grunde gelegt wird, wobei. m(i) auch den Wert + o haben darf. Wenn
m(A) fir alle nicht ganzen A gleich + o gesetzt wird, erhiilt man speziell die
Bedingungen (3). Das im § 6, Nr. 26 bewiesene Resultat (Satz VII) besagt
(wenn G einfach zusammenhingend ist), dass aus (12) dann und nur dann das
identische Verschwinden von f(z) folgt, wenn entweder die untere Grenze von

m(4) nicht positiv ist, oder lim lg—?@ < o ist, oder das Integral
A—»
2r

[ g ) 2

0
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divergiert, wo w(u) den Kreis |[u—1|<1 auf G konform abbildet. Dabei wird
A 13
unter Ty (7) Supm verstanden. Fir spezielle Annahmen iiber die Beschaf-

7

) ) izo M
fenheit des Randes von G in der Nihe von ¢z, lisst sich diese Integralbedingung
wesentlich vereinfachen, und in dem wohl hinreichend allgemeinen Falle, dass
der Rand in ¢, eine, wie wir sagen, >konforme Ecke mit der Offnung we> bildet

(vgl. Nrr. 19, 24)', reduziert sie sich auf die Bedingung der Konvergenz von

@K

f@nmmb
1+=

1 r ¢

worin insbesondere der Carlemansche Satz als ein spezieller Fall enthalten ist.
Einige solche Resultate konnen wir ibrigens bereits aus dem Carlemanschen
Satz mit Hilfe geeigneter konformer Abbildungen direkt herleiten, worauf in
Nr. 5 von § 1 eingegangen wird. —

Diese Losung des W-Problems ergibt sich als einfaches Korrollar aus einer
wesentlich tiefer eindringenden Untersuchung, die in den §§ 3—s5 durchgefithrt
wird. Die Form (12), zu der wir (3) verallgemeinerten, legt niimlich die allge-
meinere Frage nach den Eigenschaften der Funktion

(1) = Sup lL/@)1

zin @ |Z-‘Zo|l

einer nicht negativen Zahl A2 mnahe. Wir bezeichnen eine solche Funktion als
eine u-Funktion des Gebietes ¢ fiir den Punkt z,. Und unsere Formulierung des
W-Problems liuft offenbar auf die Frage hinaus, wann ein m(A) die Majorante
einer p-Funktion von G sein kann. — Es ist uns nun gelungen, eine vollstindige
Charakterisierung der u-Funktionen fiir alle einfach zusammenhingenden Gebiete
zu finden, fiir die 2z, (und 2=, wenn der unendlich ferne Punkt ein Rand-
punkt ist) kein Randpunkt von iiberabzihlbarer Mehrfachheit ist, — und dar-

iber hinaus fiir sehr allgemeine mehrfach zusammenhiingende Gebiete.

¥ Wir benutzen in dieser Abhandlung durchgehend die Hausdorffsche Bezeichnung Sup fiir
die obere und Inf fiir die untere Grenze. Ferner bezeichnen wir das monotone Zunehmen bzw.
Abnehmen gegen « wit [« bzw. |«. Ich benutze diese Bezeichnung seit Jahren in meinen Vor-
lesungen.

* Dieser bei uns mit Hilfe der konformen Abbildung definierte Begriff lisst sich auch, wie
wir zeigen, geometrisch charakterisieren mit Hilfe einiger Ergebnisse von O. D. KELLOGG und
S. WARSCHAWSKI.
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Als charakteristische Eigenschaften einer uy-Funktion eines einfach zusam-
menhingenden Gebietes G fiir den Randpunkt z,, der, ebenso wie der unendlich
ferne Punkt, wenn er auf dem Rande von G liegt, hochstens von abzihlbarer
Mehrfachheit ist, ergaben sich:

' Erstens: eine Kigenschaft, die weder von G noch von g, abhiingig ist:
lg u(A) ist eine konvexe Funktion von A, deren Endlichkeitsintervall die Form
hat: 0=A=1, wobei fiir A< u(i’) sowohl endlich als auch unendlich sein
kann, und ”(O)zllif% p), u@)=pu( —o) ist.

Zweitens: eine Eigenschaft, die den Zusammenhang von u(4) fiir hinreichend
grosse A mit dem Verhalten des Randes von & in der Nihe von 2z, zam Aus-
druck bringt: Bildet z=w(u) |u—1|< 1 konform auf G ab, so konvergiert das
Integral

2n
i

v o T
f g T#(uwu—efm)df’» Tu="5uwp oy

0

Eine Funktion w(i), die diesen beiden Bedingungen geniigt, ist von einem A an
stets eine u-Funktion von G fir 2,. Soll dies aber fir alle A=0 gelten, so
muss u(A) noch eine dritte Bedingung erfiillen, die sich auf die Ausdehnung
von G Dbezieht: Ist R= Max|z—z,| fiir # auf dem Rand von @G, so ist

dlg p(d) zlgL fir alle A=0 — wegen der Monotonie von dlg () kommt es
d R da
nur auf die Ableitung im Punkte o an —. Der Beweis dieses Hauptsatzes

(Satz VI) wird im § 4 (Nrr. 15—18) erbracht, woran sich im § 5 Betrachtungen
iiber die geometrischen Bedingungen dieses Satzes anschliessen, deren Ziel erstens
die Diskussion und Vereinfachung der obigen Integralbedingung (Nrr. 19—21,
24), zweitens die Verallgemeinerung auf gewisse mehrfach zusammenhingende
Gebiete (Nrr. 22—23) ist.

Der Beweis des Hauptsatzes beruht auf einer Reihe von Hilfssiitzen, die
in den §§ 3, 8, 9 bewiesen werden und unabhiingig von ihrer Bedeutung fiir das
W-Problem von selbstindigem Interesse sind. Vor allem war es notig, die Eigen-
schaften des fiir eine beliebige positive Funktion u(A) definierten 7, (r) zu disku-
tieren. Wir fithren dies im § 3 durch, indem wir jeder positiven Funktion m(4)
eine dazugehorige Funktion m*(1) mit demselben T (r) und konvexem lg m*(4) zu-
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ordnen, die wir als die Wimansche Minorante von m(A) bezeichnen.'®> Daneben
ist auch der Begriff der Faberschen Minorante'® von Interesse, mit dessen Hilfe

die Carlemanschen auf die Reihe ZL* beziiglichen Formulierungen verallge-

meinert werden kénnen.
Bei diesen Betrachtungen spielt der Hilfssatz 4 in Nr. 11 eine wichtige Rolle,

der die Transformation eines Stieltjesintegrals f fp)dx(y) mit monotoner Belegung

x(n) auf ein Riemannsches Integral f fly(x)da sichert, wo z(n) eine » Umkehrung»

von y(x) ist. Dieser Hilfssatz ist, wie man leicht erkennt, identisch mit der auf
monotone Funktionen beziiglichen Spezialisierung eines Satzes von Luseseur!’
iiber Stieltjesintegrale relativ zu einer Funktion von beschrinkter Variation. Wir
haben es vorgezogen, einen sehr kurzen direkten Beweis dieses Hilfssatzes zu
geben. Kine weitere Diskussion des Begriffes der Umkehrung einer monotonen
Funktion wird erst im § 10 nachgetragen, da sie in dieser Arbeit nicht explizite
benutzt wird.

Sodann handelt es sich um einen Satz aus der Theorie der konformen Ab-
bildung, der einen Beitrag zur Frage liefert, inwiefern metrischer Zusammenhang
der Elemente des Randes bei konformer Abbildung des Inneren eines einfach
zusammenhiingenden Gebietes auf das Innere eines Kreises gewahrt wird. Wih-
rend die bisherigen Ergebnisse der Theorie der Rinderzuordnung bei konformer
Abbildung in dieser Richtung unter ganz allgemeinen Voraussetzungen mehr nega-
tive Resultate liefern, zeigen wir (Satz A), dass die Gesamtheit der erreichbaren
Randpunkte, die in einer o-Umgebung eines Randpunktes liegen, sich bei der
Abbildung auf eine messbare Punktmenge der Kreisperipherie von positivem Mass
abbildet, ein Ergebnis, das wohl kaum iberraschend erscheint, aber aus den

!5 Fine mit diesem Begriff zusammenhiingende Vergleichsmethode zur Untersuchung des
Anwachsens ganzer Funktionen, die sich im Keime bereits bei BorgL und HADAMARD findet, hat
durch WIMAN besonders weittragende Anwendungen gefunden. Spiter hat VALIRON diese Methode
weiter ausgebaut und mit ihrer Hilfe eine Reihe wichtiger Ergebnisse hergeleitet. Vgl. WIMANX,
Acta math., Bd. 37 (1914), pp. 305 ff. und Bd. 41 (1916) pp. T ff. Vgl. ferner VALIRONS oben zitier-

tes Buch.

18 S0 bezeichne ich eine Begrifishildung, die meines Wissens zum ersten Mal in der Arbeit
von G. FABER, Beitrag zur Theorie der ganzen Funktionen, Math. Ann., Bd. 70 (1911), p. 51 be-
nutzt wird. :

17 H, LEBESGUE, C.R. 150 (1910) pp. 86 ff.; Lecons sur l'intégration, 2. éd., Paris, 1928, pp.
258—260.
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bisherigen Resultaten in der Theorie der konformen Abbildung nicht direkt zu
folgen scheint, und zu dessen ibrigens sehr kurzem Beweis wir den allgemeinen
Lebesgueschen Satz iiber die Losung der Randwértaufgabe fiir das logarithmische
Potential heranziehen miissen. Aus diesem Ergebnis folgt als ein einfaches
Korrolar ein Satz von Hrn. Rapo, mit dessen Verschiirfung sich kiirzlich Herr
Saxs beschiftigt hat. Das Sakssche Ergebnis ist aber wesentlich spezieller als
das unsrige, da es z. B. in dem Fall eines mit einem Hinschnitt versehenen
Kreises nichts liefert. Hieriiber sowie iiber weitere Anwendungen des Satzes A
vergleiche man den § 8.

Im § 9 behandeln wir endlich die Frage, wann sich der Logarithmus der
Abbildungsfunktion - w(z) eines einfach zusammenhiingenden schlichten den Null-
punkt nicht enthaltenden Gebietes G' auf den Einheitskreis der z-Ebene im Ein-
heitskreis durch das Poissonsche Integral darstellen lisst. Es ergibt sich (Satz B),
dass hierzu im wesentlichen hinreichend ist, dass der Nullpunkt, falls er am
Rande von G legt, dort nur von hichstens abzihlbarer Mehrfachheit ist. Zum
Beweis dieses Satzes leiten wir ein allgemeines Kriterium fiir die Darstellbarkeit
einer im Einheitskreise reguliren Potentialfunktion durch das Poissonsche Inte-
gral her, das auch fiir andere Zwecke brauchbar sein diirfte. Unter der Voraus-
setzung nidmlich, dass ein im Einheitskreise reguliires Potential P(z) am Rande
nur abzihlbar viele »Unbeschrinktheitspunkte» besitzt, in deren beliebiger Nihe
es mnicht beschrinkt bleibt, zeigen wir, dass fiir die Darstellbarkeit von Plz)
durch das Poissonsche Integral notwendig und hinreichend ist, dass erstens
(1—]e]) P(e)—o fiir |2| 1 1, und zweitens der Mittelwert

25
iflP(?*e”)ldt‘}<C, o=r<i,

d. h. gleichmissig beschrinkt ist. Der Beweis beruht auf dem Satze, dass die
zweite Bedingung allein bereits fiir die Darstellbarkeit von P(z) durch das
Stieltjes-Poissonsche Integral notwendig und hinreichend ist. Diesen Satz habe
ich vor mehreren Jahren aufgestellt’®, wenn auch der Beweis an der zitierten

Stelle nur skizziert ist. Derselbe Satz ist gleichzeitig mit mir von Purmss-

18 A. Ostrowskri, Uber die Bedeutung der Jensenschen Formel fiir einige Fragen der kom-
plexen Funktionentheorie, Acta Szeged, Bd. 1 (1923), pp. 8o fi.

25 — 28583, Acta mathematica. 53. Imprimé le 5 décembre 1929,
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19

NER' und Evans? bewiesen worden. Da ich indessen einen weiteren Zusatz

zu diesem Satze brauche, habe ich diese Gelegenheit benutzt, um meinen Beweis

ausfihrlich darzustellen.

§ 1. Der Carlemansche Satz iiber W-Folgen.

1. Fiir eine fiir |2] = R regulire und im Nullpunkt nicht verschwindende
Funktion g¢(z) lautet bekanntlich die Jensensche Ungleichung:

27

(1, 1) lg (o) I<:;]1gh73¢”|d9

0

Ist nun f{z) in |2| =< R regulir und ist {=r¢"% ein Punkt in |z| < R mit f({) #
so nehmen wir eine lineare Abbildung des Kreises |2| <R auf sich selbst vor,
die den Nullpunkt in { diberfihrt:

wie) — R*e+L)
R*+2f

Wir wenden dann (1, 1) auf g(¢)=f(w(z)) an und fithren ¢ in Re'Y=w(Re'’) als

neue Integrationsvariable anstelle von ¢ ein. Dann folgt

g0 = - [ |f(R2+;;”j;§>)|da

oder, wegen

10 T
R(Re?+ () — Reiv, Rel.ng(Re‘f. k@)’
R+e9f R—évrl
4 _ R—|iPP o Rev+{ RE—? _ (L _ )
dq) | R—eiol|? ERRe“l’-fC R*—2rRcos (F— @)+ —KR’& ?)

* A. PLESSNER, Zur Theorie der konjugierten trigonometrischen Reihen. Inauguraldisserta-
tion, Giessen (1923), Mitteilungen des Math. Sem. Giessen, Heft 10.

20 @. ¢. Evans und H. E. Bravy, C. R. 176 (1923), pp. [042 ff., wo ein schwiicherer Satz be-
wiesen wird, und G. C. Evawns, C. R. 177 (1923), pp. 241 {f., wo gerade die obige Fassung formu-
liert und ein dem in '® gegebenen ganz analoger Beweis angedeutet wird. Vgl. ferner die Mono-
graphie von G. C. Evaxs, The Logarithmic Potential, New York, 1927.
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27

(,2) el s 3 [1glmen % g

0

T =
2y

1([?

27

= lglfRe“ﬁlK(ﬁ,{} q))dgp

27
0
Hat insbesondere f{z) keine Nullstelle fiir |2|<R, so gilt in (1, 1) und

daher auch in (1, 2) das Gleichheitszeichen. Hieraus folgen insbesondere die
Gleichungen -

+
(1, 3) g |2} = jmuwgzwuu le—1]<1
|“—1| 1
L §+Z
(114) I = 271? —IdCI
|i—1f=1

Hilfssatz 1. Es ser flz) reguldr, nicht identisch Null und absolut <1 fiir
|z|= 1, bis auf 2=1. Dann konvergiert das Integral

27

f@mwmw“

0

Fiir |} <1, fi§)#0 wnd |Z]< R< 1 liefert (1, 2)

27

lg |f(§)|§517tflg |f(Re"")|K(%, 3_9) 40, C—re?,

0
folglich fur hinreichend kleine positive §,, 6, wegen |f]=1:

2 —dy

!lg|fRe“9)|K(~v 9— 0) a0

g1/ =

I
2w

und daher fiir R 1, da auf |z]=1 fir §, <6 =< 24—, hochstens logarithmische
Singularititen von lg f(2) liegen konnen:

*I Es ist dies ein sehr spezieller Fall eines Satzes von P. FAToUu und G, 8zrgd. Unser

Beweis entspricht dem Fatouschen Beweis, ist aber, dem vorliegenden Fall entsprechend, ganz
elementar.
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275—d,

el/01= - [ 19| K, 9—0)a0.
d

Und da dies fiir alle positiven d,, d, gilt, und der Integrand nie positiv wird,
folgt endlich
27
1 . .
L) = 5 [ el K, 9000, t=ree,

0
wo das Integral rechts sicher konvergent ist. Wegen

I+ : e+ 1—7r
> —_6) — =>_"7
1-—;-=K(r’3 6) mem_g_HT

(1, 5)

27

ist dann auch flg' |/(€9)}d9 konvergent, w. z. b. w.

0

2. Mit E bezeichnen wir den Kreis |z—1|<1. Es sei f(¢) regulir in E,

und es moégen in F die Relationen gelten
(2, 1) A2 < Omae|’, n=o0,1,2, ...

fiir eine positive Konstante C und eine Folge von positiven Konstanten wi,.
Wir setzen fiir »>o0

7/[1

(2, 2) T(r)=Sup - -

nz=1 Mn

Satz I. Ist das Integral

o

(2 3) [rer0r

1

divergent, so folgt aus dem Bestehen der Relationen (2, 1) fiir eine in E regulire
Funktion f(z) das identische  Verschwinden von f(2).2* Konvergiert aber (2, 3), so
gibt es eine in E und sogar fir |e—1| =1 bis auf z==o0 regulire und nicht ver-
schwindende Funktion f(2), fiir die die Relationen (2, 1) durchweyg in E erfiillt sind

* Wir sagen dann, die Folge my sei eine W-Folge fiir den Kreis.
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und fiir die sich lg|f(2)| durch das Poissonsche Integral dayrstellen ldisst:

27

el = [ g1l

0

¢9tz—1 2B
ﬁ d't?‘, g=re?.
e —z )

n
Beweis: Wir dirfen und wollen annehmen, dass V m,— o« ist. Denn aus

n

lim Vi, < R wiirde einerseits folgen T(r)= oo fiir » > R und damit die Diver-
genz von (2, 3), andererseits aber nach (2, 1) |f(e}| < C(R|z]j* fiir beliebig

grosse ng, sodass flg) fiir |z]| < II—% und daher identisch verschwinden miisste. —

Daher ist T'(r) = Sup " endlich und stetig fiir endliche » und 7'(r) T . Ferner

nzl1 Mn

1
bemerken wir, dass (2, 3) gleichzeitig mit f lg T (Zf) dr konvergiert fiir jede posi-
0
LA

| 2]

tive Konstante % und ebenso auch gleichzeitiz mit f lg T( )ldzl, da fiir

fz—1]1=1

|dz]

|z|=r,2—0 w7, 1 ist, wenn 2z den Kreis |z—1|=1 durchliuft. Endlich diir-

fen wir annehmen, dass |f{z}|=1 in E ist.

a) Es sei f(—g)#o, |Z—1]<1. Dann folgt aus dem Hilfssatz 1, ange-

wandt auf f (g%l)) dass das Integral
2n

(2, 4) flg f(ewjl)ld@:flglf(—j)

0 Je—1]=1

|dz|

konvergiert. Andererseits folgt aus (2, 1) fiir |e—1]|<1, 250
z C
(3 r(2]
|2

28 Der Satz rithrt von CARLEMAN her, bis auf den letzten Teil, der die Darstellbarkeit durch
das Poissonsche Integral bebauptet.

= Cma =

1 1 G)
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lg T( ) = lg —— + Const,,

1

b) Bs kouvergiere (2, 3), daher auch flg T(zllzl

so dass mit (2, 4) auch (2, 3) konvergiert.

) |dz|, daher auch

z—1]=1

+z—2
——lazl,

wo z ein beliebiger Punkt von F ist. P(z) ist ein in E regulires Potential und
der Realteil einer in FE reguliren Funktion g¢,(z), so dass, g(2)=e"" gesetut,

lg | gs(2)|=Pl2) ist. Dann folgt fiir f(z)=g, (—j) und #=o0 in E nach (1, 3) fiir

|z—1]=1 bis auf z=o0:

§+€—2
|f(5)|__ &y Zl_ I I n 2 _
) el Lo’ v
» I—11—1 £—,
C+§—2
o [t S —ag)
Is—ll1 C—E
T
el == [z ()21t
2 I5—11=1 C—g

I I
oder, wegen T( |C|)—2n|§|n ) lg|§ T( |§|)| lg ——m—nund (1, 4),

Z

L+ -—2
z I 2
el Sl 2 [0 2t =1gem)
> le—1l=1 C“;

| A& = mal 2],
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womit, da f{z) fiir |z—1|=<1 bis auf z=1 reguliir ist und nicht verschwindet,

unser Satz bewiesen ist.

3. Wir machen nun von dem folgenden Satz der Theorie der ganzen

transzendenten Funktionen Gebrauch: Ist f(z) = Dyan2" ganz und ist

n=0

Ts(r) = Max | a, |, SJE(T)ZIMIax /)], so hat jede der Relationen
n z|=r

Iglg T(r) = O(ig7), lglg M) = Oflgr) (r— =)
zur Folge, dass

(3, 1)

‘1 — 1 (r— oo)

plr) = Z:”— Aus der Konvergenz von (2, 3) folgt nun fiir » T «
n=1""

2% Beim Beweis kann man sich offenbar auf den Fall beschrinken, dass flo)=1 ist, da fir
eine ganze transzendente Funktion lgr=o0(lg T()) ist -— T{») wichst ja fiir hinreichend grosse »
schneller als jede Potenz von 7. Unter dieser Annahme liefert die Formel (2, 10) (Theorem 11)
des in der Fussnote I1 zitierten Valironschen Buches:

(@) @ﬂw<m%@<ng+gGNQ+N%)+q,

wo N(r)= o und mit T'(r) durch die Relation zusammenhéingt

(b) ig T = f%@da

0
Aus (b) folgt aber N (g) lge=1g T(r) und daher
() 1g N(r) < 1g1g Tler).

Aus l1glg T(r)= O(lgr) folgt daher lg N(»)== O(lg») und dasselbe folgt erst recht aus lg lg Mr)=
= (O(gr). Dann wird aber aus (a)

lg T(r) <1g M) <1g Tr) + OQg r)=1g T(r) + o(lg T(r)),

woraus die Behauptung ohne weiteres folgt.
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lg T'(r) fdg<flT
r

so dass aus (3, 1) auch die Konvergenz von

(3, 2) f P ’_11_’_f ;

folgt. Umgekehrt folgt aus der Konvergenz des letzten Integrals genau ebenso

wie oben lg;Lf(r)—»o, so dass (3,1) gilt und auch (2,3) konvergiert. Die

Bedingung der Divergenz von (2, 3) ist also #quivalent mit der Bedingung
der Divergenz von (3,2). Allgemeiner, ist £>o0, so konvergiert (2, 3) gleich-

@D

zeitig mit f lg (T'(r) ')Cf;, und 7(»)* ist gleich T%(r*), wo T ¢(r) das zur Funktion

®

Pile) = D — ~ Z gehorende T(r) ist. Daher ist die Bedingung der Divergenz von

n=1""n

(3, 2) ersetzbar durch die Bedingung der Divergenz von

(3, 3) | Z (’“ )I~ 4.'

n=1 \n

wo k>0, sonst aber beliebig ist. Fiir £=2 ergibt sich die Bedingung von
CARLEMAN.

Genau dieselbe Uberlegung beweist offenbar, dass fiir ein ¢ >0 und k>0
die Integrale

-3

~ * n\k -
[remo T wma 123 ()
1‘1+ " a=1 \Mn 7~1+ -

gleichzeitig konvergieren und divergieren.

4. Eine andere Form der Bedingung von Nr. 2 erhiilt man folgendermassen:

n
Es sei fiir >0 Vm, = B., wo nach dem Obigen 8, — » angenommen werden darf.
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Wir ersetzen die Folge @, durch ihre » Fabersche Minorante»®®, d. h. durch die
Folge der 8z =Ming,, so dass 8; T « ist.

v=n

Satz II. Fur die Divergenz des Integrals (2, 3) ist notwendig und hinreichend,

dass, unter 8 die Fabersche Minorante der 8,=V my, verstanden, die Reihe

(4, 1) 2

divergiert.

K-

Zum Beweis verfahren wir so: es sei n(r) die Anzahl der g <s. Dann

gilt offenbar ﬂ: (1) =Bn, my=n (%)
€,

(4, 2) lg T(r) = » (%) .

Es gilt andererseits, wegen # (1) =o0 fiir 0<1r=<e¢, ¢ > 0,

V(T):jz@dr:_fn(,,)dlgr:——flgrdn(r)-H’l(V)lg”,

V()—lg +1g o+ g

+n(r)lgr,

481 182 ﬁn (r)

4 nir)

0

Ist nun

@

vl =35 g

%5 Vgl. Fussnote 16 sowie Nr. 14 weiter unten.
26 — 28583. Acta mathematica. §3. Imprimé le 6 décembre 1929.
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80 1ist
(4, 3) Vir)=1lg Ty(r) = 1g T()*,

da die Koeffizienten der einzelnen Glieder von ({z) grosser sind als die Koeffi-
zienten der entsprechenden Glieder von ¢(z), wegen

BYBY . B = B = Bh— .

Nun lisst sich die Reihe (4, 1) schreiben als das Stieltjessche Integral

f dn_r(ﬂ Die partielle Integration liefert fiir ein R>1, wegen n{r)=o fir
0
kleine = o0,

R

2 0

el

Aus der Konvergenz von f —d—7j~(7—) folgt daher die von f @%@— Ist umgekehrt

o

f %dr konvergent, so folgt wegen n(r) T o filr » T

n(R a?d‘ ?n(r
(T)zn(R)j 7—;§j r—g)d1'—>0,
R R

© @ ’ @©

so dass auch f Q@ konvergiert. Die‘ Integrale f i?:_@ und f Md? kon-

/,.2
vergieren und divergieren also gleichzeitig. Beim Beweis dieser Tatsache haben
wir nur benutzt, dass #(r) T o und verschwindet in der Nihe des Nullpunktes.

o0 «©

Daher ist dieselbe Uberlegung auch anwendbar auf f Md?‘: f M"und

1.2 »

w0

j V(:)2dr. Wir schliessen, dass die drei Integrale

* Die Gleichung V(r)=1g Tw(») folgt hier leicht aus der Tatsache der Monotonie der ¥

'V’
vgl. etwa VALIRON, L ¢, p. 30. Diese Tatsache ist tibrigens als spezieller Fall in den Sitzen des
§ 3 enthalten, weshalb wir auf ihren einfachen direkten Beweis nicht eingehen wollen.
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@ V ¥
(4’ 4) f Z PR ‘—A—l, ff?(;—)dr
v n=1 s y

gleichzeitig ‘konvergieren und divergieren. Wir haben sogar noch mehr bewie-
sen, nidmlich dass diese drei Integrale die gleichen Werte haben. — Wendet
man dieselbe Uberlegung auf die Integrale

fdn; f fV(r) dr

fiir ein' @ >0 an, so ergibt sich allgemein, dass diese Integrale gleichzeitig kon-.

27

vergieren und divergieren®’ und dass iiberdies

Y0 o [(70) gy e 420
RE 1+ =
0 ¥ 4 0 r « b ra
ist. — Nun folgt aus der Konvergenz von (2, 3) nach (4, 2) auch die Konvergenz

w0
NG | .
e
7.2

dr und daher auch von f@dr, daber auch von f@i:m, d. h.

von

von (4,1). Umgekehrt folgt aus der Konvergenz von (4, 1) nach dem oben Ge-

L]

zeigten die von f I:(;) dr, daher nach (4,3) auch die von (2, 3), womit der

Satz II vollstindig bewiesen ist.
Im Laufe des Beweises haben wir insbhesondere gezeigt: Aus der Konver-

© . ®

n=1 5

n

— mit 8T o folgt die von flg Tw()d2, wo Y(z) = Z% mit

n=14/n

genz von

Vﬁl ...Bn ist. Die Anwendung des soeben bewiesenen Resultates auf die

Folge der y,, die bereits monoton ist, zeigt, dass dann auch Z~ konvergiert.

n=1 7n

Wir haben damit den folgenden Konvergenzsatz von Carremax wiedergefunden:

* Vgl. hierzu etwa VALIRON, 1. ¢, p. 52.
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@®

e n
Aus der Konvergenz von Zan, a, >0, folgt die von ZV% ay ...a,.%%  Aller-

n=1 n=1

dings gilt unser Beweis zuerst nur, wenn die @, monoton abnehmend geordnet

n
sind, Offenbar ist aber ZVal @y ...an bei jeder anderen Anordnung gliedweise

kleiner und konvergiert daher a fortiori.

5. Aus unseren Bedingungen folgt, dass der W-Charakter der Folge m,
sich nicht dndert, wenn man jedes m, mit einer Zahl a,> o multipliziert, vor-
n

ausgesetzt, dass Va, zwischen zwei positiven festen endlichen Konstanten bleiben.
Daraus folgt ferner:
hiz)

z

Satz III. Ist h(z) etne on E regquldre Funktion, fiir die wn F zwischen

zwer positeven endlichen Konstanten blezbt, so ist dafiir, dass aus dem Bestehen der
Relationen

1/ < Cmalh(e)]*, n=o0,1,...

Siir eine in E regulire Funktion f(z) und eine geeignete Konstante C das identische

o

Verschwinden wvon f(z) folgt, notwendig wnd hinreichend, dass f lg T (1)@1 diver-

¢2
giert, unter T(r) das %EF % verstanden. Insbesondere bleibt der Satz I mulates
mutandis richtig, wenn E durch einen beliebigen durch den Nullpunkt hindurch-
gehenden Kreis ersetet wird.

Dieses Resultat gestattet es, unsere Sitze sofort auf sehr allgemeine Klassen
von Gebieten auszudehnen:

Bs sei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet in der u-Ebene, das den
unendlich fernen Punkt nicht im Innern enthilt, und P(u=a) sei ein einfacher
Randpunkt von G. Bs sei ferner m, (n=o0, 1, 2, ...) eine Folge positiver Zahlen.
Wir sagen dann, diese Folge sei eine W-Folge fiir das Gebiet ¢ und den Rand-
punkt P, wenn jede in G regulivre Funktion g(u), fir die in G fiir eine geeignete
Konstante C die Relationen erfiillt sind:

(5, 1) lg(w)| = Cmp|u—al, n=o0,1,2,...,

identisch verschwindet. (Fiir a= o ist in (5, 1) w—a durch —; zu ersetzen).

*® Vgl. Fussnote 10. Diese Beweismethode gestattet eine wesentliche Verallgemeinerung des
Carlemanschen Konvergenzsatzes.
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Ist nun G einfach zusammenhingend, ist der Rand R von ( in der Nihe
von P stiickweise stetig gekriimmt, besitzt er in P eine Tangente, und ist w(z)
eine Funktion, die F derart konform auf G abbildet, dass der Nullpunkt dabei
in P iibergefithrt wird, so geht dabei ¢g(u) in g(w(2))=/f(2) iber, und es gilt

w(z)—a

o< = Scg<o baw. 0<c¢ = |zo(Z)] = e < o,

unter ¢, ¢, geeignete Konstanten verstanden.®* Da nun die Bedingungen (5, 1)

far f(g) mit
If(z)l = Cm, | w (g)_.a In

gleichbedeutend sind, folgt aus dem Obigen, dass die notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir den W-Charakter der m, Folge die Divergenz von (2, 3)
ist — bzw. jede der damit nach dem Obigen Hquivalenten Bedingungen.

Um aber die Frage nach den W-Folgen unter allgemeineren Vorausset-
zungen iiber die Beschaffenheit des Randes von G in der Umgebung von P
— das W-Problem — angreifen zu konnen, werden wir die ganze Fragestellung
wesentlich verallgemeinern. Dieser Verallgemeinerung wird eine Betrachtung iiber
Wimansche und Fabersche Minoranten vorausgeschickt werden. Zuerst aber soll
der Carlemansche Satz iiber quasianalytische Funktionen hergeleitet werden.

§ 2. Der Carlemansche Satz iiber guasianalytische Funktionen.

6. Hilfssatz 2. FEs ser Plz) eine im Innern des Einheitskreises reguldre
Potentialfunktion, die dort durch das Poissonsche Integral mit absolut integrabler
Belegung (@) darstellbar ist:

27

I 1—?

P(Z):%fa(¢)K(1‘,3—¢)d¢, 2’:7"ei‘9, K(?,&—q)):}m__\w)

0

Dann gilt fiir |2| 1 1 gleichmdissig in 9

(6, 1) (1—|2) P(2)—o0, Pe)=0 (_I__) .

1—e|

-

* Dies ergibt sich leicht aus den Sitzen von O. D. KELLoGG, Trans. Am. Math. Soc., Bd. 13
(1912), pp. 109 ff. und ist im Falle analytischer Randkurven nach einem in wesentlich allgemeine-
ren Fillen giiltigen Verfahren daraus von W. F. 0s¢0ooD und E. H. TAYLOR, Trans. Am. Math.
Soc., Bd. 14 (1913), p. 282 gefolgert worden. Wir besprechen diese Sitze und ihre Verschirfungen
durch 8. WARSCHAWSKI im § 5 Fussnote 43.
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3
Beweis. Da das Integral f |a(p)|dg eine stetige Funktion von & ist, ist

es auch gleichmissig stetig in 9 und es folgt, dass zu jedem ¢>o0 ein d(¢) >0

existiert mit d(¢)—o0, sodass fiir alle 3
e—0

I+4(e)

lelp)|dp <&
9—4 (&)
gilt. Ferner ist

1—7r?

K(?‘, ‘9"_4)) == ~
(1—7r)2 + 402 singiz—(p

und daher fir o<<r <1

Hieraus folgt aber fiir z=1re'?, a(p) als periodisch mit der Periode 27 geeignet
fortgesetzt,

G+ (e) 2a+9—d(¢)

2 Ple) — f a(p). Klr, 9—g)dg + f olp) K(r, 9—g) dg
9~—d (&) . I+d{z)
I+3(e) ’ )2n:+.9;d‘(s) ,
<,<_I__ 2 . ) 7177'5 I'_'L :
1 PG| =- = | le(@)ldg + o | le@lde
I—d (&) I+ (&)

Daher ist
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I —
,702

und folglich, sobald "<Vs.0 (g) wird:

(I—-?‘)lP(Z’)IéE(i-I— %r),

woraus die Beha,uptung‘des Hilfssatzes folgt.

10

7. Hilfssatz 3. Ist fiir joosz'tz've my (n=0, 1, 2, ...}, unter T(r) SupL ver-

nz1 My
standen, das Integral
dr
7.1 [12r0%:
1
dvvergent, so folgt aus dem Bestehen der Relationen fiir ERZ.Z_é
(7,2) loe)| =0 2, n=o0,1,2,3,..., C=Const.,

Siir eine fir Re g; reguldire Funktion ®(z), dass ®(z) identisch verschwindet.
Wenn aber das Integral (7, 1) konvergiert, so gibt es stets eine nirgends verschwin-
dende, fﬁrv 9?32; reguldre Funktion @(z), fiir die fir Rz gé die Relationen

(7, 2) gelten und fiir die diberdies

lg|@(r)]
(7, 3) 0
mit r T o gilt.?

Beweis: Gibt es eine Funktion @(z)=o0, die fiir R(z) = - reguliir ist und

I
2
(7, 2) befriedigt, so setze man (D(é) = fle}; dann ist f{z) im Kreise E: |z—1|=1

bis auf z==o0 regulir, =0 und befriedigt die Relationen

/&) = O], |e—1|l<1,m=0,1,2,...,

* Der auf die Bedingung (7, 3) beziigliche Teil der Behauptung ist neu, ebenso wie der
daraus weiter unten hergeleitete Zusatz zum Satz V. Der Hilfssatz 3 bleibt natiirlich richtig,

L .
wenn durch eine beliebige positive Zahl ersetszt wird. Offenbar bleibt eine Abéinderung von end-

lich vielen mn auf die Konvergenz von (7, 1) ohne Einfluss.
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sodass nach dem Satz I das Integral (2, 3), d. h. (7, 1) konvergiert. Ist umge-
kehrt (7, 1), d. h. (2, 3) konvergent, so gibt es nach dem Satz I eine fiir |z —1]| =1
bis auf ¢=o0 regulire und nicht verschwindende Funktion f(z), die die Relatio-
nen (2, 1) in ¥ befriedigt, und fiir die dariiber hinaus

| _ o EtEe=2
(7, 4) |/l =, | lel/O1=— 14|

o
li—11=1

gilt. Setzt man f(-IZ‘) = @(z), so ist @(z) fiir Rz Zi regulir, #o und geniigt

offenbar den Bedingungen (7, 2). Ferner folgt aus (7, 4)
I L+ ]
b+l =5 [lelti+ 01w
181=1

da dies aber eine Darstellung des im Einheitskreise reguliren Potentials 1g [ /(1 +2)|
durch das Poissonsche Integral ist, folgt aus dem Hilfssatz 2 fiir |z| T 1

(1—]e) gl AL +4)] >0,
oder fiir reelle gegen o abnehmende r=1+2, d. h. fiir z=7—1 mit » | 0

rlg| /)| —o,

daher 7 lgl cp(%)

i I iads fiir 7 | o oder, wenn s durch ; ersetzt wird, (7, 3), w.z. b. w.

8. Satz IV. Damit es ¢m Intervall o =x < x eine stetige und belrebig oft
differenzierbare, nicht identisch verschwindende Funktion flx) gibt, mit

(8, 1) S o)=o0 (r=o0,1,2,...)
(8, 2) | fM(x)| = m,, m,>0, v=0,1,2,...,0=0< »®,

ist notwendig und hinreichend, dass, T(r) = SupL gesetet,

vz=1 My
@K

,3) JELCES

1

konvergiert.
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Da, wie im § 1 bewiesen wurde, die Bedingung der Konvergenz von (8, 3)
mit der Bedingung der Konvergenz von

® ©
Z ,r2’n d?"
o -z
lo 2050
n

=1

dquivalent ist, ist Satz IV mit dem Hauptsatz von CarLeMAN fitr ezn unendliches
Intervall dquivalent.

Aus unserem Beweis wird sich zugleich der folgende fiir unseren Beweis
des Satzes V wesentliche Zusatz ergeben:

Zusatz zum Satz IV. Wenn (8, 3) konvergiert, gibt es eine fiir o<x <<
stetige und beliebig oft differenzierbare Funktion, die (8, 1) und (8, 2) befriedigt und
tiberdies in keinem Intervall o=x=a fir a>o durchweg verschwindet.

Beweis: Es sei zuniichst das Integral (8, 3) divergent. Giibe es dann eine
fir o=z < = stetige und beliebig oft differenzierbare Funktion f(x), fiir die
(8,1) und (8,2), (8,2) sogar nur von einem v=vy, an, gelten, so bilde man das
Integral

-2

(8, 4) D) = f e~ flz)da,

das eine wegen f(z)==o0(x) fiir #¢>o0, daher auch fiir ?ﬁzgg regulire Funktion

darstellt. Durch wiederholte partielle Integration folgt aus (8, 4) wegen (8, 1)

0

I

o)=L f e (o) dr,

_Zn

und daher, wegen (8, 2), fiir Rz=

X
ild)(z)lg M fe‘adqczm” n=o0,1,...

Dann aber folgt aus der Divergenz von (8, 3), dass nach dem Hilfssatz 3

écD(z)Eo sein muss. Da nun aus (8,4) bekanntlich 3

8! Es ist dies eine der sogenannten Mellinschen Umkehrformeln.

27 — 28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 6 décembre 1929.
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L+ie
I v
= *@
Jw)= — | e*d()de
1
folgt, muss dann auch f{x)=o0 sein, womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist.

9. Es mége nun (8, 3) konvergieren. Dann gibt es nach dem Hilfssatz 3

eine fiir ERZZ;‘ regulire und nicht verschwindende Funktion ®@(z), fiir die

My I
= ) = =",
(9, 1) |o@)| = BE n=0,1,2,..., Re= ,
(,2) o0l o row
gilt. Man bilde nun das Integral
eyo
= [ f—p 2%
(9, 3) flx) Zm.fe g dz.
e

Sowohl (g, 3) als auch die rechten Seiten der daraus durch wiederholte Diffe-

renziation hervorgehenden Formeln:

L+iw
win— L =0, 1) P _
(9, 4) S (x) zm'fe e—) dz, n=o0,1,2,...
%—im
konvergieren wegen (9, 1) gleichmiissig in — 0 <x < %, sodass f™(x) fir

—w<gz< o stetig ist. Aus (9, 1) folgt nun, da auf der Integrationsstrecke

I
2 — =

2 .
— 2| <1 ist,
z

|f(”)(x)|§%f at =My,

27
=@y

d. h. (8,2). Ferner gilt fiir z <o, a>§ nach dem Cauchyschen Satz
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a+7iom %-H'oo
L i) (D(‘z)dz=ﬁl | D) m(z)dz.
271 2t 278 22
a—i® 1 ;0

2

Daraus folgt fiir a— o flr)=o0 (z<o0), daher auch f™(x)=o0 (x <o), und wegen
der Stetigkeit von f®(x) fiir x=o0 folgt f™(0o)=0 (r=0,1,...),d. h.(8,1). Um
aber zu beweisen, dass f(x) nicht identisch verschwindet, beweisen wir zugleich
allgemeiner, dass fiir f(z) der Zusatz zum Satz IV gilt, d. h. dass f(z) im Inter-

vall o=x=<a, a>o0 nicht durchweg verschwinden kann. In der Tat folgt aus
32
(9, 3) umgekehrt fiir Rz >213

wo das Integral rechts absolut konvergiert, und aus dem Verschwinden von f(x)

im Intervall o=x=a, a>o0 wirde folgen

(9, 5) (D(:) :fe;iz_%)xf(x)dx.

Dann gilt aber, wie wir zeigen wollen, fiir » 7 o

@®

(9, 6) e’”fe_(r—%)xf(x)dxﬁo.

a

Denn es gilt fiir ein beliebiges ¢ >0 und r > g :

< gor + earfe_'('—%)zf(x)dx g

ate

ear f 2 f)dr

a+e :
fe_(ré)xf(x)dx

ute bt -
= D [ e+ o DD D) )0 <

a+e

%2 Nach der zweiten der sogenannten Mellinschen Umkehrformeln.
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@®

ate . L
é’e%flf(xﬂdm—l—eg+5e_78fe_(x"a_“§)|f(w)|dx=

ate
ate )
= clflf(x) ldo + e,
a

so dass fir » T =
ow

o f D ) e

lim

= f /)| daz,

und daher, wegen der Willkiir von s,

lim e‘”] e_(r_%)xf(x)dxzo
ist, wie behauptet.
Daher folgt nach (9, 5) und (9, 6) fiir T

——-(D(:)—»o, ar + lg| @) —21gr — — o,

ea r
7

lim lf_gl l;D(V)I =-—a<o,
eutgegen (9, 2).

Damit ist der Satz IV nebst dem Zusatz vollstindig bewiesen.

10. Aus dem Satz IV nebst dem Zusatz folgt nun leicht der folgende
Hauptsatz von CARLEMAN:

Satz V. Damit es eine om Intervall o=x=a, a>o0 stetige und beliebig oft
differenzierbare nicht identisch verschwindende Funktion flx) gibt mat

(ro, 1) Jf"(o0)=o0, y=0,1,...,

(10, 2) | /(@) < my, my>o0, w»=0,1,...,

ist notwendig und hinreichend, dass, T(r) = SupL gesetzt,

vzl My
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(10,3 | [1er0)
1
konvergiert.
Dass es unter der Voraussetzung der Konvergenz des Integrals (10, 3) eine
Funktion f(x) mit obigen Eigenschaften gibt, ist bereits im Zusatz zum Satz IV
enthalten. Um aber aus der Existenz einer solchen Funktion f(x) auf die Kon-

. .. . . . at
vergenz von (10, 3) zu schliessen, fithren wir vermoge der Transformation x =117

die das Intervall {o,a) in das Intervall {o, ) transformiert, die Funktion f(x)

_at

in f (I n t) = @(t) iiber. Von der Funktion tp( ) werden wir beweisen, dass

4a+4
sie in (o, ) den Bedingungen (8, 1), (8, 2) des Satzes IV geniigt, woraus nach
Satz 1V die Konvergenz von (10, 3) folgt.

Wir haben nur die Giiltigkeit von (8, 2) fiir ¥ >0 nachzuweisen. Ist M,
das Maximum von |f®(%)| in <o, @), so folgt allgemein aus der Maclaurinschen

Entwicklung von f*)(x) mit dem Integralrestglied fir n > »:

@

i [ et mas,

0

A

n—v—

M, x

(n—y)!

(IO, 4) If(v) (xo)l

IA

“Man erhilt nun die »** Ableitung von f (%t—t) an einer Stelle #=f,, indem man
iy

in die formale Entwicklung von f an der Stelle x,=a . _: g
0

(10, 5) PO

fir x—x, die Entwicklung von x—x, nach Potenzen von {—t, einsetzt, das
Resultat nach Potenzen von ¢—t, umrechnet und dann den Koeffizienten von
(t—t,)» mit n! multipliziert. Dabei kommen nur die ersten %<1 Glieder von
(10,8) in Betracht. Das Aggregat dieser Glieder hat aber nach (10,4) die
Majorante
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n

(10, 6) A (Z ™ (x—xo)") _ Maa

(n—w)! 9! n!

r=0

Die Majorante der Entwicklung von I—% nach Potenzen von {—f, ist aber wegen

gleich

Setzen wir nun diese Majorante von in (1o, 6) ein, so ergibt sich

a
+1

a M, ar M, < [n+v—1 )
C == 3 () -0
»=0

und damit fiir g™ (f,) die Abschitzung

2n—1
n

o)1 =30 (*7 ) o < Hutrat <malaa 4

Daher folgt fiir w(f)=¢p (‘4ai—4)

(4a-+a)

== Mln,

Iw(”’(t)l = ma(4a-+ 4)"
w.z b. w.

Es sei noch hervorgehoben, dass die Bedingung der Konvergenz von
(10, 3) derart ist, dass wenn sie fiir eine m,-Folge erfiillt ist, dies auch fiir alle
Folgen &”m, fiir jedes >0 der Fall ist.

§ 3. Wimansche und Fabersche Minoranten.

11. Es sei y(z) eine im Intervall (x,, z,» monoton wachsende Funktion von
x mit y(z) =y, ylx,)=v9,. ylr) kann aber sowohl Konstanzintervalle als auch
Unstetigkeitspunkte haben. Wir bezeichnen eine im Intervalle (y,,y,) definierte
Funktion xz(y) als eine Umkehrfunktion von y(x), wenn die Relationen bestehen
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(11, 1) ylzm)+o)zn=yll—o),  »<n<wn,
(11, 2) oy +0) = 2(y) =, z(y,—0)=x(ys)=m;."

Hilfssatz 4. Es sed fly) eine im Intervall {y,,y,) stetige Funktion von y,
Serner sei y(x) eime im Intervall {x,,x,y monotone Funktion von x mit y(x,)=1y,,

24
y(xs) =vys.  Wir behaupten dann, dass sich das Integral [ Slylx)dz als das

1

Stieltjessche Integral f Fn)dx(n) schreiben lisst, wo x(n) eine beliebige Umkehrung
=
von y(x) ist:
Zg N=Ys
(11,3) [ rotenaa= [ riractn

£ N=Y

Beweis. Da z(y) monoton wiichst?®®, ist das Stieltjessche Integral auf der rech-
ten Seite von (11, 3) definiert. Fiir ein ganzes n>1 zerlege man das Intervall
(Y1, y5 in n dquidistante Intervalle mit den Endpunkten go==y, <7, <9y<< ‘- <1p==y,.
Dann folgt, z(n.)=§, gesetzt,

Sy

f dx—ff )daly =§(ff dx—ff(n)dx(n))-

y—1 Mp—1

Hier kann man sich rechts auf die » beschriinken, fiir die £,—; <&, ist, da sonst
aus &1 =ux(n—1)=x(n)=E&, folgt, dass beide Glieder der entsprechenden Klam-
mer verschwinden. Nun folgt aber fiir die tibrigen Differenzen

8 Auf den so eingefiihrten Begriff gehe ich ausfithrlich im § 10 ejn.
Tg
# Das Integral Sly(x)dx lisst sich auch als ein Riemannsches Integral aunffassen, in-
Ly
dessen kommen wir hier mit dem Lebesgueschen Integral aus.

® Denn wire filr y, <7, <5, <y, x(5,)>=x{5,), so wire auch fiir ein >0 x(y,)—e>x(y,)+e
und daber, wegen (11, 1) und der Monotonie von y(x),

1 Z y(@(y)—0) 2 yaly,)—e&) = y(xly) +£) = ylx(yy) +0) = 7,

entgegen der Amnahme. Und fiir y,, ¢, folgt dann die Mouotonie aus (1T, 2).
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| f Ty — f el

Sp—1 Ny—1

die Abschitzung

ff ozx~ff at) = (6. —~E—) (R7) — sl

y(§,—1+0)sy=y(§,—0) 1, =y=ny,

3 v—1 Ny—1

wo Mfly) einen Mittelwert zwischen den von f{y) in diesem Intervall angenom-
a=y=b

menen Werten bedeutet. Aus & =x(n.), §—1=x(p—1) und (11, 1), (11, 2) folgt
aber ‘

7 = y(a(p) —o) =y (& —0) Z y(§—1 + o) =y (x(n,—1) + 0) = 71,

so dass die in der obigen Klammer stehende Differenz der Mittelwerte nicht
grosser ist als die Schwankung von f(y) im Intervall {n,—1, ,). Wihlt man »

so gross, dass die Schwankungen von fly) in allen Intervallen von der Linge

UL_;‘?/J kleiner werden als ein ¢>o0, so folgt fiir die Differenz der beiden Seiten

lff dx—f; dz(y

N=1

von (11, 3):

é 8(%2—1'1),

woraus wegen der Willkiir von ¢ (11, 3) folgt, w. z. b. w.

12. KEs sei m(d) eine fir A=o0 definierte (auch des Wertes + oo fihige)

positive Funktion von A mit Infm({d)=d >0 und lim - Ig m{d)=co. Wir setzen

Az0 ﬁ—vwl
r lg m(2) )
dann fir 7>0 Tn(r)=Sup—7=. Beachtet man, dass wegen ————— o mit
iz0 m(d) A
2 ,
At - fir feste r und A7 oo gegen o konvergiert, so folgt, dass T'n(r) fir

m(4)
. A
jedes 2>>0 eine endliche Funktion von r ist. Da ”ﬁ mit wachsendem » mono-

ton wichst, muss 7' (r) gleichfalls eine monoton wachsende Funktion von r sein.
Endlich ergibt sich leicht, dass 7' (r) stetig ist. Denn widhlt man fir ein »=0
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”
{(r+ 1) T(E) ist fir A=4,, so folgt, dass fiir »> o,
he>1 80 gross, dass —- =

md) — 2

. rn A o
(LJF—E) Sup ~q——~)=(1 +§) T(r) ist, so-

o
>ro—r+e>r Tlr)—Sup
r+1>r=r+e&>r I'(r)=Sup r ) osizzm(d

ogzgzom(l)
dass T(r)— T(r)— o mit r, | ». Ebenso folgt, dass fiir r,=r—¢, r>2e>0

A

T(r)=Tlr—e)=Sup (r—(;))l = (77 8)% Sup 1 = ( I— f)AOT(T)

0=1=2, M (/1) 7

ist, so dass T'(r)— T(r)—o auch mit r, T» gilt. Fir r=o0 aber definieren wir
T (o) =lilm T(r), so dass T(r) auch fiir r=o0 stetig ist.
r{0

Zu unserem m(4) lassen sich andere dhnliche Funktionen definieren, denen
dasselbe T'(r) entspricht. Wir behaupten nun, dass es unier diesen Funktionen
eine »>kleinste> gebt. Sie wird im Folgenden als die Wimansche Minorante von
m(A) bezeichnet werden. Um unsere Behauptung zu beweisen, geben wir zugleich
ein Verfahren zur Bildung der Wimanschen Minorante m(A) von m(i) an: Man
konstruiere zunichst die Punktmenge M (y=Ilg m(i), z=A1), und es sei M* die
Punktmenge, die entsteht, wenn zu jedem Punkt (g m(4), 1) von I der von ihm
senkrecht nach oben gehende Halbstrahl (y = lgm(i),  =4) hinzugenommen
wird. 9* sei endlich die konvexe Hille von ¥, Fiir jedes A =0 setzen wir
lgm(4) gleich der Ordinate des Randpunktes von I%* mit der Abszisse A, und
fiir alle 1=o0, denen keine Randpunkte von I0* entsprechen, setzen wir m(4)
gleich «. Aus der Konstruktion folgt, dass lg m(1) eine konvexe Funktion von 4
ist, und zwar die grosste konvexe Funktion mit m(i) < m(4).

Will man nun lg Tw(r), d. h. die obere Grenze von Algr—Ilgm(l) bestim-
men, so lege man durch den Nullpunkt die Gerade y==xlgr. Dann ist lg T (7)
die obere Grenze der Differenzen zwischen den Ordinaten verschiedener Punkte
dieser Geraden und den entsprechenden Ordinaten des Randes der Menge Pi*.
Verschiebt man daher die Gerade nach unten um lg T,(4), so wird sie zur Stiitz-
geraden der Menge IM*. Legt man also die Stiitzgerade zur Menge M* mit dem
Richtungstangens lgr, so ist lg Th(r) sofort auf der y-Achse abzulesen. Daher
hingt Z.() nur von der Menge ¥ ab und bestimmt sie eindeutig, woraus
wegen m(i)<m(d) folgt, dass m(i) in der Tat das kleinste m(4) mit demselben
Tw(#), d. h. die Wimansche Minorante von m(4) ist. Endlich folgt aus der Kon-

struktion, dass wenn m(0) =limm(4) ist, m(0)=m(0) sein muss. Unser Konstruk-
2—0 :

28 — 28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 9 décembre 1929,



218 Alexander Ostrowski.

tionsverfahren ist offenbar eine Verallgemeinerung der bekannten Hadamardschen
Konstruktion in der Theorie der ganzen Funktionen® und ist mit dieser identisch,

wenn m(l) fir alle nicht ganzzahligen 1 gleich « ist.

13. Es ses nun die obige Funktion m(l) ihre eigene Wimansche Minorante
(es sei also 1g m(A) konvex) und fiir A=o0 sowie fiir wenigstens ein >0 endlich.
Dann besitzt m(d) ein Endlichkeitsintervall o <A<1’, zu dem eventuell auch i’
gehort, derart, dass ausserhalb dieses Intervalls, falls 2’ << oo ist, m(A)= o ist.
Aus der Konvexitit und Beschrinktheit von lg m(4) folgt nach Jensex, dass m(2)
im Innern des Endlichkeitsintervalls stetig ist.®” Ferner existiert bekanntlich®
die Derivierte von lg m(4) von rechts: D*lgm(d)= M(4) fiir alle 4, wiichst mono-
ton und ist insbesondere innerhalb des Endlichkeitsintervalles von m(d) endlich.
Dabei ist fiir A=A M(L) gleich + o zu setzen. Dann gilt M(A+o0)=M(4).%®
Endlich folgt fiir A=A>4,=0

(13, 1) lg mt) — g mli) =15 A — f M) i

1
A
das kleinste A, fur das M(A)=lgr ist. Dass es fiir jedes » ein solches kleinstes
% gibt, folgt aus M(i+0)=M(1). A(r) ist nach Definition der Nr. 11 eine Um-
kehrung der Funktion e¥® von A. Ist i’ — der rechte Endpunkt des Endlich-
keitsintervalls von m(i) — endlich, so ist A(r)=21" fiir alle » >eX@ =% Aus der
Definition von i(r) folgt

Aus < lgm(i)— oo folgt, dass M(A) T o« ist. Es sei nun fir jedes r=o0 Ai(r)

(13,2) MA@ =lgr, M@A(r)—o) =< lgsr.

A
Wir fragen nun, wann Tn(r)= Max ——
m(4)
* Vgl. z. B. VALIRONS obhen zitiertes Buch, pp. 28 ff. Fiir Dirichletsche Reihen vgl. Svar-
MURA, Math. Z., Bd. 29 (1928), p. 274 ff. .
37 Vgl. die klassische Abhandlung von J L. W. V. JENSEN, Acta Math., Bd. 30 (1905), pp.
175 ff.
% Nach einem bekannten Satz von DiINI (vgl. DE LA VALLEE-PoussiN, Cours d’'Analyse in-
finitésimale, 3. éd., 1. vol.,, pp. 98—99; -CARATHEODORY, Reelle Funktionen, p. §34), ist der Wert
m(d+ &) —m(d)
n &
Monotonie von M(A) folgt hieraus weiter M(A)= M +0).
® Es folgt dies z. B. nach einem Satz von LEBESGUE (vgl. DE LA VALLEE-Poussiy, 1. c.
p. 272) aus der Beschrinktheit von M(4).

ist, d. h. ob und fiir welche A

fiir &> o gleich einem Mittelwert der Ableitung von rechts, M(1); wegen der
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s

Tnlrr) = WZ‘(A) ist? Um ein solches 4 zu bestimmen, suche man die Zeichenwechsel
v

der rechten Derivierten von lg#m, d. h. die Zeichenwechsel von lgr— M(4).*°
Das kleinste A, fiur das diese Differenz nicht positiv ist, ist aber fiir » = o offen-

bar A(r). Daher wird wegen der Monotonie von M(Z) der »Maximalwert> Tn(r)

W)
von — - fiir A=A(r) bzw. fiir A=A"—o0 erreicht, und es gilt

m(d)
T pAr)
(13’ 3) m(7) - M(r»’
was auch fiir r <e¥©@ A(r)=o0, Tm(r):ﬁo) ein richtiges Resultat liefert. Ins-
1 _ ! a s pM(A—0) : :\”_
besondere folgt 7' (o) 171}1; T(r) e und fiir r>e Tudr) @ —o)

Aus dieser Uberlegung folgt aber noch mehr. A(r) ist eine monoton wach-
sende Funktion von r, braucht aber nicht stetig zu sein. Es sei nun fiir ein
r>0 AMr—o)<A{r+o0). Ein solcher Sprung entspricht einem Konstanzintervall
von M(A)=1gr, und dann ist offenbar A(»)=A4i(r—o0). Da dann fiir alle 1 zwi-

o+

schen A(r—o0) und A(r+o0) die rechte Ableitung von lg ) verschwindet, ist
A - :
7)@7—(7) tur alle diese A konstant und gleich T'n(r). Aufjeden Fall entspricht also jedem

4
A<d ein r=e"% g0 dass Max
i m(})
dies eine fur das folgende besonders wichtige Eigenschaft von Wimanschen
Minoranten, die in der Formel ¢*® = m(1) T(eX™) jhren Ausdruck findet.

Aus (13, 1) und (13, 3) folgt, da m(0) >~ o ist,

gerade filr jenes 1 erreicht wird. Es ist

2
(13, 4) lg Tulr) = () 1g r — f M()di—1gm(o).

0

4 Aus dem Beweis des Rolleschen Satzes folgt, dass wenn eine Funktion f(x) in einem
Punkt 2, ein relatives Extremum sowie rechte und linke Ableitungen hat, die Werte dieser Ab-
leitungen die Null zwischen sich einschliessen. Da fitr die konvexe Funktion u(2)=Q0g r)A—1lg m(i)
fir 4, > 2,

W) = i, () = () = 1 ()

ist, folgt, dass bereits ‘u'+ (A) =1gr — ML) tiir den Maximalwert einen Zeichenwechsel aufweist.
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il
Nach dem Hilfssatz 4 ist aber das Integral f M(2)d i als das Stieltjessche

0

Integral f lgodAlg) zu schreiben, da A=1(¢) eine Umkehrung der Funktion

0
o=¢¥" igt. Durch partielle Integration folgt hieraus, da m(0)# o ist,

r

(13, 5) @W@ﬂm=f%ha

o

— Ist aber m(0o)= o, so ist fiir ein geeignetes ¢>>o0 in (13, 4) und (13, 5) die
untere Grenze der Integrale durch ¢ und m(o) durch m(c) zu ersetzen.

Aus (13,5) folgt fiir « >0, y>o0 durch partielle Integration wie in Nr. 4
unter Benutzung des Hilfssatzes 4

(g 7() [ ) g T(y)
(13, 6) fjﬂwd":“f,.m/ad’” T
v ¥
wlg T{r) g Ly lg T(y) Ay)
(13,7) f 7,1+1/a d1'=a2 e « dl—i—a—yl-/;—-’razms
7 A(y)

wo die drei vorkommenden Integrale alle zugleich konvergieren und divergieren.
Dabei muss fir m(o)= o in (13,6) und (13, 7) als untere Grenze der Integrale
irgend eine Zahl y >0 mit m(y) < 0 benutzt werden. In jedem Falle ergibt sich,

o0

) - SSTRER ~ 1
dass die drei Integrale f 1iT(7)dr, f Mr)ds f e o™ aa gleichzeitig konver-

yl+lje pltija’

gieren und divergieren. Genau ebenso ergibt sich, dass fir ein £>o die drei

. 2z - A 27 w_Lﬂ M (2) _ a0
Integrale f lgTr)e * dr, f %@e ko dr, f ¢ F° “aa gleichzeitig

konvergieren und divergieren. — Man kann daher fiir jede Funktion m(4) mit

den in Nr. 12 angegebenen Eigenschaften notwendige und hinreichende Bedin-
Ig T'r)

7.1+1/a

o

dr bzw. jlg T(e * dr

gungen fiir die Konvergenz der Integrale f
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aufstellen, indem man die Wimansche Minorante von m(i) bildet und die zu-

gehorigen Integrale

. @ h @ ——£ . el . _‘er @© _HEDI(}‘)_ .
f ﬂ?l?ad"" fe al‘[(ﬁ)dl’ /Me oy, fe A M(2) A
r r

betrachtet. — Im Folgenden (§ 6, Nr. 26) werden wir uns mit der Frage nach

der Konvergenz des Integrals
27

(13, 8) . flg Tn(k(0) 0

Q

beschiiftigen, wo £(f) eine nicht negative fiir fast alle § in <o, 27) definierte
Funktion mit integrablem lgk(f) ist. Wir wollen nun zeigen, dass die Ab-
inderung der Funktion m(%) auf einem endlichen Intervall (o, 4, ohne Einfluss
auf die Konvergenz von (13,8) bleibt, sofern die untere Grenze d, der abge-
dnderten Funktion m,(1) positiv bleibt. Zuniichst sei bémerkt, dass durch eine
solche Abiinderung von m(A) auch m(1) nur in einem endlichen Intervall beein-
flusst wird. Denn betrachtet man einen Punkt (A% m(A*)), in dem eine Stiitz-
gerade an ¥ unterhalb des Punktes (¥, lgd,) verliuft, so fillt 7(4) von A* an
mit m,(A) zusammen. — ‘

Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, in dem die Endlichkeitsintervalle
45, Y, &) von m(A) bezw. my(2) unendlich sind, d. h. A=1*,= o0 gilt. Denn
sonst ist ja

r#
T m (7) = 3 " )

so dass (13,8) in beiden Fillen konvergiert. Wenn aber A’ =1, = ist, gilt

filr r—
].g‘ Tm@
lg ’
-k "
da fiir jedes k>0 Tu(r) = WZT d. h. lim %@g % ist. Daher gibt es po-

sitive A* und 7,(A*), so dass fir A=Ai* m(i) = m,(4) und fiir r > r (A%
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d. h. Tw(r)=Tw(r) fiir r>r, ist. Fir r=r, gibt es eine gemeinsame Schranke
von |Tn(r)| und |7Tm,(r)|. Dann sei M, die Teilmenge des Intervalles {o, 27),
auf der k(0)=<r, ist, M, die dazu in Bezug auf {0, 27y komplementire Menge.

Dann unterscheiden sich die Integranden von

27 27

(13,9} flg Ta{k(6))d8 und flg T (E(0)) O

nur auf der Menge M, voneinander, und auf dieser Menge sind beide beschrinkt.
Daher miissen beide Integrale gleichzeitig konvergieren und divergieren.

(g T()

plife

dr auch mit Hilfe

14. Man erhilt Konvergenzbedingungen fiir f

einer etwas einfacher zu bildenden Minorante, die wir als die Fabersche Minorante

von m(i) bezeichnen wollen. Man erhilt die Fabersche Minorante von m(3),

wenn man die grosste Funktion m*(A) bildet, fiir die fiur alle A=0 m(i)=m*()

g m*(A)
A

ist, und fiir die fiir A= 0 monoton wiichst. Offenbar gilt fiir m*(4) die

Yem*(1) = InfLlg m(u). Daher

Bildungsvorschrift: m*(0)=m(o) und fiir A>0
A uzilt

gilt 1—g—.ﬁ@—(-)'—)——mx: fiir 4— o0,

Y3

Man lege nun vom Ursprung aus einen von der positiven y-Achse verschie-
denen Stitzstrahl an 9i* (er kann auch mit der negativen y-Achse zusammen-
fallen). Ist sein Richtungstangens lgr, und die kleinste Abszisse eines »Be-
rithrungspunktes» 4,, so ist klar, dass fiir A=}, die Fabersche Minorante
m*() von m(l) mit m(d) iibereinstimmt. Und da aus m(l)=m(l) auch m*(1)=
=m*(4) folgt, ergibt sich fir A=4;: m(d)=m*(A)=m(d). Andererseits gilt aber
fiir r= 7, nach der Vorschrift der Nr. 12 offenbar:

2 A

7
Tonlr)=Tylr) = Sup 2oy =Sup 5

’3

so dass sich schliesslich 7, (r) = Sup %T:(T'L)’ r=r,, ergibt. Fiir s, folgt aber aus
izl

der Vorschrift der Nr. 12: Da die Stiitzgrade zu M* mit dem Richtungs-
tangens lg#, durch den Ursprung hindurchgeht, ist der auf der z-Achse abzu-
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lesende Wert von lg 7,(r) gleich o, fir kleinere » aber <o, sodass 7, das

kleinste » mit T(r)=1 ist. — Wir bemerken endlich, dass, m(0)<< o voraus-
gesetzt, Elgln—m von O an monoton wichst, so dass Z)_l(—)') ihre eigene Fabersche
7 m(o) m(0)

Minorante von o an ist. Hierin kommt zum Ausdruck, dass die Beziehung zwi-
schen m(4} und m*(A) nicht invariant gegeniiber der Multiplikation von m(4) mit
einer Konstanten ist, wihrend die Beziehung zwischen m(i) und m(d) in der
Tat in diesem Sinne invariant ist. —
: 2
Wir setzen nun allgemein fir A>o0 Vm*(1)= (1), so dass B(1) T « mit
AT oo gilt. Es sei ¢(r)=on(r) die untere Grenze der 4, fiir die 8(4) =r ist. Dann
ist offenbar o(r) eine Umbkehrung von B(g).
”

Da fiir r =7, Tul)=Sup ( 300)

2
) ist, gilt fir e>o
122

daher fir ¢—o
(14, 1) lg Tulr) =0 (%) » sobald lg Tn(r) = o ist.

Aus der Konvergenz des Integrals

0

lg Tmlr
(14, 2) j ,).1+l/(a)dr

folgt daher sofort nach (14, 1) und dem Hilfssatz 4 die Konvergenz der Integrale

¢ o) F
(14, 3) f 7.ffl/ad" und f ﬁ(g)gm'

Umgekehrt folgt aus der Konvergenz der Integrale (14, 3) nach den Uber-
V(r)

legungen in Nr. 4 die Konvergenz von f T+ dr, wo fiir ein ¢>o0

o
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r r ofr)

V(v')zfgf?j d7'+9(0)1gc=9(7')1g?‘-—/1g'?‘d@(7”)=9(7")1g'r—flgﬁ(e)d9
¢ ¢ ¢lc)
oder,
i
(14, 4) lgy(2)= %flg{f(l)dl
elo)
gesetzt,

V()= olr) (g r —1gy(e() =1g (;(—&7.)“))@(7)

ist. — Aus (14, 4) folgt, dass lg y(A)* konvex in A ist. Da ferner y(A)=
j’lgp(z)dz
= e¢ld) eine positive untere Grenze besitzt, und lg y(2)— o mit A— oo ist,
folgt, dass y(A)* ihre eigene Wimansche Minorante ist. Ferner ist M(A) =
= D*1lgy(A)} =1gB(A+0). Die in Nr. 13 betrachtete Umkehrung A(r) von ¥
ist hier offenbar ¢(r), so dass nach (13,3) lg Zywi(r)= V() ist. Nun folgt
fir A=c¢ aus (14, 4) lg y(A) < lg g(A), lg y(4)* = lg m(d), sodass lg T,ui(r) =
=1g Tn(r) ist und aus der Konvergenz von (14, 3) auch die von (14, 2) folgt.

L]

A4+1/e

Fiir die Konvergenz von f lg 70 )dl ist daher die Konvergenz von (14, 3) notwendig

und hinreichend.

§ 4. Der Hauptsatz iiber u-Funktionen..

15. BEs sei nun @ ein schlichtes Gebiet, dessen Rand den Nullpunkt ent-
hilt. f(z) sei in G reguldr, =20 und beschrinkt. TFir jedes A1=o0 setze man

(15, 1) w(t) = r(t) = Sup .

zin & |ZI

p(A) kann auch den Wert o annehmen. Wir wollen indessen voraussetzen, dass

u(d) < oo fiir wenigstens ein A>o0 ist. Ist A= /1142—12’
2
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Daher ist lgu{l) eine konvexe Funktion von 4, auf die also die in § 3 Nr. 13
angefithrten Sdtze von Jensen und Folgerungen aus ihnen anwendbar sind. Wir
fiihren noch an, dass aus den Jensenschen Sitzen die Existenz von lg u(l + o)
fir o<l<w und von limlgpu(d) folgt. Naturlich sind dabei als Grenzwerte
ilo
+ o und — o zugelassen.

Fiir unser lg (1) ist das Endlichkeitsintervall von 4=o0 und 4=1" begrenzt,
wo 4’ also die grosste Zahl ist, fir die u(4) fir o=A<1" endlich ist. Wir be-
haupten nun, dass

(15, 2) wlo) = Hlm p(d) und fir V<o u{d)z= pd’—o)
Al

ist. In der Tat folgt aus der Konvexitit von lgu(4d) fir o<A<1 und ganze
positive n

u(t) = wlo) i)™

7

n

) —2 1
w(r=2) s w)  ww -,
und hieraus ergibt sich fiir n— o

lﬁrz u(d) = plo), ul@—o)=p(d).

Andererseits folgt aber aus (15, 1) fiir ein beliebiges 2 in G
I/ (&) = @]z
und hieraus fiir 2 | o bzw. 1 74’ (wenn 2’ < o ist)

/6] = lim ), 17(6)] = lim ) |2,

d. h.

| £ ()] < lim p(2), /)] < lim u(3),
' ilo |z = 21w

no) = Sup|f(e)| = 111?% u(d),

29 — 28583, Acta mathematica. 53. Imprimé le 9 décembre 1929.
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und daher nach (15, 2) fiir 2} o bzw. 4 T4’

(15,3) ; u(A)—p(o) und fir V<o pd)—u@).
¥ndlich muss offenbar I—g#—)oo mit AT o gelten. Denn wire fir 4, T
lg Z(}W) = (< =, so wiirde daraus folgen

V@l =zlvetC= (2]

und fiir |z|<e ¢ wiirde hieraus fiir v— o |f(2)]=o0, fle)=o0 folgen. — Be-
zeichnen wir nun die obere Grenze von |z| auf dem Rande von G mit R= Rg,
so gilt offenbar fiir jedes A=o

(o) = Sup| f(2)] = lim | &)1,

wo 2, eine Folge von inneren Punkten von G ist, die gegen einen Randpunkt p

von G konvergiert. Daraus ergibt sich weiter fiir jedes 4>0

w(o) =lim u(A)| 2 |* = uW) | p | = u() R,

s D

woraus lgu(o) <lgu(d) + Alg R folgt und ferner

—

lg u(2) ~ g u(o)

S > —
p =lgp
dlgplo) _ , 1 dlgu@®) _ dlgplo)_ , 1
(15,4) N =lgR7 = dl_zle’

wo es sich natiirlich fir A=0 um die rechtseitige Ableitung handelt. (Es sei
daran erinnert, dass R auch + o sein kann.)

16. Das Gebiet G soll nunmehr als einfach zusammenhiingend vorausge-
setzt werden. Der Nullpunkt sei ein Randpunkt von hiochstens abzidhlbarer Mehr-
fachheit.®* Ist auch der unendlich ferne Punkt ein Randpunkt von &, so soll

tiber ihn dasselbe vorausgesetzt werden.

4 Vgl, fiir ein einfaches (im Wesentlichen von CARATHEODORY herrithrendes) Beispiel von
Randpunkten von iiberabzihlbarer Mehrfachheit z. B. E. S81uDpY, Vorlesungen iiber ausgewihlte
Gegenstinde d. Geometrie, 2. Heft, Konforme Abbildung einfach zusammenhingender Bereiche,

Leipzig, 1913, pp. 41—42.
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Es sei nun f{g) 70 in einem Punkte z,7# ® von G, und zwar sei |f(z))|=
=s>0. Es sei 2=w(u) eine Funktion, die E(lu—1]|< 1) konform auf das In-
nere von G abbildet, und zwar so, dass w=1 in ¢z, iibergeht. Dann geht f{z}) in
Slo(w) =g(u) iiber, und es gilt in E |g(u)| < u()| w(u)|*, daher auch

A

(16, 1) Ly} = ————>
(i)

wo T, die nach § 3 Nr. 12 der Funktion u(i} zugeordnete 7-Funktion ist.
Fir o<r<1 gilt nun nach (1, 1)

27

<_I_ g ptf
lglg()| =~ | lglg(i—re?)[ab.

0

Lassen wir hier r gegen 1 gehen, so folgt wegen der Beschriinktheit von |g|
nach einem bekannten Hilfssatz von Farou

27 27

in [lelgli—renlan = [iglgti—ealan
ril
0 0

wo unter dem Integralzeichen rechterseits die nach Farou fast iiberall existie-
renden Randwerte von g einzusetzen sind und das Integral als ein Lebesguesches
Integral aufzufassen ist. Daher folgt

2n
I .
(16, 2 telo)l = - [ eloti—e]as,
0

42 Dieser Hilfssatz lautet (P. FATOU, Acta Math., Bd. 30(1906), p. 375): Sind folz) »=1,2,...)
b

positiv und in (@, b) L — integrabel, und sind die Integrale f Jv(x)dx beschrinkt, so folgt aus
a

Sola) = f@)

b b
ff(x)dac = lim ffv(x)dx;

offenbar bleibt der Satz richtig fiir eine von einem sfefigen Parameter abhiingige Funktionenschar.

In unserm Falle gibt es wegen der Beschrinktheit von |g| eine Konstante C, so dass
C—1g| g(1—reid)| positiv ist, und das Integral iiber diese Funktion nach @ ist in v gleichmissig
beschrinkt, so dass der Fatousche Satz darauf anwendbar ist und das angegebene Ergebnis liefert.
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und hieraus wegen (16, 1)

(16, 3) L]'lg Tﬂ(;(u”)wwglgg.

Ju—1]=1

Wir sehen also insbesondere, dass fiir unsere zu f(z) gehorende y-Funktion
das Integral

27

57 ) 2

0

beschriinkt ist.

17. Wir behaupten nun:

Satz VI. (Hauptsatz) FEs set G ein einfach zusammenhingendes Gebiet,
dessen Rand den Nullpunkt enthdlt, und zwar als etnen Randpunkt von héchstens
abedhlbarer Mehyfachheit. Ist der wnendlich ferne Punkt esn Randpunkt von @,
so soll auch er als ein Randpunkt von hichstens abzihlbarer Mehfachheit voraus-
gesetet werden. Notwendig wnd hinrveichend, damit es zu einer positiven Funktion
pA) von A (0= A< ), die fiir wenigstens zwei - Werte endlich ist, eine in G regu-
ldre und beschrinkte Funktion f(z)==0 gibt, so dass fiir jedes A=o0

Su lf(Z)l . (l)

zin @ IZIZ o

gelt, ist, dass
1) lgu(d) eine konvexe Funktion von A ist mit dem Endlichkeitsintervall von
der Form o<A=<1', wobei fiir A < oo (L) sowohl endlich als auch unendlich sein
kann, in beiden Fallen aber u(o)= 111:]3. u(A) und u(d)=p@d’ —o) st
2) Vermattelt z=w(u) die konforme Abbildung von G auf E(Ju—1]<1), so
konvergiert das Integral
27

(17, 1) f’lg T, (Wl%eﬂ) do.

0

.. dl I
3) Fiir alle A=o0 %lflt(—) = lgﬁ

auf dem Rande von G bezeichnet wird.

ist, wenn mit R= R das Maximum von |z|
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Die Notwendigkeit dieser Bedingungen haben wir bereits oben unter der
Einschrinkung bewiesen, dass f(¢) im Punkte z,=w(1) nicht verschwindet. Wir
wollen jetzt zunidchst beweisen, dass sie hinreichend sind, wobei es geniigh, wenn

_2) fiir wenigstens ein w(u) erfiillt ist. Bei diesem Beweise werden wir von den
folgenden Tatsachen Gebrauch machen, deren Beweise (als Sitze A und B) in .
§8 8, 9 nachgetragen werden.

A) Bei der Abbildung von G auf E bildet sich die Menge aller erreichbaren
Randpunkte, die in einer Umgebung eines beliebigen Randpunktes von G liegen, auf
erne Menge der Punkte der Kreisperipherie ab, die positives Lebesquesches Mass besitzt.

B) Die Funktion g |w(1—e'%)| ist integrabel und es gilt die Formel

27
_ —e9) ¢ +u
(17,2) teloll =57 [Telati—e 0G0
0
bew.
. 2 ‘o
N e ol e L 1ol (1 —eio— R tE T g
07,2) elof] —~1g| !, 27tflol(l ¢t~ % G o,

0

Je nach dem ob z=c zu G nicht gehirt oder ein innerer Punkt von G ist. Im
letzteren Falle ist u, der Punkt von E, der auf z= o abgebildet werd.
Man bilde nun die Funktion

I 0t y—1
(1—e

I
(17,3) puy=——[1lg Tu(l j w1

und daraus €™ = g(u), so dass

ot0 4 y—1
(17,4) lg|g(u I——fflg I_el,,)|)9?()~ df

¢l—u+1

ist. Ziehen wir hiervon die mit 4 multiplizierte Gleichung (17, 2) bzw. (17, 2)
ab, so folgt

27

o] _ _ x [1o6—e (*_I,)] e0tu—1
(17,5) ]glw(u)ll— e lglo(t—e)] I, [w(1—e%)] R “+Id0
0

bzw.
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27
AR 1A . (_I;)] eltu—t
(17,5) lglw(ul,;‘ - flg[lw(l B)ITM lw(l_ei)l %eie_¢4+1d0
0

27
I I I él+u—1 ‘
_ - —_— - a . T 0 N
l(lg U—u, anlg,I—e”’——ul ERe’g—u—f-ld )
0
1 1 I
N folgt 4 =zt = d di hte Seit
un folgt aber aus 9 T”(7~)_7 W ) und (1, 4), dass die rechte Seite
von (17, 5) stets
2n o
= - | lgu@) R 5 —— a0 =lgul?)
0
ist. — Was aber den Ausdruck
' 2 »
I 1 1 el tu—1
6 gl—|—— | lo . R = 7}
(17,6) '{(lb U—u, 27rfl°|I—e“"—ull%e“’—uﬂwd )

0

in (17,5') anbetrifft, so stellt er eine in ¥ harmonische Funktion dar, deren
Randwerte auf der Peripherie von F verschwinden, und die in 4, wegen A>0
gleich + o ist. Daher ist dieser Ausdruck in E durchweg positiv. Daraus folgt,
(k=
ist. Damit ergibt sich fiir die Funktion f{z), die aus g(u) vermoge der kon-
~ formen Abbildung von E auf G' mit z=w{u) hervorgeht:

dass sowohl im Falle von (17, 3) als auch im Falle von (17, 5"} Sup

(17,7 wr ) = sup M < ),

zin & lzl
wo w*(A) die mnach Nr. 15 der Funktion f(z) zugeordnete p-Funktion ist. Um
aber zu beweisen, dass hier das Gleichheitszeichen gilt, gehen wir so vor: es sei

zuniichst 0o <<A<<1’. Wir setzen dann r,=e¢ Y@ wo M(i) die im § 3 Nr. 13
definierte, hier fiir u(A) zu bildende Funktion D*lgu(d) bezeichnet, so dass

Ty (%) = ;LI(‘)J ist. Aus der Stetigkeit von T folgt, dass es zu jedem & >0 ein
1
I

d >0 gibt, so dass, solange r,—d=7»=r;+d und o< < R ist, L =g TM(;)

uld)—e —
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gilt. Nun folgt aus der Bedingung 3), dass M(i) = lg% ist. Daher ergibt sich,

dass o<r; =R ist, so dass es einen Randpunkt P von G gibt, dessen Distanz
vom Nullpunkt gleich », ist. Die Menge der in der d-Umgebung von P liegen-
den erreichbaren Randpunkte von (' sei mit M, bezeichnet, die Menge der ihnen
entsprechenden Punkte der Kreisperipherie in der w-Ebene mit M,. Das Mass
von M, ist nach dem Satze A) >o0. In jedem Punkt von M, existiert der radi-
ale Randwert von |g(x)| und liegt zwischen r,—d und 7, +d. Folglich gilt in
jedem Punkte (1—e%) von M,

AL I I
Iw(I—e )l T”(|w(l-—ew°)|) H(A)“‘S

te[loti—en 7. (op ) | = — 1w -,

k)

iA

und daher ist nach dem Fatouschen Satz iiber die Randwerte des Poissonschen

Integrals auf einem massgleichen Kern M, von M,

2

. iy (1T N|eeltu—1 _
0

wenn # aus dem Innern von E radial gegen einen Punkt 1—é% von M, kon-
vergiert. Da andererseits (17,6) bei radialer Anniherung gegen einen Punkt
der Peripherie von F gegen o konvergiert, folgt nach (17,5) und (17, 5'):
u

§ mg |l(z ((u; ||"t = u(2)
ergibt, und der Fall o <A<’ ist damit erledigt.

Aus der obigen Betrachtung ergibt sich noch eine Folgerung, die wir in
einem spiteren Paragraphen brauchen werden und daher bereits hier ausfithrlich
formulieren wollen:

—e, woraus sich wegen der Willkiir von ¢ die Behauptung

Es sei 1—¢'% ein Punkt von M,, P der entsprechende erreichbare Randpunkt
von (¢, B der einfache Kurvenbogen, auf den sich der in 1—¢'% miindende Radius
abbildet, und der bis auf seinen Endpunkt P ganz in G verlduft. Konvergiert
Sf2)
[=}*

Wir erhalten die folgende Eigenschaft der von uns konstruierten Funk-
tion f(2):

dann 2z lings B gegen P, so existiert der Grenzwert lim und ist = p(d)—e.
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I° Zu jedem A mit o <A< und jedem e¢>0 mit ¢<u(A) gehért ein erreich-
barer Randpunkt P(A, &) von G und ein in P miindender, sonst ganz in G verlaw-
Sender einfacher Bogen B, so dass, wenn z ldngs B gegen P konvergiert, der Grenz-

/)]

l2*

wert von existiert und = p(A)—e ust.

18. Fiir A=o0 baw. A=1" (fiir A’ < )} folgt offenbar die Behauptung sofort
nach dem eben Bewiesenen aus der Stetigkeit von u(1) und u*(4) in A=o0 (von
rechts) und A=A1" (von links). Fiir u(l) ist ja die Stetigkeit in o und A’ vor-
ausgesetzt, fiir u*(4) in Nr. 15 bewiesen worden. '

Es sei jetzt ' < oo und 4>1". Ist u()= o0, so folgt aus u(d)=pu*¥)= oo,
da die Endlichkeitsintervalle von u(l) und p*(i) zusammenhiingend sind, dass
auch fir A>1" p(d)=p*A)=oc0 ist.

Es sei jetzt A’ <o und u(d)=p*(A)<c, und es sei [w|<1. Es gilt

— 1, .
T (r;ﬂ) - l:j(ll) » wo A, dem Intervall {o, A’) angehort. Daraus folgt fiir ein
1

beliebiges 4 > 4’

PRI B AT
mp.:p(i):‘“" s L2

wo u({dy) = Min u(4) ist. Daher gilt
ol 1 , I
(18, 1) ~1g (1o 7 (5)) 2 0=l + dewtt)

Die errcichbaren Punkte der eUmgebung von z=o0 bilden sich auf eine
Menge positiven Masses der Peripheriepunkte von E ab, so dass auf dieser

Menge bei radialer Anniherung lim I—“I)l = lgi ist. Und da (17, 6) dabei gegen

w (u)"

sonsche Integral, wegen (17,5) bzw. (17,5') auf einer Menge positiven Masses

0 konvergiert, hat lgl wiederum nach dem Fatouschen Satz tiber das Pois-

)

Randwerte = (A—21) 1gI + 1gu(4,). Daher kann ‘Tg’]((% wegen der Willkiir von
e in E nicht beschrinkt sein, sodass Sup I%(gal)?: © und p*(A) =o fir A>4

ist, woraus wieder u{i)=p*(1) folgt, und unsere Behauptung bewiesen ist.
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, Wir bemerken endlich, dass im Falle eines endlichen Endlichkeitsinter-
valles, d.h. fiir A’ <oo, die obige Bedingung 2) fiir u(i) von selbst erfiillt ist,

I
e le®)
1 1

+ 1gm, wo !t(lo)zM;n n(2)

sobald p(4) der Bedingung 1) geniigt. Denn dann gilt 7, (I—;’|)

ﬁrdnlélffmmwfd@lgﬂ%~L)§lgl

lo] [e]
o

ist. Wegen der Konvergenz von f lg| w(1—e¢'%) | d# [nach B)] konvergiert daher

0
27

auch f lg T, (l—aT(I-I——elgﬂ) d6, wie behauptet.
0
Es sei noch folgendes bemerkt, um die Bedeutung der Bedingung 3) des

Cdlgp(o)_ T d 1g u(o) 1 N
Hauptsatzes: 2 = lg Ra zu beleuchten. Ist i <lg Be und sind die

iibrigen Bedingungen des Hauptsatzes erfiillt, so kann man die obige Konstruk-
tion der Funktion f(z) durchfithren und gelangt auf demselben Wege zur Un-
gleichung (17,6). Das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung braucht aber
dann nicht mehr zu gelten, und aus unseren weiteren Betrachtungen folgt nur,

I/ _ dlg u(h)

dass Sup TZ z = u(A) wird, sobald legL wird. Und dass dies fiir

da R

kleinere 4 sicherlich nicht mehr gilt, folgt eben aus der Tatsache der Notwendig-
keit unserer Bedingungen. Wegen M(1) T « ist aber offenbar auch eine solche
Funktion u(A) von einem A an eine u-Funktion.

Aus der Betrachtung dieser Nummer folgt analog wie am Schlusse von
Nr. 17 fiir unsere Funktion f{z):

1. Zu jedem 1> und jedem M>o gehort ein Randpunkt P von G und
ein in G miindender, sonst ganz in G verlaufender einfacher Kurvenbogen B, so dass,
wenn z gegen P lings B geht,

lm I—Jlf—i%l =M
ist.

Endlich heben wir noch die folgende Eigenschaft der von uns konstruierten
Funktion f(z) hervor:

TIII°. fl2) hat in G keine Nullstellen. Hieraus folgt aber nun, dass die

Bedingung 2) fiir alle w() notwendig ist. Denn gibt es in G ein f{¢), zu dem
30 — 28583. Acta mathematica. 63. Imprimé le 9 décembre 1929,
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#() als die p-Funktion gehort, so ist die Bedingung 2) sicher fiir ein w(u} er-
fillt. Dann gibt es aber eine Funktion f*(z), die in G nicht verschwindet und
©(2) zur p-Funktion hat, so dass nunmehr die Bedingung 2) fiir alle (u) gilt.
Damit ist der Satz VI in allen Stiicken bewiesen.

§ 5. Diskussion und Erweiterung der geometrischen Bedingungen des
Hauptsatzes.

19. Der geometrische Charakter der Berandung geht in unsere Bedin-
gungen des Hauptsatzes bis auf die Grisse B nur in der Form der Konvergenz-
bedingung fiir-das Integral (17, 1) ein. In sehr allgemeinen Fillen lisst sich die
hier in Frage kommende Charakteristik des Randes durch eine einzige Konstante
ausdriicken. — Wir nehmen in den Nrr. 19—21 an, dass der Nullpunkt ein ein-
“facher Randpunkt von G und G einfach zusammenhiingend ist.

Es sei der Rand von G in der Nihe des Nullpunktes so beschaffen, dass
er dort, wie wir sagen werden, eine konforme FEcke mit der Wenkeldffnung mwa
(¢>'0) bildet. Darunter verstehen wir folgendes: Ist z=w(u) eine Funktion,
die das Innere von F so auf das Gebiet G konform abbildet, dass u=o0 in 2=0
o] 1

lul bW
u==0 zwischen zwei festen positiven Schranken. Dies ist z. B. immer der Fall,
wenn der Rand in der N#he des Nullpunktes von zwei stiickweise stetig ge-

krimmten Kurvenisten gebildet wird, die im Nullpunkt den Winkel =me mit-

in E in einer Umgebung von

ibergeht, ‘so bleibt der Quotient

einander bilden, wie aus den Untersuchungen von O. D. Krrnroc sowie W. F.
Oscoop und E. H. Tayror® hervorgeht.** Wir haben also dann fiir 1>d>0

die Konvergenz des Integrals

* KELLOGG charakterisiert das Verhalten eines Kurvenastes z=12z(s) in der Umgeburfg eines
Punktes P(s=s,;) vor allem durch die Bedingung A‘: |2'(s)— 2 (s)] < Nls—s,]¢, o<a =1, also
durch die Lipschitzsche Bedingung von der Ordnung o« fiir die Ableitung von z(s). s bedeutet
dabei die Bogenlinge. Bilden nun zwei solche Aste im Punkte P miteinander den Winkel 7, so
beweist KELLOGG, dass, wenn die beiden Aste zur Berandung eines einfach zusammenhingenden
Gebietes erginzt werden, die Normalableitung der Greenschen Funktion in der Umgebung des
Punktes P zwischen zwei positiven Sehranken liegt. Hieraus folgern 0OsGoop und TAYLOR, dass
die Abbildungsfunktion der obigen Bedingung fiir die konforme Ecke mit der Offnung 7 geniigt,
allerdings explicite unter der Annahme, dass die beiden Aste analytisch sind, doch gilt ihre Be-
‘grindung fast ohne jede Anderung auch bereits unter der Kelloggschen Bedingung 4°*>. Ebenso
ist es leicht, mit Hilfe der Transformation z=2'¢ zu zeigen, dass die Bedingung 4"’ auch dann
fir die konforme Ecke (mit der Offnung me) ausreicht, wenn die beiden der Bedingung A ge-
niigenden Aste den Winkel 7o miteinander bilden. — Das Resultat von der konformen Ecke gilt
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3
3 , J ’ 3 ’
(19,1 fl T 1“;‘;{2) d6=f1g‘ T, Lg)a d@:zflg T, (!?}:;(T)la) a0
2 ) sin - s
: 2 -

.2

N,

zu untersuchen, wo 0<<e¢; = hy(0) < ¢;< o0 fiir |0] = - < 1 ist. Setzen wir hier

. 1 . .
sin 0 = S 80 nimmt (19, 1) die Form an:

T‘u )————@_‘:—;’d>l,

2flgT rr"‘ +2f10'
d l/“ 1‘2V1 — ;2

wo hg, h, zwischen zwei positiven Konstanten ¢,, ¢,, ¢;<<e¢, enthalten sind. Un-

sere Integrale konvergieren zugleich mit. f lg T,Acu“")% und divergieren zugleich

1
o

mit f lg T (cy r"‘)%; Daher folgt als notwendig und hinreichend fiir die Kon-

1
@

vergenz von (17, 1) die Konvergenz von f lg Tﬂ(r)jl " wofiir wir in § 3, Nrr.
. 1

| 1
1 r

13, 14 weiteré Formen der notwendigen und hinreichenden Bedingungen aufge-
stellt haben.

20. Hs habe zweitens der Rand von G im Nullpunkt eine Spitze, die von
.zwei sich im Nullpunkt beriihrenden Kreishogen mit den Kriimmungen x,, x,,
x> ug, #,—uy,=u gebildet ist. Dabei sollen die Krimmungen x,, x, mit ver-

schiedenen oder gleichen Vorzeichen genommen werden, je nachdem, ob die

allerdings, wie in einer demniichst erscheinenden Basler Dissertation von Hrn. 8. WARSCHAWSKI
unter Anderem bewiesen wird, unter viel aligemeineren Bedingungen. Es gentgt, wenn Z'(s) lings

. . ; . . ) |/ (s)—2'(s,)]
jedes der beiden Kurveniste existiert und der Bedingung geniigh, dass T ds konver-

giert, so dass 2'(s) insbesondere nur im Punkte P selbst stetig zu sein braucht. (Fiir die entspre-
chende Verallgemeinerung des Kelloggschen Satzes tber die Normalableitung der Greenschen Fuank-
tion — wenn die beiden Aste in P den Winkel n miteinander bilden, — muss das Erfiilltsein
der obigen Bedingung gleichmissig in allen Punkten der beiden Aste verlangt werden.)
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betreffenden Kurvenbdgen auf gleicher Seite oder-auf verschiedenen Seiten der

gemeinsamen Tangente liegen.
27

Dann hat 2= w(u) die Gestalt »—73{“-»—, wo |e|=1 und |g
lg + ()

Daher folgt

(W)= Cin

E in einer Umgebung von u=o0 ist.

¥ w(ﬂ)l

. 0
sin -
2

-

1
lo(t—e)|

’

27

X

wo |Y(@)| < C, ist. Daher gilt in jener Umgebung von w=0
v
|w(1—e)|

< G,

LRV
27 S0

Da T(r) in » monoton wichst, folgt, dass das Integral (17, 1) gleichzeitig mit

€

f lg T ( lgl 0' )dt? konvergiert und gleichzeitig mit

—¢
+ e

x 1
flgTM (;lgm —02) ao

—¢&

Die Bedingung fiir die Konvergenz eines Integrals von der Form

+e
x I I
flgTM(;vlgm‘f‘c)de, O<8<£a

—¢&

divergiert.

erhilt man aber am einfachsten, wenn man ;Ttlgrzl + ¢=r setzt und r als

neue Integrationsvariable einfiihrt. Dann folgt

27 (r—c¢) 2ze 27
*®

=3~10|=2—7—re_ =1l w ,
% % %

do

_L_
2|0 ar

so dass das obige Integral bis auf einen von o verschiedenen Faktor gleich
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o

_2ar
(20, 1) flg Ture * dr

wird. Und da das letzte Integral die Konstante ¢ nicht enthéil"c, sehen wir, dass
fir die Konvergenz von (17, 1) in unserem Falle die von (20, 1) notwendig und
“hinreichend ist. Die Konvergenz dieses Integrals ist also dquivalent mit der
Bedingung 2) fiir die p-Funktion im Falle einer von Kreisbogen im Nullpunkt
gebildeten Spitze. Fiir die Bedingung der Konvergenz von (20, 1) haben wir im
§ 3, Nrr. 13, 14 weitere mit ihr dquivalente Bedingungen aufgestellt.

21. Fiir die bisher betrachteten Fille ergibt sich aus den Betrachtungen
von § 3 Nr. 13 als #quivalent' mit der Bedingung 2) des Hauptsatzes die Be-

a0 o

X —Inw 27 M) — 1 (2)
dingung der Konvergenz der Integrale e © di bzw. | e * dh.

Da die Integranden beider Integrale fir M (A) > o in M (1) monoton sind,
bleiben sie konvergent, bzw. divergent, wenn M(A) in jedem Intervall zwischen
zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen n...n-+1 durch eine Konstante
ersetzt wird, die zwischen M(n) und M(n+1) liegt. Man betrachte nun eine
neue Funktion m(i), die fiir ganze A gleich wu{1), fiir alle anderen A gleich
o ist. Wie aus der.in § 3, Nrr. 12, 13 angegebenen Hadamardschen Konstruk-
tion hervorgeht, ist das zu m(4) gehorende M(L) gleich einem Mittelwert von
M(4) im Intervall (n,n+ 1), sodass es geniigt die Integrale

o

(21,2) [ ar

1+
r [+1

bzw.

w
27

(21, 3) fe_7rlg To(r)dir

zu betrachten. Wir erhalten daher im Falle einer konformen Ecke ma aus den
Umformungen des § 1 Nr. 13 die mit der Bedingung 2) des Hauptsatzes fiir eine
p-Funktion dquivalente Bedingung der Konvergenz von

-]

(21, 4) flgi(i(%))kiq:_;

n=1
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fiir irgend ein k>o0. Aber auch im Falle der Spitzenbedingung ldsst sich die
Bedingung 2) analog auf die Konvergenz von

n=1

zuriickfithren. Hs folgt dies analog wie im § 3 Nr. 3, wenn man die fiir jede
‘ganze transzendente Funktion F(z) von einem 7 an geltenden Ungleichungen
beriicksichtigt: '

(21,6) T(r) = M) = 3T0)1g T(zer),

wo T'(r) den absoluten Betrag des absolut grissten Gliedes der Nullpunktsent-
wicklung von F(2) fir |z|=7r und IM(r) das IMaxlF(z)l bedeuten.** Man hat
. 2l=r

dann nur zu beachten, dass aus der Konvergenz von (21, 3), ihnlich wie in Nr. 4,

27
lg Tn()=ole* ), lglg Tnlr) = O(), lglg Tm(zer) = O(r) und daher die Konver-
genz des Integrals

a

27
——r

flglg Tn(zer)e * dr

folgt.

22. Vom Gebiet G" wurde bis jetzt angenommen, dass es einfach zusammen-
hingend ist. Es sel nun G ein mehrfach zusammenhingendes Gebiet, dessen
Rand den Nullpunkt enthilt, und es sei die Randkomponente C, die durch den
Nullpunkt hindurchgeht, nicht punktformig. Dasjenige unter den von C allein
begrenzten einfach zusammenhiingenden Gebieten, das G enthiilt, sei mit G* be-
zeichnet. G* entsteht also, wenn G iber die iibrigen Randkomponenten hinweg
zu einem einfach zusammenhingenden Gebiete erginzt wird. Es sei ferner der
Nullpunkt ein Randpunkt von G* von hochstens abziihlbarer Mehrfachheit, und
ebenso der unendlich ferne Punkt, wenn er auf C liegt. Wir beweisen nun,
dass dann jede u-Funktion von G* auch eine solche von G ist. Denn es sei u(A)
eine p-Funktion von G¥ flz) sei die zu ihr nach dem Verfahren von Nr. 17
konstrunierte Funktion, deren p-Funktion sie ist. Wir behaupten nun, dass die

4 Diese Relation folgt sofort aus den Relationen (a) und (¢) der Fussnote 24 (§ 1, Nr. 3),
wenn man » so gross annimmt, dass N{»)> 1 wird, also z. B,, wegen (b), sobald Ig T(+)>r wird.
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p-Funktion p*(1) von f{z) im Gebiete G mit (i) identisch ist. Dass p*(1) < u(3)
ist, ist klar. Ist nun 0<A <1’ so folgt nach dem am Schlusse von Nr. 17 her-
vorgehobenen Resultat die Existenz eines Bogens B in G¥#, der in einem Rand-

punkt P von G* miindet und lings dessen lim I{ |A| = u(d)— 9 fiir jedes d > o ist.

Da kein Stitck von B zu C gehort, gibt es auf B eine gegen P konvergierende
Punktfolge P, P,, Py, ..., P,, ... die 2n G liegt. Da auf dieser Punktfolge

lim |{ |l| = p(A)—d ist, ist 4 fortiori u*(A)= u(A)—4d fiir jedes d, d. h. u*(A) = u(d).

Wegen p*(A)=u(l) folgt hieraus endlich fiir o <A< 2 und daber, wegen der
Stetigkeit von wu(4) und u*(4), auch fir o=A=1 p(A)=p*@1). Fir A>1" folgt
aber ebenso aus dem am Schluss der Nummer 18 Bemerkten p*(d)=M fiir
jedes M und daher u*(1)= o0 =u(4), womit unsere Behauptung vollstindig be-
wiesen ist.

Wir werden nun unter gewissen Annahmen iiber das Gebiet G beweisen,
dass umgekehrt jede u-Funktion von @ auch eine solche von G* ist. Hierzu
machen wir die weitere Voraussetzung, dass die Randkomponente C von den iibre-
gen Randkomponenten wvon G dsoleert verlauft, d. h., dass kein Punkt von C eine
Hiufungsstelle von nicht auf C liegenden Randpunkten von G ist. Dies ist z. B.
fir ein Gebiet von endlichem Zusammenhang stets erfiillt. — Aus dieser An-
nahme konnen wir indessen nur folgern, dass eine u-Funktion u(i) von G auch
eine solche von G* fiir himreichend grosse A ist, d. h. dass es eine u-Funktion
p*(d) von G* gibt, die fiir hinreichend grosse 4 mit u(4) iibereinstimmt. Um
die Ubereinstimmung fiir alle 4 beweisen zu konnen, miissen wir noch eine wei-
tere Annahme machen, dass némlich die in § 4 eingefiihrte Konstante R=Re¢
(die maximale Distanz des Randes vom Nullpunkt) fir G und G* dieselbe ist.
Es gilt nun offenbar immer Rg¢= Rs+. Das Gleichheitszeichen gilt, wenn der
unendlich ferne Punkt ausserhalb oder auf dem Rande von G* liegt, braucht
aber sonst nicht zu gelten. — Uber den Nullpunkt wird dabei immer angenom-
men, dass er von hochstens abzihlbarer Mehrfachheit ist, und ebenso iitber den
unendlich fernen Punkt, wenn er auf C liegt.

Aus unserem Beweis ‘wird sich iibrigens ergeben, dass die Voraussetzung,
C liege isoliert von den iibrigen Randkomponenten, sich durch weniger ersetzen
lisst. Bildet man nimlich G* konform auf FE ab, so moégen o, o5, ..., tn
endlich viele abgeschlossene Bogen auf der Peripherie von E sein, die alle Bilder

des Nullpunkts der (-Ebene im Innern enthalten. R, ..., R, seien die zu-

)
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gehorigen Randsticke (Kontinua von Randelementen) auf €. Statt nun an-
zunehmen, dass die ganze Randkomponente C von den iibrigen Randkomponenten
von G isoliert verliuft, geniigt es anzunehmen, dass R, ..., By von den dibrigen
Randkomponenten von G isoliert liegen. — Bei der Abbildung von G* auf E geht
G in ein Gebiet 3 iiber, dessen eine Randkomponente die Peripherie von FE ist.
Das Gebiet = werde nun durch Querschnitte, die keinen Punkt mit den Kreis-
bégen «a,, ..., ¢y gemeinsam haben, in ein einfach zusammenhiingendes Gebiet
3’ verwandelt, dem ein einfach zusammenhiingendes Teilgebiet G} von G ent-
spricht, das R,, ..., B als »>freie» Randstiicke hat. Es gilt dann inshesondere
Rg=Re*. FEs sei nun u(A) eine u-Funktion in G zu einer in & reguliren Funk-
tion fle), p*(A) die zu f{2) in G gehbrende y-Funktion. Dann gilt offenbar
p(M)=p*(1). Bildet man das auf das einfach zusammenhingende Gebiet G} und
auf u*(1) beziigliche Integral (17, 1):

27

) I
[ e () 0

0

wo w, E auf G} abbildet, so konvergiert dieses Integral und daher a fortiori
das auf die Funktion u{i)= pu*(1) beziigliche Integral

27

(22, 1) flg T (l—wlﬁﬂ) ae.

0

Da nun u(d) nach Nr. 15 die Bedingungen 1) und 3) fiir eine u-Funktion des
Gebiets G erfillt, und die Konvergenz von (22, 1) die dafiir notwendige Be-
dingung 2) ist, folgt, dass u(d) auch eine p-Funktion des Gebietes G7 ist. Wir
haben also mur zu untersuchen, wann eine p-Funktion von G7 auch eine solche
von G* ist. Nun sind die notwendigen Bedingungen 1) und 3) des Hauptsatzes
fir p-Funktionen der Gebiete G* und G} dieselben, wegen Rgx= Rg= Rs%. Es
handelt sich also nur darum, zu beweisen, dass die entsprechenden Integrale
(17,1) fiir beide Gebiete zugleich konvergieren und divergieren. Wir erbringen
diesen Beweis in der nichsten Nummer zugleich unter allgemeineren Voraus-

setzungen.

23. Wir beweisen allgemein, dass fiir die Bedingung 2) des Hauptsatzes
nur die Gestalt des Randes in der »Umgebung> des Nullpunktes wesentlich st.
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Ist z. B. G von einer Jordankurve C begrenzt, und ist &, ein anderes gleichfalls
von einer Jordankurve C; begrenztes Gebiet, dessen Rand in der Nihe des Null-
punktes mit einem Stiick C* von C ibereinstimmt, und stossen beide Gebiete
von derselben Seite an C* an, so sind die Konvergenzbedingungen 2) des Haupt-
satzes fiir beide Giebiete dquivalent. Allgemeiner bewelsen wir zunichst folgendes:
Es seien G, G’ zwei einfach zusammenhiingende Gebiete in der z-Ebene, die den
Nullpunkt als einen Randpunkt besitzen. Man bilde G konform auf E(lu—1]< 1)

ab, und-es mogen «, ..., an » abgeschlossene Kreisbogen der Peripherie von K
sein, die alle Bilder des Nullpunktes der z-Ebene samt ihren Hidufungsstellen
ganz im Innern enthalten. Diesen Bégen mogen die Randstiicke R, ..., R, auf

dem Rande von (7 entsprechen. Wir verbinden nun die Endpunkte jedes Kreis-
bogens «, durch einen in F hinreichend nahe an «, verlaufenden Querschnitt g,,
der mit «, zusammen ein Teilgebiet g, von £ abgrenzt. Das Bild von g, in &
sei ein Teilgebiet &, von G, dessen Berandung aus R, und einem Querschnitt
8, des Gebietes ¢ — dem Bild von o, — begrenzt wird. Wir verlangen nun
dass jedes s, zugleich ein Querschnitt des Gebietes G’ ist und dass eines der
Gebiete, in die G’ durch s, zerlegt wird, G, ist, sodass R, auch ein Teil der
Berandung von G’ ist und bei der konformen Abbildung von G’ auf E in einen
Peripheriebogen «,’ iibergeht, wiithrend s, auf einen Querschnitt ¢,” des Kreises
E abgebildet wird. Wir sagen dann, dass der Rand von G in esner Umgebung des
Nullpunktes sm Rand von G enthalten ist, und wir wollen nun zeigen, dass dann
aus der Konvergenz des Integrals

2n

(23, 1) flg T, (I?(I_I—?”)—I) a6,

0

wo o die Abbildungsfunktion von E auf G ist, die Konvergenz von

27

(23, 2) f lg T, (]E(TI—TBH) a0

[

Jolgt, wo w E auf G abbildet. Zu dem Zwecke schreiben wir das Integral (23, 1)

in der Form
1 ’
flg T (rg) db,(z, 2y),

31 — 28583. Acta mathematica. 53. Imprimé le 9 décembre 1929.



242 Alexander Ostrowski.

wo lings der Berandung von G’ in der zyklischen Anordnung der Randelemente
zu integrieren und das Integral als ein Stieltjes-Integral aufzufassen ist;
0y(2, 2,)) ist dabei das Argument von u—1, wenn u der dem betreffenden Rand-
element z entsprechende Punkt auf |u—1|=1 ist. ¢, ist der Punkt von G,
der in w=1 iibergeht. Da 6,(z, 2,) bis auf eine additive Konstante be-

stimmt ist, geniigt fiir das Stieltjes-Integral die Normierung mit z,. Da nun
lg T (ﬁ) nach unten beschriinkt ist, konvergiert zugleich mit (23, 1) jedes der

Integrale
1 ’
(23, 3) flg Ty (I—;I) aby(z, 2).

R,

v

Ist 6(z,2,) die zu 6,(z,2,) analoge Funktion fiir &, so folgt fiir das Integral

(23, 2), dass es dann und nur dann konvergiert, wenn jedes der Integrale

(23, 4) flg T. (l;|) do(z, z,)

R,

4

konvergiert. Unsere Behauptung wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass
fir jedes » die Integrale {23, 3) und (23, 4) zugleich konvergieren und divergieren.
Dies beweisen wir, indem wir die zum Gebiet G, gehorende 6-Funktion 6,(z, 2,)
einfilhren und zeigen, dass fiir jedes der Integrale (23, 3) und (23, 4) die Kon-

vergenz des Integrals

(23, 5) f lg 7T, (T;—I) a6, (z, 2,)

R,

notwendige und hinreichende Konvergenzbedingung ist. Wir betrachten (23, 4)
(fiir (23, 3) ist die Schlussweise bis auf die Bezeichnungen wortlich dieselbe). —
Bildet man E (ju—1|<1) mit Hilfe von z=w,(u) konform auf @, ab, so dass
w,(1)=2, ist, so entspricht dabei R, ein Teilbogen 8, von |u—1i|=1, der ganz
im Innern die Bildpunkte des Nullpunktes der zEbene und ihre eventuellen
Héufungsstellen enthidlt. Wir betrachten nun einen abgeschlossenen echten Teil-
bogen ﬁv von f,, der auch noch die auf 3, liegenden Bildpunkte des Nullpunktes
und ihre Hiufungsstellen ganz im Innern enthélt. Das entsprechende Teilstiick
von R, sei mit R, bezeichnet. Wir behaupten nun, dass auf R,
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79| <a<e

ao,
o<e < |5t

ist, so dass die Integrale (23,4) und (23,3) zu gleicher Zeit konvergieren und

5

divergieren.*® Denn es moge die Umkehrung von z=w,(u) etwa

(23, 6) u=10,(2) + 1=R,()»n) + 1
sein und entsprechend moge die Funktion
(23i7) u:.Q(Z)—!-I::R(g)eiB(Z,Zo) + 1

G auf E so abbilden, dass £2(z,)=o0 ist. @, geht bei dieser Abbildung von G auf
E in ein Teilgebiet g, von FE iiber. g, stosst an den Kreisbogen a, an. Die
konforme Abbildung (23,6) kann durch die Kombination der Abbildung (23, 7),
die G, auf g, abbildet, und einer konformen Abbildung u,==¢(«), die g, auf E
abbildet, ausgefithrt werden. Dann ist nach dem Schwarzschen Spiegelungs-
prinzip @(u) im Innern von «, regulir und ¢’(u) beschrinkt und > o; daher gibt
es zwei positive Konstanten y,, y,, so dass auf dem @ entsprechenden Bogen
o, VO o,

o<y =g/ W)] = py< o0

gilt. Auf R, gilt nun Q,(z) + 1=@(R(z)+1), d. h. %) = (et + 1)—1,
so dass sich schliesslich die Gleichung ergibt

0"’ = w(g) ’
die auf B, gilt, und in der 1 eine Funktion von 8 mit

' (O)] =g (¢7=5 +1)]

ist, so dass in der Tat auf R,

¢ Das letztere folgt aus der folgenden leicht beweisbaren Transformationsformel fiir Stiel-
tjesintegrale

ff(Z>d<p(0(Z))= ff(Z)fp'(ﬁ(ZDdﬁ(Z),

wo @(y) totalstetig ist. In unserm Falle kann man ja jedes der Integrale (23, 4), (23, 5) als ein Le-
besguesches Integral in 6 auffassen, so dass der betreffende Spezialfall der Transformationsformel
aus der Transformationstheorie der Lebesgueschen Integrale sofort folgt. (Vgl. z. B. CARATHEODORY,
Reelle Funktionen, pp. 559—560.)
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v

a6

0<71§| Epy<o®

gilt, w.z. b. w.

Ist nun auch umgekehrt der Rand von G’ im oben definierten Sinne in
einer Umgebung des Nullpunktes im Rand von G enthalten, so sagen wir, dass
die Rinder der Gebiete G und G’ in einer Umgebung des Nullpunktes iibereinstim-
men. Dann folgt aus dem eben Bewiesenen die Richtigkeit der am Anfang die-
ser Nummer aufgestellten Behauptung. — Wird nun iiber & und G noch vor-
ausgesetzt, dass der Nullpunkt — wund eventuell der unendlich ferne Punkt —
ein Randpunkt von hochstens abzihlbarer Mehrfachheit und dass tiberdies Bq= Rg,
ist, so ergibt sich offenbar aus dem Hauptsatz, dass jede u-Funktion von G eine
solche von G, ist und umgekehrt. Ist aber etwa Rg << Rg,, so folgt aus dem am
Schlusse von Nr. 18 Bemerkten, dass zwar jede u-Funktion von G eine solche
von G ist, dass aber eine u-Funktion von @, erst von einem i an gleich einer
u-Funktion von (¢ zu werden brauncht. Wenden wir dies auf die in Nr. 22
durchgefiihrte Betrachtung an, so folgt unter Beibehaltung der dort benutzten
Bezeichnungen, dass wenn die Bedingung Rge= Re« fallen gelassen wird, eine
u-Funktion von G erst von einem 1 an eine solche von G* zu sein braucht.

Fiir Rg¢> Rg+ muss aber die Aufstellung der Kriterien fir eine u-Funktion
eines mehrfach zusammenhiingenden Gebietes G fiir das ganze A-Intervall (o, o)

einer weiteren Untersuchung vorbehalten bleiben.

24. Wir wollen endlich das Resultat von Nr. 19 noch etwas verallge-
meinern. Sind G und G zwel Gebiete, von denen G, in G enthalten ist, und
die beide den Nullpunkt und eventuell den unendlich fernen Punkt als einen
Randpunkt von hochstens abzihlbarer Mehrfachheit besitzen, so folgt fir eine
der Bedingung 1) des Hauptsatzes gentigende Funktion w(2) aus der Konvergenz
des Integrals (17,1) fiir G die Konvergenz dieses Integrals fiir ¢, da fiir die
wie in Nr. 17 mit u(l) gebildete Funktion f(z) in G' die zugehérige p-Funktion
©*(A) in G, von einem 2 an w(A) zur Majorante hat und fiir x*(4) das Integral (17, 1)
fiir G, konvergiert. Sind also die Konvergenzbedingungen von (17, 1) fiir  und
G, miteinander dquivalent, so sind sie auch fiir jedes »zwischen» G und G, lie-
gende einfach zusammenhiingende Gebiet dieselben. Und es ist klar, wie man
dies mit Hilfe der Betrachtungen der Nr. 23 auf den Fall ausdehnen kann, wenn
das »Ineinanderliegen» sich nur auf eine Umgebung des Nullpunktes bezieht.
Hieraus folgt nun die Bedeutung der folgenden Begriffsbildung: Wir sagen, zwei
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im Punkte z=0 zusammenstossende Kurvenzweige 4,, A, bilden dort eine gene-
ralisierte konforme Ecke mat der Winkeldffnung me (@ > 0), wenn A4, zwischen zwei
einander berithrenden Kurvenbdogen B;, B’ und ebenso A, zwischen zwei ein-
ander beriihrenden Kurvenbogen B,, B, liegt und, falls B,, B, zwischen 4,, 4,
und 4,, 4, zwischen B,’, B, liegen, sowohl B,, B, als auch B/, B, konforme
Ecken mit der Winkel6ffnung me bilden. Dann folgt aus dem oben Bemerkten,
dass die Resultate von Nr. 19 fiir eine generalisierte konforme Ecke mit der
Winkelsffnung e gelten.*® ‘
Bisher bezog sich die u-Funktion auf den Randpunkt 2=o0 von G. Ist
nun z, ein beliebiger Randpunkt von G, so ist der Nullpunkt der entsprechende
Randpunkt von G—z,. Geniigt der Rand von G—¢z, den oben formulierten Be-
dingungen, so nennen wir die u-Funktion von flz+2,) in G—z, die zu f(¢) und
dem Randpunkt 2z, von G gehorende p-Funktion. Sie ldsst sich offenbar de-

|.f(2)]

finieren als Sup m und besitzt die analogen Higenschaften wie die oben
Zin & & .

behandelte u-Funktion, die zum Nullpunkt gehort. Es ist leicht zu sehen, wie

das Gesagte zu modifizieren ist, wenn 2z, der unendlich ferne Punkt ist.*’

& 6. Das W-Problem,

22, Wir sind nunmehr in der Lage, die in der Einleitung als das W-Pro-
blem bezeichnete Fragestellung in Angriff zu nehmen.

Es sei also G ein Gebiet mit einem Randpunkt 2z, von hochstens abzihl-
barer Mebrfachheit. Ist G mehrfach zusammenhingend, so soll itber G voraus-
gesetzt werden, dass die z, enthaltende Randkomponente ' von den iibrigen
Randkomponenten von & isoliert liegt.*® Wir fragen, fiir welche Folgen von
positiven Zahlen m, (n=1, 2, ...) aus dem Bestehen der Ungleichungen

“ Die in der Fussnote 43 zitierte Arbeit von Hrn. WARSCHAWSKI wird einige Resultate
iiber den Zusammenhang des Begriffs der generalisierten konformen Ecke mit dem Begriff der
gewdhnlichen konformen Ecke enthalten.

4" Es sei noch bemerkt, dass die Definition und die obige Theorie der u-Funktion sich inso-
fern verallgemeinern lisst, als man aostatt z eine Vergleichsfunktion »(z) benutzen kann, die im
Gebiet G regulir und # o0, am Rande beschrinkt und stetig: ist und nur in einem Punkte ver-
schwindet. Man kann so die in einigen der obigen Sitze hervortretende Ausnabmestellung des
unendlich fernen Punktes aufheben. ]

48 Man konnte hier ohne weiteres auch die allgemeineren Annahmen zugrunde legen, die bei
den Betrachtungen der Nr. 23 benutzt worden sind.
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¥igl )
23, 1) e My, 2 4,
(25 |Z_Zo|n m

fiir eine in G regulire und beschriinkte Funktion f{z) das identische Verschwin-

den von f{z) folgt. — Die Fragestellung kann offenbar leicht verallgemeinert
werden: Hs sei 4,4, ... eine Folge nicht negativer monoton ins Unendliche
wachsender Zahlen und m,, m,, ... eine unendliche Folge positiver Zahlen. Dann

kann man fragen, wann aus

Il

—=m, ¢in G, y=1,2,...
[z—2, "

(25,2)

das identische Verschwinden von f(¢) folgt. Und (25,2) kann man offenbar
durch

A

m(d), ¢ in G, 0=A<®

(23, 3) ' I

/)]
z—z, |*
ersetzen, wenn m(l)=m, fir A=4, ist und m(d)=co fir andere 1 gesetzt wird.
Wir kiénnen daher allgemein fragen, wann aus (25, 3) fiir eine positive Funktion
m(k), die fiir alle A=o0 definiert und auch des Wertes + oo fihig ist, das
identische Verschwinden von f(z) folgt, wenn f(2) als in & regulidr und beschriinkt
vorausgesetzt wird? Nun sei u(d) die zu f{z) und dem Randpunkt 2, gehorende
pu-Fanktion. Dann besagt offenbar (25,3), dass w(d)=m(d) fir alle A=o gilt.
Gibt es umgekehrt eine Funktion x(4) mit den in § 4 angegebenen Eigenschaften,
die Zugleich =m(4) ist, so gilt fiir eine dazu gehorige, mit Hilfe von G* ge-
bildete, Funktion f(2) (25,3), so dass aus (25,3) das identische Verschwinden
von f(z) nicht zu folgen braucht.

26. Wann gibt es nun zu m(l) eine Funktion (i), so dass p(4) =m(4) ist?
Es muss dann offenbar Inf m(1)>o0 und lg m(2)
A=0

gutrifft. Sodann muss 7y (r) = T,.(r) sein, so dass wegen der in der Nr. 22 unter

— o0 gein, da dies ja fir u(d)

unseren Voraussetzungen iiber G bewiesenen Konvergenz von (17, 1) auch
27

-

[

konvergiert. — Wir behaupten nun, dass die drei eben angegebenen Bedingungen
auch hinreichend sind, damit ein x(4) mit m(4)= p(4) existiert, so dass also der
Satz gilt
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Satz VII. Dann und nur dann folgt aus dem Bestehen von (25, 3) in einem
Gebiet G mit den in der Nr. 25 formulierten Figenschaften fiir eine in G reguldre
wnd beschrinkte Funklion f(z) das identische Verschwinden von flg), wenn

entweder Inf m(d) < o st
izo
oder lim lg%’;‘ﬂ < oo st
i—

oder das Integral

27

(26, 1) f lg Ty (Wi—?WI) do

0

divergiert, wo o(u) den Kreis |u—1|<<1 auf das >Innere> G* der durch z, hin-
durchgehenden Randkomponente von G konform abbildet.

Wir haben offenbar nur zu beweisen, dass, wenn das Integral (26, 1) kon-
lg m(2)

A

VI (im Sinne der in der Nr. 22 hergeleiteten Verallgemeinerung dieses Satzes)
gibt, fiir die m(2)=u(4) ist. Ich kann dabei offenbar G durch das dazu in
Nr. 22 gebildete Gebiet G* und m(i) durch ihre Wimansche Minorante m(4) er-
setzen. Fir m(A) trifft bereits die Eigenschaft 2) des Satzes VI zu. Ist das
Endlichkeitsintervall von m(A) unendlich, so kann man durch eine Abinderung

vergiert und m(l)=d>o, — o fiir 11 o ist, es eine p-Funktion des Satzes

von m(i) auf einem endlichen Intervall erreichen, dass auch die Eigenschaften
1) und 3) zutreffen, etwa, indem man fiir ein hinreichend grosses 1, die Kurve
y=1lgm(2) iiber dem Intervall <o, 4> durch ein Stiick einer Stiitzgeraden an die
Kurve im Punkte A, ersetzt, die ja beliebig steil gewihlt werden kann. Dabei
bleibt das Integral (26, 1) konvergent, nach dem in Nr. 13 Bewiesenen.

Ist aber das Endlichkeitsintervall von m(l) endlich, etwa (4, 4,") (offen oder
abgeschlossen), so verbinde man den Punkt 4,'+1 der A-Achse mit einem so tief
liegenden Punkt der y-Achse, das die ganze Punktmenge y=1gm(L) oberhalb der

Verbindungsstrecke bleibt und die Steigung der Strecke grosser als lg% ist.

Setzt man lg u(A) im Intervall o, 2,"+ 1) gleich der Ordinate des entsprechenden
Punktes dieser Strecke und fiir A>4,"+ 1 gleich =, so hat man dann eine u-Funk-
tion fiir die w{i)<mi{l) ist, womit der Satz VII bewiesen ist.

Offenbar ist fiir den Beweis der Notwendigkeit einer der drei Bedingungen
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des Satzes VIIL auch die Voraussetzung entbehrlich, dass C eine ¢soléerte Rand-
komponente von G ist, da eine u-Funktion fiir ¥ selbst wenn sie keine p-

Funktion fir G ist, sicher Majorante einer solchen sein muss.

§ 7. Abhiingigkeit der u-Funktion von den einzelnen Werten von ().

- 27. Wir diskutieren noch kurz die Abhingigkeit der u-Funktion von den
Werten von f(2) an den einzelnen Stellen des Gebietes fiir den Fall G=UF.
Es sei Sup |f(z)]=ulo)=1. Es sei B ein ganz in F liegender (abgeschlossener)

zin K

Bereich, und in einem Punkte z, von B sei |f(z)] =s>0. Dann folgt aus

é +ZO

— o <___ o 76 83 /]
lg e = g s fl o+ eI R G2

wegen lg | f(1+6%)| = —1g T, (llil—e’—f’l) (vgl. (16, 1) und (1, 3))

l2—1]
1 1+l2,—1
— o< 0 "o —-
nf A= ’Gl)d = s
0
: . .0 .
Da wegen lg p(o)=o0 lg T,=o0 ist, folgt, wenn 2 sin = gesetzt wird,

(<3 ®

Lflg T, % = flfrT ) — el
2

Q-
||/\

r

=1 “ - =1
T 1 1—|z,— 1] ® ¢
i i Gl VA Balype
2 b} 47

3 dr I
flg TM(T);—?‘ =¢lg S 6= (20 =7

1
2

d. h.

1+]1—g|

I—|1—z,| =

wo ¢g nur von B abhingt.

2

Wir setzen Vu@R)=g(1) (vgl. Nr. 14) und bezeichnen mit o(») wiederum
die wie in Nr. 14 definierte »Umkehrfunktion> von #(4). Dann folgt aus (14, 1)
wegen pu(A)=1, gA) =1, ¢()=o0 fir r=1:
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@

r\dr 1 ar 1

—}— = — ) — =< —

fe(e) p; efe(f)ﬁ:colgs
1

[-RR ]

Ferner gilt

®© d}~ oo
f?('?”)FZIdgm,
)
1 re=1
dies ist aber nach dem Hilfssatz 4 (vgl. § 3) gleich
de
Blo)
0
Daher ergibt sich
F ol 1 1+ |1—2z,)
At < N — pe— 11" %l
(27,1) Z =clg R clzy) = me Tz,

0 Vel
S

Ist allgemeiner u(o) = p, nur als > o vorausgesetzt, so gentigt es, PT zZu
0

betrachten, und man erhilt

*_CLéclg@, czeniﬂl~'zil;
L s 1—}1—2)
]/uu) »
o ta

2

wegen der Monotonie von I/H—(l—) folgt hieraus

20

1 Ho
(27,2) 2%50@'?-

Daraus ergibt sich inbesondere z. B. fir s=1 und z,=1
32—28583. Acta mathemotica. 53. Imprimé le 13 décembre 1929,
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]

(27,3) Zi—éeﬁlg‘uo.
p— ]/M
Ho

Es hat nun zunichst den Anschein, als ob hieraus folgte, dass

]

I

v

=1 b u ("’)

fiir s=1 unterhalb einer absoluten Konstanten liegt. Wir wollen aber an einem
Beispiel zeigen, dass dies nicht richtig ist. Zu dem Zwecke setze man u,()=1
fiir o<A<wn und p,(A)= o fiir A>n. Das zugehorige T, (r) ist offenbar gleich
1 oder /", je nachdem r=1 oder »>1 ist. Die drei Bedingungen des Haupt-
satzes sind erfiillt (Rg ist gleich 2), und man erhidlt nach dem Verfahren von

Nr. 17 eine zu u,(4) in E gehorende Funktion ¢, (2), fir die

2n

(27, 4) g [gn (&)= — —

27
0

I A0+ z—1 .
lg 7y, (ll_eq‘el) SRe[e I do

ist. Daher gilt fiir lg |@.(1)]

o

2n
1 lg T, (r) dr
lgI%(I)I:"Lflg Tw 0 dO:—I‘f : 5
27T n 2 sin— 7T r RS
0 2 _; 1_4 2

oder

n [lgr dr I
= =nlg —>

lglwn(l)lz-—; 7:2 ——___I_~ ?/
1 1_47.2

wo y eine positive von % unabhiingige Konstante > 1 ist, so dass

(27, 5) lpn(a) ="
gilt. Fir fulg)=y"pu(e) gilt daher: pd)=y" fir os1=n, pd)=w fir 1> n,

® n
1 _n"

(27’6) !,L(o):‘u():?/", S:Lﬁ?(l)lzly knzz_-—: Yo,

y—1 lw/;t € I—
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daher fiir n—
n

kn>2y—; = Z25177—2—>oo,

2y
n=v>
2

§ 8. Zur Rinderzuordnung bei konformer Abbildung.

28. Wir tragen nun den Beweis der in Nr. 17 benutzten Sitze nach.

Satz A. FEs sei G ein einfach eusammenhdngendes Gebiet der u-Ebene. Bil-
det man G konform auf das Innere des Einheitkreises K der z-Ebene ab, so liegt
in jeder o-Umgebung U,(P) eines belicbigen Punktes P des Randes R von G eine
Menge errecchbarer Punkte, deren Bildmenge auf der Kreisperipherie positives Le-
besquesches Mass hat.

Zum Verstindnis des Satzes sei zunichst an folgende Begriffe und Tat-
sachen aus der Theorie der konformen Abbildung erinnert. Einem in einem
Randpunkte P von G miindenden in G verlaufenden Jordanschen Bogen b ord-
nen wir ein »Ende» zu, in dem b miindet. Zwel verschiedene in P miindende
Jordanbdgen definieren dasselbe Ende, wenn sie entweder beliebig nahe bei P
Schnittpunkte haben oder keinen Randpunkt »zwischen sich» enthalten. Sonst
sind zwei solche Enden verschieden. Jedem Ende % entspricht nun ein Punkt
& der Kreisperipherie, derart, dass einem in % miindenden Jordanbogen b ein in
K verlaufender in 9 mindender Jordanbogen entspricht. Ist b’ ein Jordanbogen
in K, der in J miindet und zwischen zwei von J ausgehenden Sehnen verliuft,
so entspricht ihm ein Jordanbogen in G, der im Ende n miindet. Verschiedenen
Enden entsprechen daher auch verschiedene Punkte ¢. Ist umgekehrt & ein
Punkt der Peripherie von K, in dem die Abbildungsfunktion w(z) einen radialen
Grenzwert besitzt, so entspricht ijhm in dem eben angegebenen Sinne ein Ende -
von . Wie aus dem Fatouschen Satz folgt, haben alle Punkte der Kreis-
peripherie von K bis auf eine Nullmenge diese Eigenschaft. Unser Satz be-
hauptet nun, dass die in U,(P) liegenden Enden von G auf Punkte der Kreis-
peripherie abgebildet werden, deren Lebesguesches Mass positiv ist.

Zum Beweis, bei dem P als endlich angenommen werden darf, bilden

wir eine fiir o=r<o stetig differenzierbare Funktion ¢(r), die fir oérég

identisch gleich 1, fir ¢ =r <o identisch gleich o ist und fiir §< r<o

zwischen o und 1 bleibt. Allen Punkten der um P mit dem Radius » be-
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schriebenen Kreislinie ordnen wir den Wert ¢@(r) zu und erhalten so eine in

der ganzen KEbene definierte und sowohl nach « als auch nach y stetig

differenzierbare Funktion @ (u), die in U, (P) identisch gleich 1, ausserhalb
2 .

U,(P) identisch gleich o ist, und sonst zwischen o und 1 enthalten ist Nach
dem fundamentalen Satz von LEeBEscur, gibt es eine in & regulire Potential-
funktion V(w), die auf G-+ R stetig ist und auf R mit ®@(u) iibereinstimmt.*®
V(u) ist sicher fiir hinreichend kleine ¢ nicht konstant und hat in jedem Punkte
von G einen positiven Wert < 1. — Es sei { ein Punkt von &, und man bilde
G konform auf das Innere des Einheitskreises so ab, dass { in den Nullpunkt
iibergeht. Dann geht V(u) in ein im Einheitskreise regulires Potential U(re'?)
iiber. Die den Mengen der erreichbaren Randpunkte aus U,(P) und G — U,(P)
entsprechenden Punktmengen auf der Peripherie des Einheitskreises seien, ebenso
wie die entsprechenden 3-Wertmengen resp. mit I, und IN, bezeichnet, ihre

0

Masse mit 2sem; bzw. 2 72m,.* Dann liefert der Gausssche Mittelwertssatz fiir

o<r<iI
27

V@):U(o):;nfv (reff*)d&:z;(fnu %f) <+ _zfm) a9,

0 Iy

Wegen der Beschriinktheit von U kann man nach einem bekannten Satz von
LeBescur rechts r gegen 1 gehen lassen und erhilt m,= U (0)>o0, w.z. b: w.

Aus dem soeben bewiesenen Resultate lidsst sich die folgende Tatsache
herleiten. (Dabei ist G wieder ein einfach zusammenhingendes Gebiet, U,(P)
die ¢-Umgebung eines Randpunktes von G.)

Satz A,. FEs set B eine tn G liegende abgeschlossene Punktmenge. Fs gibt
ern nur von G, B und U,(P) abhingiges y mit o<y<<1, so dass, wenn f(2) in G
regulir und absolut <M dst, wenn ferner lim | f(2)| be: Anndhem‘ng an die in U,{P)
leegenden Randpunkte =e ist, dann in B durchweg

(28, 1) |fle)| < e D
st.

Denn bildet man G konform auf das Innere des Einheitskreises ab, so bil-

% Vgl. H. LEBESGUE, Pal. Rendiconti, Bd. 24 (1907), pp. 371 fi.
% Dass die Abbildungsfunktion f(z) auf der & Menge, die den erreichbaren Punkten von
G entspricht, messbar ist, folgt daraus, dass sie eine Grenzfunktion der Folge stetiger Funktionen

(i)



Quasianalytische Funktionen und asymptotische Entwickelungen. 2563

den sich die erreichbaren Randpunkte aus U,(P) auf eine Menge der Peripherie-
punkte ¢? des Einheitskreises ab, wobei die Menge I dieser ¢ ein Mass
27m>0 hat. B geht dabei in eines im Einheitskreise liegende abgeschlossene
Punktmenge iber, und f{z) in eine Funktion g(z), die fiir |z|<<1 regulir ist.
Unsere Behauptung folgt daher aus dem Satz: Ist g(2) fiir |z|<<1 regulir und
absolut < M, wnd ist fiir eine Randpunktmenge I positiven Masses 2 wm lim | g(2)|
bes radialer Anndherung =e, so gilt fir |z] <1

(28, 2) lg@| e M1, y=

Zum Beweise von (28,2) benutzen wir (1, 2) fiir =2z, R=r, |¢|<r<1.
Dann folgt nach (1, 3), da der Integrand = o ist:

92| 1 r—lel [ lgtre?] —r=lel [ lolre?)
g M :27ﬂ+|Z| lg M 4= r+|e| g™ M a3
g i
r—|e| & 1 lg(re'?)| )
< A .
_r+|z|(m1gM+27tflg . dd

pils

+

oder, wenn allgemein fiir a>0:1g a=Max (lg a, 0) gesetzt wird,

Hier ist aber der Integrand beschrinkt und konvergiert mit » T 1 fiir 4 aus M

gegen 0, so dass nach dem Konvergenzsatz von Lepescur fiir T 1 folgt

| 1—]z] 1—|z}

m 1—

v el =t M 1+|z|m, w.z.b.w.

=
-

L
N

(28,3) gt

Ferner folgt aus unseren Resultaten die folgende Verallgemeinerung des
Vitalischen Konvergenzsatzes; (Wir behalten dabei die obigen Bezeichnungen bei.)

Satz A,. Ist fu(z) ezne Folge von in G reguldren und gleichmdissig beschrink-
ten Funktionen, besitzen alle fu(2) in jedem Ende aus der Umgebung U,(P) Rand-
werte, und st die Folge dieser Randwerte konvergent, so konvergiert die Folge fy(z)
gleichmdsstg ©n G. Dieser Satz lisst sich niimlich sofort auf Grund des Satzes
A durch konforme Abbildung auf das Innere des Einheitskreises anf die vor
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einigen Jahren von Herrn KruintoHINE und mir aufgestellte Verallgemeinerung
des Vitalischen Satzes auf Funktionen mit konvergenten Randwertfolgen im Hin-
heitskreise zuriickfiihren.®

Aus der Relation (28, 1) folgt ferner, dass wenn f(z) in allen Randpunkten
von G aus Uy(P) verschwindet, dann f(z) iiberhaupt identisch verschwinden muss.
Dies ist mit einem kiirzlich von Herrn Rapo bewiesenen Satz dquivalent: Liegt
etn  emnfach zusammenhdngendes Gebiet G im Innern des Einhertskreises, ohne mat
dem Einhetskreis identisch zu sein, ist f(z) regulir in diesem Gebiet, und ver-
schwinden die Randwerte von f(z) in jedem innerhalb des Einheitskreises liegenden
Randpunkt von G, so verschwindet f(z) identisch.® Allerdings wird hierbei f(z}
nicht als beschrinkt vorausgesetzt. Zeichnet man aber einen konzentrischen
Kreis, der noch Randpunkte von G im Innern enthilt, so ist f(2) in den im
Innern dieses Kreises liegenden Teilgebieten von G gleichmissig beschrinkt.

§ 9. Zur Poissondarstellang harmonischer Funktionen in der Ebene.

30. Wir wenden uns nun zum Beweis des Satzes B. - Wi. konnen ihn so
formulien:

Satz B. Es sez w(z) eine in Innern des Einheitskretses ev. bis auf einen
einfachen Pol [ requldre und schlichte Funktion, die dort von o verschieden ist,
wdhrend es auf der Peripherie des FEinheitskreises hochstens abzdihlbar viele Punkte
gibt, in deren belickig kleiner Umgebung w(2) beleebig grosser oder beliebig kleiner
Werte fihig ist. Dann gilt, z=ré'%, r<<1, gesetzt,

an
(30.1)  lele@l=5 [iglued] Ko 9—ade,
5
bew., wenn der Pol [ auftrift,
an
(30,2)  lglwl)|=Ilg I?i—fl + Ziﬂflg lee— o) K(r, $—a)da.

0

%1 Vgl. die in der Fussnote 18 zitierte Arbeit, sowie A. KHINTCHINE. Fund. Math., Bd. IV
(1923), pp. 72 ft. ' ‘

%2 T, RADO, Math. Zeitschr., Bd. 20 (1924), pp. 2 ff. In einer kiirzlich erschienenen Arbeit:
von Herrn 8. SAKs (Acta Szeged, Bd. IV (1928), pp. 51 ff.) wird eine der Relation (28, 1) &hnliche
Relation bhewiesen, bei der indessen angenommen wird, dass ein Bogen des Einheitskreises nicht
zum Rand von G gehért, was offenbar wesentlich spezieller ist als unser Resultat.
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Zum Beweis des Satzes B werden wir den folgenden potentialtheoretischen
Satz belitjtigen:

Satz C. FEs sec P(r, $) emme fiir r<1 regulire Potentialfunktion, die bis auf
beliebig kleine Umgebungen von abzihlbar vielen Punkten ¢'9» beschrdnkt ist. Dann
ist fir die Darstellbarkeit von P als Poissonsches -Integral mit der Randwertfunk-
tion W(I) von P(r, 9) als Belegung notwendig und hinreichend, dass fiir jedes &

(30, 3) (1—r) P{r, $)—o0 mit r T 1

gilt, und dass der Mittelwert von |P| gleichmdssig in » beschrinkt bleibt:
2n

(30,4) %tfl}?(rew)ldﬁga o=r<1.
9

Zusatz. Die Bedingung (30, 3) lisst sich durch lim (1—r)|P(r, 9)|=o0 fiir
r T 1 ersetzen.

Zum Beweise des Satzes C°® benutzen wir wiederum den folgenden Hilfs--
satz:

Batz D. Es sei P(r, ) =ay+ Dy (au cos nd + bn sin n9) eine fiir r<1
n=1
reguldre Potentialfunktion. Dann ist fir die Darstellung von P dwrch das als das
Stieltjesintegral geschriebene Poissonsche Integral

(30, 5) - P(r,,a):ifK(r,&—a) du (@),

wo wla) von beschrinkter Schwankung 7st, motwendig wnd hinreichend, dass die
Mittelwerte (30, 4) von |P(r, 9)| fiir alle r<1 beschrinkt sind:

% Dieser Satz hiingt mit den Resultaten zusammen, die Herr A. ZyeMUND (Math. Zeitschr.
Bd. 25 (1926) pp. 274 ff.) iiber die Poissonsche Summation der trigonometrischen Reihen er-
halten hat, namentlich mit den Théorémes V und VI l. c. auf p. 284. Indessen werden bei diesen
Sitzen andere Voraussetzungen iiber die Randfunktion der betrachteten Potentiale zugrunde gelegt.
Andererseits kann man aus den Betrachtungen, die Herr ZYGMUND 1. e., p. 288 entwickelt, folgern,
dass in unserm Satze die Voraussetzung, die Menge der Unbeschrinktheitspunkte sei abz#hlbar,
nicht weggelassen werden kann, da man fiir jede sonst in betracht kommende Menge der Un-
besehriinktheitspunkte (sie muss B-messbar sein) Potentiale konstruieren kann, die unsern itbrigen
Bedingungen geniigen, nur auf jener Menge Unbeschriinktheitspunkte haben und sich durch das
Poissonsche Integral nicht darstellen lassen. :
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27
(30,4) inflp(r, Ids=c.
0

2

Zusatz 1. Unter dieser Bedingung besitzt P (r, &) fiir fast alle 9 nach Ls-
BESGUE inlegrable radiale Randwerte ¥ (3)= pu'(9).

Zusatz 2. Ist P(r, 9) fiir o= & =9 =9, = 27 gleichmdssig beschrinkt, so gilt

Iy '
(3 — pn(d) = f w(@)de, so dass u(9) im obigen Intervall totalstetig ist.”* Tst
, g

@y =0, so ist u(e) periodisch mit der Periode 2 n und das Intervall ($,, &,) darf

auch ganzzahlige Vielfache von 27 enthalten.

31. Beweis des Satzes D. Wendet man die Eulerschen Formeln auf die
Fourrierreihe von P(r, ) fiir <1 an, so folgt aus (30, 4): »|ax| = 2 C, »|b.|=2C,
daher fir 7 11 |aa|=< 2 O, b,=2 (. Dann konvergiert aber bekanntlich®

ian sin 7 9 — b, cos
n

(31, 1)
n=1

fir fast alle 9 gegen eine Funktion u(3). Daher besitzt nach dem Abelschen

Stetigkeitssatz

* n

0(r, 9) = Z%(an sin nd—b, cos nJ)

n=1

fiir 71 fiir fast alle 9 Randwerte u(3). Die Menge der &, fiir die 6(r, 9)

Randwerte besitzt, sei mit 9% bezeichnet. Nun ist gg =P(r, 3)—a,. Daher ist

0 auf jedem Kreise 7 = Const. von beschrinkter Schwankung, und zwar ist die
Totalschwankung von 6(r, 9) in & fiir jedes <1 hochstens gleich 2 7 (C+|ayl).
Daber ist auch die Totalschwankung von u(9) auf I hochstens gleich 2 7 (C +
+]ay|), da fiir jede Folge von &, : 9 < Fy<< - < Fyy1 aus M

ZI;U' (Fot1) — ﬂ(ﬁv” = lirn11 Z [0 (r, Fvia)— 00, 34'”
y=1

y==1

% Der Satz D wurde unabhingig von A. PLESSNER, G. C. EVANS und dem Verfasser auf-
gestellt. (Vgl. die in den Fussnoten 19, 20 und 18 zitierten Arbeiten.) Fiir positive Potentiale
wurde der Satz bereits vor lingerer Zeit von G. HERGLOTZ, Leipz. Ber. Bd. 63 (1911), pp. 501—511
bewiesen.

% Dies folgt bereits aus den ersten Sitzen iiber die Konvergenz von trigonometrischen Reihen
bis auf eine Nullmenge, die von JEROSCH und WEYL aufgestellt worden sind (Math. Ann., Bdd. 66

(1909), pp- 67 ff. und 67 (1909), pp. 225 ff.).
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ist. Setzt man nun in jedem Divergenzpunkt ¢ von (31, 1) 2u(9)=1lim pu(9,)+
4+ lim p (), wo 9 1& 913 auf M ist, so ist die nunmehr fiir alle & ein-
deutig definierte Funktion u(#) auch von beschrinkter Schwankung, da jede

Summe D' |u($r+1)—u(9)| sich durch einen Mittelwert von zwei analogen Sum-

v=1 .
men mit &, aus I abschitzen lisst. u(9) ist periodisch mit der Periode 2 7.
Nun folgt fiir <1 aus dem klassischen Satz iiber das Poissonsche Inte-
gral fir r<<o<1

31, 2) 6(r, 3)=l—fK(gy3—a)0(g, a)da.

Aus dem Gaussschen Mittelwertsatz folgt, dass [6] < 2 7 (C+]a,|) fiir r < 1 ist, da

0 auf jedem XKreise 7= Const. wenigstens eine Nullstelle haben muss (Wegen

27
f 0(r, 3)d0=0)\ und die Totalschwankung von 6 hochstens gleich 2 2 (C + |a,])
0
ist. Lisst man daher in (31, 2) ¢ gegen 1 gehen, so darf nach dem Lebesgue-
schen Konvergenzsatz der Grenziibergang unter dem Integralzeichen vollzogen
werden, und es ergibt sich

27
(31,3) o, 9=, [ Kl 9= uie) e,
0
woraus durch Potenzreihenentwicklung die Eulerschen Formeln fir — %, %"

folgen, so dass (31, 1) die Fourrierreihe von u (%) ist und daher fiir alle 4 kon-
vergieren muss, da u () von beschrinkter Schwankung ist. Insbesondere besitzt
0 (r, 9) fir alle 3 p(J) als Randwert.
g
Ferner folgt aus 6(r, ") —0(r, 9) = f(P (r, )—a,) d&, dass, wenn P(r, 9)
o

fir 9, =<9 <9, gleichmiissig in r beschrinkt (=< () ist, dann fiir 9, < & <
<I'= 9y

6(r,9")—0(r, 9
e
33 — 28583, Acta mathematica. 53. Imprimé le 13 décembre 1929,

,é C,+|a,l
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ist, daher auch

p (") — u(¥)
19'/1 _ 0!

6(r, 3"V —06(r, &)
3//“3r

- lim §01+la0|,

r11

so dass u(#) in einem solchen Intervall der Lipschitzschen Bedingung geniigt
und daher totalstetig ist.

Aus (31,3) folgt nach einem Satze von Farou®®, dass P(r, 9) fir »T1
gegen u' (9) =y (9) konvergiert, sobald u'($) existiert, d.h. jedenfall fiir fast alle
4, womit der Zusatz 1 bereits bewiesen ist, da vy () als Ableitung einer Funktion
von beschrinkter Schwankung integrabel ist. Wir differenzieren nun (31, 2) nach
9 und lassen ¢ gegen 1 gehen, was wegen der Beschridnktheit von 6 nach dem

Lebesgueschen Satz erlaubt ist. Dann ergibt sich
27 27

1 [0 r 1 74
P{r, &)—a(,*;rjﬁ]f(z), 0——0:)0(9, a)de—> — . O—&K(i, S—a)ula)da.
0 0 |

Hieraus folgt durch partielle Integration
27
I
— e p—  F—
Pl ) == [ KO, 9= dnte),
0

wobel das ausintegrierte Glied wegen der Periodizitdt von K und g verschwin-
det, woraus die Formel (30, 5) sofort folgt®”. '

Gilt umgekehrt die Formel (30, 5), wo u(e) von beschrinkter Schwankung
ist, und zerlegt man u(ez) in eine Differenz von zwei monoton wachsenden Funk-
tionen, so sieht man, dass P eine Differenz von zwei positiven Potentialen ist.
Es geniigt daher, (30, 4) fiir ein positives Potential zu beweisen. Fiir ein solches
ist aber die linke Seite von (30,4) nach dem Gaussschen Mittelwertsatz kon-
stant. Damit ist die Behauptung des Satzes D bewiesen.

Der Zusatz 2 folgt endlich sofort aus der Totalstetigkeit von u (9) im Inter-
vall $, <9 =<9, und der Tatsache, dass u’ (F) =1 (J) ist.

Um nun den Beweis des Satzes C zu erbringen, bemerken wir, dass die
Notwendigkeit der Bedingungen (30, 3), (30, 4) aus dem Hilfssatz 2 im & 2, Nr. 6
und dem Satz D folgt, da ein Poissonsches Integral sich offenbar auch als ein

Stieltjessches Integral schreiben ldsst.

% Vgl. die in der Fussnote 42 zitierte Abhandlung, p. 345.

2n
I
57 Némlich in der Gestalt P(r, 9) = EfK(r, S—a)d{u(e)+a, ).
0
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Es seien nun die Bedingungen (30, 3) und (30, 4) erfiillt. Da eine Konstante
stets als Poissonsches Integral darstellbar ist, diirfen wir ¢,= 0 annehmen. Dann
ist P in der Form (30, 5) mit periodischem () darstellbar, und es gelten die
Zusitze 1 und 2 zum Satze D. Es sei die Menge der 9, fiir die P(r, ) in jeder
Umgebung von &% absolut beliebig grosse Werte annimmt, mit 4, bezeichnet. A, ist-

&
abgeschlossen und nach der Annahme abzihlbar. Wir setzen nun ¢ (3) = f Y(e)da.
S0

@ (I9) ist totalstetig, und es gilt in jedem von den I, freien abgeschlossenen In-
tervall u{(9")—u(9)=¢(3")—@(3'). Man bilde nun das Potential

2n

P (1',3)=2Lan(¢,3~a)w(a)da=21—” K, 9—c) dop ()

0

und die Differenz

Py, 9)=Plr, 9)—P*(r, 9)= 1 f K{r, 9 —e) du,(a),

wo py (@) =p(e)— @ (o) ist. u, () ist in jedem von den 9, aus A, freien Intervall
konstant. p,(3) kann sich daher als eine Funktion von beschrinkter Schwankung
nur beim Durchgang durch die Punkte von A4, dndern, wenn es dort eine Un-
stetigkeit erster Art besitzt. Es sei die Menge der Unstetigkeitspunkte von g, (9)
mit A, bezeichnet. Ist A,” die derivierte Menge von A,, so ist wegen A, < 4,
und A, > A, A,+ 4, in A, enthalten und daher abzihlbar. Andererseits ist
A,+ A4, abgeschlossen, muss daher, da es nicht perfekt ist, isolierte Punkte be-
sitzen, die dann offenbar zu A, gehoren missen. Es sei ¢, ein isolierter Punkt
von A,, und es sei 2 wm =y, (¢,+0)—u, (x,—0). Es sei ferner M, (¢) die Funktion,
die in {a,, @,+ 7y gleich 2zxm ist und im Intervall (e, + 7, a;+ 2 ) gleich o ist.
Dann gilt, wenn M, (e) als periodisch mit der Periode 2z fortgesetzt wird,

27

1 I I
— | K(r,eo—a)d M (a)= ;;—KK(LO)znm—;zK(?,n)znm

27
—m( 1—r?  1—y? (A 1= _amr
(1—2)? (14712 1—r 1+4+r) 1—1?

0
und daher, p,(e)=pu, (¢)— M, () gesetzt,




260 Alexander Ostrowski.

7
7'2

27
I
B = [ Kore—e)dute) +m *
0

Hier ist u,(¢) in @, nunmehr stetig und hat sogar in einem Intervall um ¢, einen
konstanten Wert. Nun konvergiert fiir » | 1 (1—7) P*(r,e,) gegen o nach dem

27
bereits bewiesenen Teil des Satzes. Ferner konvergiert f K(r,ap—ea) du,(a) fir
0

r—1 gegen 0, da ausserhalb jenes Intervalls um «, K(r,a,—a) gleichmiissig in «
mit 7—1 gegen o geht. Daher folgt aus lim (1—#)| P(r,9)| =0 m=0, entgegen
unserer Annahme. Folglich ist die Menge A, leer, sodass u,{(e¢) durchweg kon-
stant ist, woraus P, (r, $)=o0 und k

P9 =

2

2m
Iﬁth(fr,{}—'a)lp(a)da
0

folgt, w. z. b. w.

33. Wir sind nunmehr im Stande, den Beweis des Satzes B zu erbringen.
Zu diesem Zwecke wenden wir den Satz C auf lg |w(z)| bzw., wenn w(z) einen
Pol 1. Ordnung in { besitzt, auf lg |(z—C)w(z)| an. Dass die Bedingung (30, 3)
in jedem dieser Fille erfiillt ist, folgt aus den bekannten Abschitzungen fir jede
in |z] <1 schlichte und regulire Funktion, die auf #2) anzuwenden sind:

o= =)
o
(1—]2])?

lg | (re?)|=0(g(1—7)), (1—7)1g|w(reé?)]—o.

Da im ersten Falle auch w(z)= 0( ) ist, folgt dann fiir » T 1

Im zweiten Falle ist aber w(z)(¢—{) beschriinkt, weil w (z) in der Nihe von |z|=1
beschrinkt ist, da alle absolut hinreichend grossen Werte bereits in einer Um-

gebung von [ angenommen werden. Dann gilt

ﬁ)s<|w(z)(5—9|< C,
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woraus wiederum fiir » |1

(1—n) Ig |o(e) e =L} —o

folgt. — Die Bedingung (30, 4) reduziert sich auf die Beschrinktheit des Integrals

2n 27
f lig | (rei®)| |49 baw. f Ne | (reéi®) z—D)|] 49
0 0

27
Nun ist aber das Integral f Neg|f(re?)j| 49 beschrinkt in 7 fiir jede Funktion f(2),
0

die sich in |z|<<1 als ein Quotient von zwei in |z|< 1 reguliren und beschrinkten
Funktionen darstellen lisst:

Besitzt nun w(z) einen Pol in {, so ist, wie oben bemerkt, w(z)(z—() bereits
selbst beschriinkt. Ist aber w(z) im |z|<1 regulir und nicht beschrinkt, so gilt
identisch, w (0)=w, gesetzt, ’

e

— 4z
w (Z) = *_—w(Z);wO 3

w (2)—w,

Wy

% Es gentigt offenbar, diesen Satz fiir die Funktionen g, (2) und g, (z) einzeln zu beweisen,

d. h. allgemein fiir eine in |z}<1 beschrinkte und regulire Fuunktion g(z). Fiir eine solche folgt
2

aber die Beschriinktheit des Integrals f llglg(rei®)][d6 in » sofort aus der Jensenschen Formel
]

(vgl. die in der Fussnote 18 zitierte Arbeit des Verfassers), wenn man, was offenbar erlaubt ist,
g(0)=1 annimmt. Denn danach gilt

1 1
—— g — g
2nj‘lglg(re' )Idﬁéznflgh](rel Mdo<C,
o LWy

wenn M, bzw. M__ die §-Mengen bezeichnen, auf denen [g|>1 bzw. =1 ist, nnd wenn |g)
durchweg = ¢¥ bleibt. Daber ist

27
fIlgly(re”’)lld0=flgly@'eie)ldﬂ—flglg(ref'f’)ldaém C.
0

M, 0
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z

o (2)—w,

reichend kleinen Werte bereits in einer Umgebung von ¢=0 annimmt.
Damit ist der Beweis des Satzes B erbracht.

wo in |z]<1 regulir und beschrinkt ist, da w(z)—w, alle absolut hin-

§ 10. Uber Umkehrungen monotoner Funktionen.

34. Zwei im abgeschlossenen Intervall (=, #,) definierte monotone Funk-
tionen heissen in diesem Intervall &quivalent, wenn sie in allen Punkten des
Intervalles, hichstens bis auf abzihlbar viele énnere Punkte, einander gleich sind.

Zwei in {z,,x,y #iquivalente Funktionen miissen offenbar gleichsinnig mo-
noton sein, und wir konnen uns auf die Betrachtung von miteinander dquiva-
lenten monoton wachsenden TFunktionen beschrinken. Wir beweisen nun, dass
zwel miteinander fquivalente Funktionen f(x), g (x) dieselbe Menge S der inneren
Stetrgkeitspunkte haben wnd in diesen Punkten einander gleich sind. Denn es sei
f(x) in einem inneren Punkte x, des Intervalles stetig. Dann gibt es zu jedem
¢>0 ein Intervall (z,, z,”"> mit x,<wx, <wy<xz, <, sodass fir x aus {z,, z,")
flag)—e<fl@)<flx,)+e ist. Es seien dann 7, ,z,” zwei Punkte mit zy <z, <z,
zo <7, <w,”, in denen f(x) und g(x) dieselben Werte haben. Dann gilt offenbar

g (x,) >flag)—¢, g (50”)<f(930) +e.

Daraus folgt, dass g (x,—0)==g(x,+0)=f(z,) ist, und wegen der Monotonie von
g () muss daher f(x,)=g(x,) sein — womit alles bewiesen ist.

Da die Menge der Unstetigkeitspunkte einer monotonen Funktion abzihl-
bar ist, ist die eben bewiesene Eigenschaft fiir ein Paar dquivalenter Funktionen
charakteristisch, wenn alle betrachteten Funktionen in den Punkten x,,, einan-
der gleich sind.

Wir fassen alle mit f(x) in {x;,%,) #quivalenten Funktionen in eine
Aquivalenzklasse C zusammen. Fir jedes f(x) aus Cist f(x;) =y, und f(zs) =ys,
wo ¥, y, fir die Klasse C fest sind. — Hs seien f(x), g (x) zwei Funktionen
aus C. Dann gilt offenbar fiir ,<ax<z, M (x)=f(z+0)=g(x+0), da wir beim

Grenziibergang in lim f(x+¢) uns auf ¢ beschrinken konnen, fir die x+¢ zu §
¢lo

gehort. Wir setzen nun M (z,)=y, und M (x,)=1vy, und bezeichnen diese nur
von der Klasse C abhiingige Funktion M (z) als die Majorante der Klasse C, da
fir jede Funktion f(z) aus O gilt (x;<wx<z,):
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Sa)=flote), fl@d)=f(z+0)=M(x).

Wir behaupten, dass die offenbar monoton wachsende Funktion M (x) von rechts
wm offenen Intervall (xy,x,) stetig ist, der Klasse C angehort und die einzige
i (xy, ) von rechis stetige Funktion aus der Klasse C ist. In der Tat gilt fiir

eins>o:M(x+o)§M(x+§) =f(x+e), daher auch M(x+o)=< flx+o0)=M(z),

withrend andererseits aus der Monotonie von M (x): M (x) < M {(x+0) folgt; daher
ergibt sich M (x)=M (x+0), d. h. die rechtsseitige Stetigkeit. Dass M(x) zu C
gehort, folgt daraus, dass f(x) auf S stetig ist, also f(z)=f(x+0)=M (z) gilt.
Dass aber M (x) die einzige in (x,, x,) rechtsstetige Funktion in C ist, folgt aus
der Tatsache, dass fir eine rechtsstetige Funktion f(x) ja iiberall in (z;, z)
f(@)= flx+o0) gilt, wihrend fiir jede Funktion f(x) aus C in (x,, 2,) flx+0)=
=M (x) ist. — '

Ahnlich definieren wir die Minorante m(x) der Klasse C als den gemein-
samen Wert von f(x—o) fiir alle Funktionen f(x) aus C in (x,, ,) unter Fest-
setzang m{z)=y,, m(x) =y, und beweisen, dass m(x) zu C gehort, in (x,, x,)
linksstetig ist und die einzige in (x,, #,) linksstetige Funktion von C ist. —
(Wenn die Funktionen der Klasse C monoton abnehmen, gelten dieselben Resul-
tate, wenn man nur mit f(z+o0) die Minorante m (x) und mit f(x—o) die Majo-
rante M (2} von C bildet, sodass nunmehr m (z) rechtsstetig und M (z} linksstetig ist.)

Nunmehr gilt fiir jede Funktion f(x) aus C
Umgekehrt ist jede Funktion f(x) in {x;, 2, fiir die m(x) < f(x) < M (x) gilt,
eine Funktion aus C, da sie ja mit m(x) und M(z) iiberall -iibereinstimmt, wo
.diese beiden Funktionen zusammenfallen — und dies ist nur auf einer abzihl-
baren Punktmenge nicht der Fall — und dariiber hinaus monoton wachsend ist;
denn aus f(z')> f(2") fiir 2’ <a” wiirde folgen m (x")<M (z'), wihrend ja offenbar

x +x”

mx)=mx" —o)= m( 2—)2M(x’+o) = M(x)

ist. Hat man also zwei gleichsinnig monotone Funktionen m (x), M (x) mit
m () = M (x,), m (xs) = M (xy), die in {x,, z,» bis auf abzihlbar viele Punkte zu-

sammenfallen, und von denen die eine in (x;, x;) rechtsseitig, die andere links-
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seitig stetig ist, so kann die zu ihnen gehorende Klasse von monotonen Funk-
tionen geradezu durch m(x) < f(x) = M (x) definiert werden.

35. Es sei f(x) eine im Intervall (x,, x,) definierte monoton wachsende
Funktion. Es sei f(x,)=y,, f(%:)=y,. Dann nennen wir eine in {y,, y,) de-
finierte Funktion ¢(y) eine Umbkehrfunktion von y(x), wenn fir jedes y aus

<?/1 s y2>

(35.1) Sflply)—o)=y = flply)+o) (i <y<ws)

gilt. Wir beweisen nun die folgenden Eigenschaften der Umkehrfunktionen
von f(x): '

1) Eine Umkehrfunktion @ (y) von f(x) ist auch monoton wachsend. Denn wire
fir y, <y’ <y"<y, @y)>¢(["), so wirde daraus wegen der Monotonie von f/(z)
folgen

y'<flply)+o)=flply)—o=y,

rn

entgegen der Annahme, und fiir ¥ =y, oder y”'=y, folgt ¢ (y') = ¢ (") aus (35, 1).
2) Zwer in {x,, xyy dquivalente Funktionen f(x),g(x) haben dieselben Um-

kehrfunktionen. Denn die zweite Definitionsrelation von ¢ (x) besagt ja nur, dass

mipy)=y=Mpy)

ist, und m(x), M(x) sind der. ganzen Klasse C der Funktionen f(z}, g(z) ge-
meinsam.

3) Bs sei fir y,<y<y, p(y) die untere Grenze der z aus (z;, z,), fiir die
M@ zy ist und ply)=x,, ply)=x,. Wegen M(x)=y,<y, M(x,)=y,>y ist
©(y) tir alle y aus {y,, y,> definiert und geniigt der Ungleichung

Wir behaupten, dass u(y) auch die Ungleichung
(35,2) Mp@p)—o)sy=Muly),  B:<y<w)

befriedigt und daher eine Umkehrung von M (x} und also auch aller Funktionen
der ganzen Klasse C darstellt. Da offenbar wegen der Rechtsstetigkeit von M (z)
auch M (u(y) =y ist, ist die Ungleichung rechterseits in (35, 2) befriedigt. Wiire
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aber M (u(y)—o0)>y, so miisste fiir ein e>0 auch M (u(y)—e)>y sein, entgegen
der Bestimmungsvorschrift von u(y).

Aus der Definition von puf{y) folgt, dass fiir jede andere Umkehrfunktion
@ (y) zur Klasse C @ (y)=pu(y) gilt, sodass u(y) die kleznste Umkehrfunktion zur
Klasse C ist. Wir zeigen nun, dass u(y) @n (y;, y,) linksstetig 7st, d. h. dass
w(y—o)==p(y) ist. Wegen der Monotonie von wu(y) geniigt es, u(y—o0)= pu(y) zu
beweisen, und dies wird aus M (u(y—o))=y folgen. Denn fiir jedes s>o0 ist
uly—o)=uly—e), daher M{u(y—o)=M (u(y—e)=y—e, daher gilt fir jedes
e>0 M{u{y—o)) = y—e, folglich muss wegen der Willkiir von ¢ auch M (u{y—o)j=y
gelten, w. z. b. w.

4) Genau ebenso zeigen wir, dass die obere Grenze der x, fiir die m(x) =y
fiir y, <<y <y, ist, eine Umkehrfunktion M (y) zur Klasse C ist, wenn M (y,) =z,
M (y,) =ux; festgesetzt wird, — und zwar die grisste Umkehrfunktion unter allen,
sodass fiir jede andere ¢ (y) gilt ¢ (y) = M (y). M (y) ist rechtsseitig stetig. Und
es gilt analog wie oben

Nunmehr ist aber auch jede Funktion @{y) mit

ww=gly)=My)

eine Umkehyfunktion zur Klasse C. Denn es gilt

mp)=mMy)sy=Muy)=Mpy).

5) Xonnen wir also beweisen, dass u(y) und M (y) dquivalent sind, so folgt,
dass dre Umbkehrfunktionen zu C wieder eine Klasse monotoner Funktionen bilden,
deren Majorante und Minorante durch M (y) bzw. u(y) gegeben sind. Die Aqui-
valenz von u(y) und M (y) wird aber sofort bewiesen sein, wenn wir beweisen,
dass fiir alle Stellen y, an denen M (y)>pu (y) ist, die Intervalle (u (y), M (y)) nicht
iibereinander greifen, d. h., dass fiir y, <y’ <y” <y, nicht M (y')>p(y") sein kann.
Aus M (y)>pu(y”) wiirde aber folgen

Y'EMu@y'N=MMY)-o)=y.

6) Wir beweisen nun, dass die Beziehung zwischen der Klasse ¢ und der
Klasse (" der Umkehrfunktionen zu C eine umkehrbare ist und jede Funktion
aus C Umkehrfunktion jeder Funktion aus C ist. Es geniigt zu beweisen, dass
eine Umkehrung einer Funktion von " zu C gehért.
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Es sei nun M(x) und m(x) die Majorante bzw. Minorante der Klasse C.
Eine beliebige Funktion aus € sei ¢(y), so dass dann allgemein gilt

v

(35, 3) Mg (y)=y=mp ).

Es sei nun y*=1(z) eine Umkehrung von ¢ (y), so dass fiir alle e>0 mit e<y,—y*,
e<y*—y

(35, 4) ¢ y*+e=r=gy*—e)
ist. Es geniigt zu beweisen, dass
M(z)=y*=m(x)

ist. Es sei nun etwa y*>M(z), dann gilt fiir ein ¢>o0 y*—e>M (x)+ ¢ und
daher nach (35, 4)

=@ (y*—e) =@ (M (z)+e¢).
Nach (35, 3) und wegen der Monotonie von M (x) folgt aber dann
M(x)= M(py*—e))= M{p (M(x)+e)) = M(x)+e,

so dass also y*= M (x) sein muss. Genau ebenso wird bewiesen, dass y* =m (x) ist.
Ist aber f(x) monoton abnehmend, so ergibt sich aus jeder Umkehrung ¢(y)
von — f(x) eine Umkehrung ¢ (—y) von f(x) und umgekehrt. So iibertragen sich

mutatis mutandis alle obigen Resultate auf monoton abnehmende Funktionen.
Y=Yz

Hat man also ein Stieltjessches Integral f f(y)dax(y) mit einer monotonen
Y=h

Funktion z(y), deren eine Umkehrung mit y(z) bezeichnet werden mag, so gilt

Y=N2 E2]

(35.5) f ) decly) = f Fly @)de,

wie aus (11.3) sofort folgt, wenn man beachtet, dass z(y) eine Umkehrung von

ylx} ist.



