SCHAUBILDER FUR DIE ANNAHERUNG DURCH KUGEL-
FUNKTIONEN.

Vox

I. SEYNSCHE und A. WALTHER

in WUPPERTAL-BARMEN in DARMSTADT.

Zur Anniherung einer beliebigen Funktion y = f(x)} durch Polynome sind
die bekanntesten Ansitze:

1.) das aus den Anfangsgliedern der Taylorschen Reihe von f(x) fiir einen
Bezugspunkt a bestehende, fiir x =a mit f(r) im Funktionswerte und einer
Anzahl aufeinanderfolgender Ableitungen iibereinstimmende »Schmiegungspoly-
nomp»,

2.) das »Interpolationspolynom», welches an gewissen Interpolationsstellen
Loy Xy, - - o Xy denselben Wert wie f{x) annimmsé, in Newtonscher oder Waring-
Lagrangescher Grestalt geschrieben werden kann' und beim Grenziibergange
Zo, Xy, -+ - Xn— a in das Schmiegungspolynom iibergeht.

Das Wesen der beiden Darstellungen tritt am klarsten in Schaubildern mit
den entsprechenden »Schmiegungsparabeln> und »Interpolationsparabeln» zutage,
wie sie namentlich durch Felix Klein immer wieder hervorgehoben® und seitdem
von vielen Lehrbiichern iibernommen worden sind.

Demgegeniiber: ist eine dritte Art der Anndherung trotz ihren Vorziigen

bisher weniger verwandt® und insbesondere noch kaum durch Schaubilder ver-

' Vgl. etwa A. WALTHER, Differenzenrechnung, Kap. XXIII in Pascals Repertorinm der
hoheren Mathematik T;, 2. Avfl. Leipzig u. Berlin (B. G. Teubner) 1929, S. 1189—1249, insh. § 2,
S. 1194—1198,

? Z. B. in der Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus, I. Band, 3. Aufl. Berlin
(J. Springer) 1924, S. 241—253.

® Eine neuere Anwendung bei A. RIrPEL u. R. MEYER, Ertragsgesetz gegen Wirkungsgesetz,
Ztschr. f, Pflanzenernihrung, Diingung u. Bodenkunde A 14 (1930), Heft 1/2, 8. 1—24, insb. 8.
10—1I2.
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deutlicht worden, die Anniherung durch Kugelfunktionen oder Legendresche
Polynome. Wir méchten hier einige solche Bilder verdffentlichen.

Die Problemstellung ist folgende‘:. Man will die Funktion f(z) »im Sinne
der Methode der kleinsten Quadrate» fiir ein vorgegebenes Intervall von = =a
bis  =b durch ein Polynom nten Grades ¢ (z) »moglichst gut» annidhern, d. h.
so, dass der Unterschied oder Fehler f(x)— ¢ (x) fiir das ganze Intervall »im
Mittel> recht klein wird. Um vom Vorzeichen des Feblers f(x)— ¢ (x) freizu-

2

werden, betrachtet man das Fehlerquadrat (f(z) — ¢ (z))® und verlangt
b

b _I_aj (f(2)— @ (z))* dx = min.

a

mittleres Fehlerquadrat

Um diese Forderung zu erfillen, denken wir uns der Einfachheit halber

a=—1, b=+ 1 und setzen zweckmissig @ (x) nicht in der Form
ay+ ax +ayx® + -+ apxt
nach Potenzen von z geordnet an, sondern in der Form

@ (@) = o Py(x) + ¢, Py () + ¢ Py(m) + - + en Pu(),

wobei
Po(x) I,
Pl(x)_x>
I
5 4 3
Ps(x) __2‘7: ny

n 2 n
Py =L, Sy

2" ! dx"

!'Vgl. C. RuNGE u. H. Ki6N1G, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, Berlin {J. Springer)
1924, § 64, 8. 201—208,
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selbst Polynome nullten, ersten, zweiten, ..., nmten Grades sind, eben die Le-
gendreschen Polynome oder Kugelfunktionen. Man erzielt dadurch, vor allem
zwei Vorteile:

1.) die Entwicklungskoeffizienten ¢, ¢, ¢y, .. ., ¢x bestimmen sich durch die
einfache Formel

2y

Cy ==
2

+ Iff(m)Pv(x)dac (v=o0,1,2,... n),

welche aus den »Orthogonalitiits- und Normierungsrelationen»

+1

f Pul) Py de = o (1 + ),

—1

+1

2 _ 2
ny(m)dx- 29 + 1

—1

folgt und auch fir solche Funktionen f(x) bequem anwendbar ist, die nicht
formelmissig, sondern nur zeichnerisch oder numerisch gegeben sind (zeichnerische
oder numerische Integration);

2.) die bereits gefundenen: ¢, bleiben unverindert, wenn man durch Hinzu-
nahme neuer Glieder die Anniherung weiter treiben oder durch Herauslassen
einzelner Glieder Rechenarbeit sparen will; mit anderen Worten: jedes ¢, ist
unabhingig von allen iibrigen.

Nachtriglich kann ¢ () durch Einsetzen der Potenzausdriicke fiir die P, (x)
leicht auch nach Potenzen von x geordnet werden.

Das mittlere Fehlerquadrat fiir die Anniherung durch Kugelfunktionen bis
zur nten Ordnung, d. h. das kleinste bei Anniherung durch ein Polynom nten

Grades im Intervall ~—1 ...+ 1 iiberhaupt erreichbare mittlere Fehlerquadrat
betragt
+1 n R +1 . , .
e[ Ny 1 D U TR R e .
" sz(x)dx 2021/+1 2fﬁ(w)d1 % 35 2n+1’
=1 = =1

es gestattet, die Gite der Anniherung zu beurteilen.’

' Vgl. das Beispiel f(x)=eos§x bei C. RUNGE u. H. KONIG, a. a. O., S. 207—208.
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Beim Grenziibergange 7 -—% entsteht eine unendliche Reihe nach Kugel-
funktionen. Man erwartet, dass sie f(z) nicht nur angenihert, sondern genau
darstellt.’ Fiir uns sind folgende Tatsachen von Bedeutung:

a) bei analytischem f(z) mit z =z + ¢y ist das Konvergenzgebiet der Ent-
wicklung nach Kugelfunktionen das Innere der kleinsten Ellipse mit den Brenn-
punkten —— 1 und + 1, die durch einen singuliren Punkt von f(z) geht,

b) bei stiickweise stetigem f(x) mit stiickweise stetiger Ableitung konvergiert
die unendliche Reihe fiir — 1 < 2 < + 1 an den Stetigkeitsstellen nach f{(z), an

(x—o) + flz + 0]

den Sprungstellen nach dem arithmetischen Mittelz~:—- der Grenz-

werte von links und von rechts; die Konvergenz ist gleichmissig in jedem ab-

geschlossenen festen, von Sprungstellen freien Intervall.

Beispiele.

1) flx)=e.
Durch Teilintegration rechnet man leicht aus

+1

f edr=e—e,

—1
+1

fxex dr=2¢",

—1
+1

frcz efdr=e-—35¢e,

—1
+1

[;L-"*e“dx:——ze + 16€71,
1
+1

! Vgl. E. HEiNg, Handbuch der Kugelfunktionen, 1. Band, 2. Aufl. Berlin {G. Reimer) 1878,
8. 199-——200, 8. 441—442 und als neuere Arbeiten A. HAAR, Reihenentwicklungen nach Legend-
reschen Polynomen, Math. Aun. 78 (1917), 8. 121—136; G. SzEGO, Uber die ‘Entwickelung einer
analytischen Funktion nach den Polynomen eines Orthogohalsystems, Math. Apn. 82 (1921), S.
188—212, {Tber die Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach den Polynomen eines Orthogonal-
systems, Math. Ztschr. 12 {1922}, 8. 61—04.
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Pagsendes Zusammenfiigen liefert

+1
fPo(oc) de=e—e?,
—1
+1
fPl(m) der=2¢"1,
—1
+1
f P(x)etdxe=e—7e,
—1
+1
ng(x) fdr=—ze+ 37¢7},
—1
+1
f P,(x)e"dx=36e— 266¢".

—1

81

Bei Beriicksichtigung von Kugelfunktionen bis zur vierten Ordnung gilt also

angeniihert (=~ bedeutet »angenihert gleich»)

e° = ¢y Py(x) + o, Py(x) + ¢y Pylx) + ¢3 Pyla) + ¢y P,(x)

1
~ - — 1
2(e e +

+

N IN

5 I
= 1,17620 119 + 1,10363 8322 + 0,35786 435 (2 ucf——)

+ 0,07045 563 (2

xt— x) + 0,00996 512 (LS w13 g0y 3) :
2 8 4

—1 St gy (3,21
3e€ x+2_(e 7e )(293 2)

5

(—se+ 37¢7) (* xg—goc) + 2(36 e~ 266 ¢71) (iix4—“l—§$2 +3

2 8

3
2

3
8

Durch Umordnen nach Potenzen von x erhalten wir als beste Niherung von ¢”

durch ein Polynom vierten Grades fiir das ganze Intervall —1 ...

€4 = 1,0000 059 + 0,9979 549 = + 0,4994 278 2 + 0,1761 391 2%+ 0,0435 974 x*,

11—31104. Acta mathematica. 67. Imprimé le 1 mai 1931.
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wihrend die Anfangsglieder der Taylorschen Reihe
=1+ a + 052> + 0,1666 667 x> + 0,0416 667 2*

die grosste Anschmiegung an der einzelnen Stelle o geben.

Bild 1.

Durch numerische Rechnung wurden fur die einzelnen Zehntel im Intervall
von —2 bis + 1 die Zahlenwerte der Niherungen o, 1, 2, 3, 4, die entstehen,
wenn man mit P, (x), P,(x), P,(x), Ps(x), P,(r) abbricht, auf ; Dezimalstellen
ermittelt und die abgekiirzten Ergebnisse in das Bild 1 eingetragen.! Man sieht
sehr gut, wie die strichpunktierte zweite Niherung die ausgezogene Exponential-
kurve y =¢* mehrmals durchschneidet. Die dritte uwnd vierte Nibherung sind
zwischen —1 und + 1 mit dem Auge schon nicht mehr von y =¢* zu unter-

scheiden; fiir v =o0 sind sie z. B. pur um etwa 4.10~% zu klein bzw. 6. 107¢

! In den Originalen aller Abbildungen war die Einbeit auf der x- und y-Achse 10 ¢m lang.
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zu gross. Aber auch ausserhalb des Intervalls —1... + 1 schliessen sich die
Niherungskurven der gewiinschten’ Kurve immer besser an. Das steht im Ein-
klange damit, dass die unendliche Reihe nach Kugelfunktionen fiir ¢* durchweg,
fiir alle z nach €* konvergiert.

2) flo)=sinz.

Wir unterscheiden die Fille, dass man eine volle oder eine halbe Welle,

d. h. sinz im Intervall — ... + 7 oder im Intervall — 2. . .+ 725 darzustellen

winscht. Nimmt man das Intervall einheitlich von — 1 bis + 1, so handelt es
1

gich also um Anniherung von sin -t x oder von sin ;-EJ Da f x’ sin txdx=o0

-1
ist fiir gerade », hingegen

+1 1 T
. . . 2 . .
[xw sin zxdx = 2/ " sin nxdx = Hift" sin {dt fir ungerade »
it
—tl 0 0
und
T T T
ftsintdt:n, ft3sintdt:7r3-—6n, ft"‘sin tdt = n®~—207° + 120m,
0 0 0
allgemein

2u
n=0

T

» m
f 2l gin tdt = Z (1) (2 m + I) (2‘@!“2 mt1—2p
0

so gewinnen wir

+1 +1 +1
[Po(rc) sin wx do = sz(x) sin wx da = fP4(x) sin nxdr = =0,
] ] =

+1

. 2
fPl(x) sin zx do = —

—1
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+1
N 2 o
fP3(x) sin rx dz = = ——.31_5,
T T

—1

+1
fP5(as) sin wxdr =2 — 2—139 + ..1820
T W 4
—1
und damit als beste Darstellung von sin zx im Intervall —1... +1

sin w = ¢y Po(x) + ¢, Py(x) + ¢, Py(x) + ¢3 Pylx) + ¢, Py(x) + c5 Py(x)

e dere (952 (S 3) o
T 2

7T ] \2
10395 X155 11} (63 5 35 4 15
+(755 ﬁg+ﬁ)(8x 4.L+8x)

=% 40,9549 2970 ++* — 1,1582 419 (gﬁ——z—x) + »

+ 0,2192 896 (93 2 —3 s 1 13 a:) :
8 4 8
+1

Ganz dhnlich ergeben sich an Hand von f z sin zdx = o fur gerade »,

—1

@l

+1 +1
. T 7 2\ . ..
x* sm;xdxzz z* sin;xd:czz - t* sintdt fir ungerade »
T

—1
und von

: ;
ftsintdt:I, ft3 sintdt=3(§)-—6,
0 0

allgemein

\ 4 2
P sintdt =g (g) — 60 (;—E) + 120,

E}
\N]Q

m 2m—2n
Om b1 o o - 2m+1 {7
gm smtdt——zo( 1)"(2!hLI (2p+1)! 5

’L:

og\.um
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die Formeln

+1

—1

+1
. 7T 48 480
fﬂpa(x)smgxdac:?—%—,

—1

+1

[ PiesnT e = 120 84010 190,65
2 7T 7T p

—1

+1 +1
[Po(m)sin:xdxz fPg(x)singxdxzfP4(x)sin:xdac=-~
=i =1

85

|
0

Bild 2 a.
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Die beste Anniherung von sin ;—Ex im Intervall —1... + 1 lautet daher

sin zycxcoPo(ae) + ¢, Py(x) + ¢, Polx) + 3 Py(z) + ¢, Py(x) + ¢; Pslx)

2 68 6 ;
ox+*—~(~l-§)——lz)(§x‘—3x)+*
2 7 7 ) \2 2

b1 (9006342016 60V (63 ;35 . 15,
a’ 7 AR 4 8

=k 41,2158 542 + * — 0,2248 913 (ic‘—zr) 4=

+ 0,0041 476 6_3(”5_35,:,33_*_15_30 .
8 4 8

In Bild 2 a und 2 b sind auf Grund der numerischen Rechnung anschaulich

die ersten, dritten und fiinften Niherungen zu sehen, die dem Abbrechen mit

P,(z), Ps(x), Ps(r) entsprechen. Es ist interessant, zu verfolgen, wie sich die

Bild 2 h.
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Niherungspolynome bemiihen, dem Auf- und Abschwingen des Sinus gerecht zu
werden. Im Intervall —1... +1 fallen bei sin mx die fiinfte und bei sin gx

die dritte und finfte Niherung fiir das Auge schon vollig mit den Sinuslinien
zusammen. Der gute Anschiuss der fiinften Niherung auch iiber das Intervall

— 1 ...-+1 hinaus deutet darauf hin, dass die unendlichen Reihen nach Kugel-

funktionen fiir alle « nach sin wx bzw. sin -« konvergieren.

3) fl)=V1+

Diese Funktion bietet gegeniiber den bisherigen Beispielen das Neue, dass
fir «= —1 eine Singularitit auftritt und Konvergenz der unendlichen Reihe
nach Kugelfunktionen nur fiir |x| < 1 erwartet werden kann. Aus der Integral-
formel

2v+3 2v+1 5
+1 9v+5 v 2 3 v 23 v 29
f 2 2 1 N 2 L\

§
e Vitaode=-—-
2v+3 2v+ 1 2y —1 3

—1

Bild 3.
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folgt leicht

oy Y o
L2Vz 2b2  2)2 (3£2*1)+ 2‘?-(5%3_3%)

3 s 21 \2 2 45 \2 2

I
20,9428 090 + 0,5656 854 x — 0,1346 870 (g xz?— E)

+ 0,0628 539 (5;703—~3 L) — 0,0367 328 (~x4~~x + 5) .
2 2 8 4 8/

Bild 3 zeigt sehr deutlich, wie die Niherungspolynome die senkrechte

Tangente in 2 =—1 immer besser wiedergeben, dafiir aber auch links von —1

immer steiler abstiirzen und rechts von + 1 immer jiher von der Kurve Vit
wegbiegen.

4.) fla)=log(1 + z)

Hier liegen die Verhiiltnisse ganz #hnlich, nur dass statt eines Endpunktes
in x =—1 ein Unendlichkeitspunkt vorhanden ist. Die beste Nidherungsfunktion
fir das Intervall — 1 ... + 1 heisst gemiiss einfach durchfiihrbaren Integrationen

log (1 + 2)~ ¢y Polx) + ¢, Py(x) + o Py(xx) + ¢y Pylx) + ¢, Pyl)

=log 2—1 + 3x—~5(§x2—1) +L(Ex3—3~x)
2 6\2 2

mit log 2 — 1 ~—0,3068 528.

Der Augenschein lehrt, dass auch die Anniherung vierten Grades noch
recht schlecht ist.* Man vergleiche hierzu wie zu den iibrigen Beispielen die

Bilder der Schmiegungsparabeln in Kleins Elementarmathematik.

I S
! Der mittlere Fehler m betrigt knapp 0,25 gegen beispielweise égto,ox bei Vit
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Bild 4.

5.) flx)=aretan x.

Die erforderlichen Integrale haben die Werte

+1 +1 +1

j arctan xdx = o, ] x* arctan x dx = 0, J a* arctan x dx = o,

—1 —1 —1

+1
A
x arctan xdx = P T,
—1
‘fl
j x® arctan zdx =

—1

b

W [

+1

2® arctan zdz — = — 13
6 45

1
—1

12 — 31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 1 mai 1931,

89
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wonach

+1 +1 +1
fPo(x) arctan x(lx:j P,(x) arctan x dx = j P,(x) arctan rdx = =0,
—1

+1

fPl(x) arctan x dx= 7;— I,

—1

+1
[ #ie) arctan =732,
3 4
—1
+1
fP( x) arctan x dax = 97 106
4 15

—1

und

arctan = ¢, Py(x) + ¢, P\ (x) + ¢, Pyl) + ¢3 Py(x} + ¢, P,(x)

=+ + 0,8561 90452 + * -~ 0,0800 140 (2—9&—2 x)+ *

+ 0,0105 424 03 o358, 15 )
8 4 8

Bild 5 ldsst klar die zunichst iiberraschende Tatsache erkennen, dass
Anndherung nicht nur im Intervall —1... 41 stattfindet, und zwar vorziiglich,
sondern auch noch ein Stiick dariiber hinaus, aber sicher nicht wiberall, weil die
Niherungskurven schliesslich doch sehr entschieden von arctan x wegfithren. In
der Tat konvergiert im Komplexen die unendliche Reihe fiir arctan x nach
Kugelfunktionen innerhalb der Ellipse mit den Bremnpunkten + 1 durch die
beiden dem Nullpunkte niichsten singuliren Punkte t ¢ von arctan x. Diese

Ellipse hat die grosse Halbachse V2, sodass im Reellen die Entwicklung fiir
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|z| < V2=1,4142 konvergent ist und arctan x nicht nur zwischen —1 und +1,

sondern sogar zwischen — V2 und + V2 durch die Niherungspolynome fiir das

Intervall —1... + 1 immer genauer dargestellt wird.

Rild s.

=1 fir —1 <z <o,
| +1 firo<az<+1.

6.) flx) Wilbraham-Gibbssche Brscheinung.

Von den Fourierschen Reihen her ist die Wilbraham-Gibbssche Erscheinung®
bei der Darstellung von Funktionen mit Spriingen wohlbekannt. Um sie auch

! H. WILBRAHAM, On a certain periodic function, Cambridge and Dublin math. J. 3 (1848),
8. 198—201; J. W. GiBgs, Fourier's series, Nature 59 (1898/99), 8. 200, 8. 606. Vgl. auch die sehr
gute Erlduterung bei M. BOCHER, Introduction to the theory of Fourier's series, Annals of math.
(2) 7 (1906), 8. 81—152, insb. 8. 123—132 oder C. RUNGE, Theorie und Praxis der Reihen, Leipzig
(J. G. Goschen) 1904, 8. 170—182 oder L. TONELLI, Serie trigonometriche, Bologna (N. Zanichelli)
1928, 8. 367—373.
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bei der Anniherung durch Kugelfunktionen' sinnfillig aufzeigen zu konnen,
wihlen wir die aufgeschriebene unstetige Funktion, welche in der linken Hilfte
des Intervalls — ...+ 1 konstant gleich — 1, in der rechten Hilfte konstant
gleich + 1 ist und fiir x = o einen Sprung von der Grosse z macht. Fiir das
Koeffizientenintegral rechnen wir

+1 1 1 1

f 1) Pole) dw—— f )Pv(x) d + f Po(@) dor = — fP"(‘" ) dax + f P.2) d

—1 0 0

1
[2 f P,(x)dx fir ungerades r,

1]
lo fiir gerades 7,

weil je nachdem P,(—x)=T P,(r) (mit anderen Worten P,(z) eine ungerade

oder gerade Funktion) ist. Durch Anwendung des Ausdrucks

B 1 dn (£2 _ I)n
T 2v gl dzt

P,(x) =

fiir die nte Kugelfunktion ergibt sich weiter bei ungeradem v =2u—1

f F@) P dw= 2 CTE T 2 ~(~1>"-3“(w+1) r— 1)1

2vy! Az~ N 2%y 5

(=13 2e—3)

I 24 (20— 2)

3

weil die (v — 1)te Ableitung in der » fachen Nullstelle 1 von (z* — 1)* verschwin-
det und an der unteren Grenze o durch das (v — 1)! fache des Koeffizienten

*+1 v

(—1)2" (1’+1) von z'~! in der Taylorentwicklung von (x*— 1)* um dem Null-
2

punkt geliefert wird. Mit den Koeffizienten

+1

=221 f S Py(c) due

—1

! Vgl. H. WEYL, Die Gibbssche Erscheinung in der Theorie der Kugelfunktionen, Rend.
Cire. mat. Palermo 29 (1910), 8. 308—323, Uber die Gibbssche Erscheinung und verwandte Kon-
vergenzphinomene, ebenda 30 (1910), 8. 377—407.
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oder
n—1 40n0—1 }73 T (2 W 3) — (_ I){L——l ﬂ‘u:l BEI/)_',
2u  2-4--{2pu—2) 2u—1 22 l?

Cop—1 = (—1)

welche iibrigens ~(— 1)+ _Z sind, findet man schliesslich als unendliche Reihe
a
nach Kugelfunktionen fiir f(xz)

f(x) == i Cap—1 P2;4—1 (x)

u=1

Sie konvergiert im Intervalle —1 < x < + 1 fiir alle z &= 0 nach f(z) {und zwar
gleichmissig in jedem die Punkte — 1, 0, -+ 1 ausschliessenden, abgeschlossenen,
festen [ntervall) und an der Sprungstelle x==0 nach dem arithmetischen Mittel o
der Grenzwerte — 1 von links und + 1t von rechts (alle Kugelfunktionen Ps,—(x)

von ungerader Ordnung verschwinden fiir z = 0). Die ersten Koeffizienten sind

e, = g =1,; ¢, = ——g = —0,875; 0= L =0,6875.
In Bild 6 sind die Naherungs-
kurven fir das Abbrechen der un-
endlichen Reihe mit P,(x), Py(x),
Pyx), Pi(z), Py(@) und Py(x) ge-
zeichnet. Man sieht, dass alle
Kurven durch den Punkt x=o0,

y =0 laufen und z B. zwischen

x=o0und x=+1 die gewiinschte
wagerechte Strecke in der Hohe !
y= 4+ 1 durch einen Wellenzug |Gl T =0T 7 MBI TR Bl
ersetzen, dessen Wellen mit zu- .

nehmendem Grade der Niherung j

immer zahlreicher auftreten und \ :

immer niedriger werden. Allerdings \ /i

nur im Inneren des Intervalls \ KN\, "

o<z < 1. Denn unmittelbar rechts

von « = o riicken die ersten, iiber '
¥ =+ 1 hinausschiessenden Wellen- .I

berge und unter y = + 1 herunter- Bild 6.
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fallenden Wellentéiler im wesentlichen nur an die y-Achse heran und werden
schmiler, ohne an Hohe oder Tiefe viel einzubiissen. Das ist gerade die Wil-
braham-Gibbssche Erscheinung in der unmittelbaren Umgebung einer Sprungstelle
mit ungleichmissiger Konvergenz der unendlichen Reihe. Zeichnet man die
Verbindungskurve der Kuppen des ersten Wellenbergs rechts von = = o fiir die
34 5., 7, 9. und 11. Niherung, so ldsst sie sich ohne Kiinstelei und starke
Unsicherheit grafisch bis zur y-Achse extrapolieren, wo sie in ¥ = 1,18 einmiindet.
D. h. die Nidherungskurve schligt bei immer verfeinerter Anniherung in der
Grenze um 0,18:2 =9 % der Sprunghéhe 2 itber die darzustellende Funktion
hinaus. Das erste Wellental rechts von « = o fur die 5., 7., 9. und 11. Niherung
fiihrt entsprechend rein grafisch zum Grenzorte 0,90 auf der y-Achse, der um
0,10:2 =15 % der Sprunghohe unter y =+ 1 bleibt. Der zweite Wellenberg fiir
die 7., 9. und 11. Niherung gibt in der Grenze ein auf y = + 1 aufgesetztes
Tiirmchen von knapp (1,07 —1):2==3'2 % der Sprunghohe usw. Ganz an-
schaulich stellen sich so die von der Theorie geforderten Zahlen 9%, 5%, 3'/5 %, . ..
ein. — In z=—1 und xz =+ 1 entfernen sich die Niherungskurven ausser-
ordentlich rasch von y = —1 bzw. y =+ 1.
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