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Einleitung. 

Diejenigen Untersuchungen,  welche sich mit  der Wertever te i lung der ein: 

deu~igen analy~ischen Funk~ionen beschiif~igen, gruppieren sich urn zwei Haupt -  

probleme. 
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Das eine Problem stellt sich als Aufgabe eine mSglichst genaue Beschrei- 

bung der Ausnahmewerte einer innerhalb eines unendlichen o d e r  endlichen 

Kreises meromorphen Funkt ion ,  wobei ein Wer t  als Ausnahmewert erkl~irt wird, 

wenn er, allgemein zu reden, in einer verh~ltnism~ssig geringen Anzahl von 

Punkten yon der Funktion angenommen wi rd .  Diese Theorien haben sich auf 

dem Boden des PICARDschen Satzes und der Theorie der ganzen trunszendenten 

Funktionen entwickelt. 

Dus andere Hauptproblem betrifft das Verhalten der inversen Funktion; 

die Untersuchung gilt also hier d ie  Struktur der Riemannschen Fl~iche, auf wel- 

cher diese Umkehrfunktion eindeutig ist. Die ersten systematischen Unter- 

suchungen auf diesem Gebiete verdankt man IVERSEN und G~oss. 

Nun erscheint es a priori wahrscheinlich, und hat im Laufe der Ent- 

wickiung dieser Frugen sich auch immer deutlicher gezeigt, dass die in diesen 

Problemkomplexen erzielten Ergebnisse in gewissem Zusammenhang miteinander 

stehen. Es beruht dies auf dem Umstand, dass ein Ausn~hmewert einer mero- 

morphen Funktion im allgemeinen e ine  kritische Stelle (ein >>Windungspunkt>>) 
der entsprechenden Riemannschen Fl~che ist. Allerdings ist diese Behauptung 

nur fiir die allereinfachsten Klassen von Ausnahmewerten streng bewiesen 

worden. So gilt z. B., wie zuerst yon IVERSEN nachgewiesen wurde, dass ein 

PIcARDscher Ausnahmewert einer im Endlichen meromorphen Funl<tion stets 

eine trunszendente Singularit~t der inversen Funktion darstellt. Dagegen ist es 

bisher noch nicht gelungen zu entscheiden, ob dieselbe Eigensclmft such den 

in der neueren Theorie der meromorphen Funktionen eingeffihrten schw~tcheren 

Ausnahmewerten zukommt, welche positiven Defekt haben. 

Wenn auch die Beziehungen zwischen den Ausnuhmewerten einer eindeu- 

tigen analytischen Funktion und den kritischen Stellen der zugehSrigen Rie- 

mannschen Fl~chen noch keineswegs endgiiltig klargelegt worden sind, so scheint 

es, wenigsten fiir die einfachsten Funktionskl~ssen, bereehtigt zu sein, die S~tze 

fiber die H~tufigkeit der Ausnahmewerte (welche in dem Haupts~tz gipfeln, wo- 

uach die totale algebraische Verzweigtheit vermehrt um den totalen Defekt  fiir 

eine in der g~uzen endlichen Ebene meromorphe Funktion hSchstens gleich 

zwei ist) als A.ussugen fiber den Grad der Verzweigtheit der zugehSrigen Rie- 

mannschen Fl~che zu deuten, wobei der Defekt eines Wertes w die Rolle einer 

Masszahl ffir die >)relative Ordnung>> der fiber dieser Stelle w belegenen trans- 

zendenten Windungspunkte spielt. Ffir die Richtigkeit dieser Auffassung spricht 
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vor allem das Verhalten der bisher bekannten Beispiele yon meromorphen Funk- 

tionen mit mehreren defekten Werten. Die Anzahl solcher Beispiele ist aller- 

dings nicht gross. Sieht man yon dem einfachsten Fall ab, wo die Funktionen 

periodisch oder automorph, und die entsprechenden Riemannschen Fl~chen mithin 

regul~tr verzweigt sind, so scheint die Auffindung von speziellen Funktionen, 

welche geeignet w~ren unsere Kenntnisse tiber die Natur  der Werteverteilung zu 

vertiefen, eher die Folge zuf~tlliger Umst~nde als das Ergebnis einer zielbewussten 

Konstruktion gewesen zu sein. 

Die oben bertihrten Umst~nde haben mich veranlasst die einfachsten Klas- 

sen yon unendlich vielbl~ttrigen Riemannschen Fl:~ichen einer systematischen 

Untersuchung zu unterziehen. Zweck der vorliegenden Abhandlung ist siimtliche 

ei~fach zusammenhYngende Rieman~sehe Fl[ichen mit e~dlich vielen Verzweigu~gs- 

punkte n analytisch zu bestimmen. Weil die Verzweigungspunkte unendlicher Ord- 

nung vom Standpunkte der Theorie der Ausnahmewerte aus yon besouderer Bedeu- 

tung sind, habe ich mich hierbei auf den Fall beschr~nkt, wo keine algebraischen 

Windungspunkte vorhanden sind. Diese Beschr~nkung erschien auch im In- 

teresse der Einfachheit der Darstellung wiinschenswert; es erbietet jedoch keine 

Schwierigkeit die angewandte Methode und die. erzielten Ergebnisse auf den 

allgemeinen Fall auszudehnen, wo die Fl~che, neben gewissen Windungspunkten 

unendlicher Ordnung, eine endliche Anzahl yon Verzweigungspunkten endlicher 

Ordnung aufweist. 

Das Hauptresultat  dieser Untersuchung 5tsst sich zusammenfassen wie folgt. 

Es existiert eine einzige einfach zusammenh~tngende Riemannsche FStche mit zwei 

bzw. drei Windungspunkten uimndlich hoher Ordnung. In den hSheren F~llen, 

wo die Anzahl p solcher Windungspunkte mindestens gleich vier ist, ist die 

Anzahl der Fl~chen stets unendlieh gross; s~mtliehe vorkommenden Fl~tchentypen 

lassen sieh vollst~ndig eharakterisieren. Die Lagen der p Windungspunl~te kSn- 

nen, unter Beriieksichtigung einer einfachen notwendigen Bedingung, beliebig 

vorgeschrieben werden. 

Nach dem Hauptsatz der konformen Abbildung ist es mSglich jede einfach 

zusammenh~ngende, unendlieh vielbl~ttrige Riemannsehe Fl~iehe entweder anf die 

schlichte punktierte Ebene (parabolischer Fall) oder auf das Innere des schlichten 

Einheitskreises (hyperboliseher Fall) umkehrbar eindeutig nnd konform abzubilden. 

Bisher sind nur wenige Kriterien fiir das Ein~reffen des einen oder des anderen 

Falles bekannt: Zu dieser wichtigen Frage liefert die vorliegende Abhandlung 

3 8  - -  31356 .  Acta mathematica. 58 .  I m p r i m ~  l e  9 m a r s  1932.  
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einen Beitrag. ~ Ein n~theres Studium der auf den untersuchten Riemannschen 

Flitchen einwertigen analytischen Funktionen zeigt n~tmlich, dass sie diese Flitchen 

auf die punktierte Ebene abbilden; jede Riemannsche F1/iche mi~ endlich vielen 

Verzweigungspunkten gehSrt mithin zum parabolischen Typus. 

Verlegt man den Grenzpunkt in den unendlich fernen Punkt der Ebene, 

so sind die Umkehrfunktionen der oben erw~thnten einwertigen Funktionen mero- 

morphe Funktionen der Ordnung p wobei p die Anza.hl der Windungspunkte 
2 ~ 

unendlicher Ordnung bezeichnet. Diejenigen Punkte, auf welche sich jene 

Windungspunkte projizieren, stellen Ausnahmewer~e dieser meromorphen Funk- 

tionen dar, und zwar entspricht jedem Windungspunkt ein Defekt yore Betrage 

1 Mit dieser Frage haben sich neuerdings A. S]'~'ISER und L. AHLFORS besch~ftigt (Commen: 
larii Math. Helvetici, Vol. I, II, III, I929, I93o , ~93I). Die wichtigsten der heute bekann~en Kri- 
terien zur Bestimmung des Typus einer unendlieh vielbl/ittrigen Riemannschen F1/~che sind folgende. 

Hinreichende Bedin.qungen fi~r das Eintreffen des hyperbolischen Falles. 
I) Es gibt q > 3 Stellen a , , . . . ,  aq, fiber welehen keine schlichten BlOtter der F1/iehe liegen. 

Ausserdem soll jeder fiber a~ liegende Windungspunkt  mindestens von der Ordnung m~,--r sein 

mit ~ I < q - - 2 .  (Folgerung aus dem zweiten Hauptsatz der Theorie der meromorphen Funk- 

tionen.) 
Diese Bedingung umfasst zwei ~ltere Kriterien: 
x a ) E s  existieren drei Stellen, fiber denen weder unverzweigte B1/itter noeh algebraisehe 

Windungspunkte belegen sind. (Satz yon PICARD.) 
I b) Es gibt drei Stellen a , ,  a~., a3, fiber denen keine sehlichten BlOtter liegen. ?iusserdem 

soll jeder iiber a~ befindliehe Windungspunkt  endlieher Ordnung eine Anzahl yon BF~ttern im 
Zyklus umfassen, welehe ein Multipel yon m~, ist, wobei ~,l, m2, m:) ganze Z:~hlen sind mit 

I < I. (Satz yon CA~ATHEODOI~Y.) 
~ ) ,  

Speziell folgt aus I) noeh das Kriterium: 
r e} Es gibt ffinf Stellen, fiber denen keine sehliehten BlOtter verlaufen. 
2) Es existiert eine endliehe Zahl R, so dass der Radius jeder sehliehten Kreisseheibe der 

Fl~iehe kleiner als R ist. (Satz yon  ]~;LOCH.) 

Hinreichende Bedi~gunqen fi~r das Eintre:fen des parabolischen Falles: 

I) Die Flfiche hat  endlieh viele Windungspunkte.  (Soll in dieser Abhandlung bewiesen werden.) 
2) Unter der Voranssetzung, dass die gegebene Fl~tche im Endlichen keine transzendenten 

kritischen Stellen hat, sei n(O) (lie Anzahl der algebraischen Windungspunkte,  welche auf der 
Riemannschen FiRche erreichbar sind 1/ings eines Weges, der yon einem beliebig gew/ihlten An- 
fangsPunkt ausgeht, und dessen L/~nge den Wert ,o nicht fibersteigt, wobei jeder Windungspunkt  
so oft mitgez~hlt wird wie seine Ordnung angibt. Die Bedingung besteht  dann in der Divergenz 
des Integrals 

do . 

on(o) 

(Satz yon Ar~LFORS, Commentarii Math. Helv., Vol. III, Heft 2, S. I73--I77, I93I). 
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2, so dass also der totale Defekt den maximalen Wer t  zwei" erh~lt. Dieses 
P 
Resultat gestattet eine meromorphe Funktion zu konstruieren, welehe endlich viele, 

willkiirlich vorgeschriebene Ausnahmewerte besitzt, so dass die entsprechenden 

Defekte beliebig vorgeschriebene rationale Werte  vom Gesamtbetrag zwei er- 

halten. 

~ber  die angewandten Methoden sei folgendes vorausgesehickt. Unter der 

Voraussetzung dass eine Riemannsche Flache der geforderten Art existiert, wer- 

den zun~ehst (w167 I--3)  gewisse notwendige Bedingungen hergeleitet. Sgmtliehe 

mSglichen Pl~chen werden alsdann in gewisse Typen eingeteilt, deren Struktur 

vollst~ndig beschrieben wird. Nachher (w167 4--7)  folgt der Nachweis, dass jedem 

der gefundenen Fl~chentypen auch eine wohlbestimmte einwestige Abbildungs- 

funktion entspricht. Dies geschieht so, dass die gesuchte analytisehe Funktion 

uniformisiert wird vermittels gewisser bekannter linear polymorpher Funktionen, 

welche friiher yon F. ~EVAblLISIbTA zur Herleitung der Haupts:~ttze der neueren 

Werteverteilungstheorie angewandt worden sind. 1 Diese fiir das Gelingen der 

vorliegenden Untersuchung fundamentale Idee, wodurch das Problem zuriickge- 

fiihrt wird auf die Konstruktion gewisser automorpher (fuchsoider) Funktionen, 

die in bezug auf gewisse Untergruppen der zu der uniformisierenden Transzen- 

denten gehSrigen fuchsschen Gruppen invariant sind, verdanke ich ebenfalls 

F .  NI~VA2q LINI~A. 

In w167 8- - i  i folgt die niihere Untersuchung der gefundenen einwertigen Ab- 

bildungsfunktionen. Es stellt sich heraus, dass die Schwarzsche Ableitung der 

Umkehrfunktionen sieh auf eine rationale Funktion reduziert. Unter Benutzung 

dieses Ergebnisses gelingt es dann leieht zu beweisen, dass die untersuehten 

Riemannsehen Pl~Lehen s~mtlieh zum Grenzpunkttypus gehSren. Die gewonnene 

Differentialgleiehung bildet ferner d ie  Grundlage fiir die nachfolgende Unter- 

suchung der asymptotischen Eigenschaften der Abbildungsfunktionen; dureh 

asymptotische Integration lassen sich insbesondere die defekten Werte  sowie 

die Betr~ge der Defekte berechnen. Hierbei maehe ich yon einer von E. H~LLE 

angewandten Integrationsmethode Gebraueh; iiberhaupt sind mJr die Untersu- 

chungen yon HILLE, der als erster auf die Bedeutung der in Frage stehenden 

Differentlalgleiehung ftir die Theorie der asymptotischen und defekten Werte  

I F. NEVASTLINNA: {/bet die Anwendung einer Klasse uniformisierender Transzendenten zur 
Unters.ttchung der }Vertrcrteilung (l~alytischer Funklio~ten (Acta mathematica, B. 5o, I927, S. 159--I88). 
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aufmerksam-gemacht  hat, bei der Aus~rbeitung vorliegender Abhandlung sehr 

wertvoll gewesen. 

Es ist L. AHLFORS gelungen, den Typus der hier betrachteten Riemannschen 

Fl~chen sowie die Defekte tier Ausnahmewerte tier zugeh5rigen Abbildungsfunk- 

tionen, ohne Verwendung der oben erw:~thnten Differentialgleichung, direkt dureh 

Methoden der konformen Abbildung zu bestimmen. Eine Darstellung dieser neuen 

Anwendung der vielversprechenden AHL~'o~sschen Methode, welche schon friiher 

zur LSsung verschiedener schwieriger funktionentheoretischer Fragen gefiihrt hat, 

soll in dieser Z.eitsehrift erscheinen. 

w ~. Vorbereitende Bet rachtungen und Problemste lhmg.  

I. Die vorliegende Untersuchung wird sieh mit gewissen Klassen yon mehr- 

deutigen, einwertigen ~nalytischen Fu~ktionen besch:,tftigen, welche lauter iso- 

lierte kritische Stellen haben. Es soll deshalb zun~chst d~ran erinnert werden, 

yon weleher Beschaffenheit eine solche Singularit:~tt sein kann. 

Sei also z=z(w) eine analytische Funktion, welehe im Gebiete o <  

< [ w -- w0 [ ~ (~ (~ > o) mit dem Ch~rakter einer rationalen Funkti0n fortsetzbar ist. 

Diese Funktion sei ferner in demselben Gebiet einwertig, d. h. den Mittelpunkten 

yon zwei verschiedenen Elementen yon z(w) sollen stets zwei verschiedene Funk- 

tionswerte entsprechen. Diese Werte iiberdecken in der z-Ebene ein einfach 

zusammenldtngendes Gebiet Ge, in welchem die Umkehrfunktion w - w ( z ) e i n -  

deutig ist. 

W i r  fixieren in einem Punkt  w ~ w  o des Kreises [w--w0[< @ ein beliebiges 

Element der Funktion z(w). Wenn der Funktionswert z naeh einem Umlauf des 

Punktes w um den Punkt  w o zu seinem Anfangswert zuriickkehrt, so muss wegen 

der Einwertigkeit tier Funktion z(w) aueh das entspreehende Endelement mit dem 

Anf~ngselement iibereinstimmen. Die Funktion z(w) ist dann in der Umgebung 

yon w eindeutig und einwertig, und vermittelt eine eineindeutige und konforme 

Abbildung der Kreisscheibe [w--wo[ ~(~ auf das sehlichte Gebiet G e. 

Wenn dagegen d~s betraehtete Funktionselement z(w)in der Umgebung yon 

w 0 vieldeutig is t ,  so hat man zwei F~lle zu unterseheiden, je nachdem der Funk- 

tiouswert Z nach einer endlichen Anzahl 'von Uml~ufen zu seinem Anfangswert 

zuriickkehrt, oder dies nicht der Fall ist. 

In  jenem Fall existiert eine ganze Zahl k >  I, so d~ss z eine einwertige 
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k 

und eindeutige Funktion yon V w - - w  o" ist. Die Gesamtheit der k Zweige der 

Funktion z(w) bildet ein algebraisches Element der Funktion z(w), welches die 

k-fach iiberdeckte Kreisscheibe I W--Wol <= ~ auf das schlichte Gebiet Ge der 

z-Ebene abbikiet. 

Falls z(w) unendlich vieldeutig ist, bestimmt sie sich als eine eindeutige 

und einwertige Funktion yon log ( w -  w0). Die Gesamtheit der unendlich vielen 

Zweige yon z(w) definiert ein logarithmisches T,'leme~t, welches die unendlich viel- 

bl~t~rige, universelle t~berlagerungsfl~iche des punktierten Kreises o < Iw--Wol ~ 0 

auf das schlichte Gebiet G e abbildet, dessen Berandung teilweise aus der ana- 

lytischen Bildkurve F(, der Kreisperipherie Iw--.Wol=~, teilweise aus dem H~u- 

fungsbereich F o der Funktion z in dem logarithmischen Windungspunkt w = w  o 

besteht. Dieser Bereich 1 o ist entweder ein Kontinumn oder ein Punkt. 

2. Der zu untersuchenden Klasse yon einwertigen anMytischen Funktionen 

wollen wir zun~chst dadurch eine Beschr~nkung auferlegen, dass wir dus Vor- 

kommen algebraischer Elemente ausschliessen. Unter  den einwertigen Funk- 

~ionen welche, ausser eindeutigen Elementen, lauter logarithmische Elemente 

enthM~en, verdienen diejenigen, deren Riemannschen Fl~ichen regul&" verzweigt 

sind, besondere Beachtung. Wegen der grossen Bedeutung dieser Funktionen 

fiir die n~chfolgende Untersuchung, wollen wir sie gleich hier kurz besprechen. 

Diese Funktionen lassen sich bekanntlich auf folgende Weise definieren. 

Es seien gegeben q ~  2 Punkte der w-Ebene, at, a ~ , . . . ,  aq. Die einfach zu- 

s~mmlenh~ngende universelle (~berlagerungsfl~che I~'~ ~) der in diesen Grundpunkten 

punktierten Vollebene l~sst sich nach dem Fundmnentalsatz der konformen Ab- 

bildung umkehrbar eindeutig und konform entweder auf die punktierte Ebene 

~ ~ (parabolischer Fall), oder auf den Einheitskreis I~'1 < ~ (hyperbolischer 

Full) abbilden; die bis auf eine lineare Transformation eindeutig bestimmte Ab- 

bildungsfnnktion sei ~ = ~'(w; a~, . .., aq). 
Fiir q ~ 2 gehSrt die Fl~che /71~) dem parabolischen Typus an. Die Ab- 

bildungsfunktion ist 

~. w - - a !  
~ a log + ft. 

W - -  a 2 

Im Falle q > z hat  man dagegen immer den hyperbolischen Fall. Die 

unendlich vielen verschiedenen Zweige der einwertigen Abbildungsfunk~ion 

~(w; a l , . . . ,  aq) permutieren sich in einer Gruppe (S) yon lineuren Transforma- 
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t ionen, welche den Einhei tskreis  I~'1 ~ I invar ian t  lassen. Diese Gruppe wird 

aus q Fundamenta l subs t i tu t ionen  S ~ , . . . ,  S(~ erzeugt,  welche den Umlaufen  um 

je einen der Punk te  a l , . . . ,  aq entsprechen und  s~tmtlich paraboliseh sind. Die 

Umkehr funk t ion  w ~ co (~; a~, . . . ,  aq) ist  eine im Kreise  I ~ I ~ I e indent ige und 

in bezug uuf  die Gruppe  S au tomorphe  Funkt ion ,  welche alle W e r t e  w unend- 

lich oft  annimmt,  mi t  Ausnahme der W er t e  a ~ , . . . ,  aq, welche sie i iberhaupt  

n icht  annimmt.  Als Fundamenta lbe re ich  ha t  sie ein aus 2 q - - 2  e inande r  paar- 

weise berf ihrenden Orfhogona lbogen  des Kreises I~'1 = I gebildetes Spitzenpoly- 

gon, welches sie auf die l~ngs eines durch die Grundpunk te  a~, . . . ,  aq gezogenen 

Schlitzes aufgeschni t tene  w-Ebene abbildet. - -  Im  Falle q -~2  ist diese Umkehr-  

funkt ion  die Exponent ia l funkt ion ,  im Falle q = 3  die ~o d u l fu n k t i o n .  ~ 

W i t  schlagen um einen der Grundpunk~e a, einen kleinen Kreis  B,,. Gre i f t  

man dann ein einem inneren  .Punkt  dieses Kreises  entsprechendes  Element  der 

Funkt ion  ~ (w; al,  �9 �9 .~ aq) heraus, und setzt man  dieses innerhalb B ,  unbeschr~tnkt 

fort ,  so en ts teh t  ein logari thmisches Element  der Funkt ion ,  welches die unend- 

lieh vielmal fiberdeckte Kreisscheibe B ,  auf ein schlichtes Gebiet  A~ der z-Ebene 

abbildet. Im Falle q = 2  ist das Gebiet  A~, bei passender  W ah l  des Kreises B , ,  

eine t ta lbebene,  w~hrend es ffir q ~ 3 ein innerhalb  des Einhei tskreises I~'1 I 

belegenes ovales Gebiet  ist, das die Per ipher ie  I~,'1 = I in einem wohlbes t immten 

Eckpunk~ eines Fundamenta lpo lygons  beri ihrt ;  dieser P u n k t  stellt  den Grenzwer t  

des Elementes  fiir w - ~ a ,  dar, und ist (wie i iberhaupt  alle P u n k t e  der Peripherie)  

eine wesentl iehe Singular i t~t  der au tomorphen  Funk t ion  r (~; a ~ , . . . ,  aq). 

Der  Fal l  q ~ 2  unterscheidet  sich vom al lgemeinen Fall  q >  2 nicht  n u t  

du tch  den Typus  der Fl~iche 1 q, sondern auch durch die Anzah l  der logari th-  

misehen Windungspunk te .  Die logar i thmische Fl~che T'~ ha t  fiber den P u n k t e n  

a~ und a,~ je einen solchen Windungspunk t .  Dagegen  liegen ffir q ~ 2 iiber jedem 

der P u n k t e  a, eine abz~hlbar unendliche Anzahl verschiedener  logar i thmischer  

Elemente.  Die entsprechenden Ovale A~ liegen ge t renn t  innerlmlb des Kreises  

I~1 = ~, jedoch so, dass die Berf ihrungspunkte  mi t  der Per ipher ie  auf  dieser 

fiberall dicht  sin& 

3. W i r  stellen uns in tier vorl iegenden Unte r suchung  die Aufgabe s:,tmt- 

liehe einfach zusammenh~tngende Riemannsche Fl~tchen zu bes~immen, welche 

Eine n~here Besprechung der fundamenta len  Eigenschaften der  l inear polymorphen Funk- 
t ionen ~(w; a~ . . . .  , aq) finder man bei F. NEVA•LI]qNA: ~ber die Anwendung einer Klasse unifor- 
misierender Transzendenten zvr U~'dersuchung der l~u analytiscl~er Funktio~en (Acta 
mathemutic~, B. 50, I927) , 
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eine endliche AnzaM yon logarithmischen Elementen haben, eine Klasse yon 

Fliichen, welche sozusagen die zwischen der Fliichen 1+~ und F (+) (q > 3) vorhandene q 

Lficke teilweise ausffillen und gewissermassen als die nitchste Verallgemeinerung 

der logarithmischen Fliiehe betrachtet werden kSnnen. Nach den obigen vor- 

bereit.enden Bemerkungen k5nnen wir dieses Problem gen~u formulieren ~vie folgt : 

Es seien gegeben q Pm~kte a~ . . . . .  aq und q positive ga~ze Zahlen tt~, . . . ,  ttq. 

I'.',~ gilt die Gesamtheit de~je~igen analytischen Funklionen z(w) zu bestimmen, wel- 

ehe Jblgende Eigensehaften besitzen." 

I. Die Funktion z(w) ist ndt dew, Ct~arakter einer rationalen T'u~ktion a~a- 

lytisch fortsetzbar in der ganzen w-Ebene, hSchstens mit Aus+~ahme der l 'unkte 

~ F : t T i ~  . . . ~  a q .  

2. z(w) ist einwertig. 

3. z(w) hat iiber jedem der Punkte a~, genau #~ verschiedene logarithmische Ele- 

me~#e fund ausserdem mSglicherweise noch eine Anzahl eindeutiger Elemente). 

4. Das yon den Werten z(w) gebildete Gebiet G ist einfach zusammenhSngend. 

Die Riemannsehe Fl~tche einer solchen Funktion z(w) soll in der Folge mit 

]<'p(a~,..., aq; ft 1 . . . .  , #q) bezeichnet werden, wobei p die Gesamtanzahl Z#,, der 

Windungspunkte bezeiehnet. 

w 2. Struktur der Riemannschen Flitche 1+'~, in dem Falle, wo fiber jedem 
Grundpunkt ein einziger Windungspunkt liegt. 

4. Es bedeutet keine Einschr~nkung, wenn wir in der nachfolgenden Unter- 

suchung ein ffir alle M~I annehmen, dass die Anzahl q der gegebenen Grund- 

punkte a~ (v ~ I , . . . ,  q), fiber welchen sich die logarithmischen Windungspunkte 

der gesuchten Riemannschen Fl~che T~ verteilen, mindestens gleich zwei ist. 

Denn sonst h~tte die entsprechende Funktion z(w) nur eine kritische Stelle w~-aj ;  

sie wiirde also in dem einfach zusummenh~ingenden Gebiet w 4= al unbeschr~.nkt 

fortsetzbar, und somit gem~ss dem Monodromiesatz eindeutig sein. 7Nach den 

Cauchy-Riemannschen Satz fiber aufhebbare Singu]arit~ten mfisste sie auch im 

Punkte w = a~ rationalen Charakter haben, und wfirde sich folglich, als eine in 

der geschlossenen Ebene fortse~zbare einwertige Funktion, auf eine lineare Trans- 

formation reduzieren. - -  Lassen wir also diesen, als elliptisch zu bezeichnenden 

Fall beiseite, so muss notwendigerweise q ~  2 sein. 

Angenommen, dass eine Funktion z(w) existiert, welche unserefi s~mtlichen 
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Forderungen genfigt, wollen wir die von ihr vermittelte Abbildung etwas nSher 

studieren. Nach den Voraussetzungen 2 ~ und 4? iiberdecken die Funktionswerte 

in der z-Ebene ein schlichtes, einfach zusammenh~ngendes Gebiet  r innerhalb 

dessen die Umkehrfunktion w(z) eindeutig und bis auf isolierte Pole regular ist. 

Diese letzte Funktion nimmt innerhalb G keinen Wert  w mehrfach an, und ihre 

Ableitung ist somit in G yon Null verschieden. Andererseits nimmt w(z) ein- 

zelne Werte w unendlich oft an, denn sonst kSnnte die Funktion z ( w ) n i e h t  

unendlich vieldeutig seth, was ja doeh der Fall ist, d a s i e  p ~ 2 logarithmische 

Elemente besitzt. Da nun die Stellen, wo die Funktion w(z) irgendeinen kon- 

stanten Wert  w annimmt, sich in einem inneren Punkt  von U nicht his kSn- 

nen, so folgt hieraus, dass das Gebiet G mindestens einen Randpunkt besitzt. 

Es sind also zwei F~ille mSglich: 

I. Der Rand F yon G besteht aus einem einzigen Punkt [parabolischer _Fallj. 

2. Der Rand F ist ein Kontinuum (hyperbolischer _Fall). 

Jeder Randpunkt stellt eine wesentliehe Singularitgt der Funktion w(z)dar, 

denn sonst wfirde das Gebiet G nieht das volle Wertgebiet her Funktion z(w) 

ausschSpfen. 

Um nun die Struktur der einer LSsung z(w) uiaseres Problems entsprechen- 

den Riemannsehen Fl~che /~'v zu untersuchen, soll das Gebiet G in _Fundamental- 

bereiche eingeteilt werden, in denen die Umkehrfunktion w(z) einwertig ist. Die 

Art und Weise, in welcher sieh diese Bereiche neben einander lagern, ist gegen- 

tiber topologischen Abbildungen des Gebietes G invariant. Da ein von eineni 

Kontinuum begrenztes Gebiet sieh stetig und umkehrbar eindeutig ~uf die punk- 

tierte Ebene abbilden l~sst, so ist es yore Standpunkte der oben genannten Auf- 

gabe gleichgiiltig, welchem der zwei mSglichen Typen (dem parabolischen oder 

dem hyperbolischen) die zu untersuchende I~iemunnsche Fl~ehe angehSrt. Die 

Bestimmung des Typus kann also vorl:dufig dahingestellt werden und soil erst in 

einem sp~teren Zusammenhang erfolgen. 

5. Wir  werden unsere Untersuchung zuniichst auf den einfachsten Fall 

beschri~nken, wo #i . . . . . . .  # q :  I,  und fiber jedem Grundpunkt a~ mithin nur 

ein logarithmischer Windungspunkt liegt. Es set demgemis z : z ( w )  eine anu- 

lytische Funktion, welche fiber jedem der gegebenen Punkte a~ genau ein loga- 

rithmisches Element besitzt (wozu noch eine Anzahl eindeutiger Elemente hinzu- 

kommen kann), und welche auch den iibrigen (unter I ~ 2 ~ und 4 ~ angegebenen) 

Bedingungeli unseres Problems geniio.t. Ohne Einschr~nkung der A!lgemeinheit 
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k5nnen wir dann annehmen, dass die Punkte a~ si~mtlich im Endlichen belegen 

sind, und dass das einfach zusammenh~ngende offene Gebiet (~, welches yon den 

Funktionswerten schlicht iiberdeckt wird, den unendlich fernen Punkt  z ~ r 1 6 2  

nicht enth~lt. Wegen der Einwertigkeit yon z(w) sind die Punkte yon (; den 

Mittelpunkten der eindeutigen Elemente dieser Funktion eineindeutig zugeordnet. 

Das dem Punktpaar  z, w entsprechende (durch den Wer t  z eindeutig festgelegte) 

Funktionselement z(w) wird im folgendem kurz mit (z, w)bezeichnet. Wir  sagen, 

ein yon dem Punkt  w : w ~  ausgehender und im Punkte w : w . z  endigender Strek- 

kenzug S verbi, de die Funktionselemente (z~, w~) und (z~, we), falls (z~, w~) l~ngs 

S bis zu (z.+, w,~) analytiseh fortgesetzt werden kann. Als die Distanz der Elemente 

definieren wir die untere Grenze der L~ngen siimtlicher verbindender Streckenziige. 
+ 

Nach diesen Festsetzungen sch!agen wir um die Grundpunkte a~ kleine 

Kreise mit dem Radius e, we!che vollst~ndig ausserhalb einander liegen, hn  

Kreise Iw--a~,l~Q wird dann ein beliebiger Punkt  w * ~ a ~  genommen, und in 

diesem ein beliebiges Funktionselement (z*, w*) fixiert. Zwei F~tlle sind mSglich: 

Entweder ist dieses Element, wenn es im Gebiete o < Iw--a+l ~r unbeschr~nkt 

fortgesetzt wird, eindeutig; dann bildet es den Kreis Iw~a~  I ~ Q auf einen yon 

einer einfachen Kurve begrenzten Teilbereich yon (; eineindeutig und konform 

ab. Oder aber das Element (z*, w*) geh5rt dem einzi2'en fiber dem Grundpunkt 

a~ liegenden logarithmischen Element E~ der Funktion z(w) an. Nach den Aus- 

fiihrungen yon S. 3oI bildet dieses Element, wenn es innerhalb o < l w - - a ~ l <  ~ 

fortgesetzt wird, ein von unendlich vielen Exemplaren dieser Kreisscheibe ge- 

bildetes, sich um den Punkt  w ~ a~ windendes Riemannsches Fl:~tchenstiick auf ein 

gewisses einfach zusammenhiingendes Teilgebiet (~ yon (; konform ab. Die Be- 

randung yon (,~. besteht teilweise aus tier analytischen, innerhalb (; verlaufenden 

Bildkurve F~ der (unendlich vielmal fiberdeckten) Kreisperipherie I w - - a , ] : o ,  

teilweise aus dem H~tufungsbereich I'~ der Funktion z(w)ff i r  I l o g ( w -  a~)l-+ ~ ,  

wobei als Anfangselement ein beliebiger dem logarithmischen Element E~ zuge- 

hSriger Zweig dieser Funktion zu wShlen ist, und der Punkt  w nicht aus dem 

Kreise [ w - - a ~ ] ~  r heraustreten darf. Es l~sst sich ferner folgendes zeigen: 

A. Jeder Punkt  des Hiiufungsbereiches 1";. gehb'rt dem l~ande 1' yon G an; 

uud ist also eine wesentliche SingularitSt der Urnkeh~funktion w(z). 

B e w e i s .  - -  Es sei z 0 ein beliebiger innerer Punkt  des Gebiete G; ihm ent- 

spricht ein wohlbestimmtes eindeutiges Element (z0, wo) der Funktion z(w). Wir 
3 9 - - 3 1 3 5 6 .  Acta mathematica. 58. I m p r i m ~  le 9 m a r s  1932. 
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schlagen um den Mittelpunkt w o einen kleinen Kreis, ]W--Wo[ ~ r, wo dieses Ele- 

ment eindeutig ist, und bezeichnen dureh A~ seinen innerhMb G belegenen Bild- 

bereich, der also den Punkt  z 0 als inneren Punkt  enth~tlt. Dem Mittelpunkt eines 

jeden Elementes, das v0n (Zo, w0) eine gr5ssere Distanz als r hut, entspricht ein 

Punkt  z ausserhalb des Gebietes A,. Nun sieht man sofort ein, dass diejenigen 

Elemente, als deren H~tufungsbereieh das Kontinuum (oder Punkt) 170 definiert 

ist, sicher eine grSssere Distanz yon (z0, w o) haben als r, woraus folgt, dass tier 

innere Punkt  z 0 diesem H~ufungsbereich nieht angeh5ren kann. Jeder Punkt  

1'~', ist also, wie behaupte~ wurde, ein Randpunkt von G. 

Insbesondere folgt aus Obigem, dass die Bildkurve F,. der Kreisperipherie 

]w--a,]=Q auf dem Rande F endigt, in dem Sinn, dass die zwei H~ufungsbe- 

reiehe lim z fiir arg (w-- a~,) --~ + ar aus lauter Punkte yon F bestehen. Wegen 

dieser Eigensehaft soll die Kurve 1~ im folgenden als ein Querschz~itt des Ge- 

bietes G bezeichnet werden. 

B. Das Komple~rwnth'rgebiet ~;~ yon G~ in bezug a u f  G i s t  einfach zusam- 

me~hh'~gend. 

Um zu  beweisen, dass die Punktmenge (1~. zusammenh~ngend ist, soll ge- 

zeigt werden, dass zwei beliebige ihrer Punkte z~ und z,2, dureh eine innerhalb 

(;.,. verlaufende stetige Kurve verbunden werden kSnnen. Es seien (z~, w~) und 

(z,2, w.2) die entspreehenden Elemente der Funktion z(w), und WlW~ ein Streeken- 

zug, welcher diese Elemente verbindet.. Wenn seine Bildkurve ZlZ,2 nicht schon 

aus lauter inneren Punkten der Menge (;,, besteht, so muss sie wenigstens einen 

l~andpunkt yon G~ enthalten. Nun gehSren, gem:,iss Satz A, die Randpunkte 

von sowohl (;,, wie yon (~ entweder dem Quersehnitt F~, oder dem Randkonti- 

nuuln 1" yon (~ an; dieselbe Eigenschaft hut daher aueh die Berandung des 

Komplementes G~. Weil nun die Kurve z~z,., ihrer Definition gem~ss, keinen 

Punkt  mit dem Gebietsrand l '  gemeinsam hat, so folgt hieraus, dass sie die 

Punktmenge ~ nur iib er einen Punkt  der Kurve F,, verlassen kann. Anderer- 

seits trifft sie diese Kurve hSchstens in einer endlichen Anzahl von Punkten, 

weil ju schon die Anzuhl der Sehnittpunkte des Streekenzuges ,waw.~ mit der Kreis- 

peripherie Iw--a,,[=r eine endliehe Zahl ist. 
t 

Es sei nun Zl ein Punkt, wo der Punkt  z, wenn er die Kurve ztz~ in der 

Riehtung yon z~ nach z~ durchl~uft, der Kurve F,, begegnet um in das Inhere 

des Gebietes G~ hineinzutreten. Weil der Endpunkt z2 ausserhalb G~ liegt, so 

muss der Punkt  z sp~ter wieder aus G~ heraustreten, und dies kann wieder nur 
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tiber einem Punkt  des Querschnittes F, geschehen. Es sei z~' der erste Punkt, 

wo die Kurve zlz ~ das Gebiet G~ verl~sst, so duss also der Bogen z(zo.' aus 

l~uter Punkten yon G~ oder F~ besteht. Wir kSnnen d~nn den Bogen zl'z,/ 

durch den von denselben Punkten begrenzten Teilbogen des Querschnittes F~ 

ersetzen. 

Die Punkte zl und z2 kSnnen also dureh eine Kurve ]c verbunden werden, 

deren s~mtliche Punkte entweder innerhalb G~ oder ~uf dem Querschnitt 1~ be- 

legen sind. :Nun sieht m~n leieht ein, d~ss ~uch die letzteren Punkte vermieden 

werden kSnnen. Denn jedem solchen Punkt  z o entspricht ein Element (z0, w0) , 

dessert Mittelpunkt a.uf der Kreisperipherie I 'w--a~l:@ liegt. In der unmittel- 

buren Umgebung von w o kunn die Bildkurve K yon k nicht in den Kreis 

]w--a~l~(~ eindringen, denn sonst  wiirde dus entsprechende Element (z, w) 

dem log~rithmisehen Element E~ ungehSren, was indessen nieht mSglich ist, weft 

j~ die Kurve k mit dem Innern yon G~ keinen Punkt  gemeinsum hat. Es kann 

also die Kurve K in der Umgebung des Punktes w etwus nach aussen verschoben 

werden, so dass die entsprechenden Elemente (z, w ) d u r e h  unmittelb~re Fort- 

setzung des Elementes (z0, w0) entstehen. Well nun die Mittelpunkte dieser Ele- 

mente ausserhalb des Kreises Iw- -a~ l : (~  belegen sind, so kSnnen ihre Bildpunkte 

in der z-Ebene weder innerhulb t;~ noch ~uf dem Querschnitt 15, liegen, und 

sind somit innere Punkte der Menge G.,. Hierdurch ist die Existenz einer Kurve 

darget~n, welche die Punkte z~ und z s verbindet, ohne d~s Innere der Punkt- 

menge G,~ zu verlussen. 

Es eriibrigt noeh zu beweisen, d~ss das Gebiet r cinJhch zus~mmenh~n- 

gend ist. Zu diesem Zweck gentigt es zu zeigen, duss eine beliebige innerhalb (,;, 

verlaufende geschlossene Jordankurve J keinen Randpunkt des Geb~etes (;, ein- 

schliessen kann. Wegen des einfachen Zusammenhangs des Wertgebietes G i s t  

jeder Punkt  innerhalb des yon J begrenzten Gebietes gleichzeitig uueh innerer 

Punkt  yon (;. Wiirde nun .~enes Gebiet einen I~andpunkt yon G~, enth~lten, so 

miisste dieser Punkt  ~lso no~wendigerweise auf der Kurve 1", liegen. Dann 

miisste ~ber diese Kurve vollstindig innerh~lb jenes Gebietes verluufen, wus 

jedoch ihrer unter A bewiesenen Eigenschuft w ide r sp r i ch t . -  Also ist d~s Gebiet 

G~. einfach zusummentfitngend, und S~tz B ist hierdurch vollst~,tndig bewiesen. 

Aus den S~tzen A und B Sehliessen wir nunmehr folgendes: 

Die logarithmischen Elemente E l , . . . ,  E( l bilden die ent,~rechenden yon den 

Kreisen I w - - a , l - , o  begrenzten Riemannschen Flh~henstiicke auf  gewisse punkt- 

fi'cmde, einfach zusammenhh'ngende 1'eilgebiete G 1 , . . .  , Gz yon G ab. Nach Ab- 
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trem~ung dieser Teilgebiete aus G bleibt noch ein ei~J'aeh zu~'ammenhiiuge~des I~est- 

gebiet G o iibrig. Die Berandung von G o besteht aus den q Quersehnitlen 1"~, . . . ,  1",+, 

welehe den Kreislinien Iw--a , . ]=~ ( v = I , . . . , q )  er~tspreehen, sowie aus gewissen 

Punkten des Bandkontinuums 1". 

Wir nehmen auf dem Querschnitt l'~ einen beliebigen Punkt  P,,; hierdurch 

zerf, fllt I',, in zwei Teilbogen, welche wir das positive und dus negative Ende yon 

1'~ benennen wollen. Hierbei soll ein Punkt  z, der sieh auf 1"~ in der Richtung 

yon dem negutiven zu dem positiven Ende bewegt, das Gebiet (;~ ~uf der linken 

Seite l~ssen (der Bildpunkt w umkreist also dann die Peripherie [w--a~.]=Q in 

positiver Umlaufsriehtung). 

Ein beliebiger innerh~lb des l~estgebietes G O liegender Punkt  Po k~nn mit 

den Punkten P~ (v = I , . . . ,  q) verbunden werden durch stetige innerhMb G O ver- 

laufende Streckenziige PoP~, welehe,, ausser dem Enclpunkt P0, keine gemein- 

sumen Punkte haben. Bei einem positiven Umlauf mn Po folgen diese Strecken- 

ziige aufeinander in einer bestimmten Reihenfolge, und wit denken uns die 

Grund.punkte a~ derart numeriert, dass diese Reihenfolge der Anordnung I , . . . ,  q 

der Indizes entspricht. - -  Wir bemerken noch, dass der Querschnitt P~PoP~+~ 

(P,~+I ------ P]) das Restgebiet Go in zwei einfuch zusammenh~tngende Teilgebiete zer- 

legt, yon denen das eine, ~usser yon dem genannten Querschnitt, yon dem negu- 

riven Ende des Querschnittes I'~ und yon dem positiven Ende des Querschnittes 

l'~+~ (1",~+~I'~), sowie yon gewissen Punkten des R~ndes 1' begrenzt wird. 

6. Nachdem die Zerlegung der vorgelegten Riemannschen Fl~che (lurch 

die Kreislinien I w - - a ~ , l : e  (~= I , . . . ,  q) dureh die obigen Ergebnisse klargelegt 

worden ist, ziehen wir durch die Grundpunkte a~ eine gesehl0ssene Jordankurve 

L so d~ss, bei einem positiven Umlauf, die genannten Punkte auf  L in der Ord- 

nung a l , . . . ,  a~+ ~ufein~nder folgen. Wir kSnnen annehmen, d~ss jeder Kreis 

Iw- -a~ l=Q yon der Kurve L in genau zwei Punkten c~ und fl,,, geschnitten wird, 

wobei c~ denjenigen Schnittpunkt bezeichnen soll, bei dem der Punkt  w ins 

Kreisinnere Iw- -a~ l< Q eintritt. Die Kurve L wird yon der gegebenen Funk- 

tion z(w) uuf gewisse inuerhalb des G ebietes G verl~ufende Kurven 1 abgebildet. 

Um die yon diesen Bildkurven gebildete Konfiguration zu untersuchen, 

nehmen wir uuf L einen beliebigen ausserh~Ib der Kreise Iw--a~ I--Q belegenen 

Punkt  u'o, und setzen ein diesem Punkt  entsprechendes Funktionselement in 

posi t iver  l~ichtung auf L analytisch fort. Sei a~ der erste Grundpunkt, welchem 

der Mittelpunkt w des betruchteten Elementes hierbei begegnet. Wenn dieser 
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Grundimnkt erreicht wird, welches nur dana zutrifft, wenn das betrachtete Ele- 

ment (z, w), nachdem der Mittelpunkt w bei a~ ins Innere des Kreises Iw--a~.] = e  

e ingetre ten ist, dem logarithmischen Element E~ nicht begegnet, so setzen wir 

das Element fiber a~ weiter fort. Wir behaupten, dass es dann, ehe der Punkt  

w einen vollea Umlauf auf L vollzogen hat, auf ein logarithmisches Element 

IJk stossea muss ( k = I ,  z, . . . , q ,  E q + l ~ E l l ) .  Denn anderenf~lls kSnnte das be- 

traehtete Element, welches jedenfalls in den singularit~tenfreien, yon der Kurve 

L begrenzten Innengebiet I u n d  Aussengebiet A unbeschr~nkt fortgesetzt wer- 

den kann, in der ganzen geschlossenen w-Ebene fortgesetzt werden, und wiirde 

sich somit gem~ss dem Monodromiesatz auf eine eindeutige analytische Funk- 

tion reduzieren, was den vorausgesetzten Eigenschaften tier Funktion z(w)wider- 

spricht. 

Setzen wir nun das dem Punkt w0 entsprechende Anfangselement in nega- 

river Richtung auf L fort, so wird es ebenfalls, nachdem der Mittelpunkt w 

einen gewissen Punkt  flh passiert hat, yon einem logarithmischen Element EI~ 

aufgenommen, and zwar wird dies schon ffir einen Wer t  h > I ~ - - q  eintreffen. 

Sonst wiirde nimlich das betrachtete Element in der ganzen punktierten Ebene 

w=~ak fortsetzbar sein, und wieder nach dem Monodromiesatz eine in der ganzen 

w-Ebene eindeutige Funktion definieren. 

Das betrachtete Element bildet das von den Grundpunkten ah uud ak be- 

grenzte Bogen ahak der Kurve L auf ein Kurvenstiick lhk ab, welches die Ge- 

biete Gh und Gk verbindet und d~s Gebiet G in zwei einfachzusummenh~ngende 

Teilgebiete einteilt. Die Querschnitte I'h und 1~ werden yon ihm in je einem 

Punkt  geschnitten; diese sollen ~ls Bildpunkte yon fl~ bzw. ak mit ~h bzw. ak 

bezeichnet werden. Falls h<= ]c--t  ist, so wird jeder Wert  a~, wo / c > u >  h, in 

einem wohlbestimmten Punl~t des Bogens lh~ voa der in G eindeutigen Umkehr- 

funktion w(z) angenommcn. Wir  haben somit den Satz 

C. Den iiber der Kurve L liegenden Punlcten w entsprechen in der z-l~bene 

gewisse Querschnitte l des Gebietes G, welche die Gebiete G~, . . . ,  Gq paarweise 

verbinden. 

7. Wegen tier Einwertigkeit der Funktion z(w) kSnnen sich die Kurven- 

stficke l~k nicht innerh~lb des Gebietes G schneiden. Eine ~ndere wichtige 

Eigensch~ft ist die folgende: 

Im folgenden sollen fiberh~upt alle Indizes auf ihre Reste modulo q reduziert werden. 
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D. Die (2uerschJ~itte lhk hh'ufen sich nut  gegen den Rand 1" des Gebietes CT. 

Zum Beweise erinnern wir zun~chst daran, was nach den Ausfiihrungen der 

S. 3o~ fiber den Verlauf der Kurven lhk innerhalb der Gebiete G~ bekannt ist. 

Die Bogen a,a~. und a~fl~ der Kurve L werden yon dem logarithmischen Element 

1#~ auf eine unendliche Anzahl yon Querschnitten des Gebietes G~ ~bgebildet, 

welche y o n  den Punkten 5~ bzw. fl~ ausgehen und auf dem H~ufungsbereich I7 

endigen. Die Punkte a~ und fl,, folgen abwechselnd aufeinander, und die yon 

ihnen ausgehenden Querschnitte l begrenzen, zusammen mit dem Bogen I'~, un- 

endlich viele nebeneinunder liegende Streifengebiete, welche abwechselnd dem in 

I und dem in A belegenen Tell der Kreisii~che [w--a~ I ~=o entsprechen. 

Die Querschnitte l kSnnen sich ~lso innerhalb der Gebiete G~. nicht hiiufen. 

Dasselbe gilt ~ber auch im Inneren des Gebietes G O . Denn wenn zwei be- 

liebige inhere Punkte z~ und z~ dieses Gebietes gegen irgend einen innere,~ Punkt  

yon G o rficken: so wird die Distunz der entsprechenden Elemente (zl, w~) und 

(z~, w2), welche ja yon einem gewissen Moment ab durch unmittelbare analy- 

tische Fortsetzung mit einander in Verbindung stehen, hierbei gegen Null streben. 

Andererseits sieht man sofort ein, dass die Distanz yon zwei Elementen, welche 

zwei ~usserhalb der Kreise [w--a~,[=@ belegenen Punkten z~ und z~ verschiedener 

Bogen lhk entsprechen, fiber einer festen, yon der Wahl  dieser Punkte unabhi~n- 

gigen positiven Schranke liegen. Hieraus folgt, dass die Querschnitte b~k sich 

iiberhaupt in keinem inneren Punkt  z des Gebietes G h~tufen kSnnen, w. z. b. w. 

8. Wi t  fassen nunmehr den Streckenzug P, PoP~+I ins Auge, der das Ge- 

bier G O in zwei einfach zusummenh~ngende Teilgebiete zerlegt, yon denen d~s 

eine, Go, von dem neg~tiven Ende des Querschnittes F~, und yon dem positiven 

Ende des Querschnittes I'~+~ begrenzt wird. Well nun jedes Kurvenstfick l zwei 

Gebiete Gi ( i :  i , . . . ,  q) verbinden muss, so schliesst man,  dass jeder Bogen l, 

der das Gebiet G~ fiber dem negativen Ende der Kurve 1"~ verl~isst, und nicht 

in G,,+I fiber d~s positive Ende yon l'~+~ eintritt, notwendigerweise den Strecken- 

zug P~PoP,.+~ schneiden muss. Nun besteht dieser aus lauter inneren Punkten 

von G, und es folgt somit aus Satz D, dass die genannten Bogen 1 hSchstens 

in endlicher Anzahl vorkommen kSnnen. Wir haben somit das Ergebnis: 

E. Die A~zahl der Querschnitte l, welche zwei nicht unmittelbar ~ebenein- 

ander liegesde Gebiete G~ verbisden, ist endlich. 

9. Es sei nun l~+1 eines der betr~chteten Kurvenstficke, welches die 

zwei Nachbargebiete G~ und G~+~ verbindet; es teilt das Gebiet G it/ zwei Teil- 
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gebiete, von denen das eine, G.,.~+~, uus gewissen Teilgebieten der drei Gebiete 

G~,, G~ und G~+~ zusammengesetzt ist. Wir schneiden dann die w-Ebene htngs 

dem entsprechenden Bogen a~.a~+1 auf, nehmen auf 1~1  einen beliebigen Punkt  

z, und setzen das entsprechende Element (:z, w) in der aufgeschnittenen w-Ebene 

fort, indem wir den Punkt  w, welcher also auf dem Bogen a~a~+x liegt, gegen 

das Aussere A des yon der Kurve L begrenzten Gebietes I riicken lassen. Der 

Punkt  z wird hierbei in das Gebiet G~+~ eintreten, t t ieraus folgt nun, dass 

das betrachtete Element in der ganzen, l~ngs a~a~.+x aufgeschnittenen Voll- 

ebene fortsetizbar ist, die Punkte a~ 4= a~, a~+~ miteinbegriffen. Denn das fiber 

�9 einem solchen Punkt  a~ befindliche logarithmische Element Ei entsprieht dem 

Gebiet Gi (i~:v, v +  i), welches nach den obigen Ausffihrungen yon dem Gebiet 

G~,,+I durch den Querschnitt l~+~ getrennt wird, und dieses kritisehe Element 

]~'i kann also yon dem in Frage stehenden Element (z, w), dessen Mittelpunkt 

ja den Sehnitt a~a~.ex vermeidet, nicht erreicht werden. Dieses Element definiert 

somit, in der erkl~rten Weise analytisch fortgesetzt, einen Funktionszweig, der 

nach dem Monodromiesatz in dem betrachteten Exemplar der aufgeschnittenen 

Vollebene eindettt ig ist, und dieses somit auf ein Teilgebiet yon G~,~+I einein- 

deutig und konform abbildet, welches yon zwei, den zwei Ufern des Schnittes 

a~,a~,+l entsprechendeu Kurvenstiicke l~+l begrenzt wird. Dieses Gebiet ist ein 

Fun damentalbereich tier Umkehrfunktion w(z), welche daselbst alle Werte w, 

ausser w : a ~ ,  u~d  a~+~, genau e innml  annimmt. Die Stellen, wo sie gleich a~ 

(~'~v, v +  i) wird, befinden sich auf einem Querschnitt 1~+1~, der dem Komple- 

ment~rbogen a~+la~, yon a~a~+~ (in bezug auf L) entsprieht, und der das Funda- 

mentalgebiet in zwei Streifengebiete teilt, entsprechend dem Innengebiet I u n d  

dem Aussengebiet A. 

Indem man das betrachtete Funktionselement immer weiter gegen das In- 

nere des Gebietes G~,~.+I fortsetzt, schliesst man durch Wiederholung der obigen 

Schlussweise, dass das genannte Gebiet aus unendlieh vielen Fundamentals~reifen 

der soeben angegebenen Art zusammengesetzt ist, welche nebeneinander gelagert 

sind, und einem yon unendlich vielen Exemplaren der w-Ebenen aufgebauten, 

sich um die Punkte a~ und a~+~ windenden Riemannschen Fl~chenstiiek entspricht. 

Mit Herrn SP~ i s~  ~ wollen wir einen solchen Fl~ehenteil als ein logarith- 

misches E ~ d e  der vorgelegten Riemannschen Fl~che bezeichnen. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

A. SPEnSEr: Probleme aus dem Gebiet dcr ganzen transzendenten F't~nktionen (Commentarii 
Math. Helvetici, Bd. ~, I929). 
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Io. Die Fh'lle q =  2 u~d q-~ 3. Im einfachsten Falle q : 2  ist die 

Struktur der zu untersuchenden Riemannsehen Fl~Lehe durch das Obige voll- 

st~tndig klargelegt. Das Gebiet G wird durch die Querschnitte 1,2 und 1~1 in 

'unendlich viele linear angeordnete Streifengebiete eingeteilt, yon denen zwei 

nebeneinander liegende je einen Fundamentalbereieh bilden, wo die Umkehr- 

funktion w(z) alle Werte, ausser a~ und a~, genau einmat annimmt. Die Werte 

a 1 und a~ stellen Picardsche Ausnah~ewerte  dar, welche yon w(z) fiberhaupt nicht 

angenommen werden. Man finder somit die wohlbekannte Struktur der logarith- 

inischen H~tche, u n d e s  l~sst sich auch fast unmittelbar beweisen, dass die vor- 

gelegte LSsung unseres Problems in diesem einfachsten Falle keine andere als 

W - -  ~ z  

Ct. 2 

sein kann, wo a und fl von w unabh~tngige beliebige Zahlen bezeichnen. Wir  

kommen auf diese Frage im 4. Abschnitt zurfick. 

Wenn die Anzahl q der kritischen Punkte a~ gleich drei ist, so folgt aus 

Satz E, dass das negative Ende des Querschnittes /', mit dem positiven Ende 

des .Querschnittes I~ verbunden wird mittels einer unendlichen Anzahl yon Kurven- 

stiicke /j~ und 41, w~hrend diejenigen Kurvenstficke l, welche das Gebiet G.~ fiber 

das negative Ende des Querschnittes 1"2 verlassen, schon zu dem Gebiet G,~ ffihren 

(hSchstens mit Ausnahme einer endlichen Anzahl dieser Kurvenstficke, welche 

noch in G 1 ausmfinden kSnnen). Da jeder inhere Teilbogen des Querschnittes 

1"~ nach Satz D hSchstens von endlich vielen der Kurvenstficke 1 geschnitten 

werden kann, so folgt hieraus, dass unter den Knrven 112, welche die 1Nachbar- 

gebiete G1 und G2 verbinden, eine letzte existieren muss; dieser Querschnitt soll 

im folgenden mit L~ bezeiehnet werden. 

Wir  nehmen auf L~2 einen beliebigen Punkt  z und setzen das entsprechende 

Funktionselement (z, w) analytlsch fort, indem wir den Punkt  w, der sich zu- 

nSchst auf dem Bogen a~a,~ befindet, sich geo.en das Innere des von L begrenzten 

Gebietes I bewegen lassen. Wir behaupten dass, wenn der Mittelpunkt w dieses 

Elementes, ohne das Gebiet I zu verlassen, sich dem kritischen Punkt  a~ n~hert, 

er dem logarithmischen Element Es begegnen muss. Denn sonst kSnnte man 

das Element (z, w) in der ganzen l~ngs dem Bogen ala 2 aufgeschnittenen Voll- 

ebene fortsetzen. Als Bild dieses Blattes wfirde sich in der z-Ebene ein die 

Gebiete G 1 und G 2 verbindendes Streifengebiet ergeben, welches yon dem, dem 

inneren Ufer des Schnittes a~a., entspreehenden Kurvenstfick L~e und yon einem, 
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dem ~usseren Ufer entsprechenden Kurvenstfick 11~ begrenzt wird. Der Quer- 

schnitt L~2 wiirde also nicht der letzte unter den die Gebiete G~ und G~ ver- 

bindenden Bogen 11, ~ sein. 

Es folgt aus dem zuletztgesagten, dass das betrachtete Funktionselement 

(z, w) das Innengebiet I auf ein yon dem Querschnitt Lte u n d  yon den zwei, 

den Segmenten a2a 3 und a3a 1 der Kurve L entsprechenden, die Gebiete G~ und  

G 3 bzw. G~ und G 1 verbindenden ~>letzten>> Querschnitter~ Le3 und L31 begrenztes 

Gebiet K 3 abgebildet wird, welches wir das Kerndre~;eck der betrachteten Rie- 

mannschen Fl~che nennen wollen. Den drei Seiten L~ ,  L23 und L~t des 

Kerndreieckes sind die drei logarithmischen Enden G~,,, G,~3 und G3t angeh:,tngt, 

\ 

l i  

/ 

welchen in der w-Ebene drei unendlich viel- 

bl~ttrige Riemannsche Teilfl~chenstiicke ent- 

spreehen, die als Windungspunkte bzw. al 

und ae, a.~ und a~, a 3 und al haben. 

Die Struktur der zu untersuchenden Rie- 

mannschen Fl~che ist somit a;ueh im Falle 

q : 3  eindeutig bestimmt. Figur I stellt die 

entsprechende Einteilung des Gebietes G dar. 

Die mit I, 2 und 3 bezeichneten Punkte ge- 

ben die Stellen an, wo die Umkehrfunktion 

w(z) die drei kritischen Werte a~, a2 und t/~ 

annimmt. 

2 \\ 

3 
Fig .  L 

I I. D ie  Fh'lle q > 4. Wenn die Anzahl tier Grundpunkte a,. grSsser 

uls drei ist, so erlfiilt man, wie im Falle q ~ 3 ,  fiir ~ :  I , . . . ,  q, eine letzte 

Kurve 1,,+1, welche die Nachbargebiete G, und G,+I verbindet. Diese Quer- 

schnitte, welche mit L,~+I bezeichnet werden sollen, begrenzen ein Gebiet K,s, 

welches wir das Kernpolygon der Riemannschen Fl~che nennen wollen. 

Wenn man das einem beliebigen Punkt  z einer der Kurven L~,+I entspre- 

chendes Element (z, w) gegen das Innere I des yon  L begrenzten Gebietes fort- 

setzt, und bei AnnEherung an die Punkte ai (i==~, ~ §  I) den logarithmischen 

Elementen E~ begegnet, so ergibt sich das Kernpolygon als Bild des Gebietes I ,  

und die Struktur der Riemannschen Fl~che ist der im Falle q : 3  gefundenen 

S~ruktur vollkommen analog. Das Gebiet G setzt sich aus dem Kernpolygon 

K~z nnd den an seinen Seiten angehangten q logarithmischen Enden zusammen. 

Im vorliegenden Falle q ~ 4  muss jedoch auch die MSgliehkeit beriicksichtigt 
40--31356. Acta mathemat~ca. 58. Imprimg le 9 mars 1932. 
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werden, dass man bei der analytischen Fortsetzung des oben fixierten Elementes 

(z, w) gegen das Innengebiet I ,  nicht an allen Punkten a,: (i ~ ~, ~ + I) auf das 

logarithmische Element E~ stosst, sondern dass dies nur ftir eine gewisse Anzahl 

dieser Punkte zutrifft, w~hrend das betrachtete Element in den iibrigen Punkten 

eindeutig i s t .  In diesem Fall wird das Kernpolygon yon gewissen Kurven 1 in 

Teilpolygone zerlegt. Die Anzahl dieser Durchmesserkurven, welche notwendiger- 

weise zwei nicht benachbarte Gebiete (;~ verbinden, muss jedoch nach Satz E 

endlich sein. 

Wir  wollen die mS~'lichen Einteilungen des Kernpolygons zunSchst im ein- 

fachsten Falle q : 4  untersuchen. 

2 

o 
@ 

2 

4 
F i g .  2. 

nerer Punkt  von 1~l zugeordnet. 

Als Diagonalbogen k5nnen hier nur entweder 

gewisse Bogen lls , ls~ oder gewisse Bogen 

1_~4, 1~2 vorkommen. Die erste MSglichkeit 

trifft dann zu, wenn man bei analytischer 

Fortsetzung eines Elementes (z, w), welches 

einem Punkt  z der Kernpolygonseite L12 

entspricht,  im Inneren yon I bei a s dem 

1 logarithmisehen Element E s begegnet, wiih- 

rend sich bei a 4 ein eindeutiges Element 

ergfibt. Man erh~lt dann als Bild des Bo- 

gens (ha~as einen Quersehnitt Is~, der yon 

dem Kernpolygon K 4 ein von den Seiten 

L12 und L.os begrenztes Dreieck abtrennt, 

welches dem Inneren yon I entspricht. Dem 

Grundpunkt a~ is t  ein wohlbestimmter in- 

Setzt man nun das entsprechende, in a 4 ein- 

deutige Funktionselement in das Aussengebiet A fort, so gelangt man zu dem 

Punkt  as mit einem eindeutigen Element. Denn das Gebiet G,~, welches dem 

logarithmischen Element E~ entspricht, ist yon dem Mittelpunkt des fortgesetzten 

Elementes, der das Aussengebiet A nicht verlassen darf, durch den Querschnitt 

131 getrennt. Das Aussengebiet A wird somit auf einen yon dem Querschnitt lsl 

und einem Querschnitt lls begrenzten, die Gebiete G~ und G s verbindenden Durch- 

messerstreifen des Kernpolygons K 4 abgebildet. Durch fortgesetzte Wiederholung 

dieser Schlussweise finder man, dass das Viereck K~ durch ein die ~>Eckpunkte>) 

G 1 und G 3 verbindende, nebeneinander liegende Streifengebiete, welche yon ge- 

wissen Kurven lsl und lls begrenzt werden, in zwei >>Dreiecke>> zerlegt wird; yon 

denen das eine von  den  Polygonseiten L12, L~s und einer der Kurven ls~, das 
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andere yon den Seifen L3~, L~I und einer Kurve 1~3 begrenzt ist. Zusammen- 

fassend haben wir also gefunden: 

Jrm Falle q : 4  ist das Kernpolygon K 4 entweder von Querschnitten l frei, oder 

abet es wird yon gewissen 2/~ (k ~ l, 2, ...) dieser Quersehnitte begrenzten, neben ein. 

ander liegenden, zwei einander gegeniiber liegende Eckpunkte verbindenden Streifen- 

gebieten in zwei Dreiecke zerlegt (welehe beide dem Innengebiet I entsprechenJ. 

Figur 2 stellt den Fall q = 4 ,  l c :  I dar. 

Zu vollkommen analogen Ergebnissen gelangt man schliesslich im allge- 

meinen Fall'e q ~  5. Das Kernpolygon Kq wird entweder keine Durchmesser- 

bogen 1 enthalten, oder aber es wird yon einer gewissen Anzahl yon Durchmesser- 

stre~fen in Teilpolygone eingeteilt, welche yon gewissen der Seiten L~+~ und 

gewissen Durchmesserbogen l begrenzt werden; diese Teilpolygone entsprechen 

s:s dem Inneren I des yon der Jordankurve L begrenzten Gebie~es. Jeder 

Durchmesserstreifen en~h~l~ eine ungerade Anzahl yon Streifengebieten, welche 

~l~wechselnd dem ~_usseren A und dem Inneren des Gebietes I entsprechen. 

I2. Die in diesem Abschnitt gefundenen Ergebnisse kurz zusammenfassend, 

kSnnen wir s~m~liche m5glichen Typen der zu untersuchenden Riemannschen Fl~che 

in folgender Weise charakterisieren. 

Man zeichne ein regulh)'es q-Ec]~ K~ und ziehe in ihm ein System von Durch- 

messern welehe einander innerhalb Kq nicht schneiden. Jedem Durehmesser wird 

ferner eine gerade positive Zahl k zugeord~tet. 

Jeder solchen Konfiguration entspricht ein wohlbestimmter mSglicher Typus dcr 

Flh'che F(~. Das q-Eck entspricht hierbei dent Kernpolygon, die Seiten den Quer, 

schnitten L~+I und die Durchmesser den Durehmesserstre~fen, wobei die Zahlen k 

angeben sollen, wie vide Querschnitte l der ent~Trechende Streifen enthSlt. Jeder 

Seite des Kernpolygons ist ein logarithmisehes Ende angehh;ngt. 

In den zwei einfachsten F~llen q = 2  und q = 3  ist der Typus der Fl~che 

eindeutig bestimmt. Dagegen hat man in den hSheren F~illen q ~ 4 immer eine 

unendliche Anzahl yon mSglichen Fl~chentypen, deren Struktur durch das obige 

Ergebnis vollst~indig klargeleg~ worden ist. 
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w 3. S t ruk tu r  der Flitche ~)  im allgemeinen Fall.  

13. Um unsere Untersuchung auf den Mlgemeinen F M l p ~  q auszudehnen, 

wo fiber den Grundpunk~en mehrere logarithmische Elemente liegen kSnnen, 

wollen wir jetzt annehmen, es existiere eine unMytische Funk~ion z(w), welche 

s~tmtlichen S. 303 aufgez~hlten Bedingungen geniigt. (Jber dem Grundpunkt a~ 

hut sie voraussetzungsgemiiss tt~, verschiedene iogarithmische Elemente, welche 

im folgenden mit E~, E~, . . . ,  E,~.~ bezeichnet werden sollen. 

Beschreiben wir nun wieder um die Grundpunkte kleine Kreise vom Radius 

0, so lassen sich die (~berlegungen yon Nr. 5 ohne weiteres fiber~ragen. Man 

wird also zu folgendem Ergebnis gelangen: 

Das logarithmisehe Element E~ der Funktion z(w) bildet die unendlich viel- 

bldttrige universelle Uberlagerungsfliz'che des punlctierten Kreises o < ]w-- ~, ] < Q auf  

ein cinfach zusammenhiingendes Gebiet Gi~ der z-Ebene ab, welches yon dem Wert- 

gebiet (; der Funktion von einem der Krei~Teripherie ] w -  a~ I = e  entsprechenden 
q 

Quersch~nitt I% abgetre,nnt wird. Diese Querschnitte, deren Anzahl p ~ ~ tt~. be- 

t rdgt, begrcnzen zusammen ein ei~r zusammenhit~gendes Teilgebiet G o yon G. 

I4. Die Einteilung des Gebietes G in FundamentMbereiche geschieht gen~u 

wie im oben behandelten SpeziMfM1 p ~ q .  Durch die Grundpunkte a wird 

eine geschlossene Kurve L gezogen, uuf weleher jene Punkte bei einem positiven 

Umlauf in der Reihenfolge a l , . . . ,  a~ angeordnet sind. Als Bilder dieser Kurve 

erscheblen in der z-Ebene eine unendliehe Anz~hl von Quersehnitten des Gebietes 

G, welche je zwei der Gebiete G~ verbinden; ein Quersehnitt, der yon G~ aus- 

o.eht und in G.[. miindet, soll mit l~ j bezeiehnet werden. Wenn der Punkt  z ihn 

in der erwi~hnten Riehtung durehli/~uft, so bewegt sieh tier .Bildpunkt w uuf L 

yon w--ah  bis w=-al~, und zwar gilt wieder (vgl. S. 309), dass tier letztgenannte 

Punkt  erreieht wird, ehe w einen vollen Umlauf auf L vollzogen hut. Es ist 

somit k <  h + q; fulls k > h + I, so werden die Werte ah+i . . . .  , ak--a yon der 

Umkehrfunktion w(z) in je einem Punkt  des betraehteten Quersehnitts angenom- 

men. - -  Aus Obigem f01gt insbesondere, dass die Querschnitte l~  hie zwei iiber 

einem und demselben Grundpunkt a~ liegende logarithmische Elemente verbinden 

kSnnen. 

Die (Jberlegungen auf S. 3 io zeigen ferner, d~ss es unter den Kurven l~}k, welche 
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im Innern yon G sich nicht~ begegnen kSnnen und sich gegen den Rand 1' h~ufen, 

hSchstens eine endliche Anzuhl solcher gibt, die zwei nicht benuchbarte Ge- 

biete G~ verbinden. Es folgt hieraus, dass zwei Iqachb~rgebiete G~ und G j im- 

mer zwei verschiedenen Grundpunkten zugeordnet sind (h~= k), und man finder 

somit folgende notwendige Bedingung fiir die betr~chtete Riemannsche Fl~che: 

F. Die A~zahl  der iiber ein und demselben Grundpunkt  a~ liegenden loga- 

Elementen ist nicht grb'sser als die halbe Anzahl  sh~#licher solcher rithmischen 

Elemente." 
q 

i p 

i :  1 2 

Ferner schliesst man, d~ss wenn #, ihren maximalen Wer t  p erreicht, je 
2 

zwei der Gebiete G~ yon einem Gebiet (i j (a@-u) getrennt werden .  

Unter den unendlich vielen Querschnitten l~]:, welche zwei Nachbargebiete 

(i~': und e{. verbinden, existiert ein letzter, welehe mit Li~ bezeichnet wird. Die 

p Querschnitte L~i ~ begrenzen ein einfach zus~mmenh~ngendes Gebiet hi,, wel- 

ches wieder Kernpolygon der Riemannschen Fl~che genannt wird. 

Die Riemannsche F15che I ~  besteht aus einem Kernpolygon K~, dessert 

~b~eiten L~i ~ (It :~ k) je ein logarithmisches Ende e~'J k a,gehit'ngt ist. G'~IJ ~ setzt sich 

aus unendlich vielen linear angeordueten Fundamentalbereichen zusammen, in wel- 

ehe,n die Funlction w(z) alle l.Vertel ausse~" w ~- ah und w - -  ak, genau einmal annimmt. 

15. Wir  kommen nun zu der Frage, wie sich das Ker~29olygon Kp aus Funda- 

mentalbereichen zusammensetzt. Falls p ~ q ,  so kann es eintreffen, dass das 

Kernpolygon yon den Querschnitten / vollkommen frei ist (vgl. S. 313). Dies ist 

nicht mehr mSglich, wenn p > q .  Denn sonst wiirde das Inhere von K v ent- 

weder dem yon der geschlossenen Is L begrenzten Innengebiet I oder dem 

Aussengebiet A entsprechen, und die Eckpunkte des Kernpolygons wiirden den 

q Grundpunkten a~ eineindeutig zugeordnet sein, was unmSglich is~, d~ .]a die 

Anzahl jene r Eckpunkte gleich p > q ist. M a n  ersieht hieraus, dass Kp wenig- 

s t ens  so welt yon gewissen Diagonalbogen l zerlegt wird, bis die Eckpunkte 

eines jeden Teilpolygons verschiede~wn Grundpunkten a~ zugeordne~ sind. Jedes 

Teilpolygon enfspricht entweder dem Gebiet I oder dem Gebie~ A. In jenem 

Fall folgen die Eckpunkte (bei einem positiven Umlauf um das Teilpolygon) auf- 

einander in derselben Reihenfolge, wie die entsprechenden Grundpunkte (bei 
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einem positiven Umlauf um die Kurve L); in diesem Fall wird die Reihenfolge 

umgekehrt. Wenn ein Teilpolygon weniger als q Seiten hat, so liegen auf ge- 

wissen Seiten einfache Stellen, wo die fehlenden Werte a~, welche keinem Eck- 

punkt des betrachteten Teilpolygons zugeordnet sind, yon der Funktion w(z) 

angenommen werden. 

Zwei neben einander liegende Teilpolygone (deren Seitenanzahl wenigstens 

drei ist), sind voneinander durch ein >>Durchmesserband>~ getrennt, welches aus 

einer gewissen Anzahl yon, den Gebieten I und A abwechselnd zugeordneten, 

nebeneinander gelagerten Streifen zusam- 
2 

mengesetzt is~. Die Anz~hl der Streifen 

ist ungerade, falls die benachbarten Teil- 

polygone beide entweder dem Gebiete I 

oder dem Gebiete A entsprechen. Wenn 

_ sie dagegen verschiedenen Gebieten zuge- 

1 . 1 ordnet sind, so besteht der Durchmesser 

~ ~  / ~ - ~ - - - - - -  aus einer geraden Anzahl yon Streifen, wo- 
2 / ( ~ 9 "  bei auch der Fall zu beriicksichtigen ist, 

wo diese Anzahl gleieh Null ist, d.h.  wo 

der Durchmesser sich auf einen einzigen 

Querschnitt 1 r e d u z i e r t . -  Figur 3 stellt 

den zuletzt genannten Fall fiir p = 4  (tq = 2, 
Fig. 3. 

tt~ ~- re3 = I) dar. 
Zusammenfassend haben wir somit folgendes Ergebnis: 

Die Riema~nsche Flfche 1~' v besteht aus einem Kernpolygo~ Kl~ , welches vo,~ 
q 

P = ~, t,~ Seiten L~J k (Quersch'nitten der Fliiche) begre~zt wird. An  jede Seite ist 

ein logarithmisches E~'~de geheftet. Die Eckpunkte yon Kp si,nd den logarithmischen 

Elementen E~ eineindeutig zugeordnet, wobei zwei benachbarte Eckpunkte nie zwei 

iiber ein und demselbe~ Grundpunkt a~ liegez~den Windu~g~T.unkten entsTrechen. 

Der Aufbau des Kernpolygons l~sst sich schematisch auf folgende Weise 
erkl~ren: 

Man zeiehne ei~ regulffres l)-Eck Kp u.nd ordne sei~e Eckpunkte den Grund- 

punkten a~ zu, so dass je einem Grundpunkt a~ tq. verschiedene, nieht benachbarte 

Eekpunkte entsprechen. In  K~ wird dann ein System von Durchmessern gezogen, 

welche ei~ander inuerhalb K~) uicht sehueide~ u~d yon denen Kv in Teilpolygone 
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folgender Ar t  eingeteilt wird. Die Eekpunkte eines jeden Teilpolygons sind lauter 

versehiedenen Grundpunk~en a, zugeordnet, so dass sie bei einem positiven Umlauf 

entweder in derselben oder in der umgekehrten Ordnung aufeinander folgen wie die 

entsprechenden Grundpunkte a,, bei einem positiven Umlauf au f  L; wi t  sagen, das 

Teilpolygon gehSre der Klasse I oder der Klasse A an, jenachdem jener oder dieser 

Fall vorliegt. Jeder Durchmesser wird schliesslich mit einer positiven ganzen Zahl 

�9 versehen (welche angibt wie vide Quersehnitte l der ent,~preehende Durchmesser- 

streifen der Riemannsehen F15ehe enthdlU, und zwar soll diese Zahl gerade oder 

ungerade sein, jenachdem die an den Durchme,~,eer grenzenden Y~ilpolygone derselben 

oder verschiedenen Klas~qen angehSren. 

I6. Es stellt sich die Frage, ob ein diesen Bedingungen geniigendes Kern- 

polygon immer konstruiert werden kann, wie immer die ganzen, positiven Zahlen 

#1 . . . .  , ttq (q~= 2) gegeben sind. Dass diese Konstruktion mindestens das Be- 

stehen der Bedingung (~) S. 317 erfordert, haben wit schon oben gesehen. Im 

Falle q =  2 muss dieser Relation noch folgende notwendige Bedingung hinzuge- 

fiigt werden : 

Falls q =  2, so ist th = ft.2 = I ,  und di(~ l,'h'ieh, e reduziert sieh a ufd,ie logarith- 

misehe Flt~ehe. 

Denn w;,ire die Anzahl #1 + #.~--P der logarithmischen Elemente grSsser als 

zwei, so wiirde das Kernpolygon p > 2 Eckpunkte haben, welche den zwei Grund- 

punkten a~ und a~ zugeordnet sein wfirden. Die Zerlegung yon Kp in Teilpoly- 

gone, deren Eekpunkte .ie verschiedencn Grundpunkten entsprechen, i s t  offenbar 

unter diesen Bedingungen unmSglich, woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. 

In den iibrigen F~.llen, q > 2, erweist sich dagegen die notwendige Bedin- 

gung ( I ) a u c h  als hinreichend, denn es gilt der Satz: 

Wenn q > 2, so ltYsst sich ein allen oben angegebenen Bedingungen geniigendes 

Kernpolygon konstruieren, wie i'mmer die positiven ganzen Zahlen l~,, unter Beriick- 

,~ichtigung der Beziehung (I) gewiihlt werde~. 

B e w e i s . -  Die gegebenen Zahlen g.~ werden zun~chst naeh waehsenden 

Betr~gen geordnet; es sei th ~= #.2 ~ ' ~ #q. ])a die Behauptung evident ist, 

falls it1 . . . . .  ~ q =  I ist, so kSnnen wir u q ~  I annehmen. Wegen (I) ist an- 

dererseits ,u~ l ~  ~ und, da q ~ 3 ,  # i ~  p fiir i ~ q .  
2 '  ~ 2 
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W i r  be t rach ten  nun  die Zahlen fez, . . . ,  ttq-1, fiq~-#,~-- I > o,  deren Summe 

gleieh p - - I  ist. Nach Obigem ist 

(2) ~ < p - - ~  < p - -  i = - -  I < p und F~,: = (i < q). 
' 2 2 ' 2 

Nehmen  wir nun  an, dass der zu beweisende Satz r icht ig  ist, wenn die Smnme 

der gegebenen Zahlen # gleich p - -  I i s t  und die der Beziehung (I) en~sprechende.  

notwendige  Bedingung erfiillt ist, so kSnnen wir ein den Zahlen t t ~ , . . . ,  ttq_i, fiq ent- 

sprechendes Kernpo lygon  K,j~-~ konstruieren,  welches s~imtliche geforder ten  Eigen- 

schaf ten  besitzt, denn die erw~ihnte notwendige  Bedingung ist gem~ss (2) sicher 

i n  Kraf t .  W e n n  nun dieses Po lygon  Kl~-i einnlal gegeben ist, so erfolg~ die 

Kons t r uk t i on  des geforder ten  K,l~ folgendermussen.  Wei l  das Po lygon  Kp-1 genau 

,uq ~ . t t ~ - - I  < P - - - [  verschiedene Eckpunk te  h~t, welche dem G ru n d p u n k t  a~ zu- 
2 

geordne t  sind, so gibt es un te r  seinen i ibrigen Eck p u n k t en  mindestens ein Paa.r 

yon Punk ten ,  welche e inander  benaehbar t  sind. W i r  be t raeh ten  die yon zwei 

solchen, gewissen yon a z versehiedenen Gru n d p u n k t en  zugeordneten  E c k p u n k t e n  

begrenzte  Seite yon K,l)-i und  fiigen an diese Sei~e dem Po lygon  Kl~-i ein neues 

Dreieck hinzu. Der  freie  Eckpunk t  des so en t s t andenen  Polygons  h~  wird dem 

Grundpunk t  aq zugeordnet ,  und jener  Seite yon K1)-1, welche ein Durchmesser  

yon Kp is~, wird eine gerade oder ungerade  N u m m e r  zuerteil t ,  j enachdem das 

neue Dreieck und  das an den neuen Durchmesser  grenzende Tei lpolygon yon Kp-~ 

zu derselben oder  zu verschiedenen Klassen gehSren. Das Polygon  Kp erfifllt  

offenbar alle geforder ten  Bedingungen.  

Die Kons t ruk t ion  yon Kp ist h ie rdurch  auf diejenige yon I{l~_l zuriickge- 

fiihr~ worden. Wiederho l t  m a n  nun  das obige Rekurs ionsver fahren  p - - q  mal, 

so gelangt  man  zu dem einfachsten Fall  p - q ,  wo man fiir Kp ein yon Durch- 

messern freies q-Eck nehmen  kann. H ie rdurch  ist unser  Satz vollst~indig 

bewiesen. 

17. Es sei noch ausdriicklich hervorgehoben,  dass die S t ruk tu r  der Rie- 

mannschen  Fl~che ~ nur  in den zwei e infachsten Fi~llen, # i = t t ~  I und 

t t l ~ t t ~ t t 3 ~  I,  wo das Kernpo lygon  bzw. ein Zweieck und ein Dreieck ist, 

eindeutig bestimm~ ist. In  allen iibrigen F~llen, p > 3, lassen sich unendl ich  

viele verschiedene Typen  des Kernpolygons  angeben,  denn  die Anzahl  der die 

Durchmesser  kons t i tu ierenden Stre i fen kann .~a beliebig gew~thlt werden, wozu 
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noch kommt, dams schon die Durehmesser in verschiedenen Weisen gezogen wer- 

den kSnnen. 

w 4. Uni formis ie rung der Riemannschen Flitche 1~'~). 

I8. Unter der Annahme, dass eine L5sung z(w) des S. 303 formulierten 

Problems existiert, haben wir in den vorhergehenden Abschnitten gewisse notwendige 
Bedingungen ffir die entsprechende Riemannsche Fl~tche Fp aufgestellt. Unter 

derselben Voraussetzung werden wir im vorliegenden Paragraphen die Relation 

z--z(w) uniformisieren; dies wird mit Hilfe der im ersten Paragraphen bespro- 

chenen linear polymorphen Funktionen ~'(w; a ~ , . . . ,  aq)geschehen. Durch die 

Uniformisierung wird die Grundlage gewonnen, auf welcher dann der Iqachweis 

der Existenz der gesuchten LSsung, sowie eine n~there Untersuehung ihrer Eigen- 

schaften erfolgen kann. 

Es sei also, wie vorher, z(w) eine analytische Funktion welche s~mtlichen 

S. 303 aufgez~hlten Bedingungen genfigt. Durch sie wird ihre fiber der w-Ebene 

ausgebreitete ]~iemannsche Fl~iche T'p auf ein einfach zusammenhiingendes, schlichtes 

Gebiet G der z-Ebene umkehrbar  eindeutig abgebildet. Neben/ /~  betrachten wir 

jetzt die universelle Uberlagerungsfi:,iche F~ ~) der in den Grundpunkten a~, punk- 

tierten w-Ebene. Diese Fl~che, welche gleichzeitig eine Uberlagerungsfl~tche yon 

T'p ist., haben wir schon im I. Paragraphen einer vorbereitenden Betrachtung 

unterzogen, und wir erinnern deshalb nur kurz an die.~enigen ihrer Eigenschaften, 

welche ffir das bier folgende yon Bedeutung sin& 

Im Falle q---2 ist F (| mit der logarithmischen Fl~iche identisch, welche - q  

fiber w ~  a 1 und. w~a . ,  je einen logarithmischen Windungspunkt  hat und welche 

dureh die Funktion 

~" (w; a~, a~) = log ~--3 a~ 
W - -  a 2 

auf die offene Vollebene ]~1<  z~ konform abgebildet wird. 

Im Falle q > 2 ist die Anzahl der fiber den Punkten a~ gelagerten loga- 

rithmischen Windungspunkte der Fl~che /r unendlich. Diese Fl~che wird 

durch eine linear polymorphe Funktion ~'(w; a l , . . . ,  a~ )au f  den Einheitskreis 

]~'] < I eineindeu~ig und konform bezogen. Die unendlieh vielen Zweige yon 

permutieren sich gem~ss den linearen Transformationen einer gewissen fuchs. 

schen Gruppe S; als Fundamentalsubstitutionen yon S kSnnen q (parabolische~j 
4 1 - - 3 1 3 5 6 .  Acta mathematica. 58. I m p r i m $  le 9 m a r s  1932. 
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Substitutionen $ 1 , . . . ,  Sq gew~ihlt werden, welche einem Umluuf um je einen 

der Grundpunkte a~ entsprechen. Die Umkehrfunktion w:co (~ ' ) i s t  fiir I~1<~ 

eindeutig und automorph. Als Fundamentalbereich hat sie ein yon 2(q--T) Or- 

thogon~lbogen der Peripherie I~1~ ~ begrenztes Polygon, deren Spitzen s~mtlich 

auf dem Einheitskreis belegen.sind. 

Wir  bilden nunmehr die zusammengesetz teFunkt ion 

= 

D ~  die Funktion w die kritischen Punkte w : a ~  Vermeidet, so ist 9~(_~)innerhalb 

des Einheitskreises unbeschr~inkt fortsetzbar und stellt somit nach dem 3/Iono- 

dromiesatz eine daselbst eindeutige Funktion dar. Hiern~it habe~ wi t  f i ir  die 

Funktion z(w) die in Aussicht gestellte Parameterdarstellung 

( 3 )  = z -  

gewonnen, wo ~o und cf innerhalb des Einheitskreises eindeutige Fu~ktionen si~d. 

Die erste der Funktionen (3) ist eine in bezug auf die fuchssche Gruppe S 

automorphe Funktion. Was nun die zweite Funktiou, q~(~), betrifft, so beweist 

man dutch eine wohlbekannte (~berlegung, die hier unterdriickt werden kann, 

dass sie entweder eine einwertige Funktion oder eine in bezug auf eine gewisse 

Untergruppe ~ der Gruppe S automorphe Funktion ist, und zwar wollen wir zei- 

gen, dass ]ener Fall fiir q : 2 ,  dieser fiir q > 2 eintrifft. 

Sei zun~chst q : 2 .  Angenommen d~ss ~T(~) fiir ]~']< ~ nicht einwertig ist, 

so ist sie nach Obigem periodisch mit einer Periode k. 2zci, w o k  eine natiir- 

liehe Zahl ist. Wie auf Seite 3oi, l~sst sieh dann t =  w~----~! ~/k= e ? als neue 
\ w  - -  a2I 

uniformisierende Variable einfiihren, und man schliesst, dass die Funktion 

q~ (k log t) eine im Ringgebiete o < I t I < zr eindeutige und einwertige Funkfion 

ist. Da sie dann gem~ss dem Cauchy-Riemannschen Satz auch in t - - o  und 

t - - w  yon rationalem Charakter isL so muss sie sich auf eine lineare Trans- 

formation yon t~ und die Funktion z(w) sich also auf eine lineare Transforma- 

yon ( w - - a l Y / k  tion \ ~ + U ~ I  reduzieren, w~s unmSglich ist, well ja z(w) voraussetzungs- 

gem~ss unendlich vieldeutig ist. 

Es bleibt daher nut  die M5glichkeit iibrig, d~ss-q~(~)einwertig ist. Als 

eine in der ganzen endlichen Ebene eindeutige und einwertige Funktion muss 
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sie sich dunn uuf eine lineare Transformation von ~--- loggy , - a ,  reduzieren, und 
"t~) - -  El 2 

wir haben somit das Ergebnis: 

Tm Falle q 2 ist die Funktion z ~ z ( w )  eine li~war gebrochc~w 1,'u,~ktiou yon 

log w -- a 1 
W - -  a , )  

Durch das Obige ist insbesondere hervorgegangen, dass die Anzahl der 

Windungspunkte der Fl~che 1~o im Falle q =  2 nicht zwei fibersteigen kann, ein 

Ergebnis, welches schon (S. 319) durch andere Betrachtungen gewonnen wurde. 

Da unser Problem fiir q~-2 eine vollsti~ndige LSsung gefunden hat, kSnnen 

wir im folgenden ein ffir alle Mal annehmen, dass die Anzahl der gegebenen 

Grundpunkte a~ mindestens gleich drei ist. Um jetz~ zu beweisen, dass, wie 

oben behauptet wurde, die Funk~ion qg(~) in diesem Mlgemeinen Fall (q> 2) in 

dem Einheitskreis ]~'l < I nicht einwertig sein kann, geniigt es zu bemerken, duss 

q~(~) sonst eine schlichte Abbildung Yon I ~ ] < I  auf dem Gebiet G vermitteln 

wiirde. Wegen dieser eineindeutigen Zuordnung der Werte z und ~" wfirde dam1 

die Anzahl der logarithmischen Elemente tier zwei Funktionen ~--~(w; a l , . . . ,  aq) 

und z = !p(~'(w; a l , . . . ,  aq))~-z(w) dieselbe, also unendlich sein, was jedoch nicht 

m6glich ist, well die letzte Funktion nach Voraussetzung nut  endlich viele solche 

Elemente besitzt. 

Da also die Funktion (f(~) (fiir q >  2) nicht einwertig ist, muss sie nach 

den obigen Ausffihrungen (S. 322) automorph sein in bezug auf eine Gruppe 

von linearen Transformationen, welche in S als Untergruppe enthalten ist ( u n d  

sich nicht auf die idenfische Substitution reduziert). I)iese Untergruppen 2 sollen 

im nachfolgenden Paragraphen bestimmt werden. 

w 5. Bes t immung der  Untergruppen ~. 

I9. Unter Anwendung der in den 2. und 3. Paragraphen erzielten Ergeb- 

nisse fiber die Struktur der Riemannschen Ffiiche Fp kann der Fundamental- 

bereich B~ der automorphen Funktion qg(~)konstruiert werden. Die Seiten dieses 

Bereiches, welcher aus einer gewissen Anzahl yon Fundamentalpolygonen Bs der 

fuehsschen Funktion co(t) zusammengesetzt ist, werden aufeinander bezogen sein 

vermittels gewisser linearen Transformationen, Welehe zur Gruppe S der Funk- 

tion ~o(~) gehSren. Diese Tr~nsformationen erzeugen die Untergruppe ~. 
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Um zun~tchst den Fundamentalbereich B-, zu konstruieren, sei daran er- 

inuert, d~ss die automorphe Punktion 90(~) entsteht dureh Zusammensetzung 

der Funktion z(w), welche die Fli~ehe I,'~, auf das sehli.chte Gebiet G abbildet, 

mit der automorphen Punktion w(~), welche den Einheitskreis [ ~ ' [ ( I  al.lf die 

universelle Uberlagerungsfliiche der in den Grundpunkten a~ punktierten w-Ebene 

abbildet: 
= 

Die Umkehrfunktion ~" = cf-l(z) = ~(w(~); al, . . . ,  a~) ist eine linear polymorphe 

Funktion, welche innerhalb ihres Existenzgebietes G diejenigen Punkte Za als 

kritische Stellen hat, wo die Funktion w(z) (die Umkehrfunktion yon z(w)) einen 

der Werte al, . . . ,  a~ t annimmt. Die Verteilung" dieser Stellen ist in den Para- 

graphen 2 und 3 vollst~tndig klargelegt w o r d e n . -  Man kSnnte die Funktion 

eF-l(z) auch als diejenige Funktion erkl~ren, welche die universelle JAberlagerungs- 

fl~che des in den genannten Stellen punktierten Gebietes G auf den Kreis 

J ~ ] < I abbildet. 

Wir  schneiden nun das Gebiet G F, tngs Sehnitten auf, welehe die kr i t i sehen 

Stellen z~ mit dem Rande 1" verbinden, ohne einander innerhalb G zu sehneiden; 

das aufgeschnittene, einfaeh zusammenh~ngende Gebiet sei mit 0 bezeiehnet. 

Bei der Wahl der Schnitte herrseht sonst vollkommene Willkfir. Man kann 

entweder jede Stelle za dureh einen besonderen Sehnitt mit 1 ~ verbinden, oder 

aueh ein und denselbeu Schnitt dureh mehrere Punkte Za fiihren (letzteres 

ffihrt im Mlgemeinen z u  einer einfaeheren Gestalt des FundamentMbereiehs 

Bz.). Fixieren wir nun in einem beliebigen inneren Punkt  z yon G einen 

Zweig der Funktion cf-~(z), und setzen wir diesen innerhMb G anM.y~isch fort, 

so erhRlt man Ms Bild yon G in der ~'-Ebene ein einfaeh zusmnmenhihlgendes 

Teilgebiet B~ des Einheitskreises, welches einen Fund~mentalbereieh der auto- 

morphen Funktion 9(~) darstellt. 

Bx setzt sieh aus einer unendliehen Anzahl yon Fundamentalbereichen B,s 

der Funktion oJ(~') zusammen, und zwar ~uf eine Weise welche, naehdem die 

Sehnitte einmal festgelegt worden sind, durch die Ergebnisse des 3. Paragraphen 

fiber die Struktur der betr~chteten Riemannschen Fli~ehe ffir jeden Typus dieser 

Fliiche eindeutig bestimmt ist. In der Tat haben wir dort eine Einteilung yon 

G in Fundamen~albereiche B~o der Funktion w(z) vorgenommen; jedem Bereieh 

B~ entspricht ein volles Exemplar der w-Ebene, und somit ein Fundamental- 

bereieh Bs, der Funktion ~)(~). Nun ist die Art und Weise, in welcher sich das 
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Gebiet G aus den Stiicken der Bereiche B~ zusammensetzt, der Anordnung der 

Bilds~iicke B,s in dem Bereich B_,, vollkommen isomorph, und die Kenntuis der 

erstereu Konfiguration erlaubt die letztere unmittelbar anzugeben. 

Bz Wird yon den Bildkurven der Schnittufer begrenzt. Den zwei Ufern 

eines yon einem Punkt  Za direkt zum t~ande 1' fiihrenden Schnittes entsprechen 

zwei Quersehnitte des Einheitskreises, welche yon dem auf der Peripherie I~1= I 

belegenen Bildpunkt ~',~ yon Za ausgehen. Falls auf einem Schnitt mehrere Punkte  

Za liegen, so entspreehen den Seg'menten des Schnit~es, welche je zwei konseku- 

tive Punkte z~ verbinden, je zwei Querschnitte des Einheitskreises, wobei einem 

Punkte Za, der nicht Anfa.no'spunkt des Schnittes ist, zwei verschiedene Punkte  

~ der Peripherie (entsprechend den zwei Schnl t tufern)zugeordnet  sind. Die 

>>Eckpnnk~e~> ~'~ yon B~, sind gleiehzeitig Eekpunkte der Polygone B~,, und zwar 

kann man auf Grund der soeben .besprochenen Isomorphie sofort angeben, wel- 

cher oder welche gandpunkte  ~', einem vorgegebenen Za zugeordnet sin& Bewegt 

sich nun der Punkt  z Jn positiver Umlaufsrichtung auf einer innerhalb 64 ver- 

laufenden Kurve, welche zwei einander gegenriber liegende Punkte  eines Schnitt- 

segmentes verbindet, so erSthrt die Funktion ~ =  q~-~(z) diejenige wohlbestimmte 

Substitution der Gruppe S,  welche die dem einen Ufer des Schnittsegmentes 

entsprechende Seite yon Bz in die Bildseite des underen Ufers fiihrt. Diese 

Substitution l~sst sich fiir jedes Seitenpaar leicht bestimmen als Potenzprodukt 

der q Fundamentalsubstitutionen der Gruppe der autoatorphen Funktion ~o(~'). 

Die Menge der so erhaltenen Substitutionen erzeugt die Gruppe A'. Diese ist 

vom Geschleehte Null, indem die sehlichte FStche G, welche entsteht, wenn die 

Sehnittufer zusammengefrigt werden, ei.J~fach zusammenhiingend ist. D~ die 

Anzahl der Fundamentalsubstitutionen une~dlich ist, so gehSrt ~(~) jener Klasse 

automorpher Funktionen an, welche yon Poinea% als >>fuchsoide Funktionen>> 

bezeichnet worden sin& 

20. Die Konstruktion der Untergruppen ~ gestaltet sich besonders einfach, 

wenn man die Schnitte den im 2. und 3-Paragraphen  eingefiihrten Kurven- 

stricken 1 entlang frihrt, und zwar empfielt es sigh hierbei die geschlossene, durch 

die Gruudpunkte a s gezogene Linie L,  uls deren Bilder die Kurvenstiicke 1 er- 

scheinen, so festzulegen, dass das yon ihr begrenzte Innengebiet I durch die 

uniformisierende Funktion ~" : ~(w; al, . . . ,  aq) auf ein yon q Orthogonalkreisbogen 

des Kreises I~l---I gebildetes Spitzenpolygon B~ abgebildet wird. Dem ~usseren 

Gebiet A wird dana ebenfalls ein Spitzenpolygon Ba entsprechen, und das 
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Polygon Bi + Ba stellt einen Fundamentalbereich B~s~ yon w(~) dar. Der Funda- 

mentalbereich B~ lisst~ sich dann mittels der Polygone Bi und B~ in n~ch- 

stehender Weise aufbauen. 

Regel zur Bestimmung des Fundamentalbereichs B z . -  Man wtthlc in 

dem Einheitskreis I~1 ~ I ein beliebiges der Polygone B~-, Ba, z. B. ein Polygon 

B~, und fiige ihm zwei oder mehrere der unmittelbar angrenzenden Polygone Ba 

zu. Die Anzahl dieser Ba ist hSchstens gleieh der Seitenzahl q yon Bi; falls 

sie kleiner als q ist, so bezeiehnen wir jede Seite (bzw. jeden Eckpunkt) von Bi, 

die keinem ~der hinzugefiigten Ba angehSrt, als fi'ei. Ein aus elner oder meh- 

reren aufeinander folgenden freien Seiten bestehender, an eine nieht freie Seite 

angrenzender Tell der Berandung yon Bi heisse ein ~freies Randstiick~) yon B~. 

Man vereinige nun in be!iebiger Weise s~mtliehe freie Seiten yon B~ zn 

freien Randstiicken, welche keine inneren Punkte gemeinsam haben. Von den 

zwei begrenzenden Eekpunkten h und /c eines Randstfickesi heisse derjenige (h) 

~Anfangspunkt~, d e r  nicht frei ist; falls beide Eckpunkte nicht frei sind, wird 

der Anfangspunkt (h) beliebig gew~hlt; der Punkt  /~ wird ~Endpunkt~) des Rand- 

stiiekes genannt. Jedem Randstiick h]~ wird nun alas ~spiegelbildliche~ Rand- 

stiick hie desjenigen der zugefiigten Polygone B~ zugeordnet, welches den An- 

fangspunkt h als Eckpunkt hat. Jeder freien Seite yon B~ wird hierdurch eine 

bestimmte ~)spiegelbildliche)) Seite eines gewissen der Polygone Ba zugeordnet, 

und es existiert eine wohlbestimmte, nach den obigen Festsetzungen unmittelbar 

anzugebende Substitution der Gruppe S, welche zwei zugeordnete Seiten in ein- 

ander iiberfiihrt. 

Jedes der hinzugefiigten Polygone 13~ hat mindestens eine Seite, welche 

durch das geschilderte Verfahren noeh nicht in Anspruch genommen worden ist 

(die Gesamtanzahl solcher noch freien Seiten der Polygone ]~a ist mindestens 

gleich q). Es wird nun, fiir jedes der Polygone B, ,  an eine oder 'mehrere der 

freien Seiten jeweils alas unmittelbar angrenzende Polygon 'B~ angeh~ngt. Die 

tibrig bleibenden freien Seiten der betrachteten B~ werden wieder zu freien 

Randstiicken vereinig~, und jedem so!chert Randstfick wie oben, eiu ~)spiegel- 

bildliches)), zu den neu hinzugefiigten Polygonen B~ gehSriges Randstiick zuge- 

ordnet. Hierdurch erh~lt aueh jede freie Seite der B~ eine wohlbestimmte Seite 

Im folgenden soll ein dem Grundpunkt a, entsprechender Eckpunkt der Kreisbogenpoly- 
gone Ba und Bi kurz mit ~, bezeichnet werden, 
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dieser B~ als Gegenstiick, und  diese Zuordnung  legt wieder eine wohlbest immte 

Subst i tu t ion der Gruppe S lest. 

Dieses Verfahren  wird nun  in infini tum for tgesetzt ,  jedoch so dass, nach 

einer endlichen Anzahl  yon Schri t ten,  jedem Polygon  des ~tussersten Kranzes,  

welcher  allein freie Seiten besitzt, immerfor t  nu r  ei~ einziges neues Po lygon  B 

�9 nngehi~ngt wird. Das unendl ieh  vielseitige Po lygon  B~, welches als Resul ta t  

dieser Kons t ruk t ion  entsteht ,  wird dann eine endliche Anzahl  (p) ke t t enar t ige r  

Enden  (>)logarithmischer Enden))) besitzen, welche aus einer  unendlieh@n Anzahl  

yon nebene inander  gelager ten Po lygonen  B~, Ba bestehen. Naeh  Ab t rennung  

dieser Enden  bleibt noch ein aus einer endlichen Anzahl  dieser Polygone  zusam- 

mengesetztes >)Kernpolygon)) iibrig. 

Die zu den e inander  zugeordneten  Seiten yon B~ gehSrigen Subst i tu t ionen 

der Gruppe S, welche durch die obige Kons t ruk t ion  mi tbes t immt  wurden, sind 

erzeugende Subst i tu t ionen der Gruppe  2~.1 

2~. Es ist e in leuchtend dass, nachdem die Schni t te  li~ngs den Linien 1 

h ine inge tmgen  worden sind, jedem der S. 318 charakter is ier ten t~liichentypen Fp 

ein wohlbestimmtes,  nach der obigen Regel aufgebautes  Po lygon  B~ entspricht .  

Zu bemerken ist aber, dass die Schni t te  a u f  verschiedene Weisen  liings den 

Kurvenst i icken l gezogen werden kSnnen. Je  nach der W a h l  des Schni t tsystems 

wird also ein und demselben Fli ichentypus Fj~ verschiedene Polygone  B:, ent- 

sprechen. Diese Bereiche B~ gehen aber durch ~>erbmbte Anderung~> aus e inander  

hervor,  und haben si~mtlich eine gemeinsame Gruppe  2", welche durch den be- 

t reffenden Fli iehentypus /?~ eindeut ig  best immt ist. 

Umgekehr t  gilt  auch, dass jeder  Gruppe ~,  welche durch  die obige Kon- 

s t rukt ion e rzeugt  werden kann, eine mi t  einer  wohlbes t immten der auf S. 318 be- 

t r ach te ten  Fli~chentypen F~ topologisch i~quivalente Fl~che entsprieht .  Diese 

wird einfach dadurch erhal ten,  dass je zwei Ran d p n n k t e  yon B~, welche durch 

Zur Erlfinterung 6er in obiger Konstruktion vorgenommenen speziellen Massregeln sei 
folgendes hinzugeftigt. Die ForderUng, d~ss ein ,~freies Randstiick, stets an eine nicht freie 
Seite grenzen soll, bewirkt dass die geschlossene Flache G, welche durch Identifizierung der zu- 
geordnefen Randpunkte entsteht, einfach zus~mmenh~ngend wird. Die weitere Bedingung, d,nss 

nach einer endlichen Anz.~hl kmnzfSrmiger Erweiterungen ~n den ~tussersten Polygonen immer 
nur ein neues Polygon geheftet werden soll, hat wiederum zur Folge, dass die Anzahl der loga- 
rithmischen Enden der Riem~nnsehen Fl~che G endlich wird. Liisst man diese zwei speziellen Be- 
dingungen fallen, so wfirde m~n dureh die obige Konstruktion iiberhaupt ,~lle fiber den Grnnd- 
punkten w = a~ log,~rithmisch verzweigten Riemannschen Fl~chen erhMten. 
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eine Substitution der Gruppe 2 einander zugeordnet sind, mit einander identi- 

fiziert werden. 

Die Zuord~ung zwischen den dutch die obige Regel konstruierbare~ U~#er- 

gruppen ~ der Gruppe S und de~ au f  S. 3 I8 charakterisierteu I~75chen l+'p ist also 

umkehrbar eindeutig. 

z2. Uber die Gestalt des oben konstruierten Fundamentalbereiches Br  

l~sst sich folgendes beweisen: 

~ Die Eclcpunkte yon B,z hh'ufen sieh in 19 verschiedenen Punkten des Ei~heits- 

kreises. 

In tier Tat sieht ,nan sofort ein, dass die einem und demselben loga- 

rithmischen Ende zugeh5rigen Polygone B~, Ba gegen einen bestimmten Rand- 

punkt des Einheitskreises konvergieren. Denn sind q~, q2 , - . ,  die Kreisbogen, 

l~ings welchen die kettenartig an einander gereihten Polygone B~-, Ba mit ein- 

ander zusammenh~ngen, so werden die Bogen q l , . . . ,  qn--1 dureh q,~ yon allen 

q~ (m> n) getrennt. Das yon qn begrenzte Endstiick des logarithmischen Endes 

wird vollst~tndig in dem yon q,, und der Peripherie des Einheitskreises begrenzten 

Zweieck Q~n belegen sein, und die Zweiecke Q~, Q2, . . .  sind in einander geschach- 

felt, so dass Q,,+, als Teil in Qn enthalten ist. Hieraus folgt, dass Qn fiir n --+ 

gegen den Durchschnitt Q| s~mtlicher Q.,~ konvergiert. Nun sieht man sogleich 

ein, dass Q~ entweder ein Kreisbogenzweieck oder ei,1 I)u~kt der Peripherie 

I~1 = i i s t .  Der erstere Fall is~ jedoch ausgeschlossen, weil die Gruppe S sonst 

nicht im Einheitskreise I-~'l<I eigentlich diskontinuierlich sein kSnnte. Hieraus 

folgt die t~ichtigkeit der Behauptung. 

Die I-I~ufungspunkte lassen sich sofort angeben, wenn die logarithmischen 

Ende so konstruiert werden, dass die soeben besprochenen Kreisbogen ql, q,2, . . .  

einen gemeinsamen Endpunkt ~o haben, was durch erlaubte Anderung immer er- 

reicht werden kann. Sind Bi und B,-~ die zwei ersten Teilpolygone des loga- 

rithmischen Endes, und bezeiehnet S o diejenige wohlbestimmte parabolisehe Sub- 

stitution der Gruppe S, welehe den Punkt  ~'0 als Fixpunkt hat, so entsteht das 

logarithmisehe Ende aus dem Gebiet Bi + Ba, indem man es dureh die Substitu- 

tionen S o (~ = I, 2 , . . . )  transformiert. Als H~ufungspunkt der transformierten 

Gebiete ergibt sieh offenbar der Fixpunkt ~=~0. - -  Diese besondere Konstruk- 

tion soll im folgenden als ~>Konstruktion dureh Zerschneidung seitw~rts>~ be- 

zeichnet werden. 
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2~. Wenn  auch die Best immung der Gruppen ~ mittels der oben ange- 

gebenen Regel in jedem einzelnen Fall ohne Schwierigkeit  gelingt,  so wollen wir 

zur I l lus t ra t ion des oben Gesagten die einfachsten vorkommenden F~ille noch 

einzeln kurz besprechen, wobei wir auch Gelegenheit  haben werden einige er- 

g~nzende Bemerkungen hinzuzufiigen. 

Fall p : q = 3 .  W~hl t  man als Kurve L de:i durch die drei Grundpunkte  

al, a~, ~ best immten Kreis, so erh~lt man als Bild des Kreisinneren ein Spitzen- 

dreieck Br welches durch unbeschr~inkte Spiegelung die Modulfigur erzeugt. Der 

Fundamentalbereich Bz  ents teht  indem an jede Seite eines gewissen Kerndrei-  

ecks Bi ein logarithmisches Ende hinzufi igt  wird. Durch >>Zerschneidung seit: 

3 2 

I I i 1 

Fig. 4. Fig. S. 

w~rts>> (,inch links) gesehieht dies auf folgende Weise (vgl. Fig. 4). Das tCern- 

dreieck Bi,  dessen Spitzen mit  ~',, ~',~, ~'~ bezeichnet werden sollen, wird gespiegelt  

~,.~:~.~2 in die Seite ~ , ~ ,  das zu- in der Seite ~'~ .~:~, das so ents tandene Dreieck "" ~"" "" 

letzt erhaltene Dreieck ~1~':~'~'~ in die Seite " .-1 _ ~1~,~, und  so weiter ins Unendliche;  
7*o die Dreiecke ~ ~._," "'~"~:, und ~.~,~r r ~ r  ~ - 1  (~--= I ~ z , . .  .," ~ = :~)  bilden zusammen das loga- 

r i thmische Ende Gr~. In. analoger Weise verf~thrt man um die Enden  G~ 

und G2.~ zu erhalten. Als H~tufungspunkte der unendl ich  vielen Eekpunk~e 

~ (h= I, 2, j ; v  = I, 2 , . . . )  des Fundamentalbereichs  Bz  erscheinen die drei Eck: 

punkte ~'l, ~ ,  ;~3 des Kerndreiecks (Fig. 4). 

Die Seiten yon B~ sind einander paarweise zugeordnet,  so dass die Seiten 
"~1, ~ ~t,-lr'-: ~hr" und ~'~ %_: einander entsprechen (h : I, 2, 3 , r : -  : ,2 ,  .. .). Diese Zuord- 

hung wird dureh diejenige parabolische Subst i tut ion der Modulgruppe vermit tel t ,  

welche den Eckpunkt  ~' als F ixpunkt  hat.  Man siehi~ unmit te lbar  ein, dass diese 
h 

4 2 - - 3 1 3 5 6 .  Acta  mathematica.  58. I m p r i m 6  le 10 m a r s  1932. 
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Substitution aus Sh dureh Transformation mit der  Potenz S[~ 1 hervorgeht, wobei 

S~, S~ und S 8 ($4= S~) diejenigen parabolisehen Substitutionen der Modulgruppe 

bezeiehnen, welche bzw. die Eckpunkte ~1, ~.~, ~3 des Kerndreiecks invariant 

lassen. Die FundamentMsubstitutionen der Gruppe 2~ sind also in diesem Fall 

~Y~t+l ~q)t S7-~- (h = I ,  2,  3" ~) - -  I ,  2, .). 

Es ist schon oben mehrmals die Rede davon gewesen, wie man dem Funda- 

mentalbereich Bx d u r c h  >'erlaubte Abi~nderung,> verschiedene Gestalten geben 

kann. Zu einer wegen ihrer Symmetrie bemerkenswerten Konfiguration gelangt 

man, wenn man die Schnitte im Gebiete G nicht mehr, wie oben, l~tngs den 

Linien 1 fiihrt, welche als Bilder der Kreislinie L erscheinen, sondern in jedem 

der drei logarithmischen Enden Gas , Gs~, G31 einen einzigen Schnitt Q~, (v--3,  I, 2) 

Zieht durch diejenigen Stellen z%, welche dem Grundpunkt w = a ~  entsprechen. 

Diese Schnitte kSnnen iibrigens s o  gewi/hlt werden, dass ihnen in dem ~-Ein- 

heitskreis lauter Orthogonalkreisbogen des Kreises I~'1--I zugeordnet sin& Dies 

trifft dann zu, wenn @ mit derjenigen Kurve zusammenfi~llt welche, vermSge 

der Abbildung z=z(w), derjenigen durch w=a~, gehenden Kreislinie entspricht, 

yon der die Schar der durch die Punkte  m,-~ und a~,§ gehenden Kreise ortho- 

gonM geschnitten wird. 

Figur S stellt den diesem Schnittsystem entsprechenden Fundamentalbereich 

B,z dar. Er entsteht, wenn man das Dreieck .~,~:~':'~ dutch die Substitutionen 

ST ~, das Dreieck "" ~ g-,~3~:~ durch die Substitutionen S~ transformiert (v I, 2, . . . ) ,  

und in analoger Weise mit den Dreiecken verf~ihrt, welche durch zyklische Ver- 

tauschung der unteren Indizes erhalten werden kSnnen. Die Seiten ~ ~" h ~h und 
~+1~-~ (vgl. Figur 5) entsprechen den zwei Ufern des Schnittes (h~ (v=-i,  2 , . . . ;  

~ ,~ ' ] , ) .  Sie sind auf einander bezogen vermittels der Substitution 

SI - - ' .  $1--~, 
h--1 h~-i" 

Gibt man hier h die Werte  I, 2, 3 und v die Werte  I, 2 , . . .  (S,~a~S,,),  so er- 

h~tlt man ein neues, mit dem oben bestimmten System iiquivalentes System yon 

FundamenflMsubstitutionen der Gruppe ~. 

Fall P=4.  Man hat zwei tIauptfi~lte zu unterscheiden, je nachdem q = 4  

oder q = 3  ist. Wir  nehmen zuerst q = 4  und das Kernpolygon ungeteilt an; 

es ist dies der Typus, der oben (S. 318) durch ein Viereck ohne Durchmesser 
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durgestellt wurde. Durch Zerschneidung seitw~rts erh~lt man als Fundamental- 

substitutionen der Gruppe ~ 

(4) ~-�89 ~h--I S h  ~ l lI ld S~ ~h--1 ~h--2 Sh~ (~ = I, 2, . . .  ; h = I, . . . ,  4).  

Auch im vorliegenden Falle kann mun grSssere Symmetrie erreichen, wenn 

mun jedes logarithmische Ende mit einem einzigen Schnitt versieht. Die in 

einem und demselben Pundmnentalstreifen liegenden zwei kritischen Stellen Za 

werden l~ngs der Verbindungslinie 1 mit einem Schnitt vereinigt, und ulle so 

erhaltenen zu ein und demselben log~rithmischen Ende gehSrigen Schnitte durch 

einen bis zum Rande 1" fiihrenden Huupteinschnitt  verbunden. Die zugehSrigen 

Substitutionen sind jetzt 

(4)' s S~ S7 -~ una ~ 7 ' &  8;', (~ = I, 2 , . . . )  

wozu noch diejenigen Substitutionen kommen, welche durch zyklische Vertuu- 

schung der unteren Indizes erhMten werden. 

Es ist unter Anwendung des Schwarzschen Spiegelungsprinzipes leicht ein- 

zusehen, dass wenn das Doppelverh~tltnis der vier Grundpunkte a~ gleich - - I  ist, 

und diese Punkte somit eine harmonische Punktreihe bilden, dasselbe ffir die 

�9 Punktgruppe ~',, . . ,  ~'~ gilt. Dann kSnnen wir diese letzten Punkte in ~=: + I, + i 

brina'en, und die oben erw~hnten t{aupteinschnitte so w~thlen, d~ss sie in Ortho- 

gonalkreise des Einheitskreises I ~ l - - I  iibergehen, welche mit den Winkelhalbie- 

renden der vier Koordinutenqvadranten homolog (in bezug guf die Gruppe S) sind. 

Diesen Fall bezeichnen wir Ms den s y m m e t r i s c h e ~ .  

Es eriibrigt noch denjenigen Fall zu beriicksichtigen, wo das Kernviereck 

yon einem Durchmesserstreifen in zwei Dreiecke a~a,~as und a~a3a ~ zerlegt wird. 

Dieser Durchmesser bestehe aus /~ dem Aussengebiet A, und k - - I  trennenden, 

dem Innengebiet I entsprechenden Streifen. W~hlt man die innerhalb der vier 

logarithmischen Enden befindlichen Schnitte wie oben, so erhalt man die ent- 

sprechenden Substitutionen der Gruppe _v aus den Formeln (4) bzw. (4)', wobei 

S~, S 2, S~, S i je~zt, ftir die innerhalb der logarithmischen Enden G~ und G,~ luu- 

fenden Schnitte, diejenigen pur~bolischen Substitutionen der Gruppe S bezeich- 

hen, welche die vier Eckpunkte des dem Dreieck a~asa 3 zugeordneten Kreisbogen- 

viereck der ~-Ebene invariant lussen, w~hrend diese Substitutionen fiir die logu- 

Sh bezeicllimt hier wieder die parabolische Substi tution der Gruppe S, welche den Eck- 
punkt  ~h des Kernvierecks invariant lfisst ( h ~  I , . . . ,  4). 
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rithmisehen Ende Gs~ und Ga~ die analoge Bedeutung in bezug, auf das Dreieck 

asa~a~ haben. Hierzu kommen noeh 2k  Substitutionen entspreehend dem 2k  im  

Durchmessers~reifen belegeneu Sehnitten. 

Im FMle p ~ 4 ,  q = 3  liegen fiber einem der Grundpunkte a~, a~, a~, z. BI 

fiber al, zwei verschiedene logarithmische Windungspunkte;  vgl. hierzu Figur 3, 

Welche den einfachsten Fall darstellt, wo das Kernviereck durch einen einzigen, 

~us einer Linie l bestehenden Durchmesser in zwei Dreiecke zerlegt wird. Die 

FundamentMsubstitutionen sind jetzt 

wo die Subs~itutionen S~, Se, S a und S~ zu den Fixpunk~en ~'~, ~'~, ~'a und ~'1 
(Eckpunkten des Kernvierecks) gehSren. 

w 6. Bes t immung der allgemeinen L6sung. 

24. Im 4. Abschnitt haben wir ffir eine ,o.egebene LSsung z(w) des vor- 

~o.elegten Problems die Parameterdarstellung 

( 5 )  - -  - 

t~'efunden, wo ~o(~') diejenige automorphe Funktion isb, welche den Kreis 

auf die universelle ~berh~gerungsflaehe der in den Grundpunkten al, a~, . . . ,  a,~ 

punktierten w-Ebene abbildet, und ~(~) eine einwer~ige fuehsoide Funktion ist, 

deren Gruppe ~ eine nach der auf S. 326 angegebenen Regel konstruierte Unter- 

gruppe der zu der Funktion ~(~) gehSrigen Gruppe S ist. 

Es soll nun zuns n~chgewiesen werden, dass umffekehrt, wenn ~(~)eine 

beliebige, zu einer der erw~hnten Regel nach erzeugten Untergruppe ~ der 

Gruppe  S gehSrige, einwertige automorphe Funktion ist, die durch die Glei- 

ehungen (5) definierte Funktion 

( 6 )  = . . . .  , 

wo ~(w; a ~ , . . . ,  a,x) die linear po!ymorphe Umkehrfunktion von ~o(~')ist, eine 

LSsung des betraehteten Problems darstellt. 

Zum Beweise be~raehten wit dasjenige Polygon Bs,  das zur Konstruk~ion 

der Untergruppe 2~ benutzt wurde. Naeh dem auf S. 3s8 gesagten ~st Bz mit einem 

wohlbestimmten der auf S. 318 charakterisierten Fl~chentypen topologiseh ~quivMent; 
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es bedeutet keine Einschr~nkung ~nzunehmen, d~ss B~. durch Zerschneidung seit- 

w~rts (vgl. S. 328) erh~lten worden ist. D~s Kernpolygon sei p-eckig, und yon 

den Ecken seien gewisse p~ dem Grundpunkt a~, zugeordnet. Die Eckpunkte 

v~ Bz, zerfullen in zwei Kl~ssen, je nachdem sie ~Endpunkte freier Randstficke~> 

oder ~Anf~ngs-~ bzw. ~innere Punkte~> solcher Randstiicke (>>Schnitte~>) sind 

(vgl. S. 326). Die erstgenannten Eckpunkte kSnnen ferner in p verschiedene 

Gruppen eingeteilt werden, entsprechend den 19 verschiedenen Eekpunkten des 

Kernpolygons, und yon diesen Gruppen sind somit gewisse ,u,, dem G r u n d p u n k t  

a~, zugeordnet. 

Wi~ greifen nun ein beliebiges Element der dureh die Gleichungen (6) de- 

finierten Funktion z(w) h e r a u s .  Diesem Element entsprechen unendlich viele 

verschiedene Elemente der Funktion ~(w; a 1, : . . ,  a~j), welehe alle in bezug auf 

die Gruppe 2" homolog sind, d. h.: die Gesamtheit dieser Elemente wird erhalten, 

wenn man auf ein beliebiges derselben s~mtliche Substitutionen der Gruppe 

ausiibt. Diese Mehrdeutigkeit soll im folgenden dadurch beseitigt werden, dass 

unter den genannten Elementen immer dasjenige gew~thlt wird, dessen Mittel- 

punkt ein Punkt ~ des betrachteten Fundmnentalbereichs Bx entspricht, wobei 

wie iiblich zwei in bezug auf die Gruppe 2" homologe Randpunkte yon B_,, mit 

einander identifiziert werden sollen. 

Nach dieser Festsetzung ist es leicht zu beweisen, dass die Funktion z(w) 
tats~tehlieh sSmtliehe auf S. 303 aufgez~thlten Eigensehaften hat. Zun~ehst ist es 

klar, dass diese Funktion in der o.allzen w-Ebene unbeschr~[nkt fortsetzbar ist, 

hSchstens mit Ausnahme der Grundpunkte a l , . . . ,  aq. 'Denn die Funktion ~" 

l~isst sieh hier unbeschr~nkt fortsetzen, und ihre Werte  fallen sSmtlich i,nnerhalb 
des Einheitskreises ]~ [<  I, welcher das Existenzgebiet  der ~tusseren Funktion 

~v(~) ausmacht. Zweitens ist z(w) eimt'ertig, denn als eine einwer~ige Funktion 

nimmt ~'(w; a j , . . . ,  a(~) in den Mittelpunkten zweier verschiedener Elemente zwei 

versehiedene Werte des Fundamentalbereiehs B,z an, und wegen tier Einwertig- 

keit der automorphen Funktion ~(~) in ihrem Fundamentalbereich entsprechen 

diesen zwei Punkten von B~ wieder zwei verschiedene Werte z. 

Um das  Verhalten tier Funktion z(w) in tier Umgebung der kritischen ~ 

Punkte  a~ zu untersuchen, isolieren wir den Punkt  w---a~ durch einen kleinen 

Kreis I w - - a , l =  @, nehmen in einem beliebigen inneren Punkt  w dieses Kreises 

ein Element z(w), und setzen dieses, ohne den Krejs zu verlassen, unbeschr~nkt 

fort. Man hat zwei Fi l le  zu uaterseheiden, je nuehclem tier entsprechende 
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Punkt  ~ fiir w-+  a~ gegen einen >>Endpunkt,> oder gegen einen >>inneren>> bzw. 

>> Anfangspunkt>> eines Randstiiekes (,> Sehnittes>>) strebt. 

Im letztgenannten Fall ergibt sieh unter Beriieksichtigung der auf S. 326 an- 

gegebenen Regel sofort (vgl. z. B. Figur 4), dass wenn der Punkt  w einen Umlauf 

um die Stelle w-~a ,  vollzieht, der entspreehende Punkt  r hierbei zu seiner An- 

fangslage zuriiekkehrt. Das Element z(w) ist also in der Umgebung dieser Stelle 

eindeutig, und bildet folglieh diese Umgebung auf die Uingebung eines ge- 

wissen Punktes z% der z-Ebene konform ab. Die zu den betrachteten eindeu- 

tigen Elementen z(w) gehSrigen Werfe zc,, liegen somit in der z-Ebene isoliert. 
Aus diesem Resultat li~sst sich eine wiehtige Folgerung in bezu~ auf das 

Verhalten der fuehsoiden Fnnktion ~#(~) ziehen. Weil  die antomorphe Funktion 

eo(~) in dem oben betraehteten Eckpunkt des Polygons B:. den Wer t  a~ als Grenz- 

wert hat, und d a  die Punktion z(w) naeh dem soeben Bewiesenen im Punkte tt~ 

den Wer t  z~ annimmt, so folgt, dass die fuchsoide Funktion 9~(~)- z(o,(~)) in 
dem betrachteten Eckpunkt des Polygons B r  den letztgenannten Wert,  z%, als 

Grenzwert hat; eine bemerkenswerte Tatsache, da n~imlich die Existenz eines 

Grenzwertes in einem Eckpunkt des Fundamentalbereichs fiir eine fuehsoide Funk- 

tion keineswegs a priori gesichert ist. 

Nimmt nlan dagegen an, dass der d e m  oben betrachteten Element z(w) 
entsprechende Eckpunkt E*MI~u~kt eincs l~a~dstiicl~es ist, so Jst er einem wohl- 

bestimmten der p Eekpunkte des Kernpolygons zugeordnet (vgl. S. 333), und man 

sieht unini t te lbar  ein class, wenn der Punkt  z den Punkt  it'--a, umkreist, tier 

entspreehende Punk~ ~ hierbei in Bz. immer neue Positionen einnehmen wird. 

Der betraehtete Zweig der einwertigen Funktion z(w) ist also in der Umgebung 

der Stelle a, unendlich vieldeutig, und stellt somit ein logarithmisches Element 
tier einwertigen Funktion z(w) dar. Den versehiedenen Zweigen dieses logarith- 

mischen Elementes entsprechen gewisse wohlbestimmte Zweige der Funktion 

~'(w; a t , . . . ,  a,~), und die zu diesen gehSrigen (unendlich vielen) Eekpunkte des 

Polygons Bz, bilden eben eine tier 19 Gruppen, welehe bei der Konstruktion des 

Bereiches B,z den Grundpunkten a zugeordnet wurden. Da naeh Voraussetzung 

die Anzahl der dem Grundpunkte a~ zugeordneten Gruppen gleich te~ ist, so lie- 

gen also fiber a~ genau tt~ verschiedene logarithmische Elemente der Funktion z(w). 
tIieraus geht hervor ,  dass die Funktion z(w) an den kritischen Stellen a~ 

tatsgchlich s~imtliche geforderten Eigenschaften besitzt, und es eriibrigt also nur 

noch zu beweisen, dass der Wertbereieh G yon z(w) einfach znsammenh~n- 

gend ist. Dieser Bereich stimmt mi~ der Menge der Werte fiberein, welche die 
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fuehsoide Funktion q~(~)in dem Fundamentalbereich B~ erh~lt. Aus den obigen 

Uberlegungen folgt ferner, dass diejenigen Werte, welche ~p(~) entweder inner- 

halb B~ oder in denjenigen Randpunkten yon B~ annimmt, die den Eekpunkten 

des  Kernpolygons nlcht zugeordnet sind, s~mtlich in~erhalb G liegen. Die Be- 

randung F yon G besteht somit aus den Hi~ufungsbereiehen der Funktionswerte 

~0(~) in den Eekpunkten yon ~z.~ welche den Eekpunkten des Kernpolygons oder, 

was naeh Obigem auf eins hinausli~uft, den logarithmischen Elementen der Funk- 

tion z(w) entsprechen. Diese H~ufungsbereiche bilden p Kontinua oder Punkte, 

1 ~ , . . . ,  1)~, entspreehend den p versehiedenen logarithmischen Elementen. Um 

den einfachen Zusammenhang von G naehzuweisen, geniigt es offenbar zu zeigen, 

dass d ie  Punktmengen I'~, . . . ,  !'2~ zu einem e inz igenKont inuum oder Punkt  zu- 

sammenschmelzen. 

Es seien F~ und 1"~ die zu zwei benaehbarten (d. h. zu zwei dureh ein ge- 

wisses logarithmisehes Ende mit einander verbnndenen) logarithmisehen Elementen 

E1 und /~  gehSrigen H~ufungsbereiche. Wenn der Bereich Bz, wie vorausge- 

setzt wurde, durch >~Zerschneidung seitw~trts~ konstruiert worden ist, so werden 

die dem einen dieser logarithmischen Elemente, z.B. dem Element /~1, zuge- 

ordneten Eckpunkte des Fundamentalbereiches B~ einen Hgufungspunkt ~ haben, 

der selbst diesern Ec~Tunlct E~ entspricht (vgl. S. 3z8 und Fig. 4). Der H~ufungs- 

bereich 71 yon 9~(~) in diesem Eekpunkt ~1 ist daher eine Teilmenge von l'~. 

Nun sieht man aber (vgl. Fig. 4), dass sich in der unmittelbaren Umgebung 

von ~'1 auch Eckpunkte ~2 befinden, welche dem Element E 2 entsprechen, so dass 

also der Haufungsbereich 7~ mindestens einen Punkt  der Menge F~ enthalt. 

Hieraus folgt, dass die H~tufungsbereiche F~ und 1"2 ein einziges Kontinuum 

(bzw. einen einzigen Punkt) bilden, und in derselben Weise wird das Entsprech- 

ende fiir die Mengen F~, . . . ,  F~) bewiesen. 

zS. Es ist also vollst~ndig nachgewiesen worden,-dass wenn in (5) fiir ~(~) 

eine beliebige zur Gruppe ~ gehSrige, einwertige fuchsoide Funktion eingesetzt 

wird, die hierdurch definierte Funktion z=z(w) s~mtliche auf S. 303 angegebenen 

Eigenschaften besitzt. Kombiniert man dies mit den Ergebnissen der vorherge- 

henden Abschnitte, so ergibt sich, dass die genannten Formeln (5) die allgemei~w 
LSsung des vorgelegten Problems enthalten. 

Wenn nun ~o(~)eine beliebige zu der Gruppe Z geh5rig e einwertige auto- 

morphe Funk~ion ist, so gilt das gleiche fiir die Funktion 

(7) g (~0(~)), 
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"wo g(z) eine beliebige Funktion ist, welehe das Wertgebiet  G Ovon z : q%(~)  

schlicht abbildet. Auf diese Weise kann andererseits jede zu ~ gehSrige einwer- 

tige automorphe Funktion erhalten werden. Denn wenn ~(~) eine solche yon ~0 

verschiedene Funktion ist, so ist die zusammengesetzte Funktion q~@7~(z))--g(z), 

wo 9 ~  1 die Umkehrfunktion yon ~0o bezeichnet, im Innern yon G O unbeschr~nkt 

fortsetzb~r, mit Einschluss tier kritischen Stellen zader  linear polymorphen Funk- 

tion !p~ -~. Unter Anwendung der auf S. 334 erzielten Ergebnisse folgt n~imlich 

unmittelbar, dass diese Singularit~ten fiir die zusummengesetzte Funktion g(z) auf- 

hebbar sind. Naeh dem Monodromiesgtz ist also g(z) im Gebiete Go eindeutig, 

und da sie wegen tier Einwertigkeit yon sowohl 9~ -~ als ~f selbs~ eine einwert.ige 

Funktion ist, so folgt hieraus, dass sie tats:,tchlich eine schliehte Abbildung des 

Gebietes Go vermittelt. 

I)ie Gesamtheit der zur Gruppe ~ gehSrigen einwertigen automorphen Funk- 

tio~en wird aus einer solchen speziellen $htuktion q%(~) erhalten vermittels der Be- 

ziehung (7), wo g(z) eine beliebige Funktion bezeich~et, welche das Wertgebiet G O 

von q~o(~) schlicht abbildet. 
t t ieraus l~sst sich folgender wichtige Schluss ziehen. Falls die zu unter- 

suchende Riemannsche Fl~che /~> der Funktion z(w) zum parabolischen Typus 

gehSrt, so besteht die Berandung I o des Wertgebietes G o aus einem einzigen 

Punkt, und die Funktion g redu~iert sich folqlich auf  eine lineare Transformation. 

Dass dies tatsiichlich der F~ll ist, soll sp{s (Abschnitt 8) bewiesen werden. 

,~ 7. Existenzbeweis.  

26. Durch die Ergebnisse des letzten Abschnittes ist unsere Untersuchung 

auf die Frage zuriickgefiihrt worden, ob zu jeder der nach der Regel S. 326 

aufgebauten Gruppe ~ eine einwertige automorphe Funktion gehSrt. In  diesem 

Abschnitt soll ein Verf~hren angegeben werden, nach welehem eine derartige 

Funktion tuts~tchlich konstruiert werden kann. 

Unsere erste Aufgabe besteht darin, die Gruppe ~ ~ts Grenze gewisser 

N~herungsgruppen :~1, ~.,, . . .  darzustellen, welehe, wie ~, sSmtlich Untergruppen 

der zur linear polymorphen Funktion ~(w; al . . . .  , a~l) gehSrenden Substitutions- 

gruppe S sin& Um die Gruppe v zu erh~lten, denken wir uns das zur Kon- 

struktion des Fund~mentalpolygons Bz angewandte Verfahren (S. 326) nach einer 

end/ichen Anzahl yon Schritten. un~erbroehen, indem an jede Seite des Kern- 

polygons K~ nieh~ d~s vollst~ndige log~rithmische Ende, sondern eine aus nur 
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endlich vielen, n, tier Polygone Bi und Ba gebildete Kette hinzugefiigt wird. 

Das hierdurch entstandene Kreisbogenpolygon B~ ist aus m ~-k  + p .  n Teil- 

polygonen B~ und Ba zusammengesetzt, wobei k angibt, aus wievielen solchen 

Teilpolygonen das Kernpolygon Kp besteht. Es sei nun qn eine beliebige ~freie~ 

Seite yon Bn. Wir fiigen an q~ ein neues Polygon B~, welches im Verh~ltnis 

zu B,~ ~>spiegelblldhch~>" " arts m Teilpolygonen B~ und B(~ aufgebaut ist. Ordnet 

man alsd~nn den noch freien l~andpunkten von B,~ die >>spiegelbildlichen>>, eben- 

falls freien Randpunkte yon / ~  zu, so sind s~mtliche Seiten des Polygons B~ ~-B-~ 

einander paarweise zugeordnet, und man erh~lt durch Identifizierung der ein- 

ander entsprechenden Randpunkte eine aus m Fundamentalpolygonen B~ = 

B~ + B~ zusammengesetztc geschlossene Fl~che, welche offenbar ei~fach zusam- 

menh~ngend ist. 

Das Polygon B~ ist fiir jedes n als Tell in B~+i und in Bz enthalten, und 

es ist lira Bn : B z  fiir n--~ ~ .  Das Polygon B~ liegt vollst~ndig in demjenigen 

Kreisbogenzweieek, welches von q~ und der Peripherie des Einheitskreises be- 

grenzt wird und welches das Polygon B~ nicht enth~tlt. W~hlt man die Seite q,~ 

immer uus einem und demselben logarithmischen Ende, so strebt die.ses Zweieek 

gegen einen wohlbestimmten Randpunkt  ~" des Einheitskreises, und dasselbe gilt 

somit auch fiir das Polygon/}~ (vgl. S. 328). 

Die einander zugeordneten Seiten des Polygons B,~ + B~ werden ineinander 

iibergefiihrt vermittels gewisser linearer Transformationen. Da die Anzahl dieser 

Transformationen endlich, und die geschlossene Fl~che B,~+ B~ einfach zusam- 

menhiingend ist, so is~ die yon diesen Transformationen erzeugte Gruppe 2 ,  

eine fuchsschc Gruppe yore Geschlechte Null. Aus der Konstruktion der Gruppe 

~,, folgt sofort, dass jede erzeugende Substitution der fuchsoiden Gruppe ~ yon 

einem gewissen n ab in der Menge der Erzeugenden yon ~ enthulten ist, und 

es gehSrt somit ~uch jede beliebige Substitution der Gruppe v der Gruppe "~ 

~n, sobald ~ eine gewisse Grenze iiberschritten hat. 

27. Nach der klassischen Poincar6schen Theorie gehSrt nun zu der Gruppe 

~,~ eine bis auf eine lineare Transformation wohlbestimmte, in dem Fundamental- 

bereich Bn + B,~ einwertige automorphe Funktion. Diese Transformation legen 

wir dadurch lest, dass wir die Werte  der Funktion und ihrer Ableitung im 

lqullpunkte ~ - o  vorschreiben, z .B .  gleich o bzw. I setzen, und den Pol  ~n 

tier Funktion in einen beliebig gew~hlten Punkt  des Bereiches B,~ verlegen. Die 

der~rt normierte Funktion bezeiehnen wit mit ~,i(~). 
4 3 - - 3 1 3 5 6 .  Acta mathematlea. 58. Impr imd le 10 m a r s  1932. 
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Zwisehen den fuehssehen Funktionen q~(~) und w(~), welche beide in bezug 

auf die Gruppe Z~ automorph sind, besteht eine MgebrMsche Relation vom Ge- 

schlechte Null; sie ergibt sich dnrch Elimination der Ver~tnderlichen ~ aus den 

Beziehungen 

( 3 ' )  z = = 

Jedem Wert  von Z ist ein wohlbestimmter Wer t  der Funktion ~o zugeordnet, 

wShrend umgekehrt jedem Wer t  der le~ztgenannten Funktion so viete verschie-. 

dene Werte  yon q~ entsprechen, wie die Anzahl der in B,~+/7~ enthaltenen 

PundamentMpolygone B~ = B~ + Ba angibt. 

, Diese Anzahl ist aber gleich m ~ k + p . n ,  

und es ergibt sich folglich, dass die durch 

die Gleiehungen (3') definierte Mgebraische 

I ~  Relation sich au f  eine rationale Funktion 

w = win(z)  

der Ordnung m reduziert. Berficksichtigt man 

die Art, in welcher sich die geschlossene 

Fl~che B,~ + B~ aus den Teilpolygonen B~,, 

2 zusammensetzt (vgl. Fig. 4), so ersieht man 

ferner, dass diese rationale Funktion s:~tmt- 

liehe Wer~e w e i n f a c h  annimmt, mit Aus- Fig. 6. 
nahme der Werte  a ~ , . . . ,  a(~, welche sie in 

gewissen p, den Eckpunkten des Kernpolygons entsprechenden Punkten mehr- 

faeh, und zwar mindestens (2~ + I)-fach annimmtl;  vgl. Fig. 6, wo die geschlos- 

sene Fl~che schemutisch dargestellt ist, welche entsteht, wenn die zugeordneten 

Randpunkte des FundamentMbereiehes B~ + B~ miteinander identifizier~ werden; 

die Figur entsprieht dem Fall P = 3 ,  k =  I, n = 2 .  Die fiber der w-Ebene aus- 

gebreitete Riemannsche Fl~che Fj(~ ~) dieser Funktion ist also fiber jedem yon den 

Grundpunkten a~ verschiedenen Punkte unverzweigt, w~ihrend sie fiber dem Grund- 

punkt  a~ genau tt~ verschiedene Mgebraische Windungspunkte besitzt, deren Ord- 

nungen fiir ~--) ~ fiber alle Grenzen wachsen. 

Um nun den Grenziibergang ~-~oz vorzunehmen, werden wir beweisen, 

dass die Funktionenfolge ~ ei'ne normMe Schar biidet, d. h. dass aus jeder 

1 Die Mehrfachkeit dieser Stellen ist genau gleich 2n+ I, falls das Kernpolygon keine 
,, I)urchmesser)> enthiilt. 
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unendlichen Folge dieser Funktionen eine Teilfolge uusgew~ihlt werden kann, 

welche in jedem inneren Bereich des Kreises 161 < i gleichmfissig konvergiert. 

Der Beweis ergibt sich unter Anwendung des KOEBEsehen Verzerrungssutzes in 

folgender Weise. 

Da die automorphe Funktion w(~') in jedem Polygon B~ einwertig ist, 

und da diese Polygone sieh im Innern des ~-Einheitskreises nieht h~ufen, so 

gibt es zu jeder Zahl r des Intervalles o < r < ~  eine (nur yon r und der gegen- 

seitigen Lage der Grundpunkte a~ abhSngige) positive Z~hl d (d < I - - r ) ,  so dass 

jeder Kreis C(d, 6) vom Radius d, dessen Mittelpunkt ~" im Kreise I~'1 • r liegt, 

yon der Funktion eo(~) schlicht abgebildet wird. Wir  iiberdeeken nun den Kreis 

I ~ l ~ r  mit einer endlichen Anzahl )~ yon Kreisen C(~,~'~.I, dessert Mittel- 

puukte innerh~lb des Kreises 161 ~ r gew~thlt werden, so dass ~'~--o und 

. . . . .  . .  

Die Funktion q~,~(~) nimmt in zwei Punkten 6, denen zwei verschiedene 

Werte yon ~o(~') eutspreeben, ebenfalls versehiedene Werte  an. Jeder Kreis 

C(d, ~'~) wird also auch yon jener Funktion schlicht abgebildet. Die in der 

z-Ebene belegenen Bildgebiete enth~lten, sobald n eine gewisse Schranke iiber- 

schritten hut, nicht den Unendlichkeitspunkt, denn ~,~ wird ja in ihrem Funda- 

mentalbereich nur in einem Punkt  unendlich, und dieser Pol, den wir in das 

Polygon B,~ verlegt haben, strebt fiir n--* ~ gegen den Rand des Einheitskreises. 

Wir kSnnen somit in jedem der Kreise C(d, ~'n)den Verzerrungssatz zur An. 

wendung bringen, und finden so, wenn wir mit dem Kreise C(d, o)beginnen 
und bea.ehten, dass ~ ( o ) ~ - o ,  ~,~'(o)-~ I i dass die absoluten Betr~ge yon sowohl 

als ihrer Ableitung ~,~' im Kreis C (  d, o) vom Radius d ~, und somit ins- 
% $ 

besondere im Mittelpunkte ~ des Kreises C(d, ~2), unter gewissen numerischen, 

yon ~ unabh~ngigen endlichen Schr~nken liegen. Geht man nun der Reihe nach 

zu den Kreisen C(d, .,o), C(d, ~) fiber, so ergibt sich sch]iesslich durch wie- 

derhoite Verwendung des Verzerrungssatzes, dass sSmtliehe Funktionen I~,,I, 

yon einem gewissen ~ ub, fiir I [ '1~  r u n t e r  einer yon n unabhiingigen endliehen 

Schranke Mr liegen. 

Well die Funktionen ~,, also im Kreise I['] ~ r gleichm~ssig beschriinkt 

sind, so folgt aus dem Vitu|ischen Satze, duss e i n e  unendliche Teilfolge 

d 
~,,,, (v--  ~, z, . . . )  existiert, welche in dem Kreise I [ 1 ~  z gleichm~issig konver- 
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gent ist. Und da die gleichm~ssige Beschr~nktheit dieser Funktionen im erst- 

genannten Kreis besteht, wie nahe an Eins die Zahl r immer gewiihlt wird, so 

schliesst man mit Hilfe des genannten Satzes weiter, duss dieselbe Teilfolge in 

jedem vorgegebenen inneren Bereich des Kreises I~1 < I gleichm~tssig konver- 

gent ist, w. z. b. w. 

Es sei nun U eine beliebige Transformation der Gruppe 5". Sie gehSrt 

v0n einem gewissen Wer t  n a b  zu s~tmtlichen N~herungsgruppen 2",, und da 

die Funktion ~,~ gegeniiber der  Substitution U invariant ist, so besitzt auch die 

Grenzfunktion 

dieselbe Eigenschaft. Diese Funktion q~(~), welche nach Obigem im Einheitskreise 

I ~ I ~ I regular ist, ist somi t  in bezug  auf die Gruppe ~ automorph. Kombi- 

niert man welter die Tatsachen, dass die Funktion q% im Polygone Bn einwertig 

ist, und dass B~ --* Bz, fiir n -~  ~ ,  so folgt durch eine bekannte Sehlussweise, 

die bier unterdriickt werden kann, dass ~(~) ebenfalls im Fundamentalbereiche 

B~ einwertig sein muss. 

Hiermit i s t  die Existenz einer in bezug auf die Gruppe ~ automorphen, 

einwertigen Funktion ~(r) vollst~ndig naehgewiesen worden. 

w 8. Bes t immung des Typus der  Flitche T~). 

28. Wenn (f(~) eine zu der Gruppe ~ gehSrige einwertige automorphe 

Funktion ist, so definieren die Gleichungen 

z = w = 

eine LSsung z = z(w) unseres Problems. Die Umkehrfunktion w ~--w(z) existiert 

in einem einfach zusammenh~ngenden Gebiet G der z-Ebene, dessert Rand F ent- 

weder ein Kont inuum (hyperbolischer Fall) oder ein Punkt  ist (parabolischer Fall). 

Die allgemeine L5sung des Problems ist durch den Ausdruek 

g 

gegeben, wo g(z) eine beliebige innerhalb G eindeutige und einwertige Funktion 

bezeichnet. 

Es soll nun gezeigt werden, dass die gesuchten l~iemannschen Fl~chen, 

welche durch die Ergebnisse der letzten Abschnitte vollst~ndig analytisch be- 
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stimmt worden sind, s~mtlich vom parabolischen Typus sind, woraus sich sogleich 

die weitere Folgerung ergibt, dass die Funktion g sich auf eine lineare Trans- 

formation reduzieren muss. Es geniigt hierzu zu beweisen , d a s s  die Berandung 

F des Wertgebiets G der speziellen , durch die Konstruktion des vorhergehenden 

Paragraphen gewonnenen automorphen Funktion ~(~) aus einem einzigen Punkt  

besteht, welcher dann kein anderer als der unendlich ferne Punkt  sein k~nn, 

weft ja die betrachtete automorphe Funktion innerhalb des Einheitskreises regu- 

ldr ist (vgl. S. 340). 

29. Der Beweis ergib~ sich durch ein n~heres Studium der automorphen 

Funktionen qg,,(~), als deren Grenze die fuehsoide Funktion ~f(~) gewonnen wurde. 

Es sei zun~chst daran erinnert, dass die Beziehungen 

w als eine rationale Funktion w~(z) des Grades ]c + p .n~  yon z definieren. 

D i e  entsprechende Riemannsche Fl~iche F (n) welche fiber dem Grundpunkt a~ p 

( i =  I, . . . ,  q) ,ui verschiedene algebraische Windungspunkte hat, geht ffir i -~  0r in 

die gesuchte Riemannsche Fl~che /"~) fiber. Den Windungspunkten entsprechen 

in der z-Ebene gewisse mehrfache Stellen der Funktion w~(z), deren Anzahl un- 

abh~ngig von u gleich p ist, wi~hrend ihre Ordnungen mit ~ ins Unendliche 

wachsen (vgl. S. 338 und Fig. 6). Von entscheidender Bedeutung ffir die zu unter- 

suchende Frage ist nun, wie sich die Lage dieser mehrfachen Stellen bei unbe- 

schr~nkt wachsendeln v ~ndert. 

Hierfiber kann man mit Hilfe des Verzerrungssatzes zun~chst folgendes 

schliessen. Weft s~mtliche Funktionen q~, in einem gewissen Kreise ]~] < d 

(o < d <  I) regul~ir und einwertig sind, und weft ferner ~n~(o)--o und q ) ' ~ ( o ) = I ,  

so wird der genannte Kreis yon ~0,,~ auf ein Gebiet der z-Ebene konform abge- 

bildet, welches ffir jedes v den Kreis ]z]<:  ~/ enthSlt. Hieraus folgt, dass die 
4 

erw~hnten mehrfachen Stellen, welche ja als Randwerte der Funktion (Y.,i~. auf- 

d 
treten, ffir jedes v ausserhalb der Kreislinie ] z ] =  4 liegen mfissen. 

Genaueren Einblick in das Verhalten der mehrfachen Stellen erh~lt man, 

wenn man yon der Funktion w~ zu ihrer Schwarzschen Ableitung 
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i ibergeht.  Eine einfache Rechnung  zeigt, dass dieser Ausdruck  an jeder  ein- 

fachen Stelle z der Funk t ion  w~ regulib ~ ist, w~hrend sie an jeder  mehr fachen  

Stelle e inen Pol zweiter Ordnung besitzt, unabh~ingig yon der Ordnung  dieser 

Stelle. D~ somit die totale  Polanzuhl  yon {w~, z} gleich 2p ist, so fo lgt  h ieruus ,  

dass diese ra t ionale  Funk t ion  die yon v unubh~ngige Gradzuhl  2p hat.  N u n  s t rebt  

d 
die rat ionMe Funkt ion  w, fiir Izl  < - und  u ~ ~r gegen die Grenzfunk t ion  w, 

4 
und die Schwarzsehe Able i tung jener  Funk t ion  somi~ gegen die Schwurzsche 

Able i tung dieser Funkt ion.  Da eine rat ionMe Funk t ion  festen Grades offenb~r 

Ms Grenzfunk t ion  nur  eine ra t ionale  Funk t ion  h5chstens desselben Grades haben 

kann,  so schliesst m~n hier~us weiter,  dass die Schwarzsche Ableitung {w, z} der 

Grenzfunktion w(z) eine rationale Funktion R(z) ist, deren Gradzahl nicht hb'her 

als 2p ist: 

w ' "  _ _  3 = R (z). 
(8) . /  ~ \ w ! 

h n  vorhergehenden  Abschni t te  haben wir gefunden,  dass die wesentl ichen 

Singul~ri t~ten der Funk t ion  w(z) entweder  ein Kontinuum I" bilden, oder sich 

~uf einen dnzigen Punkt, z - - ~ ,  .reduzieren. Aus der Dif ferent ia lg le ichung (8) 

ist nun fe rner  zu sehen, duss w(z) mit  dem Ch~rakter  einer  r~t ionalen Funk t ion  

in der g~nzen z-Ebene for tgesetz t  werden kann,  hSchstens mi t  Ausnahme der 

endlich vielen Pole  der Funk t ion  /~(z). Also ist die erste der obengenann ten  

MSglichkeiten uusgeschlossen; das Wer tgeb i e t  G der Funk t ion  z : z ( w )  umfass t  

somit  die ganze endliche Ebene,  und die zu un te rsuchenden  Riemunnschen  Fl~t- 

chen sind folglich s~mtlich vom parabolischen 1'ypus. ~ 

An anderer Stelle (Vier Vorlesungcn i~ber die Werteverteilung der eindeutigen analytischen 
Funktionen, Abhandlungen aus dem math. Seminar der Universitiit Hamburg, Bd. 8, H. 4, I93I) 
habe ich folgendes hypothetisches Kriterium ~ufgeste]lt zur Unterschcidung des parabolischen 
und des hyperbolischen Typus einer tr~nszendenten, einfach zus~mmenh~ngenden Riem~nnschen 
Fl~che, deren Windungspunkte i~ber einer endlichen Anz~hl yon Grundpunkten verteilt sind: Die 
Fl~che bestehe aus einem G rundblatt  Bo, neben welchem sich die BlOtter B~, Be, . . .  kr~nzfSrmig 
lagern. Jedem Punkt  a eines Blattes ~ wird die Z~hl 

]~--I O~(a) . . . . . . .  
k 

zugeordnet, wo 7c angibt wie viele BlOtter um den betreffenden Punkt  a im Zyklus vereinigt sind; 
fiir eine einfache Stelle a ist also O~(a) = o, ffir einen Windungspunkt  unendlicher Ordnung 

O~(a)= r. Die (endliche) Summe Z O~(a)-~ O~ heisse Verzweigtheit des Blattes Br .  Den Grenzwert 
!a! 
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Hieraus l~sst sich fiber die rationale Funktion R(z) folgender wichtige 

Schluss ziehen. Da die Funktion w(z) innerhalb des Gebietes G, also in 

jedem endlichen Punkt  der z-Ebene, lauter einfache Stellen hut, und da ferner, 

wie schon oben bemerkt worden ist, die Schwarzsche Ableitung an einer ein- 

fachen Stelle immer regular ist, so folgt, dass die Funktion R i m  Endlichen 

iiberhaupt keine Pole haben kann. Dies zeigt, dass die mehrfachen Stellen der 

N~herungsfunktion w,~, deren hlul~iplizit~t f i i r  ~ --~ ~ unbeschr~nkt w~chst, an 

der Grenze alle im unendlich fernen Punkte z ~ ~r zusainmenfalten. 

Die Schwarzsche Ableitu~g der meromorphen Funktion w(z) reduziert sich au f  

ein Polynom. 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich ffir die Gradzahl dieses Polynoms die 

obere Schranke zp. Im nachfolgenden Paragraphen soll gezeigt werden, dass 

diese Gradzahl gleich p - - 2  ist. 

3o. Durch die Ergebnisse dieses Abschnittes hat  unser auf S. 303 auf- 

gestelltes Problem nunmehr eine vollst~ndige L5sung erhalten. Zusammenfassend 

kSnnen wir folgendes Resultat aussprechen: 

Falls die Anzahl q der gegebe~en Grundpunkte a,, gleich zwei ist, so ist not- 

we~digerweise 1) ~ ~ #~ = 2 , d. h. #L == tt.~ = I . Die einzige Fu~ktion z(w), welche 

siimtlichen geforderten Bedi~gungen geniigt, ist in diesem eir(fachsten Fal l  

w - -  a 1 
l o ~  . . . .  , 

?l~ - -  a 2 

oder eine lineare Transformation dieses Ausdruckes. 

1 

n e n n e  ieh (fails er exis t ier t )  die mittlere Verzweigtheit der Fl~ehe.  Aus  m e h r f a e h e n  Gr t inden  l ieg t  

die V e r m u t u n g  nahe ,  dass  die mi t t l e r e  Verzwe ig the i t  grSsser  oder g le ieh  zwei is t ,  u n d  dass  die 

Fl~ehe  in  j e n e m  Fal l  zu d e m  hype rbo l i s ehen ,  in  d i e sem z u m  pa rabo l i s ehen  T y p u s  gehSrt .  ( W e n n  
das  a r i t h m e t i s e h e  Migtel der  Ve rzwe i g t he i t  der  n e r s t en  BlOtter h i n r e i e h e n d  langsam gegen  die 

Grenze  2 konverg ie r t ,  seheing indes  aueh  ira Fa l le  0 = 2 der hype rbo l i s ehe  T y p u s  mSgl ieh  zu sein.) - -  
Be reehne t  m a n  n u n  die mi t t i e re  Verzweig the ig  der  in. dieser  A b h a n d l u n g  u n t e r s u e h t e n  R i e m a n n s e h e n  

Fl~ehen,  so finder m a n  ftir alle BlOtter, au s se r  den  zu  d e m  K e r n p o l y g o n  gehSrenden ,  0~, = 2, u n d  

unse r e  H y p o t h e s e  weis t  also, in K o n f o r m i t ~  m i t  d e m  oben g e f u n d e n e n  Resu l t a t ,  d ieser  Fl~ehe den 

pa rabo l i sehen  T y p u s  zu. 
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Wen'n q ~ 3 ist, so ist das Problem dann und +~ur dann 15sbar, wenn p ~ 2tt+ 

f i ir  ~ =  I , . . . ,  q. Im _Falle q = P = 3  ist die LYsung z(w) bis auf  ei~w li~eare 

Transformation eindeutig bestimmt. Fib" p > 3 erhSlt man dagegen stets unendlich 

viele wesentlich verschiede~w LSsungen, indem jedem der au f  S. 318 de~nierten F15chen- 

typen (bzw. jeder der au f  S. 226 charakterisierten Gruppen ~) eine bis au f  eine lineare 

Transformation wohlbestimmte Funktion z(w) entspricht, welche sh~tliche geforderten 

Eigenschaften besitzt. 

3 I. Bemerkung. - -  Wir  haben die gesuehten Funktionen z(w) als Grenz- 

werte gewisser einwertiger algebraischer Funktionen z,(w) (Umkehrfunktionen 

der oben mit w~(z) bezeichneten rationalen Funktionen) bestimm~, deren Rie- 

mannsche Fliiehen 1 +'(~) tiber dem Grundpunkt a, genau #~ verschiedene alge- 
P 

braische Windungspunkte besitzen, deren Ordnungen gleichzeitig mit ~ ins Un- 

endliche wachsen. Man fragt sich nun, ob die Konstruktion dieser algebraischen 

Funktionen nicht direkt auf algebraischem Wege, ohne Zuhilfenahme der Hilf- 

stranszendenten ~(w; a l , . . . ,  aq), mSglich wi~re. In den einfachsten Fiillen ist 

dies auch tats~chlich der Fall; man vergleiche hierzu meine Arbeit Herstellung 

transzendenter ~'u~ktionen als Gre~zwerte rationaler Fu~ktionen (Aeta mathematica, 

T. 55, I93o), wo diejenigen Fl~chen 1,~)konstruiert wurden, deren Kernpolygone 

unzerlegt sind, unter der zus~tzlichen Bedingung, dass die Grundpunkte a~ in 

w - - e  q belegen sind (~ = I, . . . ,  q). In dem allgemeinsten Fall, dem die v orlie- 

gende Untersuchung gewidmet ist, bietet jedoch die Konstruktion der Niiherungs- 

funktionen z(w) Schwierigkeiten, welche mit elementaren Methoden, ohne Her- 

anziehung uniformisierender Transzendenten, kaum zu iiberwinden sind. 

w 9. Uber meromorphe Funkt ionen deren Schwarzsche Abiei tung ein 
Polynom ist. 

32. Die Ergebnisse der letzten Abschnitte haben uns zur Untersuchung 

der Differentialgleichung 

+ "  

(9) w' z \ w ! 

gefiihrt, wo P(z) ein Polynom ist. Setzg man w ' - 1 _  g, so geniigt g der homo- 

genen Gleiehung 
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(IO) , / '  + Q(z).q---o, 

I 
wo Q ==2 I', und jede LSsung w yon (9) kann als Quotient yon zwei linear nn- 

abh~ingigen LSsungen der Gleichung (Io) geschrieben werden. D~ Q im End- 

lichen regular ist, so sind die LSsungen yon (IO)ganze, und diejenigen yon 

(9) meromorphe Funktionen. 

Im folgenden wollen wir, ganz unabhitngig von den vorhergehenden Unter- 

suchungen, die asymptotischen Eigenschaften einer dutch die Gleichung (IO) definier- 

ten Funktion g untersuchen, wobei wir ,~nnehmen, dass Q ein beliebig vorge- 

gebenes Polynom ist, dessen Gradzahl mit p - - 2  bezeichnet werden soll ( p ~  2). 

Zur asymptotischen Integration dieser Differentialgleichung eignet sich bcsonders 

gut eine Methode, welche yon E. HaI~LE in verschiedenen Arbeiten ~ zur Unter- 

snchung der Verteilung der Nullstellen einer dutch die Gleichung (Io)(oder noch 

Mlgemeinere Gleichungen) definierten Funktion angewandt worden ist. Mit dem 

Hinweis auf die diesbeziiglichen Arbeiten yon Hn, LE, wollen wir im Anschluss 

an ihn in Mler Kiirze die asymptotischen Eigensctmften der ganzen Funktionen 

g(z) studieren. 

33. 
Liouvillesche Transformation 

( ~ )  ,~ ~-~ j '  

wodureh (xo) in 

(12) 

Mit HIH~: tr,~nsformieren wir zuns die Gleiehung (xo) dutch die 

I/~J(.ddz, y= Q~,,~..q, 

: / '  + (i + h(~)):,j = o 

iibergeht, niit 

i~dQ] " d~(2 
h = 5 ~i/zl - 4 Q  d.~..-' 

I 6  Q~I 

Da x, und also auch h(x), eine mehrdeutige Funktion yon z ist, wollen wir 

sogleich einen bestimmten Zweig dieser Funktiou festlegen. 

1 E. HH, L~:: Zero point problems jbr linear differential equalions of the .sec(md order :~M~te. 
m.(tisk Tidskrift., B, N:o 2, I927) und On the zeros of" the functions of the parabolic cylinder (Arkiv 
fSr matemat ik ,  -tstron0mi och fysik, B. I8, N:o 26, I9241;. 

44--31356. Acta mathematica. 58. ImI)rim6 le l0 mars 1932. 
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Vorausgesetzt,  dass das Po lynom Q durch Mult ipl ikat ion der Variable z 

mit  einer passenden Kons tunte  auf  die Form 

2 

Q(z) - P z p-2 + q z  p-'~ + �9 
4 

gebracht  worden ist, sehlagen wir mn den Nul lpunkt  einen Kreis ]z] = eo der 

alle Nullstellen yon Q(z) enthitlt, fixieren im Punkte  z = eo denjenigen Zweig 

yon ~Q(z) der dividiert durch @ z ~-~ (z reell und ~ - ~  > o) fiir z--* + ~ gegen 
2 

+ I strebt,  und setzen diesen Zweig unalyt isch for t  im Gebiete 

wo 0 o eine 

fiir z - ~  

I zl > ~ o ,  l a r g z l  < 0 o ,  

beliebig gewii.hlte positive Zahl bezeiehnet, Man ha t  dann in (I3) 

�9 p 4 - - p  ~ I P ~ - - 4  I X ~ ZZ ~, h . . . .  
4p ~ z~ 4p '2 x ~ 

Die Umkehr funkt ion  z bildet das durch die Beziehungen 

I*1->- ,o ,  < ar x + (v-- o, +_ I, . . . )  

definierte Gebiet A, auf  ein Gebiet der z-Ebene ab, welches yon der Bildkurve 

des Kreises I x l =  ro (die fiir geniigend grosse r ausserhalb des Kreises [ z [ =  Qo 

verlguft) und  yon zwei Kurven  L,,--1 und L~, begrenzt wird, welche Ms Bilder 

der zwei Begrenzungsstrahlen des Gebietes A~, ins Unendliche l~ufen und asymp- 

totisch in einem beliebig kleinen Winke l  um die Halbs t rahlen  a r g z  ~ v -  -p 

bzw. a r g z =  v § 2/ p belegen sin& 

Naeh dieser gorbere i tung  gehen wir mi t  HILLE ZU der zu (12) assozierten 

IntegrMgleichung 

(I 5) y(x)  = yo(X) + [ sin (x - -  .~')h(s)y(s)d,~ 

iiber, wo Yo eine Partikul~trlSsung der Gleiehung 

y~' + 7/o=O 
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bezeichnet. Setzt nmn insbesondere y o ~ e  ix und ffihrt mun u - ~ y e  - i x  ~ls neue 

Variuble ein, so ergibt sich fiir u die Gleichung 

U(2~)-~- I -[- I--c2i(s--x))h(8)u(8)ds, 

X 

wobei ~ls Integrationsweg ein I-Iulbstr~hl H gew~ihlt wird, welcher dem Kreis 

Is[ = - r  o (vgl. Fig. 7) nicht begegnet und entweder der reellen t c h s e  paralte[ ist 

oder in der oberen Halbebene endigt. Man verifiziert un- 

mittelbar, dass jeder PartikularlSsung u dieser Integral- 

gleichuno' tatsiichlich eine LSsung y ~ - u e  ~ der gegebenen 

Differentialgleichung (I 2) entspricht. 

Wi t  wi~hlen nun einen beliebigen Yunkt s = x ,  der 

in dem ungestrichenen Gebiete J H  der s-Ebene liegt 

(Figur 7), und fixieren hier denjenigen Zweig yon h(x) 

der (je nach der Lage yon x in JH) zU einem tier Ge- 

biete A2~-l, A2,., A2,,+i gehSrt. Von diesem Anfangswert 

h(x)  ausgehend wird nun durch sukzessive Approxima- 

tion eine PartikularlSsung yon (I5)' konstruiert, indem 
Fig. 7. 

In(X) = l q- I2~ f (I --~2i("--x))h(8)Un--l(8)d8 

tg 

und Uo .... o gesetzt wird. Es wird d~nn 

if( ~,~n(35') - -  Sb/I--1 (X) -~--2-~ I - -  ~ 2 i ( ~ - x ) ) h ( 8 ) ( ~ , ~ - 1 ( 8 ) -  u n - 2 ( 8 ) ) d s ,  

93 

und also, falls M,~-maxlu,~(s  ) --u,~-~(s![ auf dem H~lbstrahl H, 

Nun ist ~uf H 

X 

I I - -  e2i(s--x)[ ~ I q- e -23(s-x) ~ 2, 

und da ffir jeden Punkt  der Gebiete A~ (l~l ~ P )  
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). 
I h(,*')l < I.~'1" ' 

wo 1. eine pussend gew:,ihlte, von s unabhiingige Zuhl ist, so wird 

f I'~.1 (z.]l ~.1 ~(,~.)1 Ih(8)l l~ ' l --<J 181-~= ~(~) 
j:  ,1, 

wo ~(x) die Enf fe rnung  des Nul lpunktes  yon der Geraden II, und c~ den in 

Figur  7 angegebenen Winkel  (o < I al  < ."~) bezeichnet. Eine leichte Be t rach tung  

zeigt ferner,  dass in Z/H 

[ a ] <  ~,: 

gilt, und mithin wird 

M,  < 31 . - I .  
"o 

I)urch eventuelle VcrgrSsserung der Zahl r o kann man immer erreichen, class 

ro>27r).. Dann gilt M,  < I]]I,t 1, "llrl = I, woraus folgt, dass die Reihe 
2 

,,,, E ( . , - , , ,  ,) 
1 

in . / / t  gleichmi~ssig konvergiert .  Die Grenzfunkt ion u(.r), welche eine P a r t i k u h w  

lgsung der Gleichung (I 5)' darstellt,  geniigt  in demselben Gebiete  der  Ungleichung 

(s6) I,,(.~) I < Y. I , , , - , , . - ,  I < Z i~t~ < ~, 
~ ' - - I  I 

und mithin wird nach ( I 5 ) '  

I h(~')I I d~,. I .... ~(~) :.,, (~7) I,(,~') = ,  I <  ~. ---- 

im ganzen Gebiete  ,1H. 

W e n n  nun x ein beliebiger P u n k t  des oben bet raehte ten  Gebietes . /H ist, 

SO liisst sieh, wie unter  Anwendung  des Cauehysehen Integr~lsatzes sofort  er- 

siehtlieh wird, der In tegra t ionsweg H in positiver oder negat iver  Rieh tung  
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soweit ~drehen, bis er m i t  der negativen bzw. positiven reellen Achse parallel 

wird, vorausgesetzt dass er hierbei dem Kreis [s[ = r 0 nicht begegnet. Hieraus 

folgt, dass die Beziehung (x7) in jenem weiteren Gebiet besteht, welches yon 

dem Gebiet Jz+ iiberstrichcn wird, wenn man den H~lbstrahl H zuerst in 

der Richtung der positiven reellen Achse nimmt und ihn dann um den Winkel 

dreht, ein Gebiet, welches das Gebiet A2~-1 + A2~ + A2~+1 enth~tlt, bis auf 

die n~chste Umgebung der zwei Begrenzungsstrahlen a r g x :  (z v - I ) z  bzw. 

a r g x : ( 2 ~ - + - 2 ) z .  Bezeichnet man nun die der betreffenden Funktion u(x) 

entsl)rechende LSsung y : u e  i~ yon (I5) mit y2~., so gilt also die asymptotische 

Beziehung 

auf jedem I-Ialbstrahl a rgx  -- o) des Gebietes (2~-- i)Jr, < ~o < (z~ + 2)~. 

34. Setzt man in (tS) start y o = e  ~'~, .%=e -~'~ ein, so ergibt sieh durch 

eine der obigen vollkommen analoge Betrachtung die Existenz einer L5sung 

ff = ff2~--.l(X) der  Differentialgleichung. (I 2), welche auf jedem Italbstrahl arg x =  to, 

(2v -- 2 ) z <  co < (2v + I)z,  die asymptotische Entwieklung 

hat. 

Nach den asymptotischen Entwicklungen (I8) und (I9) existiert fiir jedes 

e > o  eine Zahl to, so dass die LSsung y~ ( f ~ o ,  I, . . . ,  p - - I )  im ganzen Gebiete 

(v-- I)~v + e < arg x < (v + 2) z - -  ~ yon Null verschieden ist. Weg'en dieser Eigen- 

schaft sollen diese Funktionen als defekte LSsungen der Gleichung (I2)bczcichnet 

werden. 1 

Die zwei defekten LSsungen y, und y~+l, welchc in keinem Punkte des 

Gebietes 

(20)  ] a r g  x - -  (v -+- I)  7c I < z --- e 

verschwinden, sind yon einander linear unabh~ingig. Dies ergibt sich sofort aus 

den Beziehungen (I8) und (I9), nuch welchen die eine dieser Funk~ionen auf 

einem der reellen Achse nicht parallellen, im Gebiete (20)befindlichen Halbstrahl 

1 HILLE beze ichnet  solche L5sungen  als , , t runcated so lu t ions , ;  vgl. z. B. die erste  der  auf  
S. 345 z i t ie r ten  Arbei ten,  S. 29, 
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fiir x --~ ~ gegen Null strebt, w~hrend die andere daselbst ins Unendliehe w~chst. 

Bezeichnet nun y eine LSsung, welche sowohl yon y~ wie yon y~+~ linear un- 

abh~ngig ist, so existieren somit zwei von Null verschiedene Zahlen e~ und c,+~ 

derart, dass y ~ c~y~ + c~+~y~+~. Nimmt man fiir einen Augenblick die ganze Zahl 

gerade an, und setzt man 

e~e i'~ + e~+le -i~ = e sin (x--x0) (e ~ o), 

so folgt aus den asymptotischen Beziehungen (18) und (I9), dass 

( 2  i )  v ~ e - -  

gilt in demjenigen Teilgebiet yon (20), das yon diesem Gebiet fibrig bleibt, wenn 

man die Nullstellen x 0 - - n z  ( n = o ,  I ..... ) der Funktion sin(x--Xo) durch kleine 

Kreise C~ vom Radius a ( o < a < ~ ) i s o l i e r t ~ .  

Hieraus folgt u n t e r  Anwendung des Argumentprinzipes, dass die betrach- 

fete Funktion y ,  welche nacl~ (2I) in dem ausserhalb der Kreise C,~ fallenden 

Tell des Gebietes (2o) yon Null verschieden ist, in jedem der ausserhalb des 

Kreises Ix I =  r 0 befindlichen Kreise C~ genau e/he Nullstelle hat, sobald r o hin- 

reichend gross gew~hlt wird. Die in'nerhalb (20) liegenden Nullstellen von y 

f~llen somit s~mtlich in eine beliebige Winkelumgebung der negativen reellen 

Achse, und die Anzahl der innerhalb des Kreises Ix I - - r  liegenden dieser Null- 

stellen ist somit asymptotisch dieselbe wie fiir sin(x--xo), also ~ ~:-. 

Das Ergebnis ist vollkommen analog, falls v eine ungerade Zahl ist. Die 

Nullstellen yon y(x) liegen dann in der n~tchsten Umgebung der positiven 

reellen Achse. 

35. Wir  gehen nunmehr vermittels den Transformationen (I I) ZU den Va- 

riablen z und g zuriick. Als Zusammenfassung tier obigen Ergebnisse l~sst sich 

dann folgendes sagen: 

Falls das Polynom Q yon (p- -2) - tem Grade ist, so besitzt die D~eren t ia l -  

gleich.ung (IO)p >>defekte>~ L6susgen go, gl, . . ., gj~-i yon naehstehesder l',u 

Die 1,'unktion g~ hat im Winkelraume 

P 
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die asymptotische Entwicklun.q 

P 
(23) log ,qh)  ~ 

35'1 

wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je ~aehdem ~ ungerade oder 

gerade ist. D i e  defekte LSsung g, verschwindet mithin h6chstens in einer endliche~ 

Anzahl yon Punkten des Winkelraumes (22). 

Jede yon sowohl g~ als g,+i linear unabhh'~gige Lb'sung g(z) verschwindet da- 

gegen in unendlich vielen t)unkten des Winlcelraumes 

und zwar ist die. Anzahl n~(r) de~jeq~igen Nullstellen, deren absoluter Betrag h6chstens 

gleich r ist, asymptotisch gleich 

n,,(r) ~ rpl~ . 

Aus der Beziehung (23) folgt  sofort, dass s~mtliche LSsungen von (Io) 

ganze ]~unktionen yon der Ordnu~g ~ sind. Unter  den defekten L5sungen sind 
2 

g~ und g,+l (~ ---- o, . . . ,  p - -  I ; g~ ~ go) yon einander  l inear unabh~,tngig. Dagegen 

kSnnen gewisse der Funkt ioneu  go, . . . ,  g,,-~,g~+2, . . . ,g ,~- i  von g,, l inear ab- 

h~tngen. Es seien nun die L5sungen g,,, . . . . .  ,g,q ( 2 ~ q ~ p )  pa~rweise linear 

unabh~ngig,  und sei tt~ die Anzahl  der yon g,~ linear abh~ngigen defekten 

L5sungen. Es ist dann / . t i~ p- und 2~ t t i :  p.  Wi r  bezeichnen im folgenden" 
2 

die Funkt ionen  g,~ (i = I , . . . ,  q) als defelcte FundamentallSsungen der Gleichung 

(Io); dagegen soll eine jede yon diesen Funkt ionen  linear unabh~ngige L5sung 

~wrmal gen~nnt  werden. 

Nach (23) strebt die defekte LSsung g~ ffir z - ~  ~ gegen Null auf  jedem 

Halbs t rahl  arg z ~ 9~, welcher innerhalb des Winkelraumes 

verl~uft, w~hrend sie i n  den umgebenden Winkelr~umen Brs,+l und  U~,-1 un- 

beschr~nkt w~chst. Hieraus schliesst man:  
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Die defekten L&ungen gn ( i =  I , . . . ,  q) haben in gewissen #i der Winkel- 

rdume W,  den asymptotischen Weft  Null. In  denselben IVinkeln ( W~., W'~ . . . .  , W~!i) 

streben sdmtliche ,,on g,i linear unabhdngigen LSsungen gegen Unendlich. 

Je  zwei der Winke l  W~ ~ werden yon nlindestens einem der iibrigen Winkel- 

riiume ]$% getrennt .  Die Anzahl  der Halbs t rahlen 

(2 
( H ~ )  a r g z  = '~ ~ - ' " ~  

P 

welche Ms Schenkel der ers tgenunnten Winkel  erscheinen, ist somit gleich 2#i. 

I n  der Umgebung dieser und nur  dieser Sehenkel ist die defekte LSsung g~ 

usymptotisch yon Null verschieden. Eine normule LSsung g Verschwindet da- 

gegen unendlich oft in der Umgebung sgmtlicher Halbs t rah len ,H~.  Bezeichnet 

nun  n(r, g) die Anz~hl der innerhalb des Kreises Izl  < r belegenen Nullstellen 

von g, so g e l t e n s o m i t  naeh (24) die ~symptotischen Beziehungen 

( 2 5 )  -0", a) ~ P~'~/~ -(,', ~,,) ~ ( p  - 2 # , ) r ~ / :  

Die obigen Result~te lassen sich jetzt  ohne weiteres uuf die urspri inglich 

gegebene Differentialgleichung (9) iibertragen. Ihre  ullgemeine LSsung ergibt 

sich als eine lineare Transformation des Quotienten 

el 

.wo G 1 und G2 zwei beliebige linear unabhgngige LSsungen der Gleiehung (IO) 

sind. Setzt man fiir diese Funkt ionen  zwei normale LSsungen ein, so existieren 

ffir jedes v ~ I, . . . ,  p vier yon Null verschiedene Z~hlen a~, fl~, y~, & yon nicht- 

verschwindender Determinunte  (a, & - -  fl~7~ :# o), so dass 

G 1 ~ ct, g, + fl, g,+l,  G~ ~ 7~g, + (~g,+l. 

Im  Winkelraume W ,  gilt  nun gemgss (23) g,  --~ O, g*+l --+ zr fiir Z --~ ~ ,  und  

somit 
w ~  G, ___ /?~ 

Dusselbe Resul tut  besteht in jedem Winkel ,  wo g~ gegen Null  strebt, and  es 

folgt  ,~lso ~us dem auf S. 350 ausgesprochenen S~tz: 
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In den tt~ WinlcelrSumen ll~ ~ ( a -  I , . . . ,  !t~) hat die meromorphe Fun]orion 

w(z) ein und denselben asymptotischen Weft  ai (-~ cir. 

Die Werte ai (i ~ i, . . . ,  q)s ind Siimtlich unter einander verschieden. Denn 

w:s ai ~ a /  (i O= j), so hittte man 

wo fl~i~/--fl~j~ ~ o. Itieraus wiirde folgen, dass 

und somit, da die rechtsstehende Determinante voraussetzungsgem~ss von Null 

verschieden ist, die defekten FundamentallSsungen g"'i und g~j linear abh~tngig 

w~tren, was unserer u widerspricht. 

D a  G1 nnd G~ ganze Funktionen der Ordnung ~ sind, so ist die Ord- 
2 

n u n g d e r  meromorphen Funktion w(z) h5chstens dieselbe. Eine Erniedrigung 

der Ordnung kSnnte nur dadurch zustandekommen, dass die genannten ganzen 

Funktionen gemeinsame Nullstellen h~ttten. Dies ist jedoch nicht der Fall, denn 

nach der Gleichung (Io) reduziert sich die Determinante G1 G2'-- G~ G~', wie immer 

die zwei linear unabhiingigen LSsungen G1, G~ gew~i.hlt werden, auf eine von 

Null verschiedene Konstante. Die Ordnung der meromorphe~ Funktion w(z) ist 

also gleich p .  
2 

Die Anzahl der im Kreise I zl < r belegenen Nullstellen und Pole yon w(z) 

ist asymptotisch gleich P-!'~I/-2, und zwar verteilen sich diese Stellen gleichm~ssig 

auf die Umgebungen der p Halbstrahlen H,,, fiir welche die entsprechende 

Stellenzahl asymptotisch gleich rp/2 ist. Dasselbe gilt fiir die Nullstellen der Dif- 
7~ 

ferenz w -- a --  G~ -- a G~, falls a eine yon den asymptotischen Werten a~ , . . . ,  a,~ 
G~ 

verschiedene endliche Zahl ist, denn der Z~hler stellt unter dieser Voraussetzuug 

eine normale LSsung der Differentialgleichung (IO) dar. Ist  dagegen a einer 

der asymptotisehen W e r t e  ai, so wird der Z~hler defekt, und die F u n k t i o n  

w(z) nimmt den betreffenden Wert  a~ in der Umgebung der Schenkel der tti 

Winkel l l~ , . . . , -W~i  (in denen sie d ie sen :Wer t  ai als Grenzwert fiir z--,oo 

4 5 - - 3 1 3 5 6 .  Acta mathematica. 58. I m p r i m ~  le 10 m a r s  1932. 
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hat) hSchstens in einer endlichen Anzahl yon Punkten an. Bezeiehnet m~n nun 

die Anz~hl der innerhalb des Kreises I zl < r liegenden Steilen z; wo die Funk- 

t ion w einen vorgegebenen, endlichen oder unendlichen Wert  a annimmt, mit 

~(r, a), so wird somi~ 

(26) ,~ (,', a) ~ P-"~-(~, 

ausser fiir a = a~, . . . ,  a~, ffir welche Werte 

(26)' ~ (r, ai) ~--_~tt, rz,/. ~ 
7g 

3 6 .  Wir  kommen schliesslich zu dem Verhalten der in~;ersen Fu~ktion z(w) 
der oben betrachteten meromorphen Funktion w(z). Nach einem klassischen 

Satz yon IVERSEN entspricht jedem der asymptotischen Werte a~ eine transzen- 

dente Singularitgt der Umkehrfunktion z(w), und da zwei Konvergenzwegen, 

welche ineinander nicht stetig deformierbar sind, immer zwei verschiedene trans- 

zendente Stellen entsprechen, so schliesst man, dass die Anzahl der fiber dem 

Punkt  w = at liegenden transzendenten Singularit~ten mindestens gleich tti ist. 

Andererseits sieht man leicht ein, dass z(w) ausser den gefundenen trans- 

zendenten Stellen keine weiteren kritischen Stellen hat. Denn jeder der oben 

betrachteten verschiedenen transzendenten Stellen wiirde in der z-Ebene ein 

Konvergenzweg entsprechen, der auf die, den asymptotischen Werten ai ent- 

sprechende Konvergenzwege dutch stetige Deformation nicht zurfickgeffihrt 

werden k5nnte. Ein solcher Weg L miisste no~/wendigerweise in der N:,the irgend- 

eines der Halbstrahlen H~ verlaufen. Nun verhiilt sich aber der Quotient der 

zwei defekten Lfsungen g~ und g~_~ in der Umgebung yon L.,, asymptotisch wie 

e+2z p/2. Dieser Quotient, der in den benachbarten Winkelrgumen W~, und W,.+I 

gegen die asymptotischen Werte Null und Unendlich strebt, besitzt folglich in 

der Umgebung von L~ keine Konvergenzwege, und grit dasselbe somit auch in 

bezug auf die meromorphe Funktion w(z), welche ja dureh eine lineare Trans- 

formation aus dem Ausdruck gSg~+ 1 erhal~en wird. 

Die Umkehrfunktion z(w) hat ferner iiberhaupt keine algebraischen Sin- 

gularitgten. Denn jeder solchen Singularitgt entspricht eine Stelle z, wo die 

Funktion w(z) den betreffenden Wert  w meh~fach annimmt. Eine leichte Rech- 

nung zeigt nun, dass die Schwarzsche Ableitung der letztgenannten Funktion 

a n  einer rnehrfachen Stelle unendiich wird (vgl. S. 342). Da diese Ableitung, 
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welche im vorliegenden Falle ein Polynom ist, sich in jedem endlichen Punkt  

der Ebene regul~tr verh~lt, so ergibt sich also, wie behauptet wurde, dass keine 

Mgebraischen Singularit~ten vorhanden sind. 

Zusammenfassend haben wlr also gefunden, das die Umkehrfunktion z(w) 

insgesamt p = ~tti Singularit~ten hat, welche fiber die Punkte a ~ , . . . ,  aq ver- 

teilt sind. Da diese Singularit~ten sSmtlich transzendent und isoliert sind, so 

entspricht jeder dieser kritischen Stellen ein logarithmisches l~,'lement der Funk- 

tion z(w) (vgl. w I). Alle iibrigen Elemente sind eindeutig. 

37. Es ist also hervorgegangen, dass die Umkehrfunktion z(w) s:,imtliche 

auf S. 303 aufgezShlten Eigenschaften besitzt. Kombiniert man nun dieses Ergebnis 

mit den Resultaten der Abschnitte z--8,  so gelangt man zu nachstehendem 

Endergebnis : 

Wenn die analytische Funktion z(w) sdmtlichen auf  S. 303 aufgestellten Bedingun- 

gen geniigt, so ist ihre Umkeh~fu~ktion w(z) eine meromorphe Funktion der Ordnung P, 
2 

dcren Schwarzsche Ableitung sich auf  ein Polynom des Grades p -  z reduziert. 

Umgelcehrt ist jede analytische Funl~tion, deren Schwarzsche Ableitung ein 

Polynom des Grades p - - z  ist, eine meromorphe Funktion der Ordnung p und 
2 '  

ihre Umkeh~funlction z(w) besitzt (als einzige mehrdeutigc Elcmcntc) ge~au 19 vet. 

schiedene logarithmische Elemente. 

Es besteht somit eine eineindcutige Zuordnu~ W zwischen den LSsungen des in 

diescr Abhandlung untersuchten Problems und den LSsungcn der .Differential- 

gleichung 

{w, z} - t ' ( z ) ,  
wo P ein Polynom ist. 

w io. Uber  meromorphe  Funkt i~  mi t  vorgegebenen defekten Werten.  

38. Nach einem allgemeinen Satz der Werteverteilungstheorie besitzt eine 

meromorphe Funktion w(z) die Eigenschaft, dass ihr totaler Defekt um ihre 

totale algebraische Verzweigtheit vermehrt hSchstens gleich zwei ist: 
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Der Defekt ~(a) und der Verzweigungsindex #(a) eines Wertes a werden bekannt- 

lich mit ttilf.e der FundamentalgrSssen der Theorie der meromorphen Funktionen: 

der charakteristischen Funktion T(r) 

N(r ,a ) ,  auf folgende Weise definiert: 

o(a) = lira T(,-) ] '  

und der Dichtigkeitsindizes N(r ,  a) und 

re(a) = lim N(r,  a) --  N:(r, a). 
. = -  :r(,-) 

Es gilt ferner N(r ,  a): T(r)--* ~ ffir alle Werte a mit Ausnahme einer I~ull- 

menge, und kann man also in den obigen Definitionen die charakteristische Funk- 

tion T durch eine Gr5sse _N(r) ersetzen, welche gleich einem beliebigen der einem 

>>normalen>> Wer t  a entsprechenden Dichtigkeitskomponenten N(r,  a) ist. 

Besonderes Interesse erbieten die.ienigen meromorphen Funktionen, fiir welche 

der links in (27) stehende Ausdruck sein Maximum 2 erreicht. Diese Eigen- 

schaft scheint ffir die einfachsten Klassen yon Funktionen charakteristisch zu sein, 

und habe ich in meiner Monographie fiber die Theorie der meromorphen Funk- 

tionen die Vermutung ausgesprochen, dass dies wenigstens ffir diejenigen Funk- 

tionen zutrifft, deren Riemannsche Fl~chen nur fiber einer endlichen Anzahi yon 

Punk~en verzweig~ sind. Das Verhalten der einfachsten zu dieser Kategorie 

zugehSrenden Funktionen scheint ferner durauf hinzuweisen, dass der Defekt 

~(a) als eine relative Ordnungszahl  der fiber der Stelle w : a  belegenen Win- 

dungspunkte u'nendlicher Ordnung der Fl~iche zu betrachten ist, wEhrend die 

GrSsse #(a) in entsprechender Weise die Menge der fiber derselben Stelle gela- 

gerten algebraischen Windungspunkte charakterisiert, so dass also die in (27)links 

stehende Summe als Indikator ffir die relutive totale Verzweigtheit der Rie- 

mannschen F1/~che aufgefasst werden kann. 1 

Sucht man speziell eine meromorphe Funktion zu bestimmen, ffir welche 

der totale Defckt seinen gr5sstmSglichen Wert,  zwei, erreicht, s o  liegt auf Grund 

dieser Auffussung die Vermutung nahe, dass die einfachsten Funktionen 

dieser Art unter denjenigen zu finden sind, deren Riemannsche Fl~chen lauter 

logarithmische Windungspuukte aufweisen, eine Klasse yon F1/~chen, zu denen die 

in dieser Abhandlung untersuchten geh5ren. Es soil auch im folgenden gezeigt 

werden, dass die erw~hnte Aufgabe, unter gewissen besonderen, sofort anzuge- 

benden Bedingungen, mit Hilfe der oben bestimmten speziellen Riemunnschen 

Fl~chen 15sbar ist. 

1 Diese Zusammenh~nge  habe ich eingehend in den S. 342 zitierten Vorlesungen behandelt .  
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39. Die Aufgabe 1,~utet in pr~ziser Form wie folgt: 

Jedem Punkt a,. einer gegebenen abzdhlbaren Pu~ktmenge a l , . . . ,  a~.,.. ,  sei 

c ineZahl  d~ des Intervalls o < d.,. ~ I zugeordnet, so dass 

Es gilt eine meromo~The Funktion zu bestimme~, welche die Werte a~ als defektc 

Werte hat, so dass die entsprechenden Defekte 

= 5 , .  

Nimmt man insbesondere an, dass die Anzah[ der gegebeneu Punkte a~ 

endlich ist und dass die vorgeschriebenen Defekte & rationale Zahlen sind, so 

bestimmt man eine Funktion u,(z) welche die geforderten Eigenschaften besitzt in 

folgender Weise. 

Die gegebenen Werte a seien a~; . . . ,  aq, und die Zahlen & seien gleich 

m 

q 

Z wo m, und m ganze positive Zahlen sind; my ~ m u n d  m , - -  2m. Wir kon- 

struieren dann eine analytische Funktion z(w), welche s~mtliche auf S. 3o3 aufge- 

z~hlten Eigenschaften hat, indem wir t e l :  m~, und also p : 2m setzen. Es ist 

folglich # i ~  p und, falls q - - 2 ,  auch p : 2, und sind dies eben die hinrei- 
2 

chenden Bedingungen, unter denen die Existenz einer derartigen Funktion z(w) 

gesichert ist (vgl. S. 343). (Ira Falle m > I ist die Anzahl derartiger Funktionen 

sogar unendlieh gross.) Die Umkehrfunktion w(z)einer solchen Funktion z(w) 

ist gem~ss den l~esult~ten des vorhergehenden Paragraphen eine meromorphe 

Funktion der Ordnung P :  m, welche den Wert  a~, Ms defekten Wert  mit dem 
2 

Defekt 2tt,, _ m~ _ d.~ h~t, und mithin s~mtliche geforderten Eigenschaften besitzt. 
p m 

w i i. Beziehungen zwisehen dem Aufbau der Riemannschen Flitche Fv und 

den Koeffizienten des Polynoms {w, z}. 

40. Wenn z(w) eine einwertige Funktion ist, deren l~iemannsche Fl~che T~o 

yon einfachem Zusammenhang und mit p Windungspunkten unendlich hoher 
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Ordnung versehen ist, so ergibt sich ihre Umkehrfunktion durch eine lineare 

P Transformation einer meromorphen Funktion w(z) der Ordnung 2,  deren Schw~rz- 

sche Ableitung sich auf ein Polynom Pv-2 des Grades p - - z  reduziert: 

,c',' 3 [w '~  ~ 
- =  - , i  - -  w '  ] - -  P " - 2  

Umgekehrt gilt (w 9), dass jede LSsung w(z) einer solchen Differen~iMgleichung 

eine in der ganzen endlichen Ebene meromorphe Funktion der Ordnung 2)/2 

definiert, welche eine Abbildung dieser Ebene auf eine Riemannsche Fl~iche I,}, 

der oben angegebenen Art vermittelt. 

Die DifferentiMgleichung (28) enthitlt p - - I  Parameter, die Koeffizienten 

des Polynoms l~_o.. Dureh Angabe der Wer te  dieser Parameter  wird die Funk- 

tion w(z) bis auf eine lineare Transformation, und die entsprechende Riemannsche 

Flgche ~;~ also im wesentlichen eindeutig bestimmt. Auch in der z-Ebene kann 

eine lineare Transformation, nitmlich eine willkiirliche Xhnlichkeitstransformation 

az + b vorgenommen werden, ohne die Struktur der Fliiche ~ ,  zu veri~ndern. 

Durch passende Wahl  der willkiirlichen Konstanten a, b kann man zwes der 

p -  I Koeffizienten beliebig vorsehriebene Wer te  geben, und die zur Verfiigung 

stehende lineare Transformation der w-Ebene el"laubt (falls p > 3) drei yon den 

Windungspunkten der Flgehe /72~ in gewisse beliebig vorgeschriebene Punkte  

w~, w.~, w.s zu bringen. :hTach diesen Festsetzungen bestimmen die frei vergnder- 

lichen p - - 3  Parameter eisdeutig die Fliiehe Fv, so dass jedem Wertsystem der 

Parameter nicht nur bestimmte Lagen der 19--3  beweglichen Windungspunkte 

w ~ , . . . ,  wp, sondern auch ein wohlbestimmter der auf S. 318 definierten Flgchen- 

typen entsprechen. Im folgenden soll diese Abhgngigkeit etwas ngher studiert 

werden. 

4I. Fiillc p ~-2 uJ~tl i v - - 3 .  - -  Die obigen Ausfiihrungen zeigen, dass die 

DifferentiMgleichung (28) in den zwei einfachsten Fgllen io = 2 und p = 3 im 

wesentlichen eindeutig bestimmt ist, in Ubereinstimmung mit unseren friiheren 

Ergebnissen, nach denen nur else einfaeh zusammenhis l~iemannsehe Fliiche 

existiert mit bzw. zwei und drei logarithmischen Windungspunkten. Der Fall 

is = 2 entspricht ,  wie auch aus der Gleichung (28) unmittelb~r zu sehen ist, der 

log~rithmischen Fl~iche. Es erbietet vielleieht ein gewisses Interesse zu unter- 

suchen, was ~us dieser Gleichung fiir jo = 3  erschlossen werden kann, 
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Fiir p = 3  lgsst sich die Differentialgleichung (28) auf  die NormMform 
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bringen, und die entspreehende meromorphe Funk t ion  w(z) kann als Quot ient  

yon zwei Fundamenta l lSsungen A und B der homogenen Gleiehung 

(29) g"  = zg 

dargestell t  werden (vgl. S. 345). Setzt man ffir g eine Potenzreihe mit  unbe- 

s t immten Koeffizienten ein, so erhi~lt man  

(30) A = ~ 2  �9 5 "'" ( 3 r - - I ) ( 3 v +  i) ! , B--EI" 4 " (3~--2)(3~) i , 
0 0 

wo die ersten Koeffizienten die Wer te  A ' ( o ) =  I und B ( o ) - - I  haben. Unter  

Anwendung der klassischen Si~tze fiber das Anwachsen einer Potenzreihe sehliesst 

man  aus diesen Entwieklungen,  dass die ganzen Funkt ionen  A und B yon der 

Ordnung 3 sind, in Konformiti i~ mi~ unserem friiheren Resultat ,  wonach w(,s') 
2 

die Ordnung 1_)= 3 haben soll. 
2 2 

Die drei Windungspunk te  der Flitehe F., mSgen tiber den Stellen w = a j, a,;, a 3 

belegen sein. Nach w 9 strebt w(z) gegen den asymptot ischen Wer t  a~,+l  auf 

jedem Halbs t rahl  des Winkel raumes  arg z -- 1, �9 ? < -3 

die Funkt ion  w, wie aus (3 o) zu ersehen ist, auf  der positiven reellen Aehsereelle,  

positive Wer te  an, und  der dieser Aehse entspreehende Grenzwert  a o hat  also 

ebenfalls einen positiven W e r t  r >  o. Well  die Ablei tung w ' =  B~ > o fiir r e -  

elles z, so wird die positive reelle Achse (0, ~ )  in das einfaehe Segment  (0, r) 

der reellen Achse der w-Ebene fibergefiihrt. Beaehtet  man, dass nach (30) 

w(ez) = ew(z), wo e = e ~-, so folgt  hieraus weiter, dass die t tMbstrahlen L ~  o 

und L~4o, welehe aus der positiven reellen Aehse hervorgehen dureh eine Drehung  

um 120 ~ bzw. 240 ~ auf die Vektoren (0, a~=re ~ )  und (0, a ~ = r :  --~) abgebildet 

werden. Fixieren wir nun  denjenigen Zweig der Umkehr funkt ion  z(w), weleher 

den Nul lpunkt  invariant  l~tsst, so bildet er den Kreis ]z] =< r auf  das Kerndreieck 
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ab, welches nach Obigem die drei Halbstrahlen Lo, L~ o und L,~4 o entbitlt. Diese 

Strahlen sind Asymptote der drei Seiten des Kerndreiecks, an die die drei 

logarithmischen Enden Gr.,, G,2~ und Gal angeh~ngt sind. Wir  denl(en uns in 

jedem, von den Bildkurven der Kreislinie I zl ~ r begrenzten Fundamentalbereich 

der Funktion w(z) noch diejenigen Kurvenstiicke eingezeichnet; welche der reellen 

Achse der w-Ebene entsprechen. Aus dem oben Gesagten folgt, dass diese 

Kurvenstiicke im Kerndreieck und in den dem logarithmischen Ende G2~ ent- 

sprechenden Fundamentalbereichen mit der reellen Achse zusammenfallen. In  

den logarithmischen Enden G~ und Ga~ ni~hern sich diese Kurvenstiickeziige 

asymptotisch der positiven reellen Achse, wie aus Fig. I (S. 313) ersichtlich ist, 

wo die reellen Ztige punktiert eingezeichnet sind. Die Bildkurven der Symmetrie- 

achsen L12 o + Lao o und L~4 o + L(; o erh~tlt man durch eine Drehung der Figur 

um bzw. I 2 0  ~ u n d .  2 4 0 ~  " 

Aus Figur I, S. 313, kSnnen wir insbesondere Folgendes ablesen: 

I) Die Stellen, wo die Funktion w die drei kritischen Werte  a~, as, as an- 

nimmt, d .h .  die Nullstellen der >,defekten~) LSsungen g ~ A --a~B (r ~ ~, 2, 3) 

der Differentialgleichung (29), liegen bzw. auf den Halbstrahlen Llso, L~oo, L6o. 

2) Die Nullstellen und Pole der Funktion w, d. h. die Igullstellen der 

Fundamentall5sungen A und B,  verteilen sich auf sitmtliche drei Halbstrahlen 

L~o, L18o, L.~oo. 
Unter den Nullstellen einer LSsung y, die yon jeder der oben betrach- 

teten fiinf L5sungen (g~, g2, g.~, A, B) linear unabhi~ngig ist, befinden sich da- 

gegen immer unendlich viele ausserhalb der Halbstrahlen L~o, Ljso, Lao o. 

42. Zur Herleitung dieser Eigenschaften der Funktion w(z )haben  wir, 

ausser den allgemeinen i n w  2 erzielten Ergebnissen fiber den Aufbau der Rie- 

mannschen Fli~che / ' 3 ,  nur die Tatsachen benutzt, dass erstens w ( e z ) ~  ew(z), 

und dass zweitens reellen Werten yon z reelle Funktionswerte w entsprechen. 

Diese letzteren Eigenschaften, welche hier oben mit Hilfe der Differentialgleichung 

(28) bewiesen wurden, kSnnen auch direkt aus den Ergebnissen des 6. Para- 

graphen gefolgert werden. Da die hierbei zur Anwendung kommende Schluss- 

weise auch in gewissen hSheren, als symmetrisch zu bezeichnenden Fi~llen ver- 

wendbar ist, so wollen wir hierauf mi~ einigen Worten eingehen. 

Die Funktion w(z) entsteht im vorliegenden Fa l l  p ~ 3  durch Zusammen- 

setzung der Modulfunktion w(~'; as, a2, a3) mit einer linear polymorphen Funk- 

tion ~-=~- l (z ) ,  deren Zweige durch die Substitutionen einer gewissen Unter- 
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gruppe :~ der Modulgruppe verbunden sind, welche nach der auf S. 326 angege- 

benen Regel konstruiert werden kann. Verlegt man nun die Grundpunkte a~, 

in a~= I, a2=~,  a3=e  ~, so kann die Modulfunktion r so normiert werden, dass 

sie die Punkte ~ - - I ,  s, e'~ und ~ '=o  invariant l~isst. Sie wird dann auf der re- 

ellen Achse reell und genfigt ausserdem der Bedingung w(~)=~r Nun 

l~isst sich auch die fuchsoide Funktion z=~(~)  so normieren, dass sie dieselben 

Eigenschaften bekommt. Nach w 7 exis~iert n~imlich eine und nur eine in bezug 

auf die Gruppe ~ automorphe, einwertige und regul~re Funktion ~(~), welche 

den speziellen Bedingungen ~ ( o ) = o  und ~v'(o)= I genfigt. Bemerkt man nun, 

dass der Fundamentalbereich Bz, dieser Funktion, falls er durch >>symmetrische 

Zerschneidung>> konstruiert wird (vgl. S. 329, Fig. 5), dutch eine Drehung um 

I2o ~ in sich fibergeht, und dass er auch in bezug auf die reelle Achse symme- 

trisch ist, so folgt, dass die Funktionen ~0(e~) und ~(~), wo die gestrichenen 

GrSssen die konjugiert komplexen Werte der ungestrichenen angeben, ebenfalls 

in bezug auf die Gruppe ~ automorph und einwertig sind, wobei sie auch im 

Nullpunkte wie die Funktion T(~) normiert sin& Diese drei Funktionen sind 

folglich unter einander identisch. Es is~ also 99(e~)=e~(~), und aus tier Identi- 

t~t ~(~)=~(~) folgt weiter, dass reellen Werten yon ~ reelle Funktionswerte q~(~) 

entsprechen. Nunmehr best~tigt man ohne Miihe, dass auch die zusammenge- 

setzte Funk~ion w(z) die entsprechenden, mehrmals erw~thnten Symmetrieeigen- 

schaften besitzt, w. z. b. w. 

43. Fall P = 4 .  Ffir 1~=4 kann die Schwarzsche Ableitung der Funk- 

tion w(z) auf die ~Tormalform {w, z} = -- 2 (4~- -- a) gebracht werden, wo a ein 

Parameter ist, und die assozierte homogene Differentialgleichung erh~lt die 

Gestalt 

Obschon zahlreiche Untersuchungen vorliegen, welche sich mit den Eigenschaf- 

ten der yon dieser Gleichusg des parabolischen Zylinders definierten Funktio- 

nen "beschaftigen, so scheint die Frage welche uns hier interessiert, d. h. 

d i e  Fr~ge fiber die Struktur der von dem Quotient zweier FundamentallSsungen 

definierten Riemannschen Pl~che, nur wenig Beuchtung gefunden zn haben. 1 

1 I n  der zwei ten ,  ~uf S. 345 z i t i e r t e n  Arbe i t  yon HILLE f inder  m~n e in ige  B e m e r k u n g e n  i iber  

die F lgche  F 4 im Fal le ,  wo der P~r~mete r  O ree l l  is t .  

46--31356. Acta mathematica.  58. Imprim6 le 11 mars 1932. 



362 Roll Nevanlinna. 

Nach den Ergebnissen des 3. Paragraphen wissen wir schon, dass diese Flitche 

fi'4 vier logarithmische Enden besitzt, welche an die Seiten des Kernvierecks K4 

geheftet sind, und dass K~ schematisch durch ein Quadrat dargestellt werden 

kann, in welches ein mit einer nichtnegativen ganzen Zahl  k versehener Durch- 

messer eingezeichnet jst. Diese Zahl k gibt an, wie viele Kurvenziige 1 (welche als 

Bilder einer durch die vier Grundpunkte a, gezogenen geschlossenen Linie L 

erscheinen) in dem betreffenden Durchmesserstreifen enthalten sind. Sie ist im 

allgemeinen gerade (der Wer t  k = o  gibt das Fehlen des Durchmessers an); dann 

und nur dann ist ]~ ungerade, wenn die durch den Durchmesser v.oneinander 

getrennten Eckpunkte demselben Grundpunkt  zugeordnet sind, in welchem Fall 

also zwei der Windungspunkte der Fliiche /~'4 iiber ein und demselben Grund- 

punkt liegen werden. 

W i r  stellen uns nun die Aufgabe, das Doppelverh~tltnis der vier Windungs- 

punkte der Fli~che 1;'~ als Funktion des Parameters a zu bestimmen. Zu diesem 

Zweck setzen wir zuni~chst z~=4 x, wodurch die Gleichung (31) in 

2xg" + g'-- 2 ( x - - a ) g = o  

iibergeht, und transformieren letztere durch die Laplacesche Transformation 

y = fe txu( t )dt .  

Dureh partielle Integration ergibt sich auf bekannte Weise, indem man den In- 

tegrationsweg passend w~hlt, fiir die Funktion u die .Bedingungsgleichung 

welche 

gibt, wo 

gesetzt worden ist, 

- t ' )  - ( 3  t -  = o ,  

U = ~ ( t - -  I ) a - - l ( t ' - [  - 1)~ - 1  

I + 2 6  I - - 2 o "  

4 4 

und wo c eine Integrationskonstante bezeichnet. 

Wir  wiihlen zuni~chst a reell und lal < I ,  woraus a > o  und f l >  O folgt. 

Unter dieser Bedingung finder man, dass die drei Ausdriicke 
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+1 

f tz ~ (I--t)a--l(I + t ) ~ - l e  r d t ,  

--1 

f( I - -  t ) a - - l (  - I - -  t)( ~-1 e ~ d t ,  

--1 

f( '22 t - -  I ) a - - l ( t  + I)~--1(3 ~ dt 
1 

die Differentialgleichung (3 I) befriedigen. Das erste Integral, welches im fol- 

genden mit go bezeichnet werden soll, ist fiir jedes endliche z definiert. Man 

sieht leicht ein, dass sic auf jedem innerhalb irgend eines der Winkelr~iume 

a r g  z < - = o ,  . . . ,  3 )  
2 4 

verlaufenden Italbstrahl fiir z--* ~ ins Unendliche w~chst. Es steilt somit go 

eine n o r m a l e  LSsung der Differentialgleichung (31) dar (vgl. S. 35I). 

Im zweiten Integral muss z innerhalb W0 oder W, 2 gew~thlt werden. Die 

entsprechenden L5sungen gl und ga, welche wie iiberhaupt alle LSsungen von 

(31 ) ganze Funktionen sind, sind d e f e k t  (vgl. S. 35I); denn sic streben in 

Wo bzw. W,~ gegen den asymptotischen Wert  Null, und diese Eigenschaft war ja 

den defekten LSsungea charakteristisch. 

Im dritten Integral muss die Variabilit~t~ yon z auf die Winkelr~tume W1 

oder W3 eingeschr~inkt werden. Die entsprechenden LSsungen, g2 bzw. g~, sind 

ebenfalls defekte LSsungen der Gleichung (3I). 

Durch Drehung des Integrationsweges k5nnen die vier defek~en LSsungen 

g l ,  �9 � 9  ga analytisch fortgesetzt werden, und es ergibt sich in dieser Weise durch 

eine kurze Rechnung, die wir hier iibergehen kSnnen, der Zusammenhang 

gl  ~ - -  i e ~ " i  go + i g~ --- i (e - ' ~ i  - -  e~'~i)g o - -  ga = i ~ " i  go - -  i g ~ .  

Hieraus folgt sofort, dass  die meromorphe Funktion 

go 

welche eine LSsung tier gegebenen Differentialgleichung (28)darstellt ,  in den 

vier Winkelr~umen W o , . . . ,  W3 bzw. die asymptotischen Werte 
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a 1 - -  o ,  a~ . . . .  i e  ~'~i, a~ ~ i ( e - - Z ~ i - - e ~ i ) ,  a 4 - - i e  ~ 

hat. (~ber diesen vier Punkten liegen somit die Windungspunkte der Fl:,iche _F~, 

und fiir das gesuchte Doppelverh~ltnis ergibt sich folglich der Wer t  

e 4 ~ a i  _ ~  _ _  e 2 n a i .  

Durch eine passende lineare Transformation normieren wir nun die Fl~che I~ 

so, dass w~ = i, ,w 3 = z~, w4 ~ -  i ,  und finden dann fiir den vierten Grundpunkt  

w l ~ a  den Wert  

a ~ tg ~a. 

Aus dieser Beziehung schliessen wir unmittelbar folgendes: 

I) Einer bestimmten Lage des beweglichen Windungspunktes a entsprechen 

stets unendlich viele verschiedene Parameterwerte  a. Dies war auch auf Grund 

unserer frfiheren Ergebnisse zu erwarten, denn bei einer bestimmten Lage der 

Windungspunkte sind ja unendlich viele versehiedene Fl~chentypen lv 4 m5glich, 

welche sich voneinander unterscheiden durch verschiedene Anzahle der Streifen, 

welche den Durchmesser des Kernvierecks K 4 konstituieren. 

2) Der Grundpunkt  a vermeidet die zwei Werte  i ~ w e  u n d - - i = w  4. Aueh 

dies steht in Ubereinstimmung mit unseren frfiheren Ergebnissen, nach denen 

zwei zu ~>benachb~rtem) logarithmischen Elementen gehSrige Windungspunkte 

stets fiber verschiedenen Grundpunkten belegen sein mfissen. 

I 
3) Ffir die Werte  a .. . . .  + n ( n =  + t, + ~ . . . .  ), und nur ffir diese, wird 

2 

a = ~ ~ ws. Es sind dies die F~lle, wo zwei Grundpunkte (w 1 und ws) zusam- 

menfMlen,  so dass fiber dem betreffenden Punkt  w ~ - - w 3 : ~ z  zwei verschiedene 

Windungspunkte gelagert sind. 

44. Um den Zusammenhang zwischen den Parameterwerten a und dem 

Typus des Kernvierecks K~ etwas n~her zu studieren, mfissen wir eine Verab- 

redung treffen fiber die Wahl  der geschlossenen Linie L,  welche durch die vier 

Grundpunkte gezogen werden soll und deren Bildkurven l in der z-Ebene zur 

Beschreibung des Aufbaus der Riemannschen Fl~iche _F 4 benutzt worden s in& 

Eine einf~che Konfiguration entsteht, wenn man diese Linie L aus den Seg- 

menten (i, + i ~ ) ,  ( - - i , - - i ~ )  der imagin~ren Achse und aus dem Kreisbogen 

(i, a, - - i )  zusammensetzt, ausser wenn a rein imagin~r ist, in welchem Fall wir 
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fiir L die ganze imagins Achse nehmen. Gehen wir nun yon einem bestimm~en 

Wert a und von einem zugehSrigen Purameterwert a, also yon einem bestimmten 

Fls 1~'~ aus, so werden sich die Kurve L u n d  ihre Bildlinien l in der z-Ebene 

stetig vers so lange sich der Windungspunkt a in der ls der zwei Seg- 

mente (i, + i ~ ) ,  ( - - i , - - i ~ )  der imagin~ren Achse aufgeschnittenen Ebene stetig 

bewegt. /-Iierbei wird auch der Txpus des Kernpolygons inwr ian t  verbleiben. 

Ein (}berg~ng von einem Typus zu einem anderen kann nur d~nn stattfinden, wenn 

der Punkt  a die zwei genann%en Schnitte iiberschreitet, wobei eine plStzliche Lage- 

vers der Linienzfige L bzw. l eintritt. D~ a ~ t g ~ ,  so folgt hieraus, 

dass iedem Periodenstreifen 

(32) < . . . )  
2 

ein wohlbestimm~er Typus der Fls 1,'~ entspricht, und d8ss ein Typenwechsel nur 

dann eintreffen kann, wenn der Parameter a die Linien ,~l(a)= n + I iiberschreite~. 
2 

45. Aus wie vielen Fundamentalbereichen besteht nun der Durchmesser des 

Kernvierecks fiir einen gegebenen Periodenstreifen? Diese Frage erledigt sich 

einfach, wenn ma.n zun~chst die besonderen Werte a ~- ~-~ I (v~---o, • ~ . . . )  be- 
2 

tr~chtet, fiir welche zwei (wa-~ ~ und w 1 ~ a) der Grundpunkte zusammenfMlen, 

ein Spezialfall, tier schon an und fiir sich yon gewissem Interesse is~. 

Wir  erinnern duran, dass die in dieser Abhandlung untersuchten mero- 

morphen Funktionen w(z) die charakteristische Eigenschuft haben, duss sie in 

jedem logarithmischen Ende zwel Ausnahmewerte besitzen, we!che sie in dem be- 

treffenden Ende nicht annehmen; diese zwei Werte sind die zwei Grundpunkte, 

um welche sich das entsprechende ICiem~nnsche Fli~chenstiick windek Im vor- 

liegenden Fall a ~ + i hut Mso die Funktion w~(z), welche der Fi~tche F~ fiir 2 

den Purumeterwert a entsprich~, in den logarithmischen Enden G12, G,~, Gs~, Gal 

bzw. die Ausnahmewerte (:r i), (i, ~),  (~ ,  - -  i), (-- i ,  ~) ,  woraus erhellt, 

duss sie in den logarithmischen Enden durchweg endlich ist, und also iiberhaupt 

nur endlich viele, innerhMb des Kernpolygons belegene Pole besitzt. Jedem 

FundamentMstreifen des Durchmessers des Kernvierecks entspricht ein Pol, so 

dass also die Polanzahl der Funktion ivy(z) gleich der Anzahl ]c der  Fundamen- 

tMstreifen ist, welche den Durchmesser bilden. Insbesondere ist k = o, und w 
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also eine ganze Funkt ion ,  dann und  nur  dunn, wenn der Durchmesser sich uuf 

eine einzige, die Eckpunkte  w,~ und w~ des Kernpolygons  verbindende Linie 1 

reduziert (vgl. S. 318, Fig. 3). 

Beachtet  man  nun, dass die meromorphe Funkt ion  w(z) ~ls Quot ient  

yon ~zwei nullstel lenfremden ganzen Funkt ionen  dargestell t  werden kann,  welche 

die Differentialgleichung (3I) befriedigen, so ergibt sich, dass diese Gleichung 

eine LSsung g(z) gest~ttet,  welche nu t  /~ (einfache) Nullstellen aufweist. Divi- 

dieren wir diese gunze Funkt ion  g, welche, wie i iberhaupt jede LSsung der 

Gleichung (3I), yon zweiter Ordnung ist, du tch  ein Polynom Hk(z), .welche in 

denselben Punk ten  wie g verschwindet, und mi th in  yore Grade 1~ ist, so erhiilt 

man a ls  Quotient  eine nirgends verschwindende gunze Funkt ion  zweiter Ordnung.  

Eine solche Funk t ion  reduziert  sich aber uuf ein Exponential ,  und wir h u b e n  

also folgendes Ergebnis :  

I 
Fiir a ~ ~ (d. h. a ~ -  + v) ha t  die Differentialgleichung (3I) eine LSsung 

2 

der Form 

y ~~247 

wo Hk(z) ein Polynom ist. 

Setzt man diesen Ausdruck in (31) ein, so finder man fiir das Polynom HI: 

die Bedingung 

Diese Differentialgleichung kann offenbar yon einem Polynom nur  dann befrie- 

digt  werden, wenn a ~ _+ I und b ~ o. Beaehtet  man  ferner,  dass  Hk die Po- 
4 

tenz z k als hSchstes Glied enthlf l t ,  so ergibt sich sogleich die weitere Bedingung,  

I ( I) I 
dass a ~ - k  + i falls a - - 4 '  und dass a = -  k + falls a = - .  D~s Poly- 

2 '  2 ' 4 (i)  
nora Hk best immt sieh also fiir a = + k + dureh die Differenti~lgleiehung 

H 
r !  

k YzH~+__l~Hk--o. 

Dies ist, fiir die oberen Vorz~eichen, die Gleiehung des k-ten Hermiteschen Poly- 
hornS. Behalten wir die Bezeichnung H k  diesem Polynom vor, so sieht man, 

d~ss den unteren  u  die LSsung Hk(iz) entspricht.  
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Nehmen  wir 
I 

zun:~tchst a =  + k an, so bes t immt sich die LSsung w der 
2 

Different ia lgle ichung (28) durch den Ansatz  Viv 7 =  I ,  und es wird 
Y 

(33) 

z2 

e ~ 
= 

0 

Durch  Mult ipl ikat ion mit  einer  passenden reellen Kons tan te  K erre icht  man, 

dass diese meromorphe  Funk t ion  in den Winke l r~umen  W~ die geforder ten  

a s y m p t o t i s c h e n  Wer t e  ~ ,  ~+ i erhiilt. In  der Ta t  sieht man  sofor t  ein, dass 

diese Funk t ion  auf  der reellen Achse gegen Unendl ich strebt,  wenn z - - .oo ,  und 

in den Winkelri~umen W~ und W., ha t  sie die Grenzwer te  • iK, wo K die 

reelle, von l~ull verschiedene Zahl 

bezeichnet.  

Fiir  a - - - -  

I e_.2dt 
J (Hk t)) 

z2 

e ~dz 

0 

eine Funkt ion ,  welche von (33) n icht  wesentl ich abweicht,  indem sie in diese 

iibergeht,  wenn man b e i d e  Ver~nderl iche z und  w mit  i mult ipl iziert .  Die- 

ses Ergebnis  war ja auch auf Grund  unserer  obigen Er5 r t e rungen  zu er- 

dena den zwei W e r t e n  a =  + ( I  + k) entspr lcht  ein und derselbe F1Achen- warren, 
X - -  / 

typus,  n~mlich derjenige,  wo der Durchmesser  des Kernpolygons  k Fundamenta l -  

bereiche enthiilt. Dass zwei e inander  entgegengesetz te  W e r t e  a immer  zu dem- 

selben Fl~chentyp fiihren, ist i ibrigens direkt  aus dem Schwarzschen Differential-  
Z 2 

ausdruck {w, z} - -  + 2a zu ersehen, wo die MuRipl ikat ion der Variable z mit  
2 

i nur  einen Vorzeichenwechsel  des Paramete rs  a bewirkt.  

Als Zusammenfassung der Ergebnisse dieser N u m m e r  kSnnen wir fo lgenden  

Satz aussprechen:  
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Die Gesamtheit der einfach zusammenhh~genden Riemannschen Fldchen mi t  

vier Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordnung, yon denen zwei  iiber t in  und 

demselben Punk t  liegen , wird  analytisch bestimmt dutch die Formel 

z z 9- 

r e  ~ d z  (34)  = H (k = o ,  i ,  ), 
k 

0 

wo die Verdnderlichen z und w noch einer beliebige~ linearen Transformation 

unterworfen werden kSnnen. Hierbei  bedeutet Hk(z) das Hermitesche Polynom vom 

Grade k.  

U n t e r  sgmtl ichen e infach zus am m en h~ngenden  R i e m a n n s c h e n  Fl~chen mi t  

vier  log~r i thmischen W i n d u n g s p u n k t e n  zeichnen sich die oben be t r ach te t en  durch  

die E igenscha f t  aus, dass  auf  ihnen eine gewisse Stelle w ~ a exist iert ,  wori iber  

nur  endlich viele schl ichten Blg t te r  gelager~ sind; diese Stelle ist eben diejenige,  

auf  welche sich zwei der  W i n d u n g s p u n k t e  projizieren.  Fiir  k :  o fehlen  an 

dieser Stelle die schlichten Blg t te r  ggnzlich,  und  der W e r t  w ~ a wird ein Pi- 

cardscher  A u s n a h m e w e r t  der en t sp rechenden  Abbi ldungs funk t ion  w--~-w(z). Ver- 

legt  man  den P u n k t  w-~-a ins Unendl iche ,  so wird w gleich der Funk t i on  

0 

welche in der L i te ru tur  5fters  uls Beispiel  e iner  gunzen Funk t ion  m i t  mehre ren  

(zwei) endlichen asympto t i schen  W e r t e n  angef i ihr t  worden  ist. 1 Die entspre-  

chende R iemannsche  Fl~che, welche ebenfal ls  yon  verschiedenen Auto ren  ein- 

gehend  beschr ieben worden  ist, wird in unsere r  Dars t e l lung  dem Fal l  entsprechen,  

wo der  Durchmesse r  des Kernv ie recks  aus einer einzigen D iagona lku rve  1 be- 

s teht  (Fig. 3, S. 318). 

46. W i r  h~ben oben gefunden,  dass s~mtl ichen W e r t e n  a, welche e inem ge- 
I 

gebenen  Per iodens t re i fen  ] .~(a) - - n ]  < - entsprechen,  ein woh lbes t immte r  Fl~chen- 
2 

typus  zugeordne t  ist. Der  Durchmesse r  des Ke rnpo lygons  enth~ilt (ira Gegensa tz  

Vgl. hierzu: A. HURWITZ.- Sur les points critiques des fonctions inverses (Comptes rendus, 
T. I43, 19o5, p. 877 und T. 144, I9o7, p. 63), F. IVERSEN. - -  Sur u~e fo~etion enti~re dont la 
fonction inverse 29rdsente un ensemble de singularitds lranscendanies de la puissance du continu 
(Ofversigt af Finsk~ Vet.-Soc. FSrh., B. 58, I915--I916), sowie die erste yon den auf S. 345 zitier- 
ten Arbeiten yon E. HILLE. 
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I 
zum Saehverhalt fiir die speziellen Werte a = -  + ~) eine gewisse gerade An- 

2 

zahl k(n) yon Diagonalkurven l. Um diese Anzahl zu ermitteln, denken wir uns den 

Punkt  u in dem betrachteten Streifen belegen, und lassen ihn durch reelle Werte 

I 
gegen den reehten Begrenzungspunkt a . . . .  + n riicken, wobei sich der Windungs- 

2 

punkt a = t g z a  l~tngs der reellen Achse gegen + or bewegen wird. Nimmt 

man nun n nichtnegativ an, und beriicksichtigt man die Art und Weise, in 

der sich die Lage des (naeh den auf S. 354 angegebenen Festsetzungen gezogenen) 

Linienzuges L bei diesem Prozess ver~indert, so sieht man leicht ein,  dass die 

Anzahl der Diagonalkurven 1 um Eins vermehrt wird, wenn a den Wert I -J-?~ 
2 

erreicht. Fiir diesen Wert  ist diese Anz~hl, wie wir oben gefunden haben, gleieh 

2 n +  1, und es wird mithin, fiir ein nichtnegatives n, k ( n ) = z n .  Nach der 

auf S. 357 gemachten Bemerkung muss ferner k ( - - n )  = k(n) sein, und wir haben 

folglieh das Resultat: 

I,'iir ] ~ ( a ) -  n ] <  I enthdlt der Durchmesser des Kernpolygons 2 In] Diago~al- 
2 

kurven 1. 

Der einfachste Typus, fiir welehen das Kernviereek unzerlegt verbleibL 

entsprieht dem Periodenstreifen ]a I < I .  
2 

47. Bisher haben wir die nicht reellen, den Begrenzungsgeraden !l~(a)--n + x 
2 

entsprechenden Parameterwerte a noch nicht in Betracht gezogen. W:,ihlt man 

nun den Linienzug L wie auf S. 364, so wird beim Uberschreiten der Be- 

grenzungslinien eine plStzliche Verschiebung der Linien l stattfinden. Die diesen 

Ubergangswerten a entspreehende Konfiguration, die leicht vollst~ndig zu be- 

schreiben w~re, entspricht jedoeh keinem der Systeme, welche wir oben zur Be- 

sehreibung der Riemannschen Pl~iche benutzt haben. Dies beruht darauf, dass 

der Windungspunkt a fiir die betrachteten Werte a auf dem Segment (i, i o,) oder 

( - - i , - - i ~ )  belegen sein wird, wobei die vier Verzweigungspunkte a, i, ~ , - - i  

a u f  der Linie L nicht mehr in derselben Ordnm~g aufeinander folgen, wie die 

ihnen zugeordneten Eckpunkte des Kernvierecks, d. h. wie die vier Winkelr~ume 

W0, W1, W~, W3; die tJbereinstimmung dieser zwei Reihenfolgen war jedoeh fiir 

unsere Beschreibung eine wesentliche Voraussetzung. Durch Ab~nderung des 
4 7 - - 3 1 3 5 6 .  Acta mathematica. 58. I m p r i m 6  le 11 m a r s  1932. 
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Linienzuges L kann die richtige Reihenfolge der Verzweigungspunkte wieder- 

hergestellt werden, und man erreicht derart, dass das Kernpolygon fiir die kritisehen 

Werte  a dieselbe Struktur erhilt,  wie fiir die' Werte  eines der zwei angrenzenden 

Periodenstreifen. Diese Modifikation erbietet keinerlei Schwierigkeiten, und es 

dtirfte daher nicht nStig sein auf diese Einzelheit ngher einzugehen. Es sei in 

diesem Zusammenhang noeh nur darauf hingewiesen, dass die Sonderstellung der 

(]eraden ~ ( a ) ~  n + I iiberhaupt nicht in der Natur der Sache liegt, sondern 
2 

dass sie dutch die obige spezielle Vorschrift bedingt ist, dass die Linie L die 

drei, oben als lest angenommenen Windungspunkte i, ~ ,  - - i  lgngs der imagi-  

n&'en Achse verbinden soll. Dureh Abgnderung dieses Segments der Linie L 

wird die Rolle der erwghnten Geraden yon einem anderen System Parallelkurven 

iibernommen, welehe jedoeh immer die charakteristisehe Eig'ensehaft behalten, 
I 

dass sie die Achse der reellen a-Werte in den kritisehen Punkten a = , n  + 
2 

schneiden. Wghrend also der Typus des Kernpolygons bis zn einem gewissen Grad 

von der Wahl  der Kurve L abhgngig" ist, wird die Ungergruppe /~ dureh den 

Parameterwert  a eindeutig festgelegt. 

I 
48. Neben dem soeben genannten kritischen Wertsystem a = -  + n 

2 

(n ~-o,  + r , . . . )  verdienen die ganzzahl igen a-Werte besondere Beaehtung. Die 

vier Windungspunkte der entsprechenden l~iemannschen Flgehen ~ bilden eine 

harmonische Punktgruppe. Der einfachste, oben (S. 33I) als >>symmetrisch>> be- 

zeiehnete Fall entspricht dem Wef t  a - - o .  Die meromorphe Funktion w(z) er- 

gibt sich dann als Quotient von zwei linear unabhi/ngigen LSsungen A und ] /  

der honiogenen Gleiehung' 

y"  ~ 4 z'~ y . 

Wiihlt man insbesondere die LSsungen 

A ,~ I ,,= ! 5 ' 9 ' ( 4 ~ ' +  , B T + 7_7 ' 

so strebt w(z) in den vier Winkelri~umen Wo, W~, W,~, W a bzw. gegen die 

"asymptotischen Werte  K ,  i K , - - K , - - i K ,  w o  K eine reelle positive Zahl 
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ist. 1 Lgssia man dann die Linie L mit dem Kreis I wl =- K zusammenfallen, so 

wird die yon den Bildkurven 1 gebildete Figur in der z-Ebene in bezug auf die 

reelle und imaginire Aehse, sowie in bezug auf die Hatbierenden der yon diesen 

Achsen gebildeten Winke! symmetriseh. Das Kernviereek enth~tlt die Koordinat- 

aehsen, und bei symmetrischer Zerschneidung (vgl. S. 33o) werden die >>Haupt- 

einschnitte>.' l ings der Winkelhalbierenden fallen. Die (normalen) L5sungen A 

und B zeiehnen sich durch die spezielle Eigenschaft aus, dass ihre Nullstellen 

sgmtlich auf diesen Winkelhalbierenden liegen. 

Diese Symmetrieeigensehaften tier dem Parame~erwert a = o  entsprechenden 

Flgche /~'~ k5nnen auch aus der Parameterdarstellung 

= = 

der Funktion w(z) hergeleitet werden, auf Grund gewisser Symmetrien, welche 

die Fundamentalbereiche der automorphen Funktionen 9 ? und a~ im vorliegenden 

Falle aufweisen. Man vergleiche hierzu die Sehlussweise auf S. 361. 

Es sei sehliesslieh darauf aufmerksam gemaeht, dass analoge Betraehtungen 

auch zum Beweise gewisser Symmetrieeigenschaften der zu den Parameterwerten 

I 
= -  + n geh5rigen Flgchen angewand~ werden k5nnen. So liisst es sich z. B. 

2 

zeigen, dass die I~1 Punkte z, wo die entspreehende Funktion w(z) den kri- 

tischen Wert  a annimmt, fiber welchem zwei der vier Windungspunkte belegen 

sind, auf einer Geraden liegen. Verlegt man den kritisehen Wert  a in den an- 

endlich fernen Punk~, und normiert man auch sonst die Funktion w(z) wie in 

N r .  45, so wird diese Gerade, auf welehe also die endlich vielen Pole der Funktion 

w fallen, mit der reellen Achse zusammenfallen. Dies ergibt sich andererseits 

auch aus dem Ausdruek (34) der betreffenden Funktion, unter Anwendung der 

wohlbekannten Tatsaehe, dass die Nullstellen der Hermitesehen Polynome reell sind. 

49. Die Fglle /9 > 4. Komplizierter als in den oben behandelten spe- 

ziellen Ffillen stellt sich die Untersuchung der Beziehungen zwischen den Ko- 

effizienten des Schwarzschen Differentialausdruckes {w, z} und der Struktur des 

Kernpolygons K v in den h5heren Fi*llen p > 4 .  Ohne auf diese allgemeine Frage 

hier nigher einzugehen, sei nur bemerkt dass, naehdem drei der p Windungs- 

punkte der Fli~ehe I#p beliebig festgelegt worden sind, die fibrigen p - - 3  beweg- 

1 U n t e r  A n w e n d u n g  der  L ap l ace sehen  T r a n s f o r m a t i o n  finde~ m a n  fiir K den  W e r t  l f 2  N(5/4) 
/'(3/4) 
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lichen Windungspunkte a l , . . . ,  av-~ sich als eindeutige analytisehe Funktionen 

der voneinander unabh~ngigen Parameter as . . . .  , ap-3 der Differentialgleichung 

(28) bestimmen. Jedem System (a t . . . .  , as-s ) entsprechen unendlich viele ver- 

schiedene Systeme {as , . . . ,  al~-3). Der 2 p - - 6  dimensi0nale Parameterraum l~tsst. 

sich in Pundamentalbereiche einteilen, welche je einem bestimmten Fl~tchentyp 

F v entsprechen. Wenn der P u n k t  ( a l , . . . ,  %-3) sich innerhalb eines solchen 

Fundamentalbereiches bewegt, so werden die Windungspunkte hierbei alle mSg- 

lichen gegenseitigen Lagen einnehmen. Auf den Begrenzungskontinua der Funda- 

mentalbereiche liegen insbesondere diejenigen Wertsysteme (al, . . . ,  %-t~), fiir wel- 

che gewisse der Grundpunkte a,. zusammenfallen. 

@ ~2. Veral lgemeinerungen.  

50. Die in dieser Abhandlung ausgefiihrten Untersuchungen kSnnen nach 

verschiedenen Richtungen hin erweitert werden. Die n~ichstliegende Verallgemeine- 

rung, auf welche schon in der Einleitung aufmerksam gemacht worden ist, besteht 

darin, dass man auch das Vorkommen algebraischer Windungspunkte in Betracht 

zieht. Die oben entwickelte !Vfethode erlaubt mit naheliegenden uncl verhfiltnism~ssig 

geringen Modifikationen die Gesamtheit der einfach zusammenh~tngenden Rie- 

m~nnschen Fl~tchen mit einer endlichen Anzahl yon (algebraischen oder logs- 

rithmischen) Windungspunkten analytisch zu bestimmen. Diese Fl~chen werden 

immer n0ch zum parabolischen Typus (Grenzpunktfall) gehSren, was wieder aus- 

gehend yon der Schwarzschen Ableitung der meromorphen Abbildungsfunktion 

w(z) bewiesen werden kann. Dieser Ausdruck ist yon z rational abh~ngig und 

weist im unendlich fernen Punkt  einen Pol auf, dessen Ordnung  um zwei Ein- 

heiten kleiner ist als die Anzahl der Windungspunkte unendlich hoher Ordnung. 

Das Hinzukommen einer endlichen Anzahl algebraischer Windungspunkte hat 

auf die asymptotischen Eigenschaften der meromorphen Funktion w l~einen we- 

sentlichen Einfluss, und die Eigenschaften, welche in w 9 besprochen worden sind, 

bleiben unver~ndert bestehen. 

Zu ether anderen Erweiterung wird man geftihrt, wenn man die Forderung 

aufgibt, dass die Anzahl der Windungspunkte endlich sein soll. Auf diesem 

Wege erSffnet sich die MSglichkeit meromorphe Funktionen mit vollkommen be- 

liebig vorgeschriebenen Defekten yore Gesamtbetrag Zwei zu konstruieren. Meine 

diesbezfiglichen Bemiihungen sind an den Schwierigkeiten gescheitert, welche die 
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Untersuchung der ~symptotischen Eigenschuften der durch eine solche Konstruk- 

tion gewonnenen Funktionen erb~etet. 

Von In~eresse sind auch diejenigen unalytischen Funktionen, zu welchen 

m~n gel~ngt, wena m~rL mehrfa~ch (k-f~ch) zusammenh~ngende Riem~nnsche F15- 

chen in Betracht zieht. H~lt man sich hierbei an die auf einer solchen Fl~iche 

einwertigen Funktionen, so finder man als Abbild der Fl~tche die schlichte, in ]c 

Punkten punktierte Ebene. 

Schliesslich l~tsst sich unsere Untersuchung auch auf Funktionen ausdehnen, 

welche auf der gegebenen Riemannschen Fl~iche mehrwertig sind. Unter der Vor- 

t~ussetzung, d~ss die Wertigkei~ eine endliche vorgegebene Zahl nicht iiberschreitet, 

gelangt man so zu Funktionen, welche fiir die Theorie der algebroiden Funktionen 

yon Bedeutung sind. 


