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Diejenigen Untersuchungen, welche sich mit der Werteverteilung der ein-

deutigen analytischen Funktionen beschiftigen, gruppieren sich um zwei Haupt-

probleme.
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Das eine Problem stellt sich als Aufgabe eine méglichst genave Beschrei-
bung der Ausnahmewerte einer innerhalb eines unendlichen oder endlichen
Kreises meromorphen Funktion, wobei ein Wert als Ausnahmewert erklirt wird,
wenn er, allgemein zu reden, in einer verhiltnismissig geringen Anzahl von
Punkten von der Funktion angenommen wird. Diese Theorien haben sich auf
dem Boden des Pricarpschen Satzes und der Theorie der ganzen transzendenten '
Funktionen entwickelt.

Das andere Hauptproblem betrifft das Verhalten der inversen Funktion;
die Untersuchung gilt also hier die Struktur der Riemannschen Fliche, auf wel-
cher diese Umkehrfunktion eindeutig ist. Die ersten systematischen Unter-
suchungen auf diesem Gebiete verdankt man Iversexy und Gross.

Nun erscheint es a priori wahrscheinlich, und hat im Laufe der Ent-
wicklung dieser Fragen sich auch immer deutlicher gezeigt, dass die in diesen
Problemkomplexen erzielten Ergebnisse in gewissem Zusammenhang miteinander
stehen. Es beruht dies auf dem Umstand, dass ein Ausnahmewert einer mero-
morphen Funktion im allgemeinen eine kritische Stelle (ein »Windungspunkt»)
der entsprechenden Riemannschen Fliche ist. Allerdings ist diese Behaﬁptung
nur fir die allereinfachsten Klassen von Ausnahmewerten streng bewiesen
worden. So gilt z. B, wie zuerst von Iversex nachgewiesen wurde, dass ein
Prcarpscher Ausnahmewert einer im Endlichen meromorphen Funktion stets
eine transzendente Singularitit der inversen Funktion darstellt. Dagegen ist es
bisher noch nicht gelungen zu -entscheiden, ob dieselbe Eigenschaft auch den
in der neueren Theorie der meromorphen Funktionen eingefithrten schwiicheren
Ausnahmewerten zukommt, welche positiven Defekt haben.

Wenn auch die Beziehungen zwischen den Ausnahmewerten einer eindeu-
tigen analytischen Funktion und den kritischen Stellen der zugehérigen Rie-
mannschen Flichen noch keineswegs endgiiltig klargelegt worden sind, so scheint
es, Weiligsten fiir die einfachsten Funktionsklassen, berechtigt zu sein, die Sitze
itber die Hiufigkeit der Ausnahmewerte (welche in dem Hauptsatz gipfeln, wo-
nach die totale algebraische Verzweigtheit vermehrt um den totalen Defekt fiir
eine in der ganzen endlichen Ebene meromorphe Funktion héchstens gleich
zwel ist) als Aussagen iiber den Grad der Verzweigtheit der zugehdrigen Rie-
mannschen Fliche zu deuten, wobei der Defekt eines Wertes «w die Rolle einer
Masszahl fiir die »relative Ordnung» der tber dieser Stelle w belegenen trans-
zendenten Windungspunkte spielt. Fir die Richtigkeit dieser Auffassung spricht
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vor allem das Verhalten der bisher bekannten Beispiele von meromorphen Funk-
tionen mit mehreren defekten Werten. Die Anzahl solcher Beispiele ist aller-
dings nicht gross. Sieht man von dem einfachsten Fall ab, wo die Funktionen
periodisch oder automorph, und die entsprechenden Riemannschen Flichen mithin
reguldr verzweigt sind, so scheint die Auffindung von speziellen Funktionen,
welche geeignet wiren unsere Kenntnisse iiber die Natur der Werteverteilung zu
vertiefen, eher die Folge zufilliger Umstinde als das Ergebnis einer zielbewussten
Konstruktion gewesen zu sein. ‘

Die oben berithrten Umstiinde haben mich veranlasst die einfachsten Klas-
sen von unendlich vielblittrigen Riemannschen Flichen einer systematischen
Untersuchung zu unterziehen. Zweck der vorliegenden Abhandlung ist samitliche
einfach zusammenhdngende Riemannsche Flichen mit endlich vielen Verzweigungs-
punkten analytisch zu bestimmen. Weil die Verzweigungspunkte unendlicher Ord-
nung vom Standpunkte der Theorie der Ausnahmewerte aus von besonderer Bedeu-
tung sind, habe ich mich hierbei auf den Fall beschrinkt, wo keine algebraischen
Windungspunkte vorhanden sind. Diese Beschrinkung erschien auch im In-
teresse der Einfachheit der Darstellung wiinschenswert; es erbietet jedoch keine
Schwierigkeit die angewandte Methode und die erzielten Krgebnisse auf den
allgemeinen Fall auszudehnen, wo die Flidche, neben gewissen Windungspunkten
unendlicher Ordnung, eine endliche Anzahl von Verzweigungspunkten endlicher
Ordnung aufweist.

Das Hauptresultat dieser Untersuchung lisst sich zusammenfassen wie folgt.
Es existiert eine einzige einfach zusammehhiingende Riemannsche Fliche mit zwel
bzw. drei Windungspunkten unendlich hoher Ordnung. In den héheren Fillen,
wo die Anzahl p solcher Windungspunkte mindestens gleich vier ist, ist die
Anzahl der Flichen stets unendlich gross; simtliche vorkommenden Flichentypen
lassen sich vollstindig charakterisieren. Die Lagen der p Windungspunkte kon-
nen, unter Beriicksichtigung einer einfachen notwendigen Bedingung, beliebig
vorgeschrieben werden.

- Nach dem Hauptsatz der konformen Abbildung ist es moglich jede einfach
zusammenhingende, unendlich vielblittrige Riemannsche Fldche entweder auf die
schlichte punktierte Ebene (parabolischer Fall) oder auf das Innere des schlichten
Einheitskreises (hyperbolischer Fall) umkehrbar eindeutig und konform abzubilden.
Bisher sind nur wenige Kriterien fiir das Eintreffen des einen oder des anderen
Falles bekannt. Zu dieser wichtigen Frage liefert die vorliegende Abhandlung

38 — 21356, Aecta mathematica. 58. Imprimé le 9 mars 1932.
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1 Ein niiheres Studium der auf den untersuchten Riemannschen

einen Beitrag.
Flichen einwertigen analytischen Funktionen zeigt niimlich, dass sie diese Flichen
auf die punktierte Ebene abbilden; jede Riemannsche Fliche mit endlich vielen
Verzweigungspunkten gehort mithin zum parabolischen Typus.

Verlegt man den Grenzpunkt in den unendlich fernen Punkt der Ebene,

so sind die Umkehrfunktionen der oben erwiihnten einwertigen Funktionen mero-
morphe Funktionen der Ordnung g, wobei p die Anzahl der Windungspunkte

unendlicher - Ordnung bezeichnet. Diejenigen Punkte, auf welche sich jene
Windungspunkte projizieren, stellen Ausnahmewerte dieser meromorphen Funk-

tionen dar, und zwar entspricht jedem- Windungspunkt ein Defekt vom Betrage

! Mit dieser Frage haben sich neuerdings A. SPEISER und .. AHLFORS beschiftigt (Commen-
tarit Math, Helvetici, Vol. 1, 11, III, 1929, 1930, 1931). Die wichtigsten der heute bekannten Kri-
terien zur Bestimmung des Typus einer unendlich vielblittrigen Riemannschen Fliche sind folgende.

Hinreichende Bedingungen fiir das Eintreffen des hyperbolischen Falles.

1) Es gibt ¢ = 3 Stellen a,, ..., aq, iiber welchen keine schlichten Blétter der Fliche liegen.
Ausserdem soll jeder iiber a» liegende Windungspunkt mindestens von der Ordnung m, — 1 sein

I
mit 2;” - < g—2. (Folgerung aus dem zweiten Hauptsatz der Theorie der meromorphen Funk-
o

tionen.)

Diese Bedingnng umfasst zwei iiltere Kriterien:

1a) Es existieren drei Stellen, fiber denen weder unverzweigte Blitter noch algebraische
Windungspunkte belegen sind. (Satz von PICARD.)

1b) Es gibt drei Stellen a,, a,, a;, iiber denen keine schlichten Bldtter liegen. Ausserdem
soll jeder iiber a» befindliche Windungspunkt endlicher Ordnung eine Anzahl von Blittern im
Zyklus umfassen, welche ein Multipel von m, ist, wobei m,, m,, m,; ganze Zahlen sind mit
E;;l——v < 1. (Satz von CARATHEODORY.)

Speziell folgt aus 1) noch das Kriterinm:

Ic¢) Es gibt fiinf Stellen, iiber denen keine schlichten Blitter verlaufen.

2) Es existiert eine endliche Zahl R, so dass der Radius jeder schlichten Kreisscheibe der
Fliche kleiner als R ist. (Satz von Brocm.)

Hinreichende Bedingungen fity das Eintreffen des parabolischen Falles:

1) Die Fliche hat endlich viele Windungspunkte. (Soll in dieser Abhandlung bewiesen werden.)

2) Unter der Voraussetzung, dass die gegebene Fliche im Endlichen keine transzendenten
kritischen Stellen hat, sei n{¢) die Anzahl der algebraischen Windungspunkte, welche auf der
Riemannschen Fliche erreichbar sind lings eines Weges, der von einem. beliebig gewihlten An-
fangspunkt ausgeht, und dessen Lidnge den Wert ¢ nicht iibersteigt, wobei jeder Windungspunkt
so oft mitgezfihlt wird wie seine Ordnung angibt. Die Bedingung besteht dann in der Divergenz
des Integrals

(Batz von AHLFORS, Commentarii Math. Helv., Vol. TIT, Heft 2, 8. 173—177, 1931).
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2, so dass also der totale Defekt den maximalen Wert swei erhilt. Dieses

Resultat gestattet eine meromorphe Funktion zu konstruieren, welche endlich viele,
willkiirlich vorgeschriebene Ausnahmewerte besitzt, so dass die entsprechenden
Defekte beliebig vorgeschriebene rationale Werte vom Gesamtbetrag zwei er-
halten. :

Uber die angewandten Methoden sei folgendes vorausgeschickt. Unter der
Voraussetzung dass eine Riemannsche Fliche der geforderten Art existiert, wer-
den zunichst (§§ 1—3) gewisse notwendige Bedingungen hergeleitet. Sidmtliche
moglichen Flichen werden alsdann in gewisse Typen eingeteilt,‘ deren Struktur
vollstindig beschrieben wird. Nachher (§§ 4—7) folgt der Nachweis, dass jedem
der gefundenen Flidchentypen auch eine wohlbestimmte einwertige Abbildungs-
funktion entspricht. Dies geschieht so, dass die gesuchte analytische Funktion
uniformisiert wird vermittels gewisser bekannter linear polymorpher Funktionen,
welche frither von F. Nevasvinva zur Herleitung der Hauptsiitze der neueren
Werteverteilungstheorie angewandt worden sind.! Diese fiir das Gelingen der
vorliegenden Untersuchung fundamentale Idee, wodurch das Problem zuriickge-
fithrt wird auf die Konstruktion gewisser automorpher {fuchsoider) Funktionen,
die in bezug auf gewisse Untergruppen der zu der uniformisierenden Transzen-
denten gehorigen fuchsschen Gruppen invariant sind, verdanke ich ebenfalls
F. NEVANLINNA.

In §§ 8—11 folgt die niihere Untersuchung der gefundenen einwertigen Ab-
bildungsfunktionen. HEs stellt sich heraus, dass die Schwarzsche Ableitung der
Umkehrfunktionen sich auf eine rationale Funktion reduziert. Unter Benutzung
dieses Ergebnisses gelingt es dann leicht zu beweisen, dass die untersuchten
Riemannsehen Flichen simtlich zum Grenzpunkttypus gehdren. Die gewonnene
Differentialgleichung bildet ferner die- Grundlage fiir die nachfolgende Unter-
suchung der asymptotischen Eigenschaften der Abbildungsfunktionen; durch
asymptotische Integration lassen sich ingbesondere die defekten Werte sowie
die Betrige der Defekte berechnen. Hierbei mache ich von einer von E. HinLe
angewandten Integrationsmethode Gebrauch; ftiberhaupt sind mir die Untersu-
chungen von Hriine, der als erster auf die Bedeutung der in Frage stehenden
Differentialgleichung fiir die Theorie der asymptotischen und defekten Werte

! F. NEVANLINNA: Uber die Anwendung einer Klasse uniformisierender Transzendenten zur
Untersuclung der Wertverteilung analytischer Funktionen (Acta mathematica, B. 50, 1927, 8. 159—188).
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aufmerksam - gemacht hat, bei der Ausarbeitung vorliegender Abhandlung sehr
wertvoll gewesen.

BEs ist L. Auvrors gelungen, den Typus der hier betrachteten Riemannschen
Flichen sowie die Defekte der Ausnahmewerte der zugehorigen Abbildungsfunk-
tionen, ohne Verwendung der oben erwiithnten Differentialgleichung, direkt durch
Methoden der konformen Abbildung zu bestimmen. Eine Darstellung dieser neuen
Anwendung der vielversprechenden Awnrrorsschen Methode, welche schon frither
zur Losung verschiedéner schwieriger funktionentheoretischer Fragen gefiihrt hat,

soll in -dieser Zeitschrift erscheinen.

§ 1. Vorbereitende Betrachtungen und Problemstellung.

1. Die vorliegende Untersuchung wird sich mit gewissen Klassen von mehr-
deutigen, einwertigen analytischen Funktionen beschiftigen, welche lauter iso-
lierte kritische Stellen haben. Es soll deshalb zunichst daran erinnert werden,
von welcher Beschaffenheit eine solche Singularitit sein kann.

Sei also #=—z(w) eine analytische Funktion, welche im Gebiete o <
< |w—w,| = ¢ (¢ >0) mit demn Charakter einer rationalen Funktion fortsetzbar ist.
Diese Funktion sei ferner in demselben Gebiet einwertig, d. h. den Mittelpunkten
von zwei verschiedenen Elementen von z(w) sollen stets zwei verschiedene Funk-
tionswerte entsprechen. Diese Werte iiberdecken in der #Ebene ein einfach
zusammenhiingendes Gebiet (,, in welchem die Umkehrfunktion w=1w(z) ein-
deutig ist. ' _

Wir fixieren in einem Punkt w=w, des Kreises |w —wo| < ¢ ein beliebiges
Element der Funktion z(w). Wenn der Funktionswert ¢ nach einem Umlauf des
Punktes w um den Punkt w, zu seinem Anfangswert zuriickkehrt, so muss wegen
der Einwertigkeit der Funktion z(w) auch das entsprechende Endelement mit dem
Anfangselement iibereinstimmen. Die Funktion z(w) ist dann in der Umgebung
von w eindeutig und einwertig, und vermittelt eine eineindeutige und konforme
Abbildung der Kreisscheibe |w —w,| =¢ auf das schlichte Gebiet .

Wenn dagegen das betrachtete Funktionselement z(w) in der Umgebung von
w, vieldeutig ist, so hat man zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem der Funk-
tionswert 2 nach einer endlichen Anzahl von Umlaufen zu seinem Anfangswert
zuriickkehrt, oder dies nicht der Fall ist.

In jenem Fall existiert eine ganze Zahl £>1, so dass # eine einwertige
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und eindeutige Funktion von Vw?w} ist. Die Gesamtheit der £ Zweige der
Funktion z(w) bildet ein algebraisches Element der Funktion z(w), welches die
k-fach iiberdeckte Kreisscheibe |w—uw,|=¢ auf das schlichte Gebiet G, der
#-Ebene abbildet. |

Falls 2(w) unendlich vieldeutig ist, bestimmt sie sich als eine eindeutige
und einwertige Funktion von log (1w —w,). Die Gesamtheit der unendlich vielen
Zweige von z{(w) definiert ein logarithmisches Element, welches die unendlich viel-
blittrige, universelle Uberlagerungsfliiche des punktierten Kreises o <|w —wy| = ¢
auf das schlichte Gebiet G, abbildet, dessen Berandung teilweise aus der ana-
lytischen Bildkurve I', der Kreisperipherie |w—1,|=0¢, teilweise aus dem Hiu-
fungsbereich I’y der Funktion z in dem logarithmischen Windungspunkt w = w,
‘besteht. Dieser Bereich I, ist entweder ein Kontinuum oder ein Punkt.

2. Der zu untersuchenden Klasse von einwertigen analytischen Funktionen
wollen wir zuniichst dadurch eine Beschrinkung auferlegen, dass wir das Vor-
kommen algebraischer Elemente ausschliessen. Unter den einwertigen Funk-
tionen welche, ausser eindeutigen Elementen, lauter logarithmesche Elemente
enthalten, verdienen diejenigen, deren Riemannschen Flichen reguldr verzweigt
sind, besondere Beachtung. Wegen der grossen Bedeutung dieser Funktionen
fiir die nachfolgende Untersuchung, wollen wir sie gleich hier kurz besprechen.

Diese Funktionen lassen sich bekanntlich auf folgende Weise definieren.
Es seien gegeben ¢=2 Punkte der w-Ebene, a,, a,, ..., a;. Die einfach zu-
sammenhéngende universelle ﬁberlagerungs_ﬂﬁche I"SI’”) der in diesen Grundpunkten
punktierten Vollebene ldsst sich nach dem Fundamentalsatz der konformen Ab-
bildung umkehrbar eindeutig und konform entweder auf die punktierte Ebene
{ 4= (parabolischer Fall), oder auf den Einheitskreis |{| < 1 (hyperbolischer
Fall) abbilden; die bis auf eine lineare Transformation eindeutig bestimmte Ab-
bildungsfunktion sei {={(w; ay, ..., ay).

Fir ¢g=2 gehort die Fliche F E]“") dem parabolischen Typus an. Die Ab-

bildungsfunktion ist

w—
Q‘:alog;ﬁ'— + ﬂ

Im TFalle ¢>2 hat man dagegen immer den hyperbolischen Fall. Die
unendlich vielen verschiedenen Zweige der einwertigen Abbildungsfunktion

S(ew; ay, ..., a;) permutieren sich in einer Gruppe (§) von linearen Transforma-
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tionen, welche den Einheitskreis |{| = 1 invariant lassen. Diese Gruppe wird
aus ¢ Fundamentalsubstitutionen S, ..., S, erzeugt, welche den Umlaufen um
je einen der Punkte «, ..., @, entsprechen und simtlich parabolisch sind. Die
Umkehrfunktion w =0 ({; a,, ..., a;) ist eine im Kreise || < 1 eindeutige und
in bezug auf die Gruppe S automorphe Funktion, welche alle Werte « unend-
lich oft annimmt, mit Ausnahme der Werte a, ..., a4, welche sie iiberhaupt
nicht annimmt. Als Fundamentalbereich hat sie ein aus 29 —2 einander paar-
weise beriihrenden Orthogonalbogen des Kreises || = 1 gebildetes Spitzenpoly-
gon, welches sie auf die lings eines durch die Grundpunkte ay, ..., a, gezogenen
Schlitzes aufgeschnittene w-Ebene abbildet. — Im Falle ¢=2 ist diese Umkehr-
funktion die Exponentialfunktion, im Falle ¢=3 die Modulfunktion.®

Wir schlagen um einen der Grundpunkte a, einen kleinen Kreis B,. Greift
man dann ein einem inneren Punkt dieses Kreises entsprechendes Element der
Funktion {(w; a,, ...; ¢y heraus, und setzt man dieses innerhalb B, unbeschrinkt
fort, so entsteht ein logarithmisches Element der Funktion, welches die unend-
lich vielmal iiberdeckte Kreisscheibe B, auf ein schlichtes Gebiet 4, der z-Ebene
abbildet. Im Falle g=12 ist das Gebiet 4,, bei passender Wahl des Kreises B,,
eine Halbebene, wihrend es fiir ¢ = 3 ein innerhalb des Einheitskreises |{| =1
belegenes ovales Gebiet ist, das die Peripherie |{]|=1 in einem wohlbestimmten
Eckpunkt eines Fundamentalpolygons beriithrt; dieser Punkt stellt den Grenzwert
des Elementes fir w— a4, dar, und ist (wie iiberhaupt alle Punkte der Peripherie)
eine wesentliche Singularitit der automorphen Funktion w(; a,, ..., a4).

Der Fall ¢—2 unterscheidet sich vom allgemeinen Fall ¢> 2 nicht nur
durch den Typus der Fliche I, sondern auch durch die Anzahl der logarith-
mischen Windungspunkte. Die logarithmische Flidche I7, hat iiber den Punkten
a, und a, je ernen solchen Windungspunkt. Dagegen liegen fiir ¢ > 2 iiber jedem
der Punkte @, eine abzihlbar wnendliche Anzahl verschiedener logarithmischer
Elemente.. Die entsprechenden Ovale A, liegen getrennt innerhalb des Kreises
[Z]=1, jedoch so, dass die Beriihrungspunkte mit der Peripherie auf dieser
. iiberall dicht sind.

3. Wir stellen uns in der vorliegenden Untersuchung die Aufgabe simt-

liche einfach zusammenhiingende Riemannsche Flichen zu bestimmen, welche

! Eine nihere Besprechung der fundamentalen Eigenschaften der linear polymorphen Funk-
tionen {(w; @, ..., ag) findet man bei F. NEVANLINNA: Uber die Anwendung einer Klasse unifor-
misierender Transzendenten zur Untersuchung der Wertverteilung analytischer Funktionen (Acta
mathematica, B. 5o, 1927),
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eine endliche Anzahl von logarithmischen Elementen haben, eine Klasse von
Flichen, welche sozusagen die zwischen der Flichen ¥, und I\ (¢ = 3) vorhandene

Liicke teilweise ausfiillen und gewissermassen als die niichste Verallgemeinerung
der logarithmischen Fliche betrachtet werden konnen. Nach den obigen vor-

bereitenden Bemerkungen kdnnen wir dieses Problem genau formulieren wie folgt:

Es seien gegeben q Punkte ay, ..., aq und q positive ganze Zahlen p,, ..., u,.
Es gilt die Gesamtheit derjenigen analytischen Funktionen z(w) zu bestimmen, wel-
che folgende Eigenschaften besitzen: '

1. Die Funktion z(w) ist met dem Charakter einer rationalen Funktion ana-
lytisch fortsetzbar in der ganzen w-Ilbene, hochstens mit Ausnahme der Punkte
Ww=aj,...,a.

2. z(w) ist eimwertig.

3. z(w) hat iber jedem der Punkte a, genawu w., verschiedene logarithmische Ele-
mente (und ausserdem maiglicherweise noch eine Anzahl eindeutiger FElemente).

4. Das von -den Werten z(w) gebildete Gebiet G ist einfach zusammenhdingend.

Die Riemannsche Fliche einer solchen Funktion z(w) soll in der Folge mit
Iplay, ..., aq; 1y, ..., ug) bezeichnet werden, wobei p die Gesamtanzahl =yu, der
p\Qy a5 Hy Hq !

Windungspunkte bezeichnet.

§ 2. Struktur der Riemammschen Fliche I, in dem Falle, wo iiber jedem
Grundpunkt ein einziger Windungspunkt liegt. '

4. Es bedeutet keine Einschriinkung, wenn wir in der nachfolgenden Unter-
suchung ein fiir alle Mal annehmen, dass die Anzahl ¢ der gegebenen Grund-
punkte a, (v =1, ..., g), iiber welchen sich die logarithmischen Windungspunkte
der gesuchten Riemannschen Fliche I, verteilen, mindestens gleich zwei ist.
Denn sonst hiitte die entsprechende Funktion z(w) nur eine kritische Stelle w=a;;
sie wiirde also in dem einfach zusammenhiingenden Gebiet w ==a, unbeschrinkt
fortsetzbar, und somit gemiss dem Monodromiesatz eindeutig sein. Nach den
Cauchy-Riemannschen Satz tiber aufhebbare Singularititen miisste sie auch im
Punkte w = a, rationalen Charakter haben, und wiirde sich folglich, als eine in
der geschlossenen Ebene fortsetzbare einwertige Funktion, auf eine lineare Trans-
formation reduzieren. — Lassen wir also diesen, als elliptisch zu bezeichnenden
Fall beiseite, so muss notwendigerweise ¢= 2 sein. '

Angenommen, dass eine Funktion z{w) existiert, welche unseren siimtlichen
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Forderungen geniigt, wollen wir die von ihr vermittelte Abbildung etwas niher
studieren. Nach den Voraussetzungen 2° und 4° iiberdecken die Funktionswerte
in der z-Ebene ein schlichtes, einfach zusammenhiingendes Gebiet (7, innerhalb
dessen die Umkehrfunktion w(z) eindeutig und bis auf isolierte Pole regulir ist.
Diese letzte Funktion nimmt innerhalb G keinen Wert w mehrfach an, und ihre
Ableitung ist somit in G von Null verschieden. Andererseits nimmt w(/;) ein-
zelne Werte s unendlich oft an, denn sonst kénnte die Funktion z(w) nicht
unendlich vieldeutig sein, was ja doch der Fall ist, da sie p =2 logarithmische
Elemente besitzt. Da nun die Stellen, wo die Funktion w(z) irgendeinen kon-
stanten Wert « annimmt, sich in einem inneren Punkt von (+ nicht hiufen kon-
nen, so folgt hieraus, dass das Gebiet G mindestens einen Randpunkt besitzt.
Es sind also zwei Fille moglich:

1. Der Rand I von G besteht aus einem einzigen Punkt (parabolischer Fall).

2. Der Rand T ist ein Kontinuum (hyperbolischer Fall).

Jeder Randpunkt stellt eine wesentliche Singularitit der Funktion w(z) dar,
denn sonst wiirde das Gebiet G' nicht das volle Wertgebiet der Funktion 2(aw)
ausschopfen. .

Um nun die Struktur der einer Losung z(w) unseres Problems entsprechen-
den Riemannschen Fliche F) zu untersuchen, soll das Gebiet & in Fundamental-
bereiche eingeteilt werden, in denen die Umkehrfunktion «(z) einwertig ist. Die
Art und Weise, in welcher sich diese Bereiche neben einander lagern, ist gegen-
itber topologischen Abbildungen des Gebietes (+ invariant. Da ein von einem
Kontinuum begrenztes Gebiet sich stetig und umkehrbar eindeutig auf die punk-
tierte Ebene abbilden lisst, so ist es vom Standpunkte der oben genannten Auf-
gabe gleichgiiltig, welchem der zwei moglichen Typen (dem parabolischen oder
dem ‘hyperbolischen) die zu untersuchende Riemannsche Fliche angehért. Die
Bestimmung des Typus kann also vorldufig dahingestellt werden und soll erst in

einem spiiteren Zusammenhang erfolgen.

5. Wir werden unsere Untersuchung zuniichst auf den einfachsten Fall
beschrinken, wo pu,= - -=pu,=1, und tiber jedem Grundpunkt @, mithin nur
etn logarithmischer Windungspunkt liegt. HEs sei demgemiiss z==z{(w) eine ana-
lytische Funktion, welche iiber jedem der gegebenen Punkte a, genau ein loga-
rithmisches Element besitzt (wozu noch eine Anzahl eindeutiger Elemente hinzu-
kommen kann), und welche auch den iibrigen (unter 1°, 2° und 4° angegebenen)
Bedingungen unseres Problems geniigt. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
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kénnen wir dann annehmen, dass die Punkte ¢, simtlich im ¥ndlichen belegen
sind, und dass das einfach zusammenhiingende offene Gebiet G/, welches von den
Funktionswerten schlicht iiberdeckt wird, den unendlich fernen Punkt z =
nicht enthilt. Wegen der Einwertigkeit von z(w) sind die Punkte von ¢ den
Mittelpunkten der eindeutigen Elemente dieser Funktion eineindeutig zugeordnet.
Das dem Punktpaar z, w entsprechende (durch den Wert 2 eindeutig festgelegte)
Funktionselement z(w) wird im folgendem kurz mit (2, w) bezeichnet. Wir sagen,
ein von dem Punkt «=w, ausgehender und im Punkte w =1, endigender Strek-
kenzug S verbinde die Funktionselemente (z,, w,) und (z,, w,), falls (¢,, w,) lings
S bis zu (2, w,) analytisch fortgesetzt werden kann. Als die Distanz der Elemente
definieren wir die untere Grenze der Lingen sdmtlicher verbindender Streckenziige.

Nach diesen Festsetzungen Isch'lagen wir um die Grundpunkte a, kleine
Kreise mit dem Radius ¢, welche vollstindig ausserhalb einander liegen. Im
Kreise |w—a,|<¢ wird dann ein beliebiger Punkt w*==a, genommen, und in
diesem ein beliebiges Funktionselement (2%, w*) fixiert. Zwei Fille sind moglich:
Entweder ist dieses Element, wenn es im Gebiete o <|w— a,| < ¢ unbeschriinkt
fortgesetzt wird, eindeutig; dann bildet es den Kreis | —a,|<¢ auf einen von
einer einfachen Kurve begrenzten Teilbereich von (f eineindeutig und konform
ab. Oder aber das Element (z*, «*) gehort dem einzig'eh tiber dem Grundpunkt
a, liegenden logarithmischen Element FE, der Funktion z(w) an. Nach den Aus-
fiihrungen von S. 301 bildet dieses Element, wenn es innerhalb o <|w—a,| <o
fortgesetzt wird, ein von wunendlich vielen Exemplaren dieser Kreisscheibe ge-
bildetes, sich um den Punkt w= ¢, windendes Riemannsches Flichenstiick auf ein
gewisses einfach zusammenhingendes Teilgebiet G, von ¢ konform ab. Die Be-
randung von (., besteht teilweise aus der analytischen, innerhalb (i verlaufenden
Bildkurve I, der (unendlich vielmal iberdeckten) Kreisperipherie |w—a,]=o,
teilweise aus dem Hiufungsbereich 1"y der Funktion z(w) fiir |log (w — a,)| — oo,
wobei als Anfangselement ein beliebiger dem logarithmischen Element F, zuge-
horiger Zweig dieser Funktion zu wihlen ist, und der Punkt « nicht aus dem

Kreise |w—a,| = ¢ heraustreten darf. Es lisst sich ferner folgendes zeigen:

A, Jeder Punkt des Hdufungsbereiches I'. gehirt dem Rande 1" von G an,
und st also eine wesentliche Singularitat der Umbkelsfunktion wi(z).

Beweis. — Es sei 7, ein beliebiger innerer Punkt des Gebiete (; ihm ent-

spricht ein wohlbestimmtes eindeutiges Element (z,, ,) der Funktion z(w). Wir
39—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 9 mars 1932.
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schlagen um den Mittelpunkt w, einen kleinen Kreis, |« —w,| =7, wo dieses Ele-
ment eindeutig ist, und bezeichnen durch A4, seinen innerhalb (' belegenen Bild-
bereich, der also den Punkt 2, als inneren Punkt enthélt. Dem Mittelpunkt eines
jeden Blementes, das von (g, w,) eine grossere Distanz als » hat, entspricht ein
Punkt 2 ausserhalb des Gebietes A4,. Nun sieht man sofort ein, dass diejenigen
Elemente, als deren Hiufungsbereich das Kontinuum (oder Punkt) I'; definiert
ist, sicher eine grossere Distanz von (z,, w,) haben als r, woraus folgt, dass der
innere Punkt z, diesem Hiiufungsbereich nicht angehéren kann. Jeder Punkt
Iy ist also, wie behauptet wurde, ein Randpunkt von . :

Insbesondere folgt aus Obigem, dass die Bildkurve I', der Kreisperipherie
|[:v—a,|=¢ auf dem Rande I' endigt, in dem Sinn, dass die zwei Hiufungsbe-
reiche limz fiir arg (w—a,)— + = aus lauter’ Punkte von I' bestehen. Wegen
dieser Eigenschaft soll die Kurve I', im folgenden als ein Querschnitt des Ge-
bietes G bezeichnet werden.

B. Das Komplementdirgebiet (i, von G, in bezug auwf G ist einfach ezusam-
menhdngend.

Um zu beweisen, dass die Punktmenge (¥, zusammenhiingend ist, soll ge-

zeigt werden, dass zwei beliebige ihrer Punkte 2, und z,, durch eine innerhalb

(i, verlaufende stetige Kurve verbunden werden konnen. Bs seien (2, w,) und
(24, w,) die entsprechenden Elemente der Funktion z(w), und w,w, ein Strecken-
zug, welcher diese Elemente verbindet.. Wenn seine Bildkurve 2,2z, nicht schon
aus lauter inneren Punkten der Menge (i, besteht, so muss sie wenigstens einen
Randpunkt von G, enthalten. Nun gehoren, gemiiss Satz A, die Randpunkte
von sowohl (4, wie von (¢ entweder dem Querschnitt I', oder dem Randkonti-
nuum I' von (f an; dieselbe Eigenschaft hat daher anch die Berandung des
Komplementes G,. Weil nun die Kurve 2,2y, ihrer Definition gemiiss, keinen
Punkt mit dem Gebietsrand I" gemeinsam hat, so folgt hieraus, dass sie die
Punktmenge (i, nur iiber einen Punkt der Kurve I, verlassen kann. Anderer-
seits trifft sie diese Kurve hochstens in einer endlichen Anzahl von Punkten,
weil ja schon die Anzahl der Schnittpunkte des Streckenzuges 10,0, mit der Kreis-
peripherie |w—a,|=¢ eine endliche Zahl ist.

Es sei nun 2, ein Punkt, wo der Punkt 2z, wenn er die Kurve 2,2, in der
Richtung von #z, nach 2z, durchliuft, der Kurve I begegnet um in das Innere
des Gebietes (f, hineinzutreten. Weil der Endpunkt z, ausserhalb @, liegt, so
muss der Punkt 2 sphter wieder aus /, heraustreten, und dies kann wieder nur
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iiber einem Punkt des Querschnittes I', geschehen. Ks sei z,” der erste Punkt,
wo die Kurve 2,2, das Gebiet (, verlisst, so dass also der Bogen z,'z, aus
lauter Punkten von G-, oder I, besteht. Wir konnen dann den Bogen 2, z,
durch den von denselben Punkten begrenzten Teilbogen des Querschnittes I,
ersetzen.

Die Punkte z, und 2z, kénnen also durch eine Kurve £ verbunden werden,
deren siimtliche Punkte entweder innerhalb (, oder auf dem Querschnitt I, be-
legen sind. Nun sieht man leicht ein, dass auch die letzteren Punkte vermieden
werden konnen. Denn jedem solchen Punkt z, entspricht ein Element (z,, w,),
dessen Mittelpunkt auf der Kreisperipherie |w—a,|=p liegt. In der unmittel-
baren Umgebung von w, kann die Bildkurve K von % nicht in den Kreis
|w — a,] =¢ eindringen, denn sonst’ wiirde das entsprechende Element (z, w)
dem logarithmischen Element F, angehoren, was indessen nicht méglich ist, weil
ja die Kurve % mit dem Innern von @, keinen Punkt gemeinsam hat. Es kann
also die Kurve K in der Umgebung des Punktes w etwas nach aussen verschoben
werden, so dass die entsprechenden Elemente (2, w) durch unmittelbare Fort-
setzung des Elementes (z,, w,) entstehen. Weil nun die Mittelpunkte dieser Ele-
mente ausserhalb des Kreises |w — a,|=¢ belegen sind, so konnen ihre Bildpunkte
in der zEbene weder innerhalb (7, noch auf dem Querschnitt I', liegen, und
sind somit innere Punkte der Menge (,. Hierdurch ist die Existenz einer Kurve
dargetan, welche die Punkte 2z, und 2, verbindet, ohne das Innere der Punkt-
menge (, zu verlassen.

Es eritbrigb noch zu beweisen, dass das Gebiet (/, einfuch zusammenhin-
gend ist. Zu diesem Zweck geniigt es zu zeigen, dass eine beliebige innerhalb ¢,
verlaufende geschlossene Jordankurve o keinen Randpunkt des Gebietes ¢, ein-
schliessen kann. Wegen des einfachen Zusammenhangs des Wertgebietes G ist
jeder Punkt innerhalb des von J begrenzten Gebietes gleichzeitig auch zunerer
Punkt von (. Wiirde nun jenes Gebiet einen Randpunkt von G, enthalten, so
miisste dieser Punkt also notwendigerweise auf der Kurve I', liegen. Dann
miisste aber diese Kurve vollstindig innerhalb jenes Gebietes verlaufen, was
jedoch ihrer unter A bewiesenen Higenschaft widerspricht. — Also ist das Gebiet
(, einfach zusammenhiingend, und Satz B ist hierdurch vollstéindig bewiesen.

Aus den Sitzen A und B schliessen wir nunmehr folgendes:

Dic logarithmischen Elemente E,, ..., K, bilden die entsprechenden von den
Kreisen |w—a,|=¢ begrenzten Riemannschen Flichenstiicke auf gewisse punkt-
Jremde, einfach zusammenhdngende Tedlgebiete G, ..., Gq von G ab. Nach Ab-
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trennung  dieser Terlgebicte aus G bletbt noch ein einfach zusammenhingendes Rest-
gebiet Gy dibreg.  Die Berandung von G besteht aus den q Querschwitten I'y, ..., I',,
welche den Kreislinien |w—a,|=9 (v=1,...,q) entsprechen, sowie aus gewissen.
Punkten des Randkontinuwms I

‘Wir nehmen auf dem Querschnitt I', einen beliebigen Punkt P,; hierdurch
zerfillt I', in zwel Teilbogen, welche wir das positeve und das negative Ende von
I’y benennen wollen. Hierbei soll ein Punkt 2, der sich auf I in der Richtung
von dem negativen zu dem positiven Ende bewegt, das Gebiet &/, auf der linken
Seite lassen (der Bildpunkt w umkreist also dann die Peripherie [w — a.|=¢ in
positiver Umlaufsrichtung).

Ein beliebiger innerhalb des Restgebietes G, liegender Punkt P, kann mit
den Punkten P, (v==1,...,q) verbunden werden durch stetige innerhalb G, ver-
laufende Streckenzige P,P,, welche, ausser dem Endpunkt P,, keine gemein-
samen Punkte haben. Bei einem positiven Umlauf um P, folgen diese Strecken-
ziige aufeinander in einer bestimmten Reihenfolge, und wir denken uns die
Grundpunkte @, derart numeriert, dass diese Reihenfolge der Anordnung 1,...,¢
der Indizes entspricht. — Wir bemerken mnoch, dass der Querschnitt P, PP, ,
(Py+1=P,) das Restgebiet G, in zwei einfach zusammenhiingende Teilgebiete zer-

legt, von denen das eine, ausser von dem genannten Querschnitt, von dem nega-
tiven Ende des Querschnittes I, und von dem positiven Ende des Querschnittes
I'yyr (Iyr1=1",), sowie von gewissen Punkten des Randes I' begrenzt wird.

6. Nachdem die Zerlegung der vorgelegten Riemannschen Fliche durch
die Kreislinien [w—a,|=¢ (»=1,...,¢) durch die obigen Ergebnisse klargelegt
worden ist, ziehen wir durch die Grundpunkte a, eine geschlossene Jordankurve
L so dass, bei einem positiven Umlauf, die genannten Punkte auf L in der Ord-
nung &, ..., a, aufeinander folgen. Wir konnen annehmen, dass jeder Kreis
}w—a,| =e¢ von der Kurve L in genau zwei Punkten «, und §, geschnitten wird,
wobei «, denjenigen Schnittpunkt bezeichnen soll, bei dem der Punkt w ins
Kreisinnere |w—a,|<¢ eintritt. Die Kurve L wird von der gegebenen Funk-
tion z(w) auf gewisse innerhalb des Gebietes G verlaufende Kurven ! abgebildet.

Um die von diesen Bildkurven gebildete Konfiguration zu untersuchen,
nehmen wir auf L einen beliebigen ausserhalb ‘der Kreise |2 — a,| =¢ belegenen
Punkt w,, und setzen ein diesem Punkt  entsprechendes Funktionselement in
‘positiver Richtung auf L analytisch fort. Sei a, der ersté Grundpunkt, welchem
der Mittelpunkt « des betrachteten Elementes hierbei begegnet. Wenn dieser
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Grundpunkt erreicht wird, welches nur dann zutrifft, wenn das betrachtete Ele-
ment (z, w), nachdem der Mittelpunkt w bei e, ins Innere des Kreises |w—a.] =0
“eingetreten ist, dem logarithmischen Element Z, nicht begegnet, so setzen wir
das Element iiber a, weiter fort. Wir behaupten, dass es dann, ehe der Punkt
w einen vollen Umlauf auf L vollzogen hat, auf ein logarithmisches Element
I stossen muss (k=1,2,...,q, Eq+1=E,!). Denn anderenfalls konnte das be-
trachtete Element, welches jedenfalls in den singularititenfreien, von der Kurve
L begrenzten Innengebiet I und Aussengebiet 4 unbeschrinkt fortgesetzt wer-
den kann, in der ganzen geschlossenen w«w-Ebene fortgesetzt werden, und wiirde
sich somit gemiss dem Monodromiesatz auf eine eindeutige analytische Funk-
tion reduzieren, was den vorausgesetzten Eigenschaften der Funktion z(w) wider-
spricht.

Setzen wir nun das dem Punkt w, entsprechende Anfangselement in nega-
tiver Richtung auf L fort, so wird es ebenfalls, nachdem der Mittelpunkt
einen gewissen Punkt 8, passiert hat, von einem logarithmischen Element FE),
aufgenommen, und zwar wird dies schon fiir einen Wert h>% — ¢ eintreffen.
Sonst wiirde ndmlich das betrachtete Element in der ganzen punktierten Ebene
w == gy, fortsetzbar sein, und wieder nach dem Monodromiesatz eine in der ganzen
w-Ebene eindeutige Funktion definieren. '

Das betrachtete Element bildet das von den Grundpunkten @, und a; be-
grenzte Bogen a,ar der Kurve L auf ein Kurvenstick [rr ab, welches die Ge-
biete G und Gy verbindet und das Gebiet G in zwei einfachzusammenhingende
Teilgebiete einteilt. Die Querschnitte I, und Iy werden von ihm in je einem
Punkt geschnitten; diese sollen als Bildpunkte von 8, bzw. «p mit 8, bzw. e
bezeichnet werden. Falls h<<k—1 ist, so wird jeder Wert a,, wo k>v»>h, in
einem wohlbestimmten Punkt des Bogens [, von der in G eindeutigen Umkehr-

funktion w(z) angenommen. Wir haben somit den Satz

C. Den iiber der Kurve L liegenden Punkten w entsprechen in der z-Ibene
gewisse Querschnitte | des Gebietes G, welche die Gebiete Gy, ..., Gq paarweise
verbenden.

7. Wegén der Einwertigkeit der Funktion z(w) konnen sich die Kurven-
stiicke [{nx mnicht innerhalb des Gebietes (' schneiden. Eine andere wichtige
Eigenschaft ist die folgende: ’

! Im folgenden sollen tiberhaupt alle Indizes auf ihre Reste modulo g reduziert werden.
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D. Die Querschunitte U, hiufen sich nur gegen den Rand 1' des (ebietes (.

Zum Beweise erinnern wir zunidchst daran, was nach den Ausfithrungen der
S. 301 iiber den Verlauf der Kurven I innerhalb der Gebiete ¢, bekannt ist.
Die Bogen a,a, und a,8, der Kurve L werden von dem logarithmischen Element
L, auf eine unendliche Anzahl von Querschnitten des Gebietes G, abgebildet,
welche von den Punkten @, bzw. 8, ausgehen und auf dem Hiufungsbereich I
endigen. Die Punkte @, und 8, folgen abwechselnd aufeinander, und die von
ihnen ausgehenden Querschnitte [ begrenzen, zusammen mit dem Bogen I',, un-
endlich viele nebeneinander liegende Streifengebiete, welche abwechselnd dem in
I und dem in 4 belegenen Teil der Kreisfliche |w —a.] =<0 entsprechen.

Die Querschnitte [ konnen sich also innerhalb der Gebiete G, nicht haufen.
Dasselbe gilt aber auch im Inneren des Gebietes G,. Denn wenn zwei be-
liebige innere Punkte 2, und 2z, dieses Gebietes gegen irgend einen ¢nneren Punkt
von G, riicken, so wird die Distanz der entsprechenden Elemente (2, ;) und
(2, ,), welche ja von einem gewissen Moment ab durch unmittelbare analy-
tische Fortsetzung mit einander in Verbindung stehen, hierbei gegen Null streben.
Andererseits sieht man sofort ein, dass die Distanz von zwei Elementen, welche
zwei ausserhalb der Kreise |w — a,| =9 belegenen Punkten z, und 2, verschiedener
Bogen [, entsprechen, iiber einer festen, von der Wahl dieser Punkte unabhiin-
gigen positiven Schranke liegen. Hieraus folgt, dass die Querschnitte [ sich

itberhaupt in keinem inneren Punkt s des Gebietes G hdufen konnen, w.z b. w.

8. Wir fassen nunmehr den Streckenzug P, FP,P,.; ins Auge, der das Ge-
biet G, in zwei einfach zusammenhingende Teilgebiete zerlegt, von denen das
eine, (7, von dem negativen Ende des Querschnittes I, und von dem positiven
Ende des Querschnittes I',,; begrenzt wird. Weil nun jedes Kurvenstiick ! zwei
Gebiete G; (¢==1,...,¢q) verbinden muss, so schliesst man, dass jeder Bogen /,
der das Gebiet G, iiber dem negativen Ende der Kurve I', verlisst, und nicht
in (4, liber das positive Ende von 1,4 eintritt, notwendigerweise den Strecken-
zug P, PyP,.; schneiden muss. Nun besteht dieser aus lauter inneren Punkten
von G, und es folgt somit aus Satz D, dass die genannten Bogen ! hichstens
in endlicher Anzahl vorkommen kénnen. Wir haben somit das Ergebnis:

B. Die Anzahl der Querschnitte 1, welche zwei nicht unmittelbar nelbenein-

ander liegende Gebiete G, verbinden, ist endlich.

9. Es sei nun l,,41 eines der betrachteten Kurvenstiicke, welches die
zwei Nachbargebiete G, und G,; verbindet; es teilt das Gebiet G in zwei Teil-
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gebiete, von denen das eine, G,,+1, aus gewissen Teilgebieten der drei Gebiete
G,, G} und G, zusammengesetzt ist. Wir schneiden dann die «-Ebene lings.
dem entsprechenden Bogen a,a,.; auf, nehmen auf /,,;, einen beliebigen Punkt
z, und setzen das entsprechende Element (z, w) in der aufgeschnittenen w-Ebene"
fort, indem wir den Punkt w, welcher also auf dem Bogen a,a,.: liegt, gegen
das Aussere A des von der Kurve L begrenzten Gebietes I riicken lassen. Der
Punkt 2z wird hierbei in das Gebiet G,,;1 eintreten. Hieraus folgt nun, dass
das betrachtete Element in der ganzen, lings a.a..: aufgeschnittenen Voll-
ebene fortsetzbar ist, die Punkte a; + a,, @vr1 miteinbegriffen. Denn das iiber
. einem solchen Punkt @; befindliche logarithmische Element F; entspricht dem
Gebiet.Gi (¢Fv, v+ 1), welches nach den obigen Ausfiihrungen von dem Gebiet
Oyvy1 durch den Querschnitt ,,11 getrennt wird, und dieses kritische Element
Ij; kann also von dem in Frage stehenden Element (z,w), dessen Mittelpunkt
ja den Schnitt a,a.+, vermeidet, nicht erreicht werden. Dieses Element definiert
somit, in der erklirten Weise analytisch fortgesetzt, einen Funktionszweig, der
nach dem Monodromiesatz in dem betrachteten Exemplar der aufgeschnittenen
Vollebene eindeutig ist, und dieses somit auf ein Teilgebiet von G, einein-
deutig und konform abbildet, welches von zwei, den zwei Ufern des Schnittes
ayty11 entsprechenden Kurvenstiicke /,,41 begrenzt wird. Dieses Gebiet ist ein
Fundamentalbereich der Umkehrfunktion w(z), welche daselbst alle Werte w,
ausser w=a, und a,4+1, genau einmal annimmt. Die Stellen, wo sie gleich «;
(65wv, v+ 1) wird, befinden sich auf einem Querschnitt /,+;,, der dem Komple-
mentiirbogen @,41a4, von a,a,+; (in bezug auf L) entspricht, und der das Funda-
mentalgebiet in zwei Streifengebiete teilt, entsprechend dem Innengebiet I und
dem Aussengebiet A.

Indem man das betrachtete Funktionselement immer weiter gegen das In-
nere des Gebietes (,,41 fortsetzt, schliesst man durch Wiederholung der obigen
Schlussweise, dass das genannte Gebiet aus unendlich vielen Fundamentalstreifen
der soeben angegebenen Art zusammengesetzt ist, welche nebeneinander gelagert
sind, und einem von unendlich vielen Exemplaren der w-Ebenen aufgebauten,
sich um die Punkte a, und a,:; windenden Riemannschen Flichenstiick entspricht.
Mit Herrn SerisEr' wollen wir einen solchen Flichenteil als ein logarith-

misches Ende der vorgelegten Riemannschen Fliche bezeichnen.

' A. SPEISER: Probleme aus dem Gebiel der ganzen tramszendenten Funlktionen (Commentarii
Math. Helvetici, Bd. 1, 19209).
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10. Die Fille q=2 und ¢=3. Im einfachsten Falle g=2 ist die
Struktur der zu untersuchenden Riemannschen Fliche durch das Obige voll-
stiindig klargelegt. Das Gebiet ¢ wird durch die Querschnitte /,, und /y in
‘unendlich viele linear ang‘eordnete Streifengebiete eingeteilt, von denen zwei
nebeneinander liegende je einen Fundamentalbereich bilden, wo die Umkehr-
funktion w(z) alle Werte, ausser @, und a,, gehau einmal annimmt. Die Werte
a, und a, stellen Picardsche Ausnahmewerte dar, welche von w({z) iiberhaupt nicht
angenommen werden. Man findet somit die wohlbekannte Struktur der logarith-
mischen Fliche, und es lisst sich auch fast unmittelbar beweisen, dass die vor-
gelegte Losung unseres Problems in diesem einfachsten Falle keine andere als

w—a
z=alog 107—;75: + 8
sein kann, wo « und § von «w unabhiingige beliebige Zahlen bezeichnen. Wir
kommen auf diese Frage im 4. Abschnitt zuriick.

Wenn die Anzahl ¢ der kritischen Punkte a, gleich dres ist, so folgt aus
Satz E, dass das negative Ende des Querschnittes I'; mit dem positiven Ende
des .Querschnittes I', verbunden wird mittels einer unendlichen Anzahl von Kurven-
stiicke 1, und I,;, wihrend diejenigen Kurvenstiicke [, welche das Gebiet G, iiber
das negative Ende des Querschnittes I', verlassen, schon zu dem Gebiet ; fithren
(hochstens mit Ausnahme einer endlichen Anzahl dieser Kurvenstiicke, welche
noch in &, ausmiinden konnen). Da jeder innere Teilbogen des Querschnittes
I’y nach Satz D hochstens von endlich vielen der Kurvenstiicke !/ geschnitten
werden kann, so folgt hieraus, dass unter den Kurven [,, welche die Nachbar-
gebiete G, und (G, verbinden, eine lefzfe existieren muss; dieser Querschnitt soll
im folgenden mit L,, bezeichnet werden.

Wir nehmen auf L,, einen beliebigen Punkt z und setzen das entsprechende
Funktionselement (z, ) analytisch fort, indem wir den Punkt w, der sich zu-
niichst auf dem Bogen «,a, befindet, sich gegen das Inmere des von L begrenzten
Gebietes I bewegen lassen. Wir behaupten dass, wenn der Mittelpunkt w dieses
Elementes, ohne das Gebiet I zu verlassen, sich dem kritischen Punkt ag nidhert,
er dem logarithmischen Element F; begegnen muss. Denn sonst kénnte man
das Element (z, w) in der ganzen lings dem Bogen a,a, aufgeschnittenen Voll-
ebene fortsetzen. Als Bild dieses Blattes wiirde sich in der z-Ebene ein die
Gebiete G, und G, verbindendes Streifengebiet ergeben, welches von dem, dem

inneren Ufer des Schnittes a,a, entsprechenden Kurvenstiick L;, und von einem,
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dem #Husseren Ufer entsprechenden Kurvenstiick [, begrenzt wird. Der Quer-
schnitt L,, wiirde also nicht der letzte unter den die Gebiete G, und @, ver-
bindenden Bogen /,, sein.

Es folgt aus dem zuletztgesagten, dass das betrachtete Funktionselement
(z, w) das Tnnengebiet I auf ein von dem Querschnitt I,, und von den zwei,
den Segmenten a,a, und aga, der Kurve L entsprechenden, die Gebiete G, und
G; bzw. (G und G verbindenden »letzten» Querschnitten L., und L, begrenztes
Gebiet K; abgebildet wird, welches wir das Kerndreieck der betrachteten Rie-
mannschen Fliche nennen wollen. Den drei Seiten L, Ls,; und L, des
Kerndreieckes sind die drei logarithmischen Enden ,, G,; und G4, angehiingt,
welchen in der «w-Ebene drei unendlich viel-
bliattrige Riemannsche Teilflichenstiicke ent-
sprechen, die als Windungspunkte bzw. «,
und a,, @, und a,, @y, und a, haben.

Die Struktur der zu untersuchenden Rie-
mannschen Fliche ist somit duch im Falle
¢=3 eindeutig bestimmt. Figur 1 stellt die
entsprechende Einteilung des Gebietes G dar.
Die mit 1, 2 und 3 bezeichneten Punkte ge-
ben die Stellen an, wo die Umkehrfunktion

w(2) die drei kritischen Werte a,, @, und «,

annimmt. Fig. 1.

11. Dze Féglle ¢q = 4. Wenn die Anzahl der Grundpunkte «. grosser
als drei ist, so erhdlt man, wie im Falle ¢=3, fir v=1,...,¢q, eine letzte
Kurve l,,11, welche die Nachbargebiete , und G,4: verbindet. Diese Quer-
schnitte, welche mit [L,,+1 bezeichnet werden sollen, begrenzen ein Gebiet K,
welches wir das Kernpolygon der Riemannschen Fliche nennen wollen.

Wenn man das einem beliebigen Punkt 2z einer der Kurven Lyyi1 entspre-
chendes Element (2, w) gegen das Innere I des von L begrenzten Gebietes fort-
setzt, und bei Anniherung an die Punkte a; (¢==v, v+ 1) den logarithmischen
Elementen F; begegnet, so ergibt sich das Kernpolygon als Bild des Gebietes Z,
und die Struktur der Riemannschen Fliche ist der im Falle g=3 gefundenen
Struktur vollkommen analog. Das Gebiet G setzt sich aus dem Kernpolygon
K, und den an seinen Seiten angehingten ¢ logarithmischen Enden zusammen.

Im vorliegenden Falle ¢g=4 muss jedoch auch die Moglichkeit beriicksichtigt
40—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 9 mars 1932.
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werden, dass man bei der analytischen Fortsetzung des oben fixierten Elementes
(z, w) gegen das Innengebiet I, nicht an allen Punkten «; (i =v, » + 1) auf das
1ogarithmisehe Element E; stosst, sondern dass dies nur fir eine gewisse Anzahl
dieser Punkte zutrifft, wihrend das betrachtete Element in den iibrigen Punkten
eindeutig ist. In diesem Fall wird das Kernpolygon von gewissen Kurven ! in
Teilpolygone zerlegt. Die Anzahl dieser Durchmesserkurven, welche notwendiger-
weise zwei nicht benachbarte Gebiete &, verbinden, muss jedoch nach Satz E
endlich sein. . '

Wir wollen die moglichen Einteilungen des Kernpolygons zunichst im ein-
fachsten Falle g=4 untersuchen. Als Diagonalbogen konnen hier nur entweder
gewisse Bogen [, I, oder gewisse Bogen
loy, l;s vorkommen. Die erste Moglichkeit
trifft dann zu, wenn man bei analytischer
Fortsetzung eines Elementes (z, w), welches
einem Punkt z der Kernpolygonseite L,

entspricht,” im Inneren von I bei a; dem

logarithmischen Element F, begegnet, wiih-

rend sich bei g, ein eindeutiges Element
ergibt. Man erhilt dann als Bild des Bo-
gens «@,a,a, einen Querschnitt /,,, der von

dem Kernpolygon K, ein von den Seiten

L, und I, begrenztes Dreieck abtrennt,

4

Tig. 2.

welches dem Inneren von I entspricht. Dem
Grundpunkt a, ist ein wohlbestimmter in-
nerer Punkt von [, zugeordnet. Setzt man nun das entsprechende, in @, ein-
deutige Funktionselement in das Aussengebiet 4 fort, so gelangt man zu dem
Punkt g, mit einem eindeutigen Element. Denn das Gebiet &, welches dem
logarithmischen Element FE, entspricht, ist von dem Mittelpunkt des fortgesetzten
Elementes, der das Aussengebiet 4 nicht verlassen darf, durch den Querschnitt
l;; getrennt. Das Aussengebiet A wird somit auf einen von dem Querschnitt
und einem Querschnitt [, begrenzten, die Gebiete G, und &4 verbindenden Durch-
messerstreifen des Kernpolygons K, abgebildet. Durch fortgesetzte Wiederholung -
dieser Schlussweise findet man, dass das Viereck K, durch ein die »Eckpunkte»
G, und G, verbindende, nebeneinander liegende Streifengebiete, welche von ge-
wissen Kurven 7,; und /; begrenzt werden, in zwei »Dreiecke» zerlegt wird, von
denen das eine von den Polygonseiten Ly, Ly, und einer der Kurven I, das
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andere von den Seiten L, L, und einer Kurve [/, begrenzt ist. Zusammen-

fassend haben wir also gefunden:

Im Falle =4 st das Kernpolygon K, entweder von Querschnatten 1 frez, oder
aber es wird von gewissen 2k (k=1, 2,...) dieser Querschnitte begrenzten, neben ein-
ander liegenden, zwer einander gegeniiber liegende Eckpd%kte verbindenden Streifen-
gebieten in zwer Dretecke zerlegt (welche beide dem Innengebiet I entsprechen).
Figur 2 stellt den Fall ¢g=4, k=1 dar.

Zu vollkommen analogen Ergebnissen gelangt man schliesslich im allge-
meinen Falle g=35. Das Kernpolygon K, wird entweder keine Durchmesser-
bogen ! enthalten, oder aber es wird von einer gewissen Anzahl von Durchmesser-
streifen in Teilpolygone eingeteilt, welche von gewissen der Seiten L,,;1 und
gewissén Durchmesserbogen ! begrenzt werden; diese Teilpolygone entsprechen
simtlich dem Inneren I des von der Jordankurve I begrenzten Gebietes. Jeder
Durchmesserstreifen enthiilt eine ungerade Anzahl von Streifengebieten, welche
abwechselnd dem Ausseren A und dem Inneren des Gebietes I entsprechen.

12. Die in diesem Abschnitt gefundenen Ergebnisse kurz zusammentassend,
kénnen wir simtliche moglichen Typen der zu untersuchenden Riemannschen Fliche

in folgender Weise charakterisieren.

Man zeichne ern reguldres q-Iick K, und ziehe tn <hm ein Systewm von Durch-
messern  welche einander imnerhalb K, nicht schneiden. Jedem Durchmesser wird
Jerner ewne gerade positive Zahl k zugeordnet.

Jeder solchen Konfiguration entspricht ern wohlbestemmter maglicher Typus der
Flgche ¥,. Das q-Eck entspricht hierbei dem Kernpolygon, die Seiten den Quer-
schnatten Lyyiy und die Durchmesser den Durchmesserstreifen, wober die Zahlen k
angeben  sollen, wie viele Querschnitte 1 der entsprechende Streifen enthdlt. Jeder
Seite des Kernpolygons st exn logarithmisches Tnde angehdngt.

In den zwei einfachsten Fillen ¢=2 und ¢=3 ist der Typus der Fliche
eindeutig bestimmt. Dagegen hat man in den hdheren Fillen ¢=4 immer eine
unendliche Anzahl von méglichen Flichentypen, deren Struktur durch das obige
Ergebnis vollstindig klargelegt worden ist.
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§ 3. Struktur der Fliche F, im allgemeinen Fall,

13. Um unsere Untersuchung auf den allgemeinen Fall p = ¢ auszudehnen,
wo iiber den Grundpunkten mehrere logarithmische Elemente liegen konnen,
wollen wir jetzt annehmen, es existiere eine analytische Funktion z(w), welche
simtlichen 8. 303 aufgeziihlten Bedingungen geniigt. Uber dem Grundpunkt a,
hat sie voraussetzungsgemiiss u, verschiedene logarithmische Elemente, welche
im folgenden mit E,, Iy, ..., I/*v bezeichnet werden sollen.

Beschreiben wir nun wieder um die Grundpunkte kleine Kreise vom Radius
o, so lassen sich die Uberlegungen von Nr. 5 ohne weiteres iibertragen. Man

wird also zu folgendem Krgebnis gelangen:

Das logarithmische Element L der Funktion z(w) bildet die unendlich viel-
bléiittrige wnisverselle Uberlagerungsfliche des punktierten Kreises 0 < |0 — au| < @ auf
ein cinfach zusammenhdngendes Gebiet G der z-Ibene ab, welches von dem Wert-
gebiet (G der Funktion von ecinem der Kreisperipherie |w— a,|=eo entsprechenden

7
Querschnitt I' abgetrennt wird. Diese Querschnitte, deren Anzahl p = Zuqv be-

=1

trdgt, begrenzen zusammen ein einfach zusammenhdngendes Tedlgebiet G, von (.

14. Die Einteilung des (ebietes G in Fundamentalbereiche geschieht genau
wie im oben behandelten Spezialfall p=¢. Durch die Grundpunkte a wird
eine geschlossene Kurve L gezogen, auf welcher jene Punkte bei einem positiven
Umlauf in der Reihenfolge a,, ..., ¢, angeordnet sind. Als Bilder dieser Kurve
erscheinen in der z-Ebene eine unendliche Anzahl von Querschnitten des Gebietes
G, welche je zwei der Gebiete ! verbinden; ein Querschnitt, der von G aus-
geht und in GJ miindet, soll mit /%, bezeichnet werden. Wenn der Punkt z ihn
in der erwihnten Richtung durchliuft, so bewegt sich der Bildpunkt w auf L
von w==qa; bis w=a;, und zwar gilt wieder (vgl. S. 309), dass der letztgenannte
Punkt erreicht wird, ehe w einen vollen Umlauf auf L vollzogen hat. Es ist
somit A<<h-+gq; falls 2>h+ 1, so werden die Werte a1,y + . ., Ap—1 von der
Umkehrfunktion w(2) in je einem Punkt des betrachteten Querschnitts angenom-
men. — Aus Obigem folgt insbesondere, dass die Querschnitte Ui nie zwei iber
einem und demselben Grundpunkt a, liegende logarithmische FElemente verbinden
konnen. )

Die Uberlegungen auf 8. 310 zeigen ferner, dass es unter den Kurven I/, welche
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im Innern von G sich nicht begegnen konnen und sich gegen den Rand 1" hiufen,
hichstens eine endliche Anzahl solcher gibt, die zwei nicht benachbarte Ge-
biete G’ verbinden. Es folgt hieraus, dass zwei Nachbargebiete G und GJ im-
mer zwel verschiedenen Grundpunkten zugeordnef sind (h==%), und man findet
somit folgende notwendige Bedingung fiir die betrachtete Riemannsche Fliche:

F. Die Anzahl der idiber ein und demselben Grundpunkt a, liegenden loga-
rethmischen Elementen ist nicht grosser als die holbe Anzahl sdmtlicher solcher

Elemente.

1
(I) Wy g 2 - Wi ="

Ferner schliesst man, dass wenn pu, ithren maximalen Wert 22 erreicht, je

zwei der Gebiete G° von einem Gebiet (7 (0 v) getrennt werden.

Unter den unendlich vielen Querschnitten %, welche zwei Nachbargebiete
%
p Querschnitte L, begrenzen ein einfach zusammenhiingendes Gebiet K, wel-

und G4 verbinden, existiert ein lefeter, welche mit LJ, bezeichnet wird. Die

ches wieder Kernpolygon der Riemannschen Fliche genannt wird.

Die Riemannsche Fliche 17, besteht aus einem Kernpolygon K,, dessen
Seiten L, (h==k) je ein logarithmisches Ende G¥, angehdngt ist. G, setzt sich
aus unendlich vielen linear angeordneten Fundamentalbererchen zusammen, in wel-

chen die Fwnktion w(z) alle Werte, ausser w==as uwnd w= ar, genawu esnmal annimmt.

15. Wir kommen nun zu der Frage, wie sich das Kernpolygon Kp aus Funda-
mentalbereichen zusammensetzt. Falls p—=g¢, so kann es eintreffen, dass das
Kernpolygon von den Querschnitten ! vollkommen frei ist (vgl. 8. 313). Dies ist
nicht mehr moglich, wenn p>¢. Denn sonst wiirde das Innere von K, ent-
weder dem von der geschlossenen Kurve L begrenzten Innengebiet I oder dem
Aussengebiet A entsprechen, und die Eckpunkte des Kernpolygons wiirden den
¢ Grundpunkten a, eineindeutig zugeordnet sein, was unmoglich ist, da ja die
Anzahl jener Eckpunkte gleich p>g¢ ist. Man ersieht hieraus, dass K, wenig-
stens. so weit von gewissen Diagonalbogen [ zerlegt Wird, bis die Eckpunkte
eines jeden Teilpolygons verschiedenen Grundpunkten a, zugeordnet sind. Jedes
Teilpolygon entspricht entweder dem Gebiet / oder dem Gebiet A. In jenem
Fall folgen die Eckpunkte (bei einem positiven Umlauf um das Teilpolygon) auf-
einander in derselben Reihenfolge, wie die entsprechenden Grundpunkte (bei
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einem positiven Umlauf um die Kurve L); in diesem Fall wird die Reihenfolge
umgekehrt. Wenn ein Teilpolygon weniger als ¢ Seiten hat, so liegen auf ge-
wissen Seiten einfache Stellen, wo die fehlenden Werte «., welche keinem Eck-
punkt des betrachteten Teilpolygons zugeordnet sind, von der Funktion w(z)
angenommen werden. '

Zwei neben einander liegende Teilpolygone (deren Seitenanzahl wenigstens
drei ist), sind voneinander durch ein »Durchmesserband> getrennt, welches aus
einer gewissen Anzahl von, den Gebieten J und A abwechselnd zugeordneten,

nebeneinander gelagerten Streifen zusam-
mengesetzt ist. Die Anzahl der Streifen
ist ungerade, falls die benachbarten Teil-
polygone beide entweder dem Gebiete I
oder dem Gebiete 4 entsprechen. Wenn
sie dagegen verschiedenen Gebieten zuge-
{4 ordnet sind, so besteht der Durchmesser
aus einer geraden Anzahl von Streifen, wo-
bei auch der Fall zu beriicksichtigen ist,
wo diese Anzahl gleich Null ist, d. h. wo

der Durchmesser sich auf einen einzigen

Querschnitt ! reduziert. — Figur 3 stellt
den zuletzt genannten Fall filr p=4 (u, =2,

py =y =1) dar.
Zusammenfassend haben wir somit folgendes Ergebnis:

Die Riemannsche I'ldche F, besteht aus etnem Kernpolygon K, welches von
q

p= Zuy Seiten L, (Querschnitten der Fliche) begrenzt wird. An jede Seite ist

»=1
etn logarvthimisches FEnde geheftet. Die Eckpunkte von K, sind den logarithmischen
Elementen E° eineindeutig zugeordnet, wobei zwei benachbarte Eckpunkte wie zwel

iiber exn und demselben Grundpunkt a, liegenden Windungspunkten entsprechen.

Der Aufbau des Kernpolygons ldsst sich schematisch auf folgende Weise
erklidren:

Man zeichne ein reguldres p-Eck Ky und ordne seine Eckpunkte den Grund-
punkten a, zu, so dass je einem Grundpunkt a, p, verschiedene, nicht benachbarte
Eckpunkte entsprechen. In K, wird dann ein System von Durchmessern gezogen,
welche ernander innerhalb K, nicht schuneiden wund von denen K, in Teilpolygone
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Jolgender Art eingeteilt wird. Die Eckpunkte eines jeden Teilpolygons sind lauter
verschiedenen  Grundpunkten a, zugeordnet, so dass sie bei einem positiven Umlauf
entweder in derselben oder in der wmgekehrten Ordnung aufeinander folgen wie die
entsprechenden  Grundpunkte a, bei einem positiven Umlauf auf L; wir sagen, das
Tetlpolygon gehire der Klasse I oder der Klasse A an, jenachdem jener oder dieser
Fall vorliegt. Jeder Durchmesser wird schliesslich mit einer positiven ganzen Zahl
. versehen (welche angibt wie viele Querschnitte | der entsprechende Dwrchmesser-
streifen der Riemannschen Fliche enthdlt), und zwar soll diese Zahl gerade oder
ungerade sein, jenachdem die an den Durchmesser grenzenden Teilpolygone derselben

oder verschiedenen Klassen angehoren.

16. Es stellt sich die Frage, ob ein diesen Bedingungen geniigendes Kern-
polygon immer konstruiert werden kann, wie immer die ganzen, positiven Zahlen
By, Mg (g=2) gegeben sind. Dass diese Konstruktion mindestens das Be-
stehen der Bedingung (1) S. 317 erfordert, haben wir schon oben gesehen. Im
Falle g=2 muss dieser Relation noch folgende notwendige Bedingung hinzuge-

fiigt werden:

Falls q=2, so vst w,=w,= 1, und die Fldche reduziert sich auf dre logarith-

mische Ildche.

Denn wiire die Anzahl u, + u,=p der logarithmischen Elemente grosser als
zwei, so wiirde das Kernpolygon p =2 Eckpunkte haben, welche den zwei Grund-
punkten ¢, und @, zugeordnet sein wiirden. Die Zerlegung von K, in Teilpoly-
gone, deren Eckpunkte je wverschiedenen Grundpunkten entsprechen, ist offenbar
unter diesen Bedingungen unmdéglich, woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt.

In den iibrigen Fillen, g > 2, erweist sich dagegen die notwendige Bedin-

gung (1) auch als hinreichend, denn es gilt der Satz:

Wenn q=> 2, so ldsst sich ein allen oben angegebenen Bedingungen geniigendes
2 k)
Kernpolygon konstruzeren, wie immer die positiven ganzen Zahlen p, unter Berdick-

siehtigung der Beziehung (1) gewdhlt werden.

Beweis. — Die gegebenen Zahlen u, werden zuniichst nach wachsenden
Betriigen geordnet; es sei u,=u,< - =pu,. Da die Behauptung evident ist,

falls w,=---=u,=1 ist, so konnen wir u,>1 annehmen. Wegen (1) ist an-

dererseits 1, = %, und, da ¢=3, w; < }27 fiir << ¢q.
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Wir betrachten nun die Zahlen p, ..., tg—1, Hg=p,— 1 >0, deren Summe
gleich p—1 ist. Nach Obigem ist

- P 1 —1 .
(2) xuq‘éjé —1<T und mépﬂzr (z < q).

Nehmen wir nun an, dass der zu beweisende Satz richtig ist, wenn die Summe
der gegebenen Zahlen u gleich p —1 ist und die der Beziehung (1) entsprechende .
notwendige Bedingung erfilllt ist, so konnen wir ein den Zahlen w,, ..., 14—, ftg ent-
sprechendes Kernpolygon K, konstruieren, welches simtliche geforderten Eigen-
schaften besitzt, denn die erwihnte notwendige Bedingung ist gemiss (2) sicher
in. Kraft. Wenn nun dieses Polygon K, einmal gegeben ist, so erfolgt die
Konstruktion des geforderten K, folgendermassen. Weil das Polygon K, genau

g =pg— 1 <£~;~—I‘ verschiedene Hckpunkte hat, welche dem Grundpunkt @, zu-

geordnet sind, 80 gibt es unter seinen ibrigen Eckpunkten mindestens ein Paar
von Punkten, welche einander benachbart sind. Wir betrachten die von zwei
solchen, gewissen von a, verschiedenen Grundpunkten zugeordneten Eckpunkten
begrenzte Seite von K, ; und fiigen an diese Seite dem Polygon K, . ein neues
Dreieck hinzu. Der freie Eckpunkt des so entstandenen Polygons K, wird dem
Grundpunkt @, zugeordnet, und jener Seite von K, ,, welche ein Durchmesser
von K, ist, wird eine gerade oder ungerade Nummer zuerteilt, jenachdem das
neue Dreieck und das an den neuen Durchmesser grenzende Teilpolygon von Ky
zu derselben oder zu verschiedenen Klassen gehdren. Das Polygon K, erfiillt
offenbar alle geforderten Bedingungen.

Die Konstruktion von K, ist hierdurch auf diejenige von K, ; zuriickge-
filhrt worden. Wiederholt man nun das obige Rekursionsverfahren p—g¢q mal,
so gelangt man zu dem einfachsten Fall p==¢, wo man fiir K, ein von Durch-
messern freies ¢-Kck nehmen kann. Hierdurch ist unser Satz vollstdndig

bewiesen.

17. Es sei noch ausdriicklich hervorgehoben, dass die Struktur der Rie-
mannschen Fliche F, nur in den zwei einfachsten Fillen, u,=u,=1 und
w=p,=pus;=1, wo das Kernpolygon bzw. ein Zweieck und ein Dreieck ist,
eindeutig bestimmt ist. In allen ubrigen Fillen, p> 3, lassen sich unendlich
viele verschiedene Typen des Kernpolygons angeben, denn die Anzahl der die
Durchmesser konstituierenden Streifen kann ja beliebig gewilhlt werden, wozu
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noch kommt, dass schon die Durchmesser in verschiedenen Weisen gezogen wer-

den konnen.

§ 4. Uniformisierung der Riemannschen Fliche I,.

18. Unter der Annahme, dass eine Losung z(w) des S. 303 formulierten
Problems existiert, haben wir in den vorhergehenden Abschnitten gewisse notwendige
Bedingungen fiir die entsprechende Riemannsche Fliche F), aufgestellt. Unter
derselben Voraussetzung werden wir im vorliegenden Paragraphen die Relation
z=2(w) uniformisieren; dies wird mit Hilfe der im ersten Paragraphen bespro-
chenen linear polymorpheh Funktionen {(w; a,, ..., a;) geschehen. Durch die
Uniformisierung wird die Grundlage gewonnen, auf welcher dann der Nachweis
der Existenz der gesuchten Losung, sowie eine nidhere Untersuchung ihrer Eigen-
schaften erfolgen kann.

Es sei also, wie vorher, z(w) eine analytische Funktion welche simtlichen
S. 303 aufgeziihlten Bedingungen geniigt. Durch sie wird ihre iiber der «w-Ebene
ausgebreitete Riemannsche Fliche F), auf ein einfach zusammenhiingendes, schlichtes
Gebiet (¢ der z-Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet. Neben I, betrachten wir
jetzt die universelle Uberlagerungsfliche F (q‘”) der in den Grundpunkten «, punk-
tierten w Ebene. Diegse Fliche, welche gleichzeitiz eine Uberlagerungsfliche von
F), ist, haben wir schon im 1. Paragraphen einer vorbereitenden Betrachtung
unterzogen, und wir erinnern deshalb nur kurz an diejenigen ihrer Eigenschaften,
welche fiir das hier folgende von Bedeutung sind.

Im Falle g=2 ist F*) mit der logarithmischen Fliche identisch, welche
iiber w=a, und. w=a, je einen logarithmischen Windungspunkt hat and welche
durch die Funktion

Q(W; Qq, az) = log Z;:—_;Z—;
auf die offene Vollebene |{| << o konform abgebildet wird.

Im Falle ¢>2 ist die Anzahl der iiber den Punkten a, gelagerten loga-
rithmischen Windungspunkte der Fliche F(q”) unendlich. Diese Fliche wird
durch eine linear polymorphe Funktion [(w; a,, ..., a;) auf den Einheitskreis
[{] <1 ecineindeutig und konform bezogen. Die unendlich vielen Zweige von {
permutierén sich gemiiss den linearen Transformationen einer gewissen fuchs-

schen Gruppe §; als Fundamentalsubstitutionen von S konnen ¢ (parabolische)
41-—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 9 mars 1932.
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Substitutionen §;, ..., §; gewihlt werden, welche einem Umlauf um je einen
der Grundpunkte @, entsprechen. Die Umkehrfunktion w=w({) ist fiir |[{]<1
eindeutig und automorph. Als Fundamentalbereich hat sie ein von 2(q¢— 1) Or-
thogonalbogen der Peripherie |{|=1 begrenztes Polygon, deren Spitzen siimtlich
auf dem Einheitskreis b‘elegen.sind.

Wir bilden nunmehr die zusammengesetzte Funktion

z2(w(Q) = ¢(0).

‘Da die Funktion o die kritischen Punkte w=a, vermeidet, so ist ¢({) innerhalb
des Einheitskreises unbeschrinkt fortsetzbar und stellt somit nach dem Mono-
dromiesatz eine daselbst eindeutige Funktion dar. Hiermat haben wir fiir die

Funktion z(w) dic in Aussicht gestellte Parameterdarstellung
(3) w=w(), z=g¢()

gewonnen, wo w und @ innerhalb des Kinheitskreises eindeutige Funktionen sind.

Die erste der Funktionen (3) ist eine in bezug auf die fuchssche Gruppe S
automorphe Funktion. Was nun die zweite Funktion, ¢(), betrifft, so beweist
man durch eine wohlbekannte Uberlegung, die hier unterdriickt werden kann,
dass sie entweder eine ecwwertige Funktion oder eine in bezug auf eine gewisse
Untergruppe = der Gruppe S automorphe Funktion ist, und zwar wollen wir zei-
gen, dass jener Fall fir =2, dieser fiir ¢ > 2 eintrifft.

Sei zuniichst ¢=2. Angenommen dass @({) fiir |{] < o nicht einwertig ist,
so ist sie nach Obigem periodisch mit einer Periode k.2#x¢, wo k eine natiir-

.  \1/k =
liche Zahl ist. Wie auf Seite 301, lisst sich dann ¢= (-—~-—-—) = ¢* als neue

uniformisierende Variable einfithren, und man schliesst, dass die Funktion
¢ (klogt) eine im Ringgebiete o <|¢|< o eindeutige und einwertige Funktion
ist. Da sie dann gemiss dem Cauchy-Riemannschen Satz auch in ¢t =0 und
t=0o von rationalem Charakter ist, so muss sie sich auf eine lineare Trans-
formation von ¢, und die Funktion z(w) sich also auf eine lineare Transforma-
— g \VE : :
tion von (zﬁf»%) reduzieren, was unmdoglich ist, weil ja z(w) voraussetzungs-
W — ay

gemiss unendlich vieldeutig ist.

Es bleibt daher nur die Moghchkelt ubrlg, dass @(C) einwertig ist. Als

eine in der ganzen endlichen Ebene eindeutige und einwertige Funktion muss
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. . . ' . . w—u ]
sie sich dann auf eine lineare Transformation von {=log - — " reduzieren, und
W —

wir haben somit das Ergebnis:

Im Falle g=2 st die Funktion z=2z(w) cine linear gebrochene Iunktion von

w— a,

w— a,

Durch das Obige ist insbesondere hervorgegangen, dass die Anzahl der
Windungspunkte der Fliche F) im Falle ¢=2 nicht zwei iibersteigen kann, ein
Ergebnis, welches schon (S. 319) durch andere Betrachtungen gewonnen wurde.

Da unser Problem fiir ¢=2 eine vollstindige Losung gefunden hat, kénnen
wir im folgenden ein fiir alle Mal annehmen, dass die Anzahl der gegebenen
Grundpunkte @, mindestens gleich drei ist. Um jetzt zu beweisen, dass, wie
oben behauptet wurde, die Funktion ¢({) in diesem allgemeinen Fall (¢ > 2) in
dem Einheitskreis |{| <1 nicht einwertig sein kann, geniigt es zu bemerken, dass
@(l) sonst eine schlichte Abbildung von |{|<1 auf dem Gebiet & vermitteln
wiirde. Wegen dieser eineindeutigen Zuordnung der Werte 2 und { wiirde dann
die Anzahl der logarithmischen Elemente der zwei Funktionen {={(w;qa,, ..., a,)
und z = @({(w; ay, ..., a)) = z(w) dieselbe, also unendlich sein, was jedoch mnicht
moglich ist, weil die letzte Funktion nach Voraussetzung nur endlich viele solche
Elemente besitzt.

Da also die Funktion ¢({} (fiir ¢ > 2) nicht einwertig ist, muss sie nach
den obigen Ausfithrungen (8. 322) automorph sein in bezug auf eine Gruppe 3
von linearen Transformationen, welche in S als Untergruppe enthalten ist (und
sich nicht auf die identische Substitution reduziert). Diese Untergruppen = sollen

im nachfolgenden Paragraphen bestimmt werden.

§ 5. Bestimmung der Untergruppen =.

19. Unter Anwendung der in den 2. und 3. Paragraphen erzielten Ergeb-
nigsse iiber die Struktur der Riemannschen Fliche F), kann der Fundamental-
bereich By der automorphen Funktion ¢(() konstruiert werden. Die Seiten dieses
Bereiches, welcher aus einer gewissen Anzahl von Fundamentalpolygonen By der
fuchsschen Funktion ({) zusammengesetzt ist, werden aufeinander bezogen sein
vermittels gewisser linearen Transformationen, welche zur Gruppe S der Funk-

tion w(f) gehdren. Diese Transformationen erzeugen die Untergruppe 3.
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Um zunichst den Fundamentalbereich By zu konstruieren, sei daran er-
innert, dass die automorphe Funktion ¢@({) entsteht durch Zusammensetzung
der Funktion z(w), welche die Fliche I, auf das schlichte Gebiet G abbildet,
mit der auntomorphen Funktion (i), welche den Einhei‘cskreisylé‘ | <1 auf die
universelle Uberlagerungsfliche der in den Grundpunkten a, punktierten «-Ebene
abbildet:

Die Umkehrfunktion { = ¢~'(2) = {(w(2); ay, ..., ay) ist eine linear polymorphe
Funktion, welche innerhalb ihres Existenzgebietes  diejenigen Punkte z, als
kritische Stellen hat, wo die Funktion w(z) (die Umkehrfunktion von z(w)) einen
der Werte «, ..., a, annimmt. Die Verteilung dieser Stellen ist in den Para-
graphen 2 und 3 vollstindig klargelegt worden. — Man konnte die Funktion
¢~ () auch als diejenige Funktion erkliren, welche die universelle Uberlagerungs-
fliche des in den genannten Stellen punktierten Gebietes G auf den Kreis
|Z] <1 abbildet. ;

Wir schneiden nun das Gebiet ¢ lings Schnitten auf, welche die kritischen
Stellen 2, mit dem Rande I' verbinden, ohne einander innerhalb ¢ zu schneiden;
das aufgeschnittene, einfach zusammenhiingende Gebiet sei mit G bezeichnet.
Bei der Wahl der Schnitte herrscht sonst vollkommene Willkiiv.. Man kann
entweder jede Stelle z; durch einen besonderen Schnitt mit 1" verbinden, oder
auch ein und denselben Schnitt durch mehrere Punkte z, fiihren (letuteres
fithrt im allgemeinen zu - einer einfacheren Gestalt des Fundamentalbereichs

By). Pixieren wir nun in einem beliebigen inneren Punkt z von ( einen

Zweig der Funktion ¢ '(¢), und setzen wir diesen innerhalb G analytisch fort,
so erhilt man als Bild von G in der {-Ebene ein einfach zusa,mménh'atngendes
Teilgebiet Br des Einheitskreises, welches einen Fundamentalbereich der auto-
morphen Funktion ¢(f) darstellt. '

Bs setzt sich aus einer unendlichen Anzahl von Fundamentalbereichen Bg
der Funktion w({) zusammen, und zwar auf eine Weise welche, nachdem die
Schnitte einmal festgelegt worden sind, durch die Ergebnisse des 3. Paragraphen
iber die Struktur der betrachteten Riemannschen Fliche fur jeden Typus dieser
Fliche eindeutig bestimmt ist. In der Tat haben wir dort eine Hinteilung von
G- in Fundamentalbereiche B, der Funktion w(z) vorgenommen; jedem Bereich
B, entspricht ein volles Exemplar der «w-Ebene, und somit ein Fundamental-
bereich Bg der Funktion w({). Nun ist die Art und Weise, in welcher sich das
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Gebiet G aus den Stiicken der Bereiche B, zusammensetzt, der Anordnung der
Bildstiicke Bg in dem Bereich By vollkommen isomorph, und die Kenntnis der
ersteren Konfiguration erlaubt die letztere unmittelbar anzugeben.

By wird von den Bildkurven der Schnittufer begrenzt. Den zwei Ufern
eines von einem Punkt z, direkt zum Rande I' fithrenden Schnittes entsprechen
zwei Querschnitte des Einheitskreises, welche von dem auf der Peripherie |{|=1
belegenen Bildpunkt [, von 2, ausgehen. Falls auf einem Schnitt mehrere Punkte
2q liegen, so entsprechen den Segmenten des Schnittes, welche je zwei konseku-
tive Punkte 2z, verbinden, je zwei Querschnitte des Einheitskreises, wobei einem
Punkte z,, der nicht Anfangspunkt des Schnittes ist, zwei verschiedene Punkte
{, der Peripherie (entsprechend den zwei Schnittufern) zugeordnet sind. Die
>Eckpunkte» [, von By sind gleichzeitig Hckpunkte der Polygone Bg, und zwar
kann man auf Grund der soeben besprochenen Isomorphie sofort angeben, wel-
cher oder welche Randpunkte {, einem vorgegebenen z; zugeordnet sind. Bewegt
sich nun der Punkt ¢ in positiver Umlaufsrichtung auf einer innerhalb G ver-
laufenden Kurve, welche zwei einander gegeniiber liegende Punkte eines Schnitt-
segmentes verbindet, so erfihrt die Funktion {= ¢—!(z) diejenige wohlbestimmte
Substitution der Gruppe S, welche die dem einen Ufer des Schnittsegmentes
entsprechende Seite von Br in die Bildseite des anderen Ufers fiihrt. Diese
Substitution lidsst sich fiir jedes Seitenpaar leicht bestimmen als Potenzprodukt
der ¢ Fundamentalsubstitutionen der Gruppe der automorphen Funktion (f).
Die Menge der so erhaltenen Substitutionen erzeugt die Gruppe X. Diese ist
vom Geschlechte Null, indem die schlichte Fliche (7, welche entsteht, wenn die
Schnittufer zusammengefiigt werden, emfach zusammenhidngend ist. Da die
Anzahl der Fundamentalsubstitutionen wunendlich ist, so gehort ¢(C) jener Klasse
automorpher Funktionen an, welche von Poincaré als »fuchsoide Funktionen»

bezeichnet worden siund.

20. Die Konstruktion der Untergruppen X gestaltet sich besonders einfach,
wenn man die Schnitte den im 2. und 3. Paragraphen eingefiihrten Kurven-
stiicken [ entlang fiithrt, und zwar emptielt es sich hierbei die geschlossene, durch
die - Grundpunkte @, gezogene Linie L, als deren Bilder die Kurvenstiicke ! er-
scheinen, so festzulegen, dass das von ihr begrenzte Inmengebiet I durch die
uniformisierende Funktion { = {(w; ay, . . ., @¢) auf ein von ¢ Orthogonalkreishogen
des Kreises |{|=1 gebildetes Spitzenpolygon B; abgebildet wird. Dem #usseren
Gebiet 4 wird dann ebenfalls ein Spitzenpolygon DB, entsprechen, und das
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Polygon B; + B, stellt einen Fundamentalbereich By von w({) dar. Der Funda-
mentalbereich By lisst sich dann mittels der Polygone B; und B, in nach-
stehender Weise aufbauen.

Regel zur Bestimmung des Fundamentalbereichs B,. — Man wihle in
dem Einheitskreis || < 1 ein beliebiges der Polygone B;, By, z. B. ein Polygon
B;, und fiige ihm zwei oder mehrere der unmittelbar angrenzenden Polygone B,
zu. Die Anzahl dieser B, ist hochstens gleich der Seitenzahl ¢ von B;; falls
sie kleiner als ¢ ist, so bezeichnen wir jede Seite (bzw. jeden Eckpunkt) von B;,
die keinem .der hinzugefiigten B, angehbft, als fre:. Kin aus einer oder meh-
reren aufeinander folgenden freien Seiten bestehender, an eine nicht freie Seite
angrenzender Teil der Berandung von B; heisse ein »freies Randstiick» von ;.

Man vereinige nun in beliebiger Weise sidmtliche freie Seiten von B; zu
freien Randstiicken, welche keine inneren Punkte gemeinsam haben. Von den
zwei begrenzenden Eekpunkten % und % eines Randstiickes® heisse derjenige (h)
» Anfangspunkt», der nicht frei ist; falls beide Eckpunkte nicht frei sind, wird
der Anfangspunkt (k) beliebig gewiihlt; der Punkt %# wird »Endpunkt> des Rand-
stiickes genannt. Jedem Randstiick k% wird nun das »spiegelbildliche» Rand-
stiick k% desjenigen der zugefiigten Polygone B, zugeordnet, welches den An-
fangspunkt 7 als Kckpunkt hat. Jeder freien Seite von B; wird hierdurch eine
bestimmte »spiegelbildliche» Seite eines gewissen der Polygone B, zugeorduet,
und es existiert eine wohlbestimmte, nach den obigen Festsetzungen unmittelbar
anzugebende Substitution der Gruppe S, welche zwei zugeordnete Seiten in ein-
ander iberfiihrt.

Jedes der hinzugetiigten Polygone B, hat mindestens eine Seite, welche
durch das geschilderte Verfahren noch nicht in Anspruch genommen worden ist
(die Gesamtanzahl solcher noch freien Seiten der Polygone B, ist mindestens
gleich ¢). Es wird nun, fiir jedes der Polygone By, an eine oder ‘mehrere der
freien Seiten jeweils das unmittelbar angrenzende Polygon ‘Bi angehiingt. Die
iibrig bleibenden freien Seiten der betrachteten B, werden wieder zu freien
Randstiicken vereinigt, und jedem solchen Randstick wie oben, ein »spiegel-
bildliches», zu den neun hinzugefiigten Polygonen B; gehoriges Randstiick zuge-
ordnet. Hierdurch erhilt auch jede freie Seite der B, eine wohlbestimmte Seite

! Im folgenden soll ein dem Grundpunkt a» entsprechender Eckpunkt der Kreisbogenpoly-
gone B¢ und Bi kurz mit » bezeichnet werden,
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dieser B; als Gegenstiick, und diese Zuordnung legt wieder eine wohlbestimmte
Substitution der Gruppe S fest.

Dieses Verfahren wird nun in infinitum fortgesetzt, jedoch so dass, nach
einer endlichen Anzahl von Schritten, jedem Polygon des dussersten Kranzes,
welcher allein freie Seiten besitzt, immerfort nur ein einziges neues Polygon B
angehiingt wird. Das unendlich vielseitige Polygon By, welches als Resultat
dieser Konstruktion entsteht, wird dann eine endliche Anzahl (p) kettenartiger
Enden (»logarithmischer Enden») besitzen, welche aus einer unendlichén Anzahl
von mnebeneinander gelagerten Polygonen B;, B, bestehen. Nach Abtrennung
dieser Enden bleibt noch ein aus einer endlichen Anzahl dieser Polygone zusam-
mengesetztes »Kernpolygon» ﬁbrig.

Die zu den einander zugeordneten Seiten von By gehorigen Substitutionen
der Gruppe S, welche durch die obige Konstruktion mitbestimmt wurden, sind

erzeugende Substitutionen der Gruppe =.!

21. Es ist einleuchtend dass, nachdem die Schnitte lings den Linien !
hineingetragen worden sind, jedem der S. 318 charakterisierten Flichentypen I
ein wohlbestimmtes, nach der obigen Regel aufgebautes Polygon Br entspricht.
Zu bemerken ist aber, dass die Schnitte auf verschiedene Weisen Lings den
Kurvenstiicken [ gezogen werden konnen. Je nach der Wahl des Schnitﬁsystems
wird also ein und demselben Flichentypus I7, verschiedene Polygone By ent-
sprechen. Diese Bereiche By gehen aber durch »erlaubte Anderung> aus einander
hervor, und haben simtlich eine gemeinsame Gruppe =, welche durch den be-
treffenden Flichentypus I, eindeutig bestimmt ist.

Umgekehrt gilt auch, dass jeder Gruppe I, welche durch die obige Kon-
struktion erzeugt werden kann, eine mit einer wohlbestimmten der auf S. 318 be-
trachteten Flichentypen F), topologisch iquivalente Fliche entspricht. Diese
wird einfach dadurch erhalten, dass je zwei Randpunkte von Bx, welche durch

! Zur Erliuterung der in obiger Konstruktion vorgenommenen speziellen Massregeln sei
folgendes hinzugefiigt. Dic Forderung, dass ein »freies Randstiick» stets an eine nicht freie
Seite grenzen soll, bewirkt dass die geschlossene Fliche &, welche durch Identifizierung der zu-
geordneten Randpunkte entsteht, einfach zusammenhiingend wird. Die weitere Bedingung, dass
nach einer endlichen Anzahl kranzférmiger Erweiterungen an den iussersten Polygonen immer
nur ein neues Polygon geheftet werden soll, hat wiederum zur Folge, dass die Anzahl der loga-
rithmischen Enden der Riemannschen Fliche G endlich wird. Lisst man diese zwei speziellen Be-
dingungen fallen, so wiirde man durch die obige Konstruktion iiberhaupt alle itber den Grund-
punkten w = ay logarithmiseh verzweigten Riemannschen Flidchen erhalten.
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eine Substitution der Gruppe = einander zugeordnet sind, mit einander identi-

fiziert werden.

Die  Zuordnung cwischen den durch die obige Regel konstruierbaren Unter-
gruppen = der Gruppe S und den auf S. 318 charakterisierten I'ldchen I, ist also
wmkehrbar eindeutsy.

22. Uber die Gestalt des oben konstruierten Fundamentalbereiches Bs
lasst sich folgendes beweisen:

N Die FEckpunkte von Bs hdufen sich in p verschiedenen Punkten des Iinhedts-
kreises. '

In der Tat sieht man sofort ein, dass die einem ﬁnd demselben loga-
rithmischen Ende zugehorigen Polygone B;, B, gegen einen bestimmten Rand-
punkt ‘des Einheitskreises konvergieren. Denn sind ¢,, ¢,, ... die Kreisbogen,
lings welchen die kettenartig an einander gereihten Polygone B;, B, mit ein-
ander zusammenhingen, so werden die Bogen g¢,, ..., gn—1 durch ¢, von allen
gm (m>n) getrennt. Das von g, begrenzte Endstiick des logarithmischen Endes
wird vollstindig in dem von ¢, und der Peripherie des Einheitskreises begrenzten
Zweieck ¢, belegen sein, und die Zweiecke @), €, ... sind in einander geschach-
telt, so dass (Jn+1 als Teil in @, enthalten ist. Hieraus folgt, dass @, fiir n — o
gegen den Durchschnitt @» simtlicher ¢, konvergiert. Nun sieht man sogleich
ein, dass (. entweder ein Kreisbogenzweieck oder ein Punkt der Peripherie
|£] =1 ist. Der erstere Fall ist jedoch ausgeschlossen, weil die Gruppe S sonst
nicht im Einheitskreise |{|< 1 eigentlich diskontinuierlich sein konnte. Hieraus
folgt die Richtigkeit der Behauptung.

Die Hiufungspunkte lassen sich sofort angeben, wenn die logarithmischen
Ende so konstruiert werden, dass die soeben besprochenen Kreisbogen ¢, ¢,, ...
einen gemeinsamen Endpunkt {, haben, was durch erlaubte Anderung immer er-
reicht werden kann. Sind B; und B, die zwei ersten Teilpolygone des loga-
rithmischen Endes, und bezeichnet S, diejenige wohlbestimmte parabolische Sub-
stitution der Gruppe S, welche den Punkt {, als Fixpunkt hat, so entsteht das
logarithmische Ende aus dem Gebiet B;+ B,, indem man es durch die Substitu-
tionen S? (» =.I, 2,...) transformiert. Als Hiufungspunkt der transformierten
Gebiete ergibt sich offenbar der Fixpunkt {=={;. — Diese besondere Konstruk-
tion soll im folgenden als »Konstruktion durch Zerschneidung seitwirts» be-
zeichnet werden.
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23. Wenn auch die Bestimmung der Gruppen = mittels der oben ange-
gebenen Regel in jedem einzelnen Fall ohne Schwierigkeit gelingt, so wollen wir
zur Illustration des oben Gesagten die einfachsten vorkommenden Fille noch
einzeln kurz besprechen, wobei wir auch Gelegenheit haben werden einige er-
ginzende Bemerkungen hinzuzufiigen. _

Fall p=q=3. Wihlt man als Kurve L den durch die drei Grundpunkte
a,, as, a3 bestimmten Kreis, so erhiilt man als Bild des Kreisinneren ein Spitzen-
dreieck B;, welches durch unbeschrinkte Spiegelung die Modulfigur erzeugt. Der
Fundamentalbereich By entsteht indem an jede Seite eines gewissen Kerndrei-
ecks B; ein logarithmisches Ende hinzufiigt wird. Durch »Zerschneidung seit-

wiirts> (nach links) geschieht dies auf folgende Weise (vgl. Fig. 4). Das Kern-
dreieck B;, dessen Spitzen mit (,, {,, {; bezeichnet werden sollen, wird gespiegelt
in der Seite {,{,, das so entstandene Dreieck {(,{,{, in die Seite {,{;, das zu-
letzt erhaltene Dreieck ,{i{) in die Seite {;{,, und so weiter ins Unendliche;
die Dreiecke £,1C0 und £, 0300 (v=1,2,...; {;={,) bilden zusammen das loga-
rithmische Ende G,,. In analoger Weise verfihrt man um die Enden G,
und (4; zu erhalten. Als Hiufungspunkte der unendlich vielen Eckpunkte
& (h=1,2,3;v=1,2,...) des Fundamentalbereichs Bx erscheinen die drei Kck-
punkte Z,, {,, {, des Kerndreiecks (Fig. 4).

Die Seiten von Bs sind einander paarweise zugeordnet, so dass die Seiten
O1E und 5y, einander entsprechen (h=1,2,3;7=1,2,...). Diese Zuord-
nung wird durch diejenige parabolische Substitution der Modulgruppe vermittelt,
welche den Eckpunkt {; als Fixpunkt hat. Man sieht unmittelbar ein, dass diese

42—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 10 mars 1932.
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h+1
S, S, und S, (§,=2S,) diejenigen parabolischen Substitutionen der Modulgruppe

Substitution aus S, durch Transformation mit der Potenz S;”. hervorgeht, wobei

bezeichnen, welche bzw. die Eckpunkte {, {,, {; des Kerndreiecks invariant
lassen. Die Fundamentalsubstitutionen der Gruppe = sind also in diesem Fall
Sy oSSy (h=1,2,3,v=1,2,...).

Es ist schon oben mehrmals die Rede davon gewesen, wie man dem Funda-
mentalbereich By durch »erlaubte Abdnderung» verschiedene Gestalten geben
kann. Zu einer wegen ihrer Symmetrie bemerkenswerten Konfiguration gelangt
man, wenn man die Schnitte im Gebiete & nicht mehr, wie oben, lings den
Linien ! fihrt, welche als Bilder der Kreislinie I erscheinen, sondern in jedem
der drei logarithmischen Enden G,,, Gy, G, einen einzigen Schnitt @, (v=13, 1, 2)
zieht durch diejenigen Stellen 2z, , welche dem Grundpunkt w=a, entsprechen.
Diese Schnitte konnen tibrigens so -gewihlt werden, dass ihnen in dem {-Ein-
heitskreis lauter 07‘thogdnalk7'ez'sbogen des Kreises |{|=1 zugeordnet sind. Dies
trifft dann zu, wenn ¢, mit derjenigen Kurve zusammenfillt welche, vermoge
der Abbildung #z=z(w), derjenigen durch w==a, gehenden Kreislinie entspricht,
von der die Schar der durch die Punkte a@,—; und «¢,+: gehenden Kreise ortho-
gonal geschnitten wird. l

Figur 5 stellt den diesem Schnittsystem entsprechenden Fundamentalbereich
B: dar. Er entsteht, wenn man das Dreieck {,{,{; durch die Substitutionen
87, das Dreieck (,{,{; durch die Substitutionen S transformiert (v=1, 2, ...),
und in analoger Weise mit den Dreiecken verfihrt, welche durch zyklische Ver-
tauschung der unteren Indizes erhalten werden kénnen. Die Seiten ;7! und

T’,”L“'g_',”, (vgl. Figur 5) entsprechen den zwei Ufern des Schnittes @, (v=1, 2, .. ;

{h=20Ch). Sie sind auf einander bezogen vermittels der Substitution

Sy St
Gibt man hier % die Werte 1,2,3 und » die Werte 1,2,... (S,43=25,), so er-
hilt man ein neues, mit dem oben bestimmten System Hdquivalentes System von
Fundamentalsubstitutionen der Gruppe =.
Fall p=4. Man hat zwei Hauptfille zu unterscheiden, je nachdem g=4
oder g=3 ist. Wir nehmen zuerst ¢=4 und das Kernpolygon ungeteilt an;
es ist dies der Typus, der oben (S. 318) durch ein Viereck ohne Durchmesser
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dargestellt wurde. Durch Zerschneidung seitwiirts erhilt man als Fundamental-

substitutionen der Gruppe X!

(4) S;;S;,,_l S;’V und S,”LS/L_IS;,_;,S,T” (V:I,Z,...;h:I,...,A].).

Auch im vorliegenden Falle kann man grissere Symmetrie erreichen, wenn
man jedes logarithmische Ende mit einem einzigen Schnitt versieht. Die in
einem und demselben Fundamentalstreifen liegenden zwei kritischen Stellen z,
werden lings der Verbindungslinie !/ mit einém Schnitt vereinigt, und alle so
erhaltenen zu ein und demselben logarithmischen Ende gehérigen Schnitte durch
einen bis zum Rande I' fithrenden Haupteinschnitt verbunden. Die zugehdrigen

Substitutionen sind jetzt
(4) S8, 87 und 8778, S, (v=r1,2,...)

wozu mnoch diejenigen Substitutionen kommen, welche durch zyklische Vertau-
schung der unteren Indizes erhalten werden.

BEs ist unter Anwendung des Schwarzschen Spiegelungsprinzipes leicht ein-
zusehen, dass wenn das Doppelverhiltnis der vier Grundpunkte a, gleich —1 ist,
und diese Punkte somit eine harmonische Punktreihe bilden, dasselbe fiir die
- Punktgruppe £,, .., §, gilt. Dann kionnen wir diese letzten Punkte in J== +* 1, + ¢
bringen, und die oben erwiihnten Haup’ceinséhnitte so withlen, dass sie in Ortho-
conalkreise des Einheitskreises |{|=1 iibergehen, welche mit den Winkelhalbie-
renden der vier Koordinatengvadranten homolog (in bezug auf die Gruppe S) sind.
Diesen Fall bezeichnen wir als den symmelrischen.

Es eriibrigt noch denjenigen Fall zu beriicksichtigen, wo das Kernviereck
von einem Durchmesserstreifen in zwei Dreiecke «,a,a, und a,a;a, zerlegt wird.
Dieser Durchmesser bestehe aus 4# dem Aussengebiet A, und % —1 trennenden,
dem Innengebiet I entsprechenden Streifen. Wiihlt man die innerhalb der vier
logarithmischen Enden befindlichen Schnitte wie oben, so erhiilt man die ent-
sprechenden Substitutionen der Gruppe I aus den Formeln (4) bzw. (4)', wobei
Sy, Sy, Sy, S, jetzt, fiir die innerhalb der logarithmischen Enden (fy, und G,y lau-
fenden Schnitte, diejenigen parabolischen Substitutionen der Gruppe S bezeich-
nen, welche die vier Eckpunkte des dem Dreieck a,aya, zugeordneten Kreisbogen-

viereck der {-Ebene invariant lassen, wihrend diese Substitutionen fiir die loga-

! Sr bezeichnet hier wieder die paraholische Substitution der Gruppe S, welche den Eck-
punkt 5, des Kernvierecks invariant ldsst (h=1, ..., 4).
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rithmischen Ende G, und G,; die analoge Bedeutung in bezug auf das Dreieck
aga,a, haben. Hierzu kommen noch 2% Substitutionen entsprechend dem 2% im
Durchmesserstreifen belegenen Schnitten.

Im Falle p—4, ¢=3 liegen iiber einem der Grundpunkte «a,, a,, ¢,, 2. B.
iber a,, zwei verschiedene logarithmische Windungspunkte; vgl. hierzu Figur 3,
welche den einfachsten Fall darstellt, wo das Kernviereck durch einen einzigen,
aus einer Linie ! bestehenden Durchmesser in zwei Dreiecke zerlegt wird. Die

Fundamentalsubstitutionen sind jetzt
SiSy Sy, SUSy ST, S8y Sy, 818, ST

wo die Substitutionen S;, S, S, und S; zu den Fixpunkten {!, &, &, und {
(Eckpunkten des Kernvierecks) gehoren.

§ 6. Bestimmung der allgemeinen Lisung.

24. Im 4. Abschnitt haben wir fiir eine gegebene Lisung z(w) des vor-

gelegten Problems die Parameterdarstellong

(s) ' z=gll), w=0(f)

cefunden, wo o({) diejenige automorphe Funktion ist, welche den Kreis |{|< 1
auf die universelle Uberlagerungsfliche der in den Grundpunkten a,, a, ..., a,
punktierten w-Ebene abbildet, und ¢(5) eine einwertige fuchsoide Funktion ist,
deren Gruppe I eine nach der auf 8. 326 angegebenen Regel konstruierte Unter-
gruppe der zu der Funktion w(() gehorigen Gruppe S ist.

Es soll nun zuniichst nachgewiesen werden, dass umgekehrt, wenn ¢(() eine
beliebige, zu einer der erwihnten Regel nach erzeugten Untergruppe X der
Gruppe - S gehorige, einwertige automorphe Funktion ist, die durch die Glei-
chungen (5) definierte Funktion

(6) 2(w) = pClw; ay, . . ., ag)),

wo ((w; ay, ..., a) die linear polymorphe Umkehrfunktion von w({) ist, eine
Losung des betrachteten Problems darstellt.

Zum Beweise betrachten wir dasjenige Polygon B., das zur Konstruktion
der Untergruppe = benutzt wurde. Nach dem auf S. 328 gesagten ist Bx mit einem
wohlbestimmten der auf 8. 318 charakterisierten Flichentypen topologisch liquivalent;
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es bedeutet keine Binschrinkung anzunehmen, dass By durch Zerschneidung seit-
wiirts (vgl. S. 328) erhalten worden ist. Das Kernpolygon sei p-eckig, und von
den Ecken seien gewisse u, dem Grundpunkt a, zugeordnet. Die Eckpunkte
von By zerfallen in zwei Klassen, je nachdem sie »Endpunkte freier Randstiicke»
oder »Anfangs-> bzw. »innere Punkte» solcher Randstiicke (»Schnitte») sind
(vgl. 8. 326). Die erstgenannten Eckpunkte konnen ferner in p verschiedene
Gruppen eingeteilt werden, entspreehend den p verschiedenen Eckpunkten des
Kernpolygons, und von diesen Gruppen sind somit gewisse w, dem Grundpunkt
a, zugeordnet.

Wit greifen nun ein beliebiges Element der durch die Gleichungen (6) de-
finierten Funktion z(w) heraus. Diesem Klement entsprechen unendlich viele
verschiedene Elemente der Funktion ({w; a,, ..., a,), welche alle in bezug auf
die Gruppe 3 homolog sind, d. h.: die Gesamtheit dieser Elemente wird erhalten,
wenn man auf ein beliebiges derselben simtliche Substitutionen der Gruppe =
ausiibt. Diese Mehrdeutigkeit soll im folgenden dadurch beseitigt werden, dass
unter den genannten Elementen immer dasjenige gewiihlt wird, dessen Mittel-
punkt ein Punkt [ des betrachteten Fundamentalbereichs By entspricht, wobei
wie iiblich zwei in bezug auf die Gruppe ¥ homologe Randpunkte von Bx mit
einander identifiziert werden sollen.

Nach dieser Festsetzung ist es leicht zu beweisen, dass die Funktion z(w)
‘tatsichlich simtliche auf S. 303 aufgezithlten Eigenschaften hat. Zunichst ist es
klar, dass diese Funktion in der ganzen w-KEbene unbeschrinkt fortsetzbar ist,
hiochstens mit Ausnahme der Grundpunkte a,, ..., @,. Denn die Funktion {
liisst sich hier unbeschriinkt fortsetzen, und ihre Werte fallen simtlich snnerhalb
des Einheitskreises |{]|< 1, welcher das Existenzgebiet der dusseren Funktion
@p(0) ausmacht. Zweitens ist z(w) einwertig, denn als eine einwertige Funktion
nimmt {(w; a;, ..., a;) in den Mittelpunkten zweier verschiedener Elemente zwei
verschiedene Werte des Fundamentalbereichs By an, und wegen der Hinwertig-
keit der automorphen Funktion ¢({) in ihrem Fundamentalbereich entsprechen
diesen zwei Punkten von Br wieder zwei verschiedene Werte 2.

Um das  Verhalten der Funktion z(w) in der Umgebung der kritischen
Punkte @, zu untersuchen, isolieren wir den Punkt 2 =ga, durch einen kleinen
Kreis }w-—a,] = ¢, nehmen in einem beliebigen inneren Punkt w dieses Kreises
ein Element 2(w), und setzen dieses, ohne den Kreis zu verlassen, unbeschrinkt
fort. Man hat zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem der entsprechende
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Punkt { fir w — a, gegen einen »Endpunkt» oder gegen einen »inneren» bzw.
» Anfangspunkt> eines Randstiickes (»Schnittes») strebt.

Im letztgenannten Fall ergibt sich unter Beriicksichtigung der auf 8. 326 an-
gegebenen Regel sofort (vgl. z. B. Figur 4), dass wenn der Punkt w einen Umlauf
um die Stelle w=a, vollzieht, der entsprechende Punkt { hierbei zu seiner An-
fangslage zuriickkehrt. Das Element z(w) ist also in der Umgebung dieser Stelle
cindeutig, und bildet folglich diese Umgebung auf die Umgebung eines ge-

" wissen Punktes z,, der z-Ebene konform ab. Die zu den betrachteten eindeu-
tigen Elementen #(w) gehorigen Werte zq, liegen somit in der z-Ebene isolzert.

Aus diesem Resultat lisst sich eine wichtige Folgerung in bezug auf das
Verhalten der fuchsoiden Funktion ¢(l) ziehen. Weil die automorphe Funktion
o(f) in dem oben betrachteten Hckpunkt des Polygons Br den Wert a, als Grenz-
wert hat, und da die Funktion z(w) nach dem soeben Bewiesenen im Punkte «,
den Wert &,, annimmt, so folgt, dass die fuchsoide Funktion ¢(5) = z(w({)) in
dem betrachteten Eckpunkt des Polygons By den letztgenannten Wert, z, , als
(Grenzwert hat; eine bemerkenswerte Tatsache, da nimlich die Existenz eines
Grenzwertes in einem Eckpunkt des Fundamentalbereichs fir eine fuchsoide Funk-
jtion keineswegs a priori gesichert ist.

Nimmt man dagegen an, dass der dem oben betrachteten Element z(w)
entsprechende Eckpunkt Endpunkt eines Randstiickes ist, so ist er einem wohl--
bestimmten der p Eckpunkte des Kernpolygons zugeordnet (vgl. S. 333), und man .
sieht unmittelbar. ein dass, wenn der Punkt z den Punkt = a, umkreist, der
entsprechende Punkt { hierbei in By immer neue Positionen einnehmen wird.
Der betrachtete Zweig der einwertigen Funktion z(w) ist also in der Umgebung
der Stelle @, unendlich vieldeutig, und stellt somit ein logarithmisches Element
der einwertigen Funktion z(w) dar. Den verschiedenen Zweigen dieses logarith-
mischen Elementes entsprechen gewisse wohlbestimmte Zweige der Funktion
L(w; ay, ..., a), ond die zu diesen gehorigen (unendlich vielen) Eckpunkte des
Polygons Bx bilden eben eine der p Gruppen, welche bei der Konstruktion des
Bereiches By den Grundpunkten a zugeordnet wurden. Da nach Voraussetzung
die Anzahl der dem Grundpunkte a, zugeordneten Gruppen gleich u, ist, so lie-
gen also iiber a, genau u, verschiedene logarithmische Elemente der Funktion z(w).

Hieraus geht hervor, dass die Funktion z(w) an den kritischen Stellen a,
tatsiichlich sdmtliche geforderten Eigenschaften besitzt, und es eriibrigt also nur
noch zu beweisen, dass der Wertbereich & von z(w) einfach zusammenhin-
gend ist. Dieser Bereich stimmt mit der Menge der Werte iiberein, welche die
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fuchsoide Funktion ¢({} in dem Fundamentalbereich B erhiilt. Aus den obigen
Uberlegungen folgt ferner, dass diejenigen Werte, welche @(0) entweder inner-
halb By oder in denjenigen Randpunkten von By annimmt, die den Eckpunkten
des Kernpolygons nicht zugeordnet sind, simtlich ¢nnerhalb G liegen. Die Be-
randung I" von (r besteht somit aus den Hiufungsbereichen der Funktionswerte
¢() in den Eckpunkten von B, welche den Eckpunkten des Kernpolygons oder,
was nach Obigem auf eins hinausliiuft, den logarithmischen Elementen der Funk-
tion z(w) entsprechen. Diese Hiufungsbereiche bilden p Kontinua oder Punkte,
Iy,..., Iy, entsprechend den p verschiedenen logarithmischen Elementen. Um
den einfachen Zusammenhang von G nachzuweisen, geniigt es offenbar zu zeigen,
dass die Punktmengen I, ..., I, zu einem einzigen Kontinuum oder Punkt zu-
sammenschmelzen.

Es seien I, und I', die zu zwei benachbarten (d. h. zu zwei durch ein ge-
wisses logarithmisches Ende mit einander verbundenen) logarithmischen Elementen
£, und FE, gehorigen Hiufungsbereiche. Wenn der Bereich By, wie vorausge-
setzt wurde, durch »Zerschneidung seitwiirts» konstruiert worden ist, so werden
die dem einen dieser logarithmischen Elemente, z. B. dem Element I, zuge-
ordneten Eckpunkte des Fundamentalbereiches By einen Hiufungspunkt £, haben,
der selbst diesem FEokpunkt I, entspricht (vgl. S. 328 und Fig. 4). Der Hiufungs-
bereich y, von @({) in diesem Eckpunkt {; ist daher eine Teilmenge von I7.
Nun sieht man aber (vgl. Fig. 4), dass sich in der unmittelbaren Umgebung
von {; auch Kckpunkte {, befinden, welche dem Element F, entsprechen, so dass
also der Hiufungsbereich y; mindestens einen Punkt der Menge I', enthilt.
Hieraus folgt, dass die Hiufungsbereiche Iy und I, ein einziges Kontinuum
(bzw. einen einzigen Punkt) bilden, und in derselben Weise wird das Entsprech-
ende fiir die Mengen I, ..., I, bewiesen.

25.  Es ist also vollstindig nachgewiesen worden,-dass wenn in (5) fiir ¢({)
eine beliebige zur Gruppe = gehorige, einwertige fuchsoide Funktion eingesetzt
- wird, die hierdurch definierte Funktion z=z(w) siimtliche auf 8. 303 angegebenen
Eigenschaften "besitzt. Kombiniert man dies mit den Ergebnissen der vorherge-
henden Abschnitte, so ergibt sich, dass die genannten Formeln (5) die allgemeine
Lisung des vorgelegten Problems enthalten.

Wenn nun ¢,() eine beliebige zu der Gruppe = gehirige einwertige auto-
morphe Funktion ist, so gilt das gleiche fir die Funktion

(7) 9 (@o(2),
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‘wo g¢(z) eine beliebige Funktion ist, welche das Wertgebiet G, von z = g,()
schlicht abbildet. Auf diese Weise kann andererseits jede zu I gehorige einwer-
tige automorphe Funktion erhalten werden. Denn wenn ¢(() eine solche von ¢,
verschiedene Funktion ist, so ist die zusammengesetzte Funktion (@7 (2)=g(2),
wo ;! die Umkehrfunktion von ¢, bezeichnet, im Innern von &, unbeschrinkt
fortsetzbar, mit Einschluss der kritischen Stellen z, der linear polymorphen Funk-
tion ¢7*. Unter Anwendung der auf S. 334 erzielten Ergebnisse folgt nimlich
unmittelbar, dass diese Singularititen fiir die zusammengesetzte Funktion g(z) auf-
hebbar sind. Nach dem Monodromiesdatz ist also g(z) im Gebiete G, eindeutig,
und da sie wegen der Einwertigkeit von sowohl ¢ als ¢ selbst eine einwertige
Funktion ist, so folgt hieraus, dass sie tatsiichlich eine schlichte Abbildung des
Gebietes G, vermittelt. .

Die Gesamtheit der zur Gruppe = gehirigen ecnwertigen automorphen Funk-
tionen wird aus einer solchen speziellen Funktion ¢(C) erhalten vermittels der Be-
ziehung (7), wo g(z) eine beliebige I'unktion bezeichnet, welche das Wertgebiet G,
von @,(C) schlicht abbildet.

Hieraus ldsst sich folgender wichtige Schluss ziehen. Falls die zu unter-
suchende Riemannsche Fliche F, der Funktion z(w) zum parabolischen Typus
gehort, so besteht die Berandung I, des Wertgebietes (7, aus einem einzigen
Punkt, und die Funktion g redusiert sich folglich auf eine lineare Transformation.
Dass dies tatsiichlich der Fall ist, soll spiiter (Abschnitt 8) bewiesen werden.

8§ 7. Existenzbeweis.

26. Durch die Ergebnisse des letzten Abschnittes ist unsere Untersuchung
auf die Frage zuriickgefithrt worden, ob zu jeder der nach der Regel S. 326
aufgebauten Gruppe = eine einwertige automorphe Funktion gehort. In diesem
Abschnitt soll ein Verfahren angegeben werden, nach welchem eine derartige
Funktion tatsichlich konstruiert werden kann.

Unsere erste Aufgabe besteht darin, die Gruppe I als Grenze gewisser
Niherungsgruppen 3|, =,, ... darzustellen, welche, wie =, siimtlich Untergruppen
der zur linear polymorphen Funktion {(w; ay, ..., a,) gehorenden Substitutions-
gruppe S sind. Um die Gruppe Z, zu erhalten, denken wir uns das zur Kon-
struktion des Fundamentalpolygons By angewandte Verfahren (S. 326) nach einer
endlichen Anzahl von Schritten- unterbrochen, indem an jede Seite des Kern-
polygons K, nicht das vollstindige logarithmische Ende, sondern eine aus nur
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endlich vielen, 7, der Polygone B; und B, gebildete Kette hinzugefiigt wird.
Das hierdurch entstandene Kreisbogenpolygon B, ist aus m=4% + p-n Teil-
polygonen B; und B, zusammengesetzt, wobei %k angibt, aus wievielen solchen
Teilpolygonen das Kernpdlygon K, besteht. Es sei nun ¢, eine beliebige »freie»
Seite von B,. Wir fiigen an ¢, ein neues Polygon B,, welches im Verhiltnis
zu B, »spiegelbildlich» aus m Teilpolygonen B; und B, aufgebaut ist. Ordnet
man alsdann den noch freien Randpunkten von B, die »spiegelbildlichen», eben-
falls freien Randpunkte von B, zu, so sind simtliche Seiten des Polygons B,+ B,
einander paarweise zugeordnet, und man erhilt durch Identifizierung der ein-
ander entsprechenden Randpunkte eine aus m Fundamentalpolygonen Bg=
B; + B, zusammengesetzte geschlossene Fliche, welche offenbar einfach zusam-
menhiingend ist. ,

Das Polygon B, ist fiir jedes » als Teil in By, und in By enthalten, und
es ist lim B, = By fiir n — . Das Polygon B, liegt vollstindig in demjenigen
Kreisbogenzweieck, welches von ¢, und der Peripherie des Einheitskreises be-
grenzt wird und welches das Polygon B, nicht enthilt. Wihlt man die Seite gx
immer aus einem und demselben logarithmischen Ende, so strebt dieses Zweieck
gegen einen wohlbestimmten Randpunkt { des Einheitskreises, und dasselbe gilt
somit auch fiir das Polygon B, (vgl. S. 328). _

Die einander zugeordneten Seiten des Polygons B, +Bn werden ineinander
ibergefithrt vermittels gewisser linearer Transformationen. Da die Anzahl dieser
Transformationen endlich, und die geschlossene Fliche B, -+ B, einfach zusam-
menhingend ist, so ist die von diesen Transformationen erzeugte Gruppe 3,
eine fuchssche Gruppe vom Geschlechte Null. Aus der Konstruktion der Gruppe
3, folgt sofort, dass jede erzeugende Substitution der fuchsoiden Gruppe X von
einem gewissen n ab in der Menge der Erzeugenden von 3, enthalten ist, und
es gehdrt somit auch jede beliebige Substitution der Gruppe X der Gruppe =,
an, sobald » eine gewisse Grenze iiberschritten hat. ‘

27. Nach der klassischen Poincaréschen Theorie gehort nun zu der Gruppe
3, eine bis auf eine lineare Transformation wohlbestimmte, in dem Fundamental-
bereich B, + Bn einwertige automorphe Funktion. Diese Transformation legen -
wir dadurch fest, dass wir die Werte der Funktion und ihrer Ableitung im
Nullpunkte [=o0 vorschreiben, z. B. gleich o bzw. 1 setzen, und den Pol §,
der Funktion in einen beliebig gewihlten Punkt des Bereiches B, verlegen. Die

derart normierte Funktion bezeichnen wir mit @.(J).
43—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 10 mars 1932. .
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Zwischen den fuchsschen Funktionen @.({) und w({), welche beide in bezug
auf die Gruppe =, automorph sind, besteht eine algebraische Relation vom Ge-
schlechte Null; sie ergibt sich durch Elimination der Veriinderlichen { aus den
Beziehungen ‘

(3') z=gull), 1w=0().

Jedem Wert von z ist ein wohlbestimmter Wert der Funktion w zugeordnet,
wihrend umgekehrt jedem Wert der letztgenannten Funktion so viele verschie-
dene Werte von ¢, entsprechen, wie die Anzahl der in B, + B, enthaltenen
Fundamentalpolygone B, = B; + B, angibt.
Diese Anzahl ist aber gleich m=4% + p-n,
und es ergibt sich folglich, dass die durch
die Gleichungen (3') definierte algebraische
Relation sich aunf eine rationale Funktion

w = wn(2)

der Ordnung m reduziert. Beriicksichtigt man
die Art, in Welcher sich die geschlossene
Fliche B,+ B, aus den Teilpolygonen B,
zusammensetzt {vgl. Fig. 4), so ersieht man
ferner, dass diese rationale Funktion simt-

liche Werte w einfach annimmt, mit Aus-

.
Fig. 6.

nahme der Werte a,, ..., a4, welche sie in
gewissen p, den KEckpunkten des Kernpolygons entsprechenden Punkten mehr-
fach, und zwar mindestens (27 + 1)-fach annimmt®; vgl. Fig. 6, wo die geschlos-
sene Fliche schematisch dargestellt ist, welche entsteht, wenn die zugeordneten
Randpunkte des Fundamentalbereiches B, + B, miteinander identifiziert werden;
die Figur entspricht dem Fall p=3, k=1, n=2. Die iiber der w-Ebene aus-
gebreitete Riemannsche Fliche I'") dieser Funktion ist also tiber jedem von den
Grundpunkten a, verschiedenen Punkte unverzweigt, withrend sie iiber dem Grund-
punkt a, genau u, verschiedene algebraische Windungspunkte besitzt, deren Ord-
nungen fiir 7 — o {iiber alle Grenzen wachsen.
Um nun den Grenzitbergang n — o vorzunehmen, werden wir beweisen,
dass die Funktlonenfolge pn eine normale Schar blldet d h. dass aus jeder

! Die Mehrfachkeit dieser Stellen ist genau glelch 2n + 1, falls das Kernpolygon keine
»Durchmesser» enthilt.
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unendlichen Folge dieser Funktionen eine Teilfolge ausgewiihlt werden kann,
welche in jedem inneren Bereich des Kreises |{| < 1 gleichmiissig konvergiert.
Der Beweis ergibt sich unter Anwendung des Komsrschen Verzerrungssatzes in
folgender Weise.

Da die automorphe Funktion w(f) in jedem Polygon B, einwertig ist,
und da diese Polygone sich im Innern des {-Einheitskreises nicht hiufen, so
gibt es zu jeder Zahl » des Intervalles 0 <7< 1 eine (nur von » und der gegein-
seitigen Lage der Grundpunkte @, abhiingige) positive Zahl d (d <1 —7), so dass
jeder Kreis C(d, {) vom Radius d, dessen Mittelpunkt { im Kreise || < r liegt,
von der Funktion w({) schlicht abgebildet wird. Wir iiberdecken nun den Kreis

|Z] =» mit einer endlichen Anzahl 4 von Kreisen C ({j, ‘é'm), dessen Mittel-
punkte innerhalb des Kreises |[|<r gewiihlt werden, so dass ,=o und
& —Goal < v=2,...,4).

Die Funktion ¢u({) nimmt in zwei Punkten [, denen zwei verschiedene
Werte von w(() entsprechen, ebenfalls verschiedene Werte an. Jeder Kreis
C(d, {,) wird also auch von jener Funktion schlicht abgebildet. Die in der
z-Ebene belegenen Bildgebiete enthalten, sobald » eine gewisse Schranke iiber-
schritten hat, nicht den Unendlichkeitspunkt, denn ¢, wird ja in ihrem Funda-
mentalbereich nur in einem Punkt unendlich, und dieser Pol, den wir in das
Polygon B, verlegt haben, strebt fiir # — oo gegen den Rand des Einheitskreises.
Wir konnen somit in jedem der Kreise C(d, ) den Verzerrungssatz zur An.
wendung bringen, und finden so, wenn wir mit dem Kreise C(d, o) beginnen
und beachten, dass @a.(0)=o0, ¢, (0)=1, dass die absoluten Betriige von sowohl

¢n als ihrer Ableitung ¢, im Kreis O (g, o) vom Radius g, und somit ins-

besondere im Mittelpunkte {, des Kreises C(d, {,), unter gewissen numerischen,
von # unabhingigen endlichen Schranken liegen. Geht man nun der Reihe nach
zu den Kreisen C(d, L), ..., C(d, £, iiber, so ergibt sich schliesslich durch wie-
derholte Verwendung des Verzerrungssatzes, dass siimtliche Funktionen |g.],
von einem gewissen % ab, fiir |{| =< » unter einer von #» unabhiingigen endlichen
Schranke M, liegen.

Weil die Funktionen ¢, also im Kreise |{]| = » gleichmiissig beschriinkt

sind, so folgt aus dem Vitalischen Satze, dass eine  unendliche Teilfolge

. . . . , d . v
@n, w=1,2,...) existiert, welche in dem Kreise |{]|= > gleichmiissig konver-
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gent ist. Und da die gleichmiissige Beschrinktheit dieser Funktionen im erst-
genannten Kreis besteht, wie nahe an Eins die Zahl » immer gewihlt wird, so
schliesst man mit Hilfe des genannten Satzes weiter, dass deeselbe Teilfolge in
jedem vorgegebenen inneren Bereich des Kreises |{| < 1 gleichmiissig konver-
gent ist, w. z. b. w.

Bs sei nun U eine beliebige Transformation der Gruppe =X.. Sie gehort
von einem gewissen Wert » ab zu siimtlichen Niaherungsgruppen 3, und da
die Funktion ¢, gegeniiber der Substitution U invariant ist, so besitzt auch die
Grenzfunktion

@(£) = lim ¢, (£)

Pr=a

dieselbe Eigenschaft. Diese Funktion ¢(5), weleche nach Obigem im Einheitskreise
|Z] < 1 reguliir ist, ist somit in bezug auf die Gruppe X automorph. Kombi-
niert man weiter die Tatsachen, dass die Funktion ¢, im Polygone B, einwertig
ist, und dass B, — Br fiir »— o, so folgt durch eine bekannte Schlussweise,
die hier unterdriickt werden kann, dass ¢({) ebenfalls im Fundamentalbereiche
By einwertig sein muss.

Hiermit ist die Existenz einer in bezug auf die Gruppe 3 automorphen,

einwertigen Funktion ¢({) vollstiindig nachgewiesen worden.

§ 8. Bestimmung des Typus der Fliche [),.

28. Wenn ¢(f) eine zu der Gruppe X gehorige einwertige automorphe

Funktion ist, so definieren die Gleichungen

z=g(l), w=w()

eine Losung z = z(w) unseres Problems. Die Umkehrfunktion w == w(z) existiert
in einem einfach zusammenhiingenden Gebiet G der z-Ebene, dessen Rand I” ent-
weder ein Kontinuum (hyperbolischer Fall) oder ein Punkt ist (parabolischer Fall).
Die allgemeine Losung des Problems ist durch den Ausdruck '

9(2(w))

gegeben, wo g(z) eine beliebige innerhalb G eindeutige und einwertige Funktion
bezeichnet.

Es soll nun gézeigt werden, dass die gesuchten Riemannschen Flichen,
welche durch die Ergebnisse der letzten Abschnitte vollstindig analytisch be-
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stimmt worden sind, simtlich vom parabolischen Typus sind, woraus sich sogleich
die weitere Folgerung ergibt, dass die Funktion ¢ sich auf eine lineare Trans-
formation reduzieren muss. Hs geniigt hierzu zu beweisen, dass die Berandung
I' des Wertgebiets G der speziellen, durch die Konstruktion des vorhergehenden
Paragraphen gewonnenen automorphen Funktion ¢(f) aus einem einzigen Punkt
besteht, welcher dann kein anderer als der unendlich ferne Punkt sein kann,
weil ja die betrachtete automorphe Funktion innerhalb des Hinheitskreises regu-
lar ist (vgl. 8. 340).

29. Der Beweis ergibt sich durch ein nidheres Studium der automorphen
Funktionen g,,({), als deren Grenze die fuchsoide Funktion ¢({) gewonnen wurde.

Es sei zunichst daran erinnert, dass die Beziehungen
g = @m(C)y w = w(g)

w als eine rationale Funktion ,(z) des Grades % + p-n, von z definieren.
‘Die entsprechende Riemannsche Fliche F{, welche iiber dem Grundpunkt a;
(=1, ..., q) w verschiedene algebraische Windungspunkte hat, geht fiir 7 — o in
die gesuchte Riemannsche Fliche F), iiber. Den Windungspunkten entsprechen
in der z-Ebene gewisse mehrfache Stellen der Funktion w,(¢), deren Anzahl un-
abhéingig von » gleich p ist, wihrend ihre Ordnungen mit » ins Unendliche
wachsen (vgl. 8. 338 und Fig. 6). Von entscheidender Bedeutung fiir die zu unter-
suchende Frage ist nun, wie sich die Lage dieser mehrfachen Stellen bei unbe-
schrinkt wachsendem v idndert. '

Hieriiber kann man mit Hilfe des Verzerrungssatzes zunichst folgendes
schliessen. Weil simtliche Funktionen ¢,, in einem gewissen Kreise || < d
(0<d< 1) regulir und einwertig sind, und weil ferner ¢, (0o)=o0 und ¢; (0) =1,
so wird der genannte Kreis von ¢, auf ein Gebiet der z-Ebene konform abge-

bildet, welches fiir jedes » den Kreis |#| <§ enthiilt. Hieraus folgt, dass die
erwihnten mehrfachen Stellen, welche ja als Randwerte der Funktion ¢, auf-
treten, fiir jedes v ausserhalb der Kreislinie |z]| :i liegen miissen.

Genaueren Hinblick in das Verhalten der mehrfachen Stellen erhilt man,

wenn man von der Funktion i, zu ihrer Schwarzschen Ableitung -

’ ’
" r 3 W, e
lwy, 2} = — — 2 |—=
1wy 2 \w,
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iibergeht. Eine einfache Rechnung zeigt, dass dieser Ausdruck an jeder ein-
fachen Stelle z der Funktion w, reguldr ist, wihrend sie an jeder mehrfachen
Stelle einen Pol zweiter Ordnung besitzt, unabhingig von der Ordnung dieser
Stelle. Da somit die totale Polanzahl von {w,, z} gleich 2p ist, so folgt hieraus,
dass diese rationale Funktion die von » unabhingige Gradzahl 2p hat. Nun strebt

die rationale Funktion w, fiir |z| <i~f und v >« gegen die Grenzfunktion w,

und die Schwarzsche Ableitung jener Funktion somit gegen die Schwarzsche
Ableitung dieser Funktion. Da eine rationale Funktion festen Grades offenbar
als Grenzfunktion nur eine rationale Funktion hiéchstens desselben Grades haben
kann, so schliesst man hieraus weiter, dass die Schwarzsche Ableitung {w, z} der
Grenzfunktion w(e) eime rationale Funktion R(z) ist, deren Gradzahl wnicht hoher

als 2p wst:

N/_I/I ' IUH )
(8) - 3 () — R().

Im vorhergehenden Abschnitte haben wir gefunden, dass die wesentlichen
Singularititen der Funktion w(z) entweder ein Kontinuwm I' bilden, oder sich
auf emmen einzigen Punkt, z ==, reduzieren. Aus der Differentialgleichung (8)
ist nun ferner zu sehen, dass w(z) mit dem Charakter einer rationalen Funktion
in der ganzen zEbene fortgesetzt werden kann, hichstens mit Ausnahme der
endlich vielen Pole der Funktion R(z). Also ist die erste der obengenannten
Mobglichkeiten ausgeschlossen; das Wertgebiet G- der Funktion z==z(w) umfasst
somit die ganze endliche Ebene, und die zu untersuchenden Riemannschen ¥li-

chen sind folglich simtlich vom parabolischen Typus.' -

! An anderer Stelle (Vier Vorlesungen iiber die Werleverteilung der eindeutigen analytischen
Funktionen, Abhandlungen aus dem math. Seminar der Universitit Hamburg, Bd. 8, H. 4, 1931)
habe ich folgendes hypothetisches Kriterinm aufgestellt zur Unterscheidung des parabolischen
und des hyperbolischen Typus einer transzendenten, einfach zusammenhingenden Riemannschen
Fliche, deren Windungspunkte iiber einer endlichen Anzahl von Grundpunkten verteilt sind: Die

Fliiche bestehe aus einem Grundblatt B,, neben welchem sich die Blitter B,, B,, ... kranzformig
lagern. Jedem Punkt a eines Blattes B, wird die Zahl
b—1
0 m((l) =

=

zugeordnet, wo & angibt wie viele Blitter um den betreffenden Punkt ¢ im Zyklus vereinigt sind;
fiir eine einfache Stelle a ist also f+(a) = o, fiir einen Windungspunkt unendlicher Ordnung

0v(@)=1. Die (endliche) Summe Z 0v(a) = 0v heisse Verzweigtheit des Blattes By. Den Grenzwert
()
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Hieraus lisst sich iiber die rationale Funktion R(z) folgendér wichtige
Schluss ziehen. Da die Funktion w(z) innerhalb des Gebietes G, also in
Jedem endlichen Punkt der zEbene, lauter einfuche Stellen hat, und da ferner,
wie schon oben bemerkt worden ist, die Schwarzsche Ableitung an einer ein-
fachen Stelle immer regulir ist, so folgt, dass die Funktion B im Endlichen
iitberhaupt keine Pole haben kann. Dies zeigt, dass die mehrfachen Stellen der
Niherungsfunktion ,,, deren Multiplizitit fiir v —0 unbeschriinkt wiichst, an
der Grenze alle im unendlich fernen Punkte z = oo zusammenfallen.

Die Schwaresche Ableitung der meromorphen Funktion w(z) reduziert sich auf
etn Polynom.

Aus dem Vorstehenden ergibt sich fiir die Gradzahl dieses Polynoms die
obere Schranke 2p. Im nachfolgenden Paragraphen soll gezeigt werden, dass
diese Gradzahl gleich p—2 ist.

30. Durch die Ergebnisse dieses Abschnittes hat unser auf S. 303 auf-
gestelltes Problem nunmehr eine vollstindige Liosung erhalten. Zusammenfassend

kénnen wir folgendes Resultat aussprechen:

Falls die Anzahl q der gegebenen Grundpunkte a, gleich zwei ist, so tst not-
q

wendigerwerse p = Z wy=2, d. h. u, = py,=1. Die einzige Funktion z(w), welche
v=1

samtlichen geforderten Bedingungen geniigt, ist tn diesem einfachsten I'all

w— o
log ———

B -
w—a,

oder eine lineare Transformation dieses Ausdruckes.

n
L1
0——hmn20v
1

nenne ich (falls er existiert) die mittlere Verzweigtheit der Fliche. Aus mehrfachen Griinden liegt
die Vermutung nahe, dass die mittlere Verzweigtheit grosser oder gleich zwei ist, und dass die
Fliche in jenem Fall zu dem hyperbolischen, in diesem zum parabolischen Typus gehdrt. (Wenn
das arithmetische Mittel der Verzweigtheit der n ersten Bldtter hinreichend langsam gegen die
Grenze 2 konvergiert, scheint indes auch im Falle § = 2 der hyperbolische Typus moglich zu sein.) —
Berechnet man nun die mittlere Verzweigtheit der in dieser Abhandlung untersuchten Riemannschen
Flichen, so findet man fir alle Blitter, ausser den zu dem Kernpolygon gehodrenden, ¢, =2, und
unsere Hypothese weist also, in Konformité#t mit dem oben gefundenen Resultat, dieser Fliiche den
parabolischen Typus zu.
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Wenn g=13 ust, so vst das Problem dann und nur dann losbar, wenn p=2u,
Jir v=1,...,q. Im Falle q=p=13 ist die Lisung z(w) bis auf eine lineare
Transformation eindeutiy bestimmt. Fiir p>3 erhdlt man dagegen stets unendlich
veele wesentlich verschiedene Liosungen, indem jedem der auf S. 318 definierten Flichen-
typen (bzw. jeder der auf S. 226 charakterisierten Gruppen 3) eine bis auf eine lineare
Transformation wohlbestimmte Funktion z(w) entspricht, welche simtliche geforderten
Figenschaften besitet. ’

31. Bemerkung. — Wir haben die gesuchten Funktionen z(w) als Grenz-
werte gewisser einwertiger algebraischer Funktionen z,(w) (Umkehrfunktionen
der oben mit w,(¢) bezeichneten rationalen Funktionen) bestimmt, deren Rie-
mannsche Flichen Il iiber dem Grundpunkt a, genau w, verschiedene alge-
braische Windungspunkte besitzen, deren Ordnungen gleichzeitig mit » ins Un-
endliche wachsen. Man fragt sich nun, ob die Konstruktion dieser algebraischen
Funktionen nicht direkt auf algebraischem Wege, ohne Zuhilfenahme der Hilf-
stranszendenten {(w; a,, ..., a;), moglich wiire. In den einfachsten Fillen ist
dies auch tatsfichlich der Fall; man vergleiche hierzu meine Arbeit Herstellung
transzendenter Funktionen als Grenzwerte rationaler Funktionen (Acta mathematica,
T. 55, 1930), wo diejenigen Flichen I, konstruiert wurden, deren Kernpolygone

unzerlegt sind, unter der zusiitzlichen Bedingung, dass die Grundpunkte @, in
2aVE

w=e 1 belegen sind (» =1, ...,¢). In dem allgemeinsten Fall, dem die vorlie-
gende Untersuchung gewidmet ist, bietet jedoch die Konstruktion der Niherungs-
funktionen z(w) Schwierigkeiten, welche mit elementaren Methoden, ohne Her-

anziehung uniformisierender Transzendenten, kaum zu iberwinden sind.

§ 9. Uber meromorphe Funktionen deren Schwarzsche Ableitung ein
Polynom ist.

32. Die Ergebnisse der letzten Abschnitte haben uns zur Untersuchung
der Differentialgleichung

(©) w3 (E”)z — P)

w 2\ w

gefiihrt, wo P(¢) ein Polynom ist. Setzt man '~ %—g, so gentigt g der homo-

genen Gleichung
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(10) 9"+ Ql)g o,

I . . . . 7.
wo Q= ; P, und jede Losung  von {9) kann als Quotient von zwei linear un-

abhingigen Liosungen der Gleichung (1o0) geschrieben werden. Da ¢ im End-
lichen regulir ist, so sind die Losungen von (10) ganze, und diejenigen von
(9) meromorphe Funktionen.

Im folgenden wollen wir, ganz unabhiingig von den vorhergehenden Unter-
suchungen, die asymptotischen Eigenschaften einer durch die Gleichung (10) definier-
ten Funktion ¢ untersuchen, wobei wir annehmen, dass ¢ ein beliebig vorge-
gebenes Polynom ist, dessen Gradzahl mit p—2 bezeichnet werden soll (p= 2).
Zur asymptotischen Integration dieser Differentialgleichung eignet sich besonders
gut eine Methode, welche von E. HinLe in verschiedenen Arbeiten! zur Unter-
suchung der Verteilung der Nullstellen einer durch die Gleichung (10) (oder noch
allgemeinere Gleichungen) definierten Funktion angewandt worden ist. Mit dem
Hinweis auf die diesbeziiglichen Arbeiten von Hinne, wollen wir im Anschluss
an ihn in aller Kiirze die asymptotischen Eigenschaften der ganzen Funktionen

¢(2) studieren.

33. Mit Hiwre transformieren wir zunichst die Gleichung (10) durch die
Tiouvillesche Transformation

(r1) v j Vdz, y= QU g,

wodurch (10) in
(12) y' + (1 +h)y=o

iibergeht, mit

1Q\? 13
S (19) ¢

B \dz) ° s
IGQ“

Da @, und also auch A(x), eine mehrdeutive Funktion von z ist, wollen wir

sogleich einen bestimmten Zweig dieser Funktion festlegen.

! E. HiLLe: Zero point problems for linear differential equations of the second order Mate-
matisk Tidskrift, B, N:o 2, 1927) und On the zeros of the functions of the parabolic cylinder {Arkiv
for matematik, astronomi och fysik, B. 18, N:o 26, 1924.

44--31356. Acta mathematica. 58. lmprimé le 10 mars 1932.
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Vorausgesetzt, dass das Polynom ¢ durch Multiplikation der Variable z
mit einer passenden Konstante auf die Form '

p2
Q)= —"=2r"2 4 ¢ 2?3 + .-

gebracht worden ist, schlagen wir um den Nullpunkt einen Kreis |z]| = g, der
alle Nullstellen von @(z) enthilt, fixieren im Punkte z = g, denjenigen Zweig

von V Q(z) der dividiert durch z;]g 1 (2 reell und 241 > o) fiir z— + oo gegen

+ 1 strebt, und setzen diesen Zweig analytisch fort im Gebiete
(13) |zl = ¢y, largz] <6y,

wo 6, eine beliebig gewihlte positive Zahl bezeichnet. Man hat dann in (13)
fiir 2 — '
ATPL P4

x~id, ]
~eer, 2 ER
4p* &% 4p® x

Die Umkehrfunktion z bildet das durch die Beziehungen
(14) |zl= 7, va=Zarge<(v+ 1) (v=o0, t1,..)

definierte Gebiet A4, auf ein Gebiet der z-Ebene ab, welches von der Bildkurve
des Kreises |x|=r, (die fiir geniigend grosse r ausserhalb des Kreises |z| =g,
verliuft) und von zwei Kurven L,.; und L, begrenzt wird, welche als Bilder

der zwei Begrenzungsstrahlen des Gebietes 4, ins Unendliche laufen und asymp-

totisch in einem beliebig kleinen Winkel um die Halbstrahlen arg z = (V - ;) ijr

bzw. arg z = (v + ;) 2}? belegen sind.

Nach dieser Vorbereitung gehen wir mit Hinnr zu der zu (12) assozierten
Integralgleichung

oo

(15) yl) = gola) + f sin (2 — ) h(s)y () ds

€
iiber, wo g, eine Partikulirlosung der Gleichung

Y, Y=o
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bezeichnet. Setzt man insbesondere y,=¢'* und fithrt man w=ye¢~* als neue

Variable ein, so ergibt sich fiilr # die Gleichung

(15) w(x) =1+ EI;/(I — ¥ =) h(s)u(s)ds,

wobei als Integrationsweg ein Halbstrahl H gewihlt wird, welcher dem Kreis

s|=1, (vgl. Fig. 7) nicht begegnet und entweder der reellen Achse parallel ist
o \Vg !

oder in der oberen Halbebene endigt. Man verifiziert un-
mittelbar, dass jeder Partikularlosung # dieser Integral-
gleichung tatsiichlich eine Losung y = ue'® der gegebenen
Differentialgleichung (12) entspricht.
Wir wihlen nun einen beliebigen Punkt s='90, der P«

in dem ungestrichenen Gebiete #y der s-Ebene liegt
(F_igur 7), und fixieren hier denjenigen Zweig von h(x)
der (je nach der Lage von x in Ay) zu einem der Ge-
biete As,—1, A2y, As,y1 gehort. Von diesem Anfangswert
h{x) ausgehend wird nun durch sukzessive Approxima-

s=x~ H

Fig. 7.

tion eine Partikularlésung von (15) konstruiert, indem

*

i) = 1 + - f (1 — 2 6) (5} sty (5) s
@
und u, =0 gesetzt wird. Es wird dann

=]

() — i () = 217/ [ (1 — 26— h(s) (stn—1(s) — un—2(s)) ds,

@

und also, falls M, = max |u,(s) — un—1(s)| auf dem Halbstrahl H .

Mng%—ljh 6o || h(s)] | s

Nun ist auf H .
| I — ezz‘(s—:t)l <714+ e--?;‘;(s-—x) =2

b

und da fiir jeden Punkt der Gebiete 4, (|| = p)
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| 2(s)| < j

a?
b

wo 7 eine passend gewihlte, von s unabhingige Zahl ist, so wird

],Idsl Aalr)]
Ris)||ds| = , == )
f' il sl = f sl = gl)

wo J(x) die Entfernung des Nullpunktes von der Geraden I/, und « den in

Figur 7 angegebenen Winkel (0 = |« < 7r) bezeichnet. Kine leichte Betrachtung
zeigt ferner, dass in 4y |
[«
<
8 Ty

gilt, und mithin wird

Il[n, é 7”;/‘ I'[II—I .

0

Durch eventuelle Vergrosserung der Zahl r, kann man immer erreichen, dass
p . I Y
ro=>2mh. Dann gilt M, < M, \, M, =1, woraus folgt, dass die Reihe

x

Al
Uy == Z 4y — 0y 1)

1

1 ./ gleichmiissig konvergiert. Die Grenzfunktion u(r), welche eine Partikular-

lésung der Gleichung (13) darstellt, geniigt in demselben Gebiete der Ungleichung

(16) | u(s) Z'u,——u,_.1| J[ < 2,

v —1

und mithin wird nach (1g)

J 2he(x) . {1
(17) w()—1]< 2 [ his)||ds]= L= ( )
/ el =11 <2 [1@llas]="LE 0 < o)
im ganzen Gebiete .7,.
Wenn nun x ein beliebiger Punkt des oben betrachteten Gebietes .7y ist,
so ldsst sich, wie unter Anwenduung des Cauchyschen Integralsatzes sofort er-
sichtlich wird, der Integrationsweg [ in positiver oder negativer Richtung
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soweit “drehen, bis er mit der negativen bzw. positiven reellen Achse parallel
wird, vorausgesetzt dass er hierbei dem Kreis |s|==17, nicht begegnet. Hieraus
folgt, dass die Besziehung (17) in jenem weiteren Gebiet besteht, welches von
dem Gebiet Ap iberstrichen wird, wenn man den Halbstrahl H zuerst in
der Richtung der positiven reellen Achse nimmt und ihn dann um den Winkel
7 dreht, ein Gebiet, welches das Gebiet As.—; + Ay, + Assi1 enthiilt, bis auf
die niichste Umgebung der zwei Begrenzungsstrahlen argz = (2v— 1)z bzw.
arg x = (27 + 2)7. Bezeichnet man nun die der betreffenden Funktion u(x)
entsprechende Losung y = ue’® von (15) mit ya,, so gilt also die asymptotische

Beziehung
(R - {
(18) | Yar(x) =€ (I + 0(90))

auf jedem Halbstrahl argx = des Gebietes (2v— 1)w < w < (2v + 2).

34. Setzt man in (15) statt y,=e'?, y,=¢"* ein, so ergibt sich durch
eine der obigen vollkommen analoge Betrachtung die Existenz einer Losung
Y =1y2.—1(x) der Differentialgleichung (12), welche auf jedem Halbstrahl arg z= o,

(2v —2)mr<w < (2v + 1)r, die asymptotische Entwicklung

(19 pale) =<1+ 0(1)

hat.

Nach den asymptotischen Entwicklungen (18) und (19) existiert fiir jedes
¢>o0 eine Zahl 7y, so dass die Losung %, (»=0, 1, ..., p—1) im ganzen Gebiete
w—1nrm+e<argz<(v+2)mr—e von Null verschieden ist. Wegen dieser Eigen-
schaft sollen diese Funktionen als defekte Losungen der Gleichung (12) bezeichnet
werden.!

Die zwei defekten Losungen y, und #.41, welche in keinem Punkte des
Gebietes

(20) |argze — (v + 1)7w| < w— ¢

verschwinden, sind von einander linear unabhingig. Dies ergibt sich sofort aus
den Beziehungen (18) und (19), nach welchen die eine dieser Funktionen auf
einem der reellen Achse nicht parallellen, im Gebiete (20) befindlichen Halbstrahl

! HILLE bezeichnet solche Losungen als »truncated solutions»; vgl. z. B. die erste der auf
8. 345 zitierten Arbeiten, S. 29,
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fiir & —> o gegen Null strebt, wihrend die andere daselbst ins Unendliche wiichst.
Bezeichnet nun y eine Losung, welche sowohl von y, wie von #,11 linear un-
abhiingig ist, so existieren somit zwei von Null verschiedene Zahlen ¢, und ¢,+1
derart, dass y = ¢, 4y + ¢y41%»+1. Nimmt man fiir einen Augenblick die ganze Zahl
v gerade an, und setzt man

€' + Cyppr167 = ¢ sin (x —x,) (¢ & o),
so folgt aus den asymptotischen Beziehungen (18) und (19), dass
(21) y(x) ~ esin (x — )

gilt in delhjenigen Teilgebiet von (20), das von diesem Gebiet iibrig bleibt, wenn

man die Nullstellen xy,—nw (n=o0, 1,...) der Funktion sin{x—x, durch kleine
Kreise €, vom Radius ¢ (o <0< 75) isoliert.

Hieraus folgt unter Anwendung des Argumentprinzipes, dass die betrach-
tete Funktion y, welche nach (21) in dem ausserhalb der Kreise (), fallenden
Teil des Gebietes (20) von Null verschieden ist, in jedem der ausserhalb des
Kreises |x|=r, befindlichen Kreise C, genau eine Nullstelle hat, sobald 7, hin-
reichend gross gewihlt wird. Die innerhalb (20) liegenden Nullstellen von ¥
fallen somit simtlich in eine beliebige Winkelumgebung der negativen reellen
Achse, und die Anzahl der innerhalb des Kreises |x|=r liegenden dieser Null-

stellen ist somit asymptotisch dieselbe wie fiir sin(x— x,), also ~ ~:
7

Das KErgebnis ist vollkommen analog, falls » eine ungerade Zahl ist. Die
Nullstellen von y(x) liegen dann in der niichsten Umgebung der positiven
reellen Achse. ’

35. Wir gehen nunmehr vermittels den Transformationen (11) zu den Va-
riablen z und ¢ zuriick. Als Zusammenfassung der obigen Ergebnisse lisst sich
dann folgendes sagen:

Fulls das Polynom € von (p--2)-tem Grade ist, so besitzt die Differential-
gleichung (10) p >defektes Lisungen gy, gy, . . ., Ip—1 von nachstehender Eigenschaft:
Die Funktion g, hat tm Winkelrawme

(22) argz — 21V 37, (¢ > o)
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die asymptotische FEntwicklung
(23)  loggule) ~ 1t £,

wo das obere oder untere Vorzeichen zu mehmen ist, je nachdem v ungerade oder
gerade ist. Die defekte Losung g, verschwindet mithin hichstens in einer endlichen
Anzahl von Punkten des Winkelraumes (22). '

Jede wvon sowohl g, als g,+1 linear unabhdingige Losung g¢(z) verschwindet da-
gegen in unendlich vielen Punkten des Winkelraumes

argz — (29 + 1)% <e,

und zwar ist die- Anzahl n,(r) derjenigen Nullstellen, deren absoluter Betrag hichstens
gleich r dst, asymptotisch gleich

7.p/‘.l
(24) (1)~

7C

Aus der Bezichung (23) folgt sofort, dass simtliche Lésungen von (10)

ganze Funktionen von der Ordnurn,g‘,;—) sind. Unter den defekten Liosungen sind
g» und gy41 (W =0, ..., p—1; gp=g,) von einander linear unabhiingig. Dagegen
kénnen gewisse der Funktionen g, ..., gv»—2, gv+2, ..., gp—1 von ¢, linear ab-
hiingen. Es seien nun die Ldsungen g¢,,,. .., 9v, (2=q=p) paarweise linear

unabhiingig, und sei u; die Anzahl der von g,, linear abhingigen defekten

Losungen. HEs ist dann ‘u,-’SQ und Zu;=p. Wir bezeichnen im folgenden

2
die Funktionen g¢.,, ({ =1, ..., q) als defekte Fundamentallisungen der Gleichung
(10); dagegen soll eine jede von diesen Funktionen linear unabhingige Losung
normal genannt werden. '
Nach (23) strebt die defekte Losung g, fiir 2 — o« gegen Null auf jedem
Halbstrahl argz = ¢, welcher innerhalb des Winkelraumes

(15)

arg e — —— »

p

2v7w 7T
<

verliuft, wihrend sie in den umgebenden Winkelrdumen W,i; und W,—; un-
beschrinkt wichst. Hieraus schliesst man:
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Die defekten Lisungen g,, (i=1,...,q) haben in gewissen w; der Winkel-
rawme W, den asymptotischen Wert Null. In denselben Winkeln (Wi, W3, ..., Wi
streben samtliche von g, linear unabhingigen Losungen gegen Unendlich.

Je zwei der Winkel W} werden von mindestens einem der ubrlgen Winkel-
rdume W, getrennt. Die Anzahl der Halbstrahlen
(H) . argz — 27 07

; P

welche als Schenkel der erstgenannten Winkel erscheinen, ist somit gleich 2u;.
In der Umgebung dieser und nur dieser Schenkel ist die defekte Losung g,
asymptotisch von Null verschieden. Eine normale Lésung g verschwindet da-
gegen unendlich oft in der Umgebung siimtlicher Halbstrahlen. H,. Bezeichnet
nun %(r, g) die Anzahl der innerhalb des Kreises |z]| < » belegenen Nullstellen
von ¢, so gelten somit nach (24) die asymptotischen Beziehungen

(23) n(r, g)~

Die obigen Resultate lassen sich jetzt ohne weiteres auf die urspriinglich
gegebene Differentialgleichung (9) tbertragen. Thre allgemeine Losung ergibt
sich als eine lineare Transformation des Quotienten

wo G, und (G, zwei beliebige linear unabhiingige Losungen der Gleichung (10)
sind. Setzt man fir diese Funktionen zwei normale Liosungen ein, so existieren
fiilr jedes v==1, ..., p vier von Null verschiedene Zahlen a., 8,, y», d, von nicht-

verschwindender Determinante (,d, —8,y,==0), so dass
Gl = yfy + 5vgv+1a Gz = Yulfy + ngv+1-

Im Winkelraume W, gilt nun gemiiss (23) ¢g» — 0, ¢s41 — o fiir 2 —co, und

somit

B

w = G 67 = (.

Dasselbe Resultat besteht in jedem Winkel, wo g, gegen Null strebt, und es
folgt also aus dem auf 8. 3350 ausgesprochenen Satz:
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In den w; Winkelraumen W% (@=1,...,u) hat die meromorphe Funktion
w(z) etn und denselben asymptotischen Wert a; (= ¢,).

Die Werte a; (i =1, ..., q). sind séimtlich unter einander verschieden. Denn

wilre a; = @; (¢ & j), so. hiitte man

Gl = a"’ig“’i + ﬂ%’g'vi‘l'l == aa’jga'j + ﬂngvj-}—ly Gg = ?’wigwi + aa'iga/i-!»l = ?/vj(]vy + 6ng¢:7~+1,
wo 3,0, — B;0,,= 0. Hieraus wiirde folgen, dass
(avi 6wj - ﬂvjyvl) Jv; = (a”ja“’j - ﬁwj?/vj) ga'j,

und somit, da die rechtsstehende Determinante voraussetzungsgemiss von Null
verschieden ist, die defekten Fundamentallssungen ¢,, und g¢,; linear abhingig

wiren, was unserer Voraussetzung widerspricht.
Da G, und (, ganze Funktionen der Ordnung ]2) sind, so ist die Ord-

nung der merombrphen Funktion w(z) hochstens dieselbe. Eine Erniedrigung
der Ordnung koénute nur dadurch zustandekommen, dass die genannten ganzen
Funktionen gemeinsame Nullstellen hitten. Dies ist jedoch nicht der Fall, denn
nach der Gleichung (10) reduziert sich die Determinante G, G, — G, (', wie immer
die zwei linear unabhingigen Loésungen G,, (f, gewiihlt werden, auf eine von
Null verschiedene Konstante. Die Ordnung der meromorphen Funktion w(z) ist

also gleich 22) :
Die Anzahl der im Kreise |z| << r belegenen Nullstellen und Pole von w(z)
-p/2
ist asymptotisch gleich 2’},“_,,, und zwar verteilen sich diese Stellen gleichméssig
7T

auf die Umgebungen der p Halbstrahlen H,, fir welche die entsprechende

-pi2
Stellenzahl asymptotisch gleich " ist. Dasselbe gilt fiir die Nullstellen der Dif-
7

T
ferenz w —a=—"——"2, falls a eine von den asymptotischen Werten a,, ..., aq

verschiedene endliche Zahl ist, denn der Zihler stellt unter dieser Voraussetzung
eine normale Losung der Differentialgleichung (10) dar. Ist dagegen « einer
der asymptotischen Werte a;, so wird der Zihler defekt, und die Funktion
w(z) nimmt den betreffenden Wert a; in der Umgebung der Schenkel der u;
Winkel Wi, ..., W (in denen sie diesen Wert a; als Grenzwert fir ¢—co

45—31356. Acta mathematica. 68. Imprimé le 10 mars 1932.
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hat) hochstens in einer endlichen Anzahl von Punkten an. Bezeichnet man nun
die Anzahl der innerhalb des Kreises |z| < + liegenden Stellen 2z, wo die Funk-
tion w einen vorgegebenen, endlichen oder unendlichen Wert ¢ annimmt, mit

n{r, a), so wird somit

prp/z

6 )~ P
(26) n(r, a) —
ausser fiir a =a,, ..., aq, fir welche Werte

(26) n(r, a) ~PT2H g

T

36. Wir kommen schliesslich zu dem Verhalten der snwversen Funktion z(w)
der oben betrachteten meromorphen Funktion w(z). Nach einem klassischen
Satz von Iversen entspricht jedem der asymptotischen Werte a; eine transzen-
dente Singularitit der Umkehrfunktion z(), und da zwei Konvergenzwegen,
welche ineinander nicht stetig deformierbar sind, immer zwei verschiedene trans-
zendente Stellen entsprechen, so schliesst man, dass die Anzahl der iiber dem
Punkt «w = a; liegenden transzendenten Singularititen mindestens gleich u; ist.

Andererseits sieht man leicht ein, dass z{w) ausser den gefundenen trans-
zendenten Stellen keine weiteren kritischen Stellen hat. Denn jeder der oben
betrachteten verschiedenen transzendenten Stellen wiirde in der z-Ebene ein
Konvergenzweg entsprechen, der auf die, den asymptotischen Werten «; ent-
sprechende Konvergenzwege durch stetige Deformation nicht zuriickgefiihrt
werden konnte. Ein solcher Weg L miisste notwendigerweise in der Niihe irgend-
eines der Halbstrahlen H, verlaufen. Nun verhilt sich aber der Quotient der
zwei defekten Losungen ¢, und g;_i in der Umgebung von L, asymptotisch wie
et22z72  Dieser Quotient, der in den benachbarten Winkelriumen W, und W,.,
gegen die asymptotischen Werte Null und Unendlich strebt, besitzt folglich in
der Umgebung von L, keine Konvergenzwege, und gilt dasselbe somit auch in
bezug auf die meromorphe Funktion w(z), welche ja durch eine lineare Trans-
formation aus dem Ausdruck g¢,/g,,, erhalten wird.

Die Umkehrfunktion z(w) hat ferner iiberhaupt keine algebraischen Sin-
gularititen. Denn jeder solchen Singularitiit entspricht eine Stelle z, wo die
Funktion w(z) den betreffenden Wert w mehrfach annimmt. Eine leichte Rech-
nung zeigt nun, dass die Schwarzsche Ableitung der letztgenannten Funktion

“an einer mehrfachen Stelle unendlich wird (vgl. 8. 342). Da diese Ableitung,
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welche im vorliegenden Falle ein Polynom ist, sich in jedem endlichen Punkt
der Ebene regulir verhilt, so ergibt sich also, wie behauptet wurde, dass keine
algebraischen Singularititen vorhanden sind.

Zusammenfassend haben wir also gefunden, das die Umkehrfunktion z(w)
ingsgesamt p = 3u; Singularititen hat, welche iber die Punkte ¢, ..., a; ver-
teilt sind. Da diese Singularititen simtlich transzendent und isoliert sind, so
entspricht jeder dieser kritischen Stellen ein logarithmisches LElement der Funk-
tion z(w) (vgl. § 1). Alle iibrigen Elemente sind eindeutig.

37. Hs ist also hervorgegangen, dass die Umkehrfunktion z(w) siimtliche
auf 8. 303 aufgeziihlten Eigenschaften besitzt. Kombiniert man nun dieses Ergebnis
mit den Resultaten der Abschnitte 2—8, so gelangt man zu nachstehendem
Endergebnis:

Wenn die analytische Funktion z(w) simtlichen auf S. 303 aufgestellten Bedingun-
gen geniigt, so ist thre Umbkehrfunktion w(2) eine meromorphe Funktion der Ordnung ]2) )
deren Schwarzsche Ablestung sich auf ein Polynom des Grades p— 2 reduziert.

Umgekehrt st jede analytische Iunktion, deren Schwarzsche Ablestung ein
Polynom .des Grades p—2 ust, eine mcrommwke Tunktion der Ordnung ];, und

thre Umbkelsfunktion z(w) besitzt (als einzige mehrdeutige Elemente) genaw p ver-
schiedene logarithmische Elemente.

Lis besteht somit eine eineindeutige Zuordnung zweschen den Losungen des in
dieser Abhandlung wuntersuchten Problems wnd den Losungen der Differential-
gleichung

{w, 2} = Ple),
wo P ein Polynom st.

§ 10. Uber meromorphe Funktionen mit vorgegebenen defekten Werten.

38. Nach einem allgemeinen Satz der Werteverteilungstheorie besitzt eine
meromorphe Funktion w(z) die Eigenschaft, dass ihr totaler Defekt um ihre

totale algebraische Verzweigtheit vermehrt héchstens gleich zwei ist:

(27) Z&(a)-l—Zy,(a)éz.
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Der Defekt d(a) und der Verzweigungsindex u(a) eines Wertes @ werden bekannt-
lich mit Hilfe der Fundamentalgréssen der Theorie der meromorphen Funktionen:
der charakteristischen Funktion 7'() und der Dichtigkeitsindizes N (r,a) und

N(r,a), auf folgende Weise definiert:

Es gilt ferner N(r, a): T'(r) — 1 fiir alle Werte a mit Ausnahme einer Null-
menge, und kann man also in den obigen Definitionen die charakteristische Funk-
tion 7' durch eine Grosse N (r) ersetzen, welche gleich einem beliebigen der einem
»normalen> Wert @ entsprechenden Dichtigkeitskomponenten N (r, a) ist.

 Besonderes Interesse erbieten diejenigen merombrphen Funktionen, fiir welche
der links in (27) stehende Ausdruck sein Maximum 2 erreicht. Diese Eigen-
schaft scheint fir die einfachsten Klassen von Funktionen charakteristisch zu sein,
und habe ich in meiner Monographie iiber die Theorie der meromorphen Funk-
tionen die Vermutung auégesprochen, dass dies wenigstens fiir diejenigen Funk-
tionen zutrifft, ‘deren Riemannsche Flichen nur iiber einer endlichen Anzahl von
Punkten verzweigt sind. Das Verhalten der einfachsten zu dieser Kategorie
zugehérenden Funktionen scheint fermer darauf hinzuweisen, dass der Defekt
d(a) als eine relative Ordnungszahl. der iiber der Stelle w—=a belegenen Win-
dungspunkte wnendlicher Ordnung der Fliche zu betrachten ist, wilhrend die
Grosse w(w) in entsprechender Weise die Menge der iiber derselben Stelle gela-
geften algebraischen Windungspunkte charakterisiert, so dass also die in (27) links
stehende Summe als Indikator fir die relative totale Verzweigtheit der Rie-
‘mannschen Fliche aufgefasst werden kann.! '

Sucht man speziell eine meromorphe Funktion zu bestim;nen, fiir welche
der fotale Defekt seinen grosstmoéglichen Wert, zwei, erreicht, so liegt auf Grund
dieser Auffassung die Vermutung nahe, dass die einfachsten Funktionen
dieser Art unter denjenigen zu finden sind, deren.Riemannsche Flichen lauter
logarithmische Windungspunkte anfweisen, eine Klasse von Flichen, zu denen die
in dieser Abhandlung untersuchten gehéren. Es soll auch im folgenden gezeigt
werden, dass die erwihnte Aufgabe, unter gewissen besonderen, sofort anzuge-
benden Bedingungen, mit Hilfe der oben bestimmten speziellen Riemannschen

Fldachen losbar ist.

! Diese Zusammenhinge habe ich eingehend in den 8. 342 zitierten Vorlesungen behandelt.
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39. Die Aufgabe lautet in priiziser Form wie folgt:

Jedem Punkt a, einer gegebenen abzdihlbaren Puwkimenge ay, ..., a,, ... sei
eine Zahl 0, des Intervalls o < 0, = 1 zugeordnet, so dass

34, = 2.

I gilt eine merohwrphc Funkteon zu bestimmen, welche die Werte «, als defekte
Werte hat, so dass die entsprechenden Defekte

d(ar) = du =1,z ...).

Nimmt man insbesondere an, dass die Anzahl der gegebenen Punkte a,
endlich ist und dass die vorgeschriebenen Defekte d, rationale Zahlen sind, so
bestimmt man eine Funktion w(z) welche die geforderten Eigenschaften besitzt in
folgender Weise.

Die gegebenen Werte « seien ay; ..., aq, und die Zahlen d, seien gleich

My N
6,,—% v=1,...,q),

a

" . \ .
wo m, und m ganze positive Zahlen sind; m, = m und Znu =2m. Wir kon-
. r==l

struieren dann eine analytische Funktion z(w), welche simtliche auf 8. 303 aufge-

zihlten Eigenschaften hat, indem wir p, = m;, und also p = 2m setzen. Es ist

folglich ,még und, falls ¢=2, auch p=2, und sind dies eben die hinrei-
chenden Bedingungen, unter denen die Existenz einer derartigen Funktion z(w)
gesichert ist (vgl. S.343). (Im Falle m > 1 ist die Anzahl derartiger Funktionen
sogar unendlich gross.) Die Umkehrfunktion w(z) einer solchen Funktion z(w)

ist gemiiss den Resultaten des vorhergehenden Paragraphen eine meromorphe

Funktion der Ordnung ,Zg:m’ welche den Wert a, als defekten Wert mit dem

20, My

Defekt = 0, hat, und mithin simtliche geforderten Eigenschaften besitzt.

§ 11. Beziehungen zwischen dem Aufbau der Riemannschen Flidche F, und
den Koeffizienten des Polynoms {w, ¢}.

40. Wenn z(w) eine einwertige Funktion ist, deren Riemannsche Fliche F)
"von einfachem Zusammenhang und mit p Windungspunkten unendlich hoher



358 Rolf Nevanlinna.

Ordnung versehen ist, so ergibt sich ihre Umkehrfunktion durch eine lineare
. . . )
Transformation einer meromorphen Funktion (2} der Ordnung 22‘, deren Schwarz-

sche Ableitung sich auf ein Polynom P,., des Grades p —2 reduziert:
/ll/"N 3 20” 9
(28) {w, 2} = — —2|—) = Ppal2).

Umgekehrt gilt (§ o), dass jede Losung w(z) einer solchen Differentialgleichung
eine in der ganzen endlichen Ebene meromorphe Funktion der Ordnung p/2
definiert, welche eine Abbildung dieser Ebene auf eine Riemannsche Fliche I7,
der oben angegebenen Art vermittelt.

Die Differentialgleichung (28) enthillt p — 1 Parameter, die Koeffizienten
des Polynoms P,_.. Durch Angabe der Werte dieser Parameter wird die Funk-
tion w(z) bis auf eine lineare Transformation, und die entsprechehde Riemannsche
Fliche F), also im wesentlichen eindeutig bestimmt. Auch in der z-Ebene kann
eine lineare Transformation, nimlich eine willkiirliche Ahnlichkeitstransformation
az + b vorgenommen werden, ohne die Struktur der Fliche I}, zu veriindern.
Durch passende Wahl der willkiirlichen Kounstanten ¢, b kann man zwe: der
p — 1 Koeffizienten beliebig vorschriebene Werte geben, und die zur Verfiigung
stehende lineare Transformation der w-Ebene erlaubt (falls p = 3) drei von den
Windungspunkten der Fliche I, in gewisse beliebig vorgeschriebene Punkte
wy, Wy, wy zu bringen. Nach diesen Festsetzungen bestimmen die frei veriinder-
lichen p—'3 Parameter endeutig die Fliche F)p, so dass jedem Wertsystem der
Parameter nicht nur bestimmte Lagen der p — 3 beweglichen Windungspunkte
Wy, « .., Wwp, sondern auch ein wohlbestimmter der auf S. 318 definierten Flichen-
typen entsprechen. Im folgenden soll diese Abhéingigkeit etwas niher studiert

werden.

41. Fdlle p = 2 und p = 3. — Die obigen Ausfiihrungen zeigén, dass die
Differentialgleichung (28) in den zwei einfachsten Fillen p =2 und p= 3 im
wesentlichen eindeutig bestimmt ist, in Ubereinstimmung mit unseren fritheren
Brgebnissen, nach denen nur eine einfach zusammenhiingende Riemannsche Fliche
existiert mit bzw. zwei und drei logarithmischen Windungspunkten. Der Fall
p = 2 entspricht, wie auch aus der Gleichung (28) unmittelbar zu sehen ist, der
logarithmischen Fliche. KEs erbietet vielleicht ein gewisses Interesse zu unter-
suchen, was aus dieser Gleichung fiir p = 3 erschlossen werden kann,
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Fiir p = 3 liisst sich die Differentialgleichung (28) auf die Normalform
{w, 2} = — 22

bringen, und die entsprechende meromorphe Funktion w(z) kann als Quotient

von zwei Fundamentallosungen 4 und B der homogenen Gleichung
(29) 9" =zeyg

dargestellt werden (vgl. 8. 345). Setzt man fiir ¢ eine Potenzreihe mit unbe-

stimmten Koeffizienten ein, so erhilt man

a

g3v+1 23V

(30) A=225 (3v—1) B=21-4 - (39—2) >

0 (3v+1)! o . (39)!
wo die ersten Koeffizienten die Werte A’(0) =1 und B(o)= 1 haben. Unter
Anwendung der klassischen Sitze tiber das Anwachsen einer Potenzreihe schliesst

man aus diesen Entwicklungen, dass die ganzen Funktionen 4 und B von der

Ordnung 2— sind, in Konformitit mit unserem fritheren Resultat, wonach o:(z)

die Ordnung ]—272:2 haben soll.

Die drei Windungspunkte der Fliiche I, mogen iiber den Stellen i = a,, «,, a4
belegen sein. Nach § 9 strebt w(z) gegen den asymptotischen Wert a,4: auf
< 7; (v=o0, 1,2). Nun nimmt

jedem Halbgtrahl des Winkelraumes argz — v - 2z

die Funktion w, wie aus (30) zu ersehen ist, auf der positiven reellen Achse reelle,
positive Werte an, und der dieser Achse entsprechende Grenzwert a, hat also

ebenfalls einen positiven Wert » > 0. Weil die Ableitung w' = »];2 > o fir re-

elles 2, so wird die positive reelle Achse (0, ) in das einfache Segment (o, »)
der reellen Achse der w-Ebene iibergefiihrt. Beachtet man, dass nach (30)

i

w(eg) =sw(z), wo e==e3 | so folgt hieraus weiter, dass die Halbstrahlen Ly,
und L, welche aus der positiven reellen Achse hervorgehen durch eine Drehung

277, dni .
um 120° bzw. 240°, auf die Vektoren (o, azzre—?) und (o, a3==reT) abgebildet
werden. Fixieren wir nun denjenigen Zweig der Umkehrfunktion z(w), welcher
den Nullpunkt invariant lisst, so bildet er den Kreis |2| = » auf das Kerndredeck
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ab, welches nach Obigem die drei Halbstrahlen L,, L, und L,,, enthiilt. Diese
Strahlen sind Asymptote der drei Seiten des Kerndreiecks, an die die drei
logarithmischen Enden -G,,, G4 und Gy angehiingt sind. Wir denken uns in
jedem, von den Bildkurven der Kreislinie |2]| = r begrenzten Fundamentalbereich
der Funktion w(z) noch diejenigen Kurvenstiicke eingezeichnet, welche der reellen
Achse der w-Ebene entsprechen. Aus dem oben Gesagten folgt, dass diese
Kurvenstiicke im Kerndreieck und in den dem logarithmischen Ende G,, ent-
sprechenden Fundamentalbereichen mit der reellen Achse zusammenfallen. In
den logarithmischen Enden G, und G4 nihern sich diese Kurvenstiickeziige
" asymptotisch der positiven reellen Achse, wie aus Fig. 1 (S. 313) ersichtlich ist,
wo die reellen Zii'ge punktiert eingezeichnet sind. Die Bildkurven der Symmetrie-
achsen Ly, + Ly und Loy + Ly erhidlt man durch eine Drehung der Figur
um bzw. 120° und 240°.

Aus Figur 1, S. 313, konnen wir insbesondere Folgendes ablesen:

1) Die Stellen, wo die Funktion w die drei kritischen Werte a,, a,, @, an-
nimmt, d.h. die Nullstellen der »defekten» Losungen g =A —a, B (v =1, 2, 3)
der Differentialgleichung (29), liegen bzw. auf den Halbstrahlen Ly, Ly, Lg,-

2) Die Nullstellen und Pole der Funktion w, d. h. die Nullstellen der
Fundamentallosungen A und B, verteilen sich auf siimtliche drei Halbstrahlen
Ly, Lysy, Lsoq'

Unter den Nullstellen einer Losung y, die von jeder der oben betrach-
teten fiinf Losungen (g,, s, g5, 4, B) linear unabhingig ist, befinden sich da-

gegen immer unendlich viele ausserhalb der Halbstrahlen Lg,, Ligy, Ly, .

42. Zur Herleitung dieser Eigenschaften der Funktion w«(z) haben wir,
ausser den allgemeinen in § 2 erzielten Ergebnissen iiber den Aufbau der Rie-
mannschen Fliche F,, nur die Tatsachen benutzt, dass erstens w(ez) = ew(e),
und dass zweitens reellen Werten von 2 reelle Funktionswerte w entsprechen.
Diese letzteren Eigenschaften, welche hier oben mit Hilfe der Differentialgleichung
(28) bewiesen wurden, konnen auch direkt aus den Ergebnissen des 6. Para-
graphen gefolgert werden. Da die hierbei zur Anwendung kommende Schluss-
weise auch in gewissen hoheren, als symmetrisch zu bezeichnenden Fillen ver-
wendbar ist, so wollen wir hierauf mit einigen Worten eingehen.

Die Funktion w(z) entsteht im vorliegenden Fall p = 3 durch Zusammen-
setzung der Modulfunktion o ({; a;, @y, @;) mit einer linear polymorphen Funk-

tion { = ¢ Y(z), deren Zweige durch die Substitutionen einer gewissen Unter-
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gruppe = der Modulgruppe verbunden sind, welche nach der auf 8. 326 angege-
benen Regel konstruiert werden kann. Verlegt man nun die Grundpunkte a,
in g,=1, aézs, ag=2¢%, so kann die Modulfunktion @ so normiert werden, dass
sie die Punkte (=1, ¢, & und [=o0 invariant lisst. Sie wird dann auf der re-
ellen Achse reell und geniigt ausserdem der Bedingung w(el)==cw(l). Nun
lisst sich auch die fuchsoide Funktion z=¢({) so normieren, dass sie dieselben
Eigenschaften bekommt. Nach § 7 existiert ndmlich eine und nur eine in bezug
auf die Gruppe = automorphe, einwertige und regulire Funktion ¢(f), welche
den speziellen Bedingungen ¢(0)=0 und ¢'(0)=1 geniigt. Bemerkt man nun,
dass der Fundamentalbereich By dieser Funktion, falls er durch »symmetrische
Zerschneidung» konstruiért wird (vgl. 8. 329, Fig. 5), durch eine Drehung um
120° in sich iibergeht, und dass er auch in bezug auf die reelle Achse symme-
trisch ist, so folgt, dass die Funktionen zg(ef) und @(f), wo die gestrichenen
Grossen die konjugiert komplexen Werte der ungestrichenen angeben, ebenfalls
in bezug auf die Gruppe X automorph und einwertig sind, wobei sie auch im
Nullpunkte wie die Funktion ¢(f) normiert sind. Diese drei Funktionen sind
folglich unter einander identisch. Es ist also @(e{)=s¢(), und aus der Identi-
tit (5)=g({) folgt weiter, dass reellen Werten von { reelle Funktionswerte ¢(Z)
entsprechen. Nunmehr bestitigt man ohne Miihe, dass auch die zusammenge-
setzte Funktion w(2) die entsprechenden, mehrmals erwihnten Symmetrieeigen-

schaften besitzt, w.z. b. w.

43. Fall p=4. Fir p=4 kann die Schwarzsche Ableitung der Funk-
2
tion w(z) auf die Normalform {w, z} = — 2 (Z — 0) gebracht werden, wo ¢ ein

Parameter ist, und die assozierte homogene Differentialgleichung erhilt die
Gestalt
P )

1 ={——oa)y.
(31) g ( 4 g
Obschon zahlreiche Untersuchungen vorliegen, welche sich mit den Eigenschaf-
ten der von dieser Gleichung des parabolischen Zylinders definierten Funktio-
nen \beschiiftigen, so scheint die Frage welche uns hier interessiert, d. h.

- die Frage iiber die Struktur der von dem Quotient zweier Fundamentallssungen

definierten Riemannschen Fliche, nur wenig Beachtung gefunden zu haben.’

! In der zweiten, auf S.345 zitierten Arbeit von HILLE findet man einige Bemerkungen iiber
die Fliche F, im Falle, wo der Parameter O reell ist.

46—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 11 mars 1932.
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Nach den Ergebnissen des 3. Paragraphen wissen wir schon, dass diese Fliche
F, vier logarithmische Enden besitzt, welche an die Seiten des Kernvierecks K,
geheftet sind, und dass K, schematisch durch ein Quadrat dargestellt werden
kann, in welches ein mit einer nichtnegativen ganzén Zahl % versehener Durch-
messer eingezeichnet ist. Diese Zahl % gibt an, wie viele Kurvenziige ! (welche als
Bilder einer durch die vier Grundpunkte «, gezogenen geschlossenen Linie L
erscheinen) in dem betreffenden Durchmesserstreifen enthalten sind. Sie ist im
allgemeinen gerade (der Wert =0 gibt das Fehlen des Durchmessers an); dann
und nur dann ist % ungerade, wenn die durch den Durchmesser voneinander
getrennten Eckpunkte demselbern Grundpunkt zugeordnet sind, in welchem Fall
also zwei der Windungspunkte der Fliche [, iiber ein und demselben Grund-
punkt liegen werden. .

‘Wir stellen uns nun die Aufgabe, das Doppelverhiltnis der vier Windungs-
punkte der Fliche F, als Funktion des Parameters ¢ zu bestimmen. Zu diesem

Zweck setzen wir zuniichst 2*=4x, wodurch die Gleichung (31) in

20y’ + ¢ —2(x—o)g=o0

ibergeht, und transformieren letztere durch die Laplacesche Transformation

g= fe”’u(t)dt.

Durch partielle Integration ergibt sich auf bekannte Weise, indem man den In-

tegrationsweg passend wiihlt, fiir die Funktion » die Bedingungsgleichung

24/ (1 —1%) — (3t—20)u = 0,

welche
u=c(t— 1)=1(t + 1)/
gibt, wo
1+20 - I1—20
IR

gesetzt worden ist, und wo ¢ eine Integrationskonstante bezeichnet.
Wir wiithlen zunéchst ¢ reell und |o| < é , woraus « >0 und > o folgt.

Unter dieser Bedingung findet man, dass die drei Ausdriicke
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+1

122
f(r — )1 + £ tet di,
-1 -

7 t2
f(l — e (—1— ) let di,
—1

t:2
f(t—— et 4 1)f1et dt

1

“die Differentialgleichung (31) befriedigen. Das erste Integral, welches im fol-
genden mit g, bezeichnet werden soll, ist fiir jedes endliche #z definiert. Man
sieht leicht ein, dass sie auf jedem innerhalb irgend eines der Winkelriume

<z (v=o0,...,3)

(W) 2

7T
arge —v —
g 2

verlaufenden Halbstrahl fiir #-— o ins Unendliche wiichst. Es stellt somit g,
eine normale Losung der Differentialgleichung (31) dar (vgl. S. 351).

Im zweiten Integral muss z innerhalb W, oder W, gewihlt werden. Die
entsprechenden Losungen g, und g¢;, welche wie iiberhaupt alle Losungen von
(31) ganze Funktionen sind, sind defekt (vgl. S. 351); denn sie streben in
W, bzw. W, gegen den asymptotischen Wert Null, und diese Eigenschaft war ja
den defekten Losungen charakteristisch.

Im dritten Integral muss die Variabilitit von ¢ auf die Winkelriume W,
oder W, eingeschrinkt werden. Die entsprechenden Losungen, g, bzw. g,, sind
ebenfalls defekte Losungen der Gleichung (31).

Durch Drehung des Integrationsweges kionnen die vier defekten Losungen
g1y - .., ¢y, analytisch fortgesetzt werden, und es ergibt sich in dieser Weise durch
eine kurze Rechnung, die wir hier iibergehen konnen, der Zusammenhang

gy = — 1€ gy + gy = i (€77 — ) gy — gy = 1€ gy — 19,
Hieraus folgt sofort, dass die meromorphe Funktion

:—g-l-’

w(2) p

welche eine Losung der gegebenen Differentialgleichung (28) darstellt, in den
vier Winkelrdumen W, ..., W, bzw. die asymptotischen Werte
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a, = 0; a,= — 16", qgy=q(e 70—t} g == ggTe!

hat. Uber diesen vier Punkten liegen somit die Windungspunkte der Fliche I,
und fiir das gesuchte Doppelverhiltnis ergibt sich folglich der Wert

e4mu — 02710‘1‘

Durch eine passende lineare Transformation normieren wir nun die Fliche F,
50, dass w, =17, wy; =%, w,= — ¢, und finden dann fiir den vierten Grundpunkt
w,=a den Wert

a=tg no.

Aus dieser Beziehung schliessen wir unmittelbar folgendes:

1) Biner bestimmten Lage des beweglichen Windungspunktes a entsprechen
" stets unendlich viele verschiedene Parameterwerte ¢. Dies war auch auf Grund
unserer fritheren Ergebnisse zu erwarten, denn bei einer bestimmten Lage der
Windungspunkte sind ja unendlich viele verschiedene Flichentypen I, moglich,
welche sich voneinander unterscheiden durch verschiedene Anzahle der Streifen,
welche den Durchmesser des Kernvierecks K, konstituieren.

2) Der Grundpunkt a vermeidet die zwei Werte # =w, und —i=w,. Auch
dies steht in Ubereinstimmung mit unseren friitheren Ergebnissen, nach denen
zwei zu »benachbarten» logarithmischen Elementen gehorige Windungspunkte
stets iiber verschiedenen Grundpunkten belegen sein miissen. '

3) Fiir die Werte 0:—; +n (n=11, 12, ...), und nur fur diese, wird

@ =0 =w,. Hs sind dies die Fille, wo zwei Grundpunkte (0, und w,) zusam-
menfallen, so dass iiber dem betreffenden Punkt w, —w;=o zwei verschiedene
Windungspunkte gelagert sind.

44. Um den Zusammenhang zwischen den Parameterwerten ¢ und dem
Typus des Kernvierecks K, etwas niher zu studieren, miissen wir eine Verab-
redung treffen tiber die Wahl der geschlossénen Linie L, welche durch die vier
Grundpunkte gezogen werden soll und deren Bildkurven ! in der z-Ebene zur
Beschreibung des Aufbaus der Riemannschen Fliche [, benutzt worden sind.’
Eine einfache Konfiguration entsteht, wenn man diese Linie L aus den Seg-
menten (¢, +7), (—¢, —¢{e) der imaginiren Achse und aus dem Kreisbogen

(¢, @, —17) zusammensetzt, ausser wenn @ rein imaginir ist, in welchem Fall wir
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fiir I die ganze imaginiire Achse nehmen. Gehen wir nun von einem bestimmten
Wert ¢ und von einem zugehorigen Parameterwert ¢, also von einem bestimmten
Flidchentypus I, aus, so werden sich die Kurve L und ihre Bildlinien / in der z-Ebene
stetig verindern, so lange sich der Windungspunkt ¢ in der lings der zwei Seg-
mente (¢, +7), (—¢ —7) der imaginiren Achse aufgeschnittenen Ebene stetig
bewegt. Hierbei wird auch der Typus des Kernpolygons invariant verbleiben.
Ein Ubergang von einem Typus zu einem anderen kann nur dann stattfinden, wenn
der Punkt a die zwei genannten Schnitte itberschreitet, wobei eine plotzliche Lage-
verdnderung der Linienziige L bzw. [ eintritt. Da « = tg w0, so folgt hieraus,
dass jedem Periodenstreifen ‘

(32) | R(o)—n| < - (=0, t1

ein wohlbestimmter Typus der Fliche I, entspricht, und dass ein Typenwechsel nur

dann eintreffen kann, wenn der Parameter ¢ die Linien R(c)=n + 5 iiberschreitet.

45. Aus wie vielen Fundamentalbereichen besteht nun der Durchmesser des
Kernvierecks fiir einen gegebenen Periodenstreifen? Diese Frage erledigt sich

. .. . I
einfach, wenn man zunichst die besonderen Werte o= » + ) (v=o0, +1,...) be-

trachtet, fiir welche zwei (w; = o und w, = a) der Grundpunkte zusammenfallen,
ein Spezialfall, der schon an und fiir sich von gewissem Interesse ist.

‘Wir erinnern daran, dass die in dieser Abhandlung untersuchten mero-
morphen Funktionen w(7) die charakteristische Eigenschaft haben, dass sie in
jedem logarithmischen Ende zwei Ausnahmewerte besitzen, welche sie in dem be-
treffenden Ende nicht annehmen; diese zwei Werte sind die zwei Grundpunkte,
um welche sich das entsprechende Riemannsche Flidchenstiick windet. Im vor-

liegenden Fall azv—l-é hat also die Funktion w,(z), welche der Fliiche I, fir

den Parameterwert ¢ entspricht, in den logarithmischen Enden Gy, Gy, Gy, Gy
bzw. die Ausnahmewerte (o, ), (¢, ®), (%, — ), (— ¢, %), woraus erhellt,
dass sie in den logarithmischen Enden durchweg endlich ist, und also iiberhaupt
nur endlich viele, innerhalb des Kernpolygons belegene Pole besitzt. Jedem
Fundamentalstreifen des Durchmessers des Kernvierecks entspricht ein Pol, so
dass also die Polanzahl der Funktion wy(¢) gleich der Anzahl % der Fundamen-
talstreifen ist, welche den Durchmesser bilden. Insbesondere ist k= o, und w
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also eine ganze Funktion, dann und nur dann, wenn der Durchmesser sich auf
eine einzige, die Eckpunkte w, und w, des Kernpolygons verbindende Linie !
reduziert (vgl. S. 318, Fig. 3).-

Beachtet man nun, dass die meromorphe Funktion w(z) als Quotient
von zwei nullstellenfremden ganzen Funktionen dargestellt werden kann, welche
die Differentialgleichung (31) befriedigen, so ergibt sich, dass diese Gleichung
eine Losung g(z) gestattet, welche nur % (einfache) Nullstellen aufweist. Divi-
dieren wir diese ganze Funktion ¢, welche, wie ilberhaupt jede Losung der
Gleichung (31), von zweiter Ordnung ist, durch ein Polynom Hj(z), welche in
denselben Punkten wie ¢ verschwindet, und mithin vom Grade % ist, so erhilt
man als Quotient eine nirgends verschwindende ganze Funktion zweiter Ordnung.
Eine solche Funktion reduziert sich aber auf ein Exponential, und wir haben’
also folgendes Ergebnis:

Fir a= (d. h. 0‘=~; + ») hat die Differentialgleichung (31) eine Losung

der Form
g = eaz‘3+szk(3),

wo Hi(z) ein Polynom ist.

Setzt man diesen Ausdruck in (31) ein, so findet man fiir das Polynom H,
die Bedingung

H,+2(2az + b)H, + [(4a2—i)z2 +4abz+ b+ 20 + a] Hy,=o,
Diese Differentialgleichung kann offenbar von einem Polynom nur dann befrie-
digt werden, wenn g = ii und b=0. Beachtet mén ferner, -dass H; die Po-

tenz 2* als hochstes Glied enthilt, so ergibt sich sogleich die weitere Bedingung,

dass 0 =k + ;, falls a:——;, und dass 0= — (k+ ;), fallg a:i. Das Poly-
nom Hj bestimmt sich also fiir o= * (k + ;) durch die Differentialgleichung
H, ¥ 2H, * kH;,=o.

Dies ist, fiir die oberen Vorz~eichen, die Gleichung des %-ten Hermiteschen Poly-
noms. Behalten wir die Bezeichnung " H); diesem Polynom vor, so sieht man,
dass den unteren Vorzeichen die Losung Hi(iz) entspricht.
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Nehmen wir zunichst o= + k an, so bestimmt sich die Losung 2 der

Differentialgleichung (28) durch den Ansatz V%yzé, und es wird

. ' J—— Z _ ezj ~
.(33) w —J(Hk(z)? dz.

Durch Multiplikation mit einer passenden reellen Konstante K erreicht man,
dass diese meromorphe Funktion in den Winkelriumen W, die geforderten
asymptotischen Werte o, + ¢ erhilt. In der Tat sieht man sofort ein, dass
diese Funktion auf der reellen Achse gegen Unendlich strebt, wenn z.-— oo, und
in den Winkelrdumen W, und W, hat sie die Grenzwerte t+ {K, wo K die
reelle, von Null verschiedene Zahl

@ 2

f e *dt
(Hy(20)?

0

bezeichnet.
Fir 0= — (; + k) findet man

z 22

w = j. >—6—E dﬁ
=) Wy

eine Funktion, welche von (33) nicht wesentlich abweicht, indem sie in diese
ibergeht, wenn man beide Verdinderliche ¢ und « mit ¢ multipliziert. Die-

ses Brgebnis war ja auch auf Grund unserer obigen Erorterungen zu er-
Waften, denn den zwei Werten 6= + (; + lc) entspricht ein und derselbe Flichen-

typus, nimlich derjenige, wo der Durchmesser des Kernpolygons % Fundamental-
bereiche enthélt. Dass zwei einander entgegengesetzte Werte ¢ immer zu dem-

selben Flichentyp fithren, ist iibrigens direkt aus dem Schwarzschen Differential-
\ .
ausdruck {w, z} = — Zé + 20 zu ersehen, wo die Multiplikation der Variable z mit

2z nur einen Vorzeichenwechsel des Parameters ¢ bewirkt.
Als Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Nummer konnen wir folgenden
Satz aussprechen:
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Die Gesamtheit der einfach zusammenhdngenden Riemannschen Flichen mit
vier Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordnung, von denen zwei tiber cin und
demselben Punkt liegen, wird analytisch bestommt durch die I'ormel

2

:
{(34) w = 9# (k=o0,1,2,...),
2 :

0

Z

wo die Verdnderlichen z und 1w mnoch einer beliebigen linearen Transformation
unterworfen werden kinnen. Hierbei bedeutet Hy(z) das Hermatesche Polynom vom
Grade k.

Unter simtlichen einfach zusammenhingenden Riemannschen Flichen mit
vier logarithmischen Windungspunkten zeichnen sich die oben betrachteten durch
die Eigenschaft aus, dass auf ihnen eine gewisse Stelle w = a existiert, woriiber
nur endlich viele schlichten Blitter gelagert sind; diese Stelle ist eben diejenige,
auf welche sich zwei der Windungspunkte projizieren. Fiir %= o fehlen an
dieser Stelle die schlichten Blitter giinzlich, und der Wert w = a wird ein Pi-
cardscher Ausnahmewert der entsprechenden Abbildungsfunktion w=w(z). Ver-
legt man den Punkt w=a ins Unendliche, so wird w gleich der Funktion

fe2 dz,

0

welche in der Literatur ofters als Beispiel einer ganzen Funktion mit mehreren
(zwei) endlichen asymptotischen Werten angefithrt worden ist.® Die entspre-
chende Riemannsche Fliche, welche ebenfalls von verschiedenen Autoren ein-
gehend beschrieben worden ist, wird in unserer Darstellung dem Fall entsprechen,
wo der Durchmesser des Kernvierecks aus einer einzigen Diagonalkurve [ be-
steht (Fig. 3, S. 318). ‘

46. Wir haben oben gefunden, dass siimtlichen Werten ¢, welche einem ge-
gebenen Periodenstreifen |R(o) —n| < é entsprechen, ein wohlbestimmter Flichen-

typus zugeordnet ist. Der Durchmesser des Kernpolygons enthilt (im Gegensatz

! Vgl. hierzu: A. HURWITZ. — Sur les points critiques des fonctions inverses (Comi)tes rendus,
T. 143, 1906, p. 877 und T. 144, 1907, p. 63), F. IVERSEN. — Sur une fonction entiere dont la
Sonction inverse présente un ensemble de singularités transcendanles de la puissance du continu
(Otversigt at Finska Vet.-Soc. Forh., B. 58, 1915—1916), sowie die erste von den auf S. 345 zitier-
ten Arbeiten von E. HILLE.
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zum Sachverhalt fiir die speziellen Werte azé + n) eine gewisse gerade An-

zahl k(n) von Diagonalkurven I. Um diese Anzahl zu ermitteln, denken wir uns den

Punkt ¢ in dem betrachteten Streifen belegen, und lassen ihn durch reelle Werte
gegen den rechten Begrenzungspunkt ¢ = ; + n riicken, wobei sich der Windungs-

punkt a=tgmwo lings der reellen Achse gegeﬁ + o bewegen wird. Nimmt
man nun # nichtnegativ an, und beriicksichtigt man die Art und Weise, in
der sich die Lage des (nach den auf S. 364 angegebenen Festsetzungen gezogenen)
Linienzuges L bei diesem Prozess verindert, so sieht man leicht ein, dass die

‘Anzahl der Diagonalkurven ! um FEins vermehrt wird, wenn ¢ den Wert i + n

erreicht. Fiir diesen Wert ist dies¢é Anzahl, wie wir oben gefunden haben, gleich
2n+1, und es wird mithin, fiir ein nichtnegatives #, k(n)=2n. Nach der
auf S. 367 gemachten Bemerkung muss ferner k(— )= k(n) sein, und wir haben
folglich das Resultat:

Fir |R(o)—n]| < i enthdlt der Durchmesser des Kernpolygons 2|n| Diagonal-
kurven 1.

Der einfachste Typus, fir welchen das Kernviereck unzerlegt verbleibt,

. . g I
entspricht dem Periodenstreifen o] < S

47. Bisher haben wir die nicht reellen, den Begrenzungsgeraden N(a)=n + i

entsprechenden Parameterwerte ¢ noch nicht in Betracht gezogen. Wihlt man
nun den Linienzug I wie auf S. 364, so wird beim Uberschreiten der Be-
grenzungslinien eine pldtzliche Verschiebung der Linien [ stattfinden. Die diesen
Ubergangswerten o entsprechende Konfiguration, die leicht vollstindig zu be-
schreiben wiire, entspricht jedoch keinem der Systeme, welche wir oben zur Be-
schreibung der Riemannschen Fliche benutzt haben. Dies beruht darauf, dass
der Windungspunkt ¢ fiir die betrachteten Werte o auf dem Segment (¢, 7o) oder
(—4%, —io) belegen sein wird, wobei die vier Verzweigungspunkte a, ¢, o, —¢
auf der Linie L nicht mehr in derselben ‘Ordnung aufeinander folgen, wie die
ihnen zugeordneten Eckpunkte des Kernvierecks, d. h. wie die vier Winkelriume
W,, W,, W,, W,; die Ubereinstimmung dieser zwei Reihenfolgen war jedoch fiir
unsere Beschreibung eine wesentliche Voraussetzung. Durch Abinderung des
47—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 11 mars 1932.
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Linienzuges L kann die riéhtige Reihenfolge der Verzweigungspunkte wieder-
hergestellt werden, und man erreicht derart, dass das Kernpolygon fiir die kritischen
Werte ¢ dieselbe Struktur erhilt, wie fiir die Werte eines der zwei angrenzenden
Periodenstreifen. Diese Modifikation erbietet keinerlei Schwierigkeiten, und es
diirfte daher nicht notig sein auf diese Einzelheit niher einzugehen. Es sei in

diesem Zusammenhang noch nur darauf hingewiesen, dass die Sonderstellung der
Geraden NR(o)=n +; iiberhaupt nicht in der Natur der Sache liegt, sondern

dass sie durch die obige spezielle Vorschrift bedingt ist, dass die Linie L die
drei, oben als fest angenommenen Windungspunkte ¢, oo, —i¢ lings der mage-
ndren Achse verbinden soll. Durch Abiinderung dieses Segments der Linie L
wird die Rolle der erwiihnten Geraden von einem anderen System Parallelkurven
iibernommen, welche jedoch immer die charakteristische Eigenschaft behalten,

1

dass sie die Achse der reellen o-Werte in den kritischen Punkten o=n + ,
schneiden. Wihrend also der Typus des Kernpolygons bis zu einem gewissen Grad
von der Wahl der Kurve L abhiingig ist, wird die Untergruppe I durch den

Parameterwert ¢ eindeutig festgelegt.

48. Neben dem soeben genannten kritischen Wertsystem O':é + n

(n=o0, t 1,...) verdienen die ganzzahligen o-Werte besondere Beachtung. Die
vier Windungspunkte der entsprechenden Riemannschen Flichen F|, bilden eine
harmonische Punktgruppe. Der einfachste, oben (S. 331) als »symmetrisch> be-
zeichnete Fall entspricht dem Wert ¢ =0. Die meromorphe Funktion w(z) er-
gibt sich dann als Quotient von zwei linear unabhiingigen Losungen 4 und I

der homogenen Gleichung

’r 2
y'=42%y.

Wiihlt man insbesondere die Losungen

344' -y Z4m
T e N TTES S
évlso-“wﬂ) et U VA

so strebt w(z) in den vier Winkelrdumen W, W, W,, W, bzw. gegen die
‘agymptotischen Werte K, ¢K, — K, —¢K, wo K eine reelle positive Zahl
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ist.! Lisst man dann die Linie L mit dem Kreis |w|== K zusammenfallen, so
wird die von den Bildkurven [/ gebildete Figur in der z-Ebene in bezug auf die
reelle und imaginiire Achse, sowie in bezug auf die Halbierenden der von diesen
-Achsen gebildeten Winkel symmetrisch. Das Kernviereck enthilt die Koordinat-
achsen, und bei symmetrischer Zerschneidung (vgl. S. 330) werden die »Haupt-
einschnitte» lings der Winkelhalbierenden fallen. Die (normalen) Losungen 4
und B zeichnen sich durch die spezielle Eigenschaft aus, dass ihre Nullstellen
simtlich auf diesen Winkelhalbierenden liegen.

Diese Symmetrieeigenschaften der dem Parameterwert o= o0 entsprechenden
Fliche F, konnen auch aus der Parameterdarstellung '

e=gl), w=o0()

der Funktion w(z) hergeleitet werden, auf Grund gewisser Symmetrien, welche
die Fundamentalbereiche der automorphen Funktionen ¢ und w im vorliegenden
Falle aufweisen. Man vergleiche hierzu die Schlussweise auf 8. 361.

Es sei schliesslich darauf aufmerksam gemacht, dass analoge Betrachtungen
auch zum Beweise gewisser Symmetrieeigenschaften der zu den Parameterwerten

o= + n gehorigen Flichen angewandt werden konnen. So lidsst es sich z. B.

zeigen, dass die |n| Punkte z, wo die entsprechende Funktion w(z) den kri-
tischen Wert a annimmt, iiber welchem zwei der vier Windungspunkte belegen
sind, auf einer Geraden liegen. Verlegt man den kritischen Wert ¢ in den un-
endlich fernen Punkt, und normiert man auch sonst die Funktion w(z) wie in
'Nr. 48, so wird diese Gerade, auf welche also die endlich vielen Pole der Funktion
w fallen, mit der reellen Achse zusammenfallen. Dies ergibt sich andererseits
auch aus dem Ausdruck (34) der betreffenden Funktion, unter Anwendung der
wohlbekannten Tatsache, dass die Nullstellen der Hermiteschen Polynome reell sind.

49. Die Fdlle p > 4. Komplizierter als in den oben behandelten spe-
ziellen Fillen stellt sich die Untersuchung der Beziehungen zwischen den Ko-
effizienten des Schwarzschen Differentialausdruckes {w, z} und der Struktur des
Kernpolygons K, in den hoheren Fillen p>4. Ohne auf diese allgemeine Frage
hier niher einzugehen, sei nur bemerkt dass, nachdem drei der p Windungs-
punkte der Fliche I, beliebig festgelegt worden sind, die iibrigen p —3 beweg-

. ! Unter Anwendung der Laplaceschen Transformation findet man fir K den Wert Va L(iho

I'(3/4)
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lichen Windungspunkte a,, ..., ay—s sich als eindeutige analytische Funktionen
der voneinander unabhingigen Parameter o,, ..., 6,—s der Differentialgleichung
(28) bestimmen. Jedem System (a,, ..., @y—3) entsprechen unendlich viele ver-
schiedene Systeme (o, ..., 6,—s). Der 2p—6 dimensionale Parameterraum lisst-
sich in Fundamentalbereiche einteilen, welche je einem bestimmten Flichentyp
F, entsprechen. Wenn der Punkt (6, ..., 0p—3) sich innerhalb eines solchen
Fundamentalbereiches bewegt, so werden die Windungspunkte hierbei alle mog-
lichen gegenseitigen Lagen einnehmen. Auf den Begrenzungskontinua der Funda-
mentalbereiche liegen insbesondere diejenigen Wertsysteme (oy, . . ., 6,—3), fiir wel-

che gewisse der Grundpunkte o, zusammenfallen.

& 12. Verallgemeinerungen.

50. Die in dieser Abhandlung ausgefithrten Untersuchungen kénnen nach
verschiedenen Richtungen hin erweitert werden. Die niichstliegende Verallgemeine-
rung, auf welche schon in der Einleitung aufmerksam gemacht worden ist, besteht
darin, dass man auch das Vorkommen algebraischer Windungspunkte in Betracht
zieht. Die oben entwickelte Methode erlaubt mit naheliegenden und verhiltnismissig
geringen Modifikationen die Gesamtheit der einfach zusammenhingenden Rie-
mannschen Flichen mit einer endlichen Anzahl von (algebraischen oder loga-
rithmischen) Windungspunkten analytisch zu bestimmen. Diese Flichen werden
immer noch zum parabolischen Typus (Grenzpunktfall) gehdren, was wieder aus-
gehend von der Schwarzschen Ableitung der meromorphen Abbildungsfunktion
w(z) bewiesen werden kann. Dieser Ausdruck ist von z rational abhiingig und
weist im unendlich fernen Punkt einen Pol auf, dessen.Ordnung um zwei Ein-
heiten kleiner ist als die Anzahl der Windungspunkte unendlich hoher Ordnung.
Das Hinzukommen einer endlichen Anzahl algebraischer Windungspunkte hat
auf die asymptotischen Eigenschaften der meromorphen Funktion  keinen we-
sentlichen Einfluss, und die Eigenschaften, welche in § 9 besprochen worden sind,
bleiben unverindert bestehen.

Zu einer anderen Erweiterung wird man gefithrt, wenn man die Forderung
aufgibt, dass die Anzahl der Windungspunkte endlich sein soll. Auf diesem
Wege eroffnet sich die Moglichkeit meromorphe Funktionen mit vollkommen be-
liebig vorgeschriebenen Defekten vom Geéamtbetra,g Zwei zu konstruieren. Meine
diesbeziiglichen Bemiihungen sind an den Schwierigkeiten gescheitert, welche die
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Untersuchung der asymptotischen Eigénschaften der durch eine solche Konstruk-
tion gewonnenen Funktionen erbietet.

Von Interesse sind auch diejenigen analytischen Funktionen, zu welchen
man gelangt, wenn man mehrfach (4-fach) zusammenhingende Riemannsche Fli-
chen in Betracht zieht. Hilt man sich hierbei an die auf einer solchen Fliche
einwertigen Funktionen, so findet man als Abbild der Fliche die schlichte, in %
Punkten punktierte Ebene. '

Schliesslich lisst sich unsere Untersuchung auch auf Funktionen ausdehnen,
welche auf der gegebenen Riemannschen Fliche mehrwertig sind. Unter der Vor-
aussetzung, dass die Wertigkeit eine endliche vorgegebene Zahl nicht uiberschreitet,
gelangt man so zu Funktionen, welche fiir die Theorie der algebroiden Funktionen

von Bedeutung sind.



