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Einleitung. 

In einer in diesem Heft  S. 295--373 erscheinenden Arbeit, deren Haupt- 

resultate zum Tell schon in den >>Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar 

der Hamburgischen Universit:~it>> verSffentlicht worden sind, untersucht Herr ]~OL~' 

N~:VANLI~A 1 eingehend eine neue, wichtige Klasse yon transzendenten, mehr- 

deutigen Funktionen z (w), die durch folgende Eigenschaften ausgezeichnet sind: 

I. z (w)  ist mit rationalem Charakter analytisch fortsetzb.ar in der g'anzen 

Ebene, ausser mSglicherweise, wenn man uuf einen der endlichvielen Punkte 

al  , a2, . . . ,  aq trifft. 

2. z(w) ist einwertig, d.h.  den Mittelpunkten yon verschiedenen Funktions- 

elementen entsprechen immer verschiedene Funktionswer~e. 

3. Uber jedem Punkt  a~. liegt eine endliche Anzahl tti yon logarithmischen 

Singulariti~ten. Ausserdem liegen i ibera i  nur regulate Elemente. 

4. Die Riemannsche Fl~tche der Funktion z(w), oder was dasselbe heisst, 

das yon den Funktionswerten z(w) gebildete Gebiet G ist einfach zusammen- 

hiingend. 

Herr NEVA~LI~A hat zun~chs~ gezeigt, dass die zu diesen Funktionen 

gehSrigen Riemannschen Fli~chen in gewisse Typen eingeteilt werden k5nnen, 

deren Struktur er vollstiindig beschreibt. Im Falle q = 2 ist z (w) eine lineare 

Transformation des Logarithmus, und auch im Falie q = 3, ~1 ~ ~/"2 ~ ~$3 ~ I gibt 

R. NEVA~LINN.~: Lrber Riemannsche Fliiche~t m i t  endlich vielen Windungspunktcn.  
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es, wenn von l inearen Tr~nsformat ionen  abgesehen wird, nur  eine einzige Funk- 

t ion mit  den ver langten Eigenschaf ten.  In  allen i ibrigen Fiillen exist ieren um 

endlich viele, wesentl ich verschiedene Funk t ionen  z(w), die den Bedingungen  des 

Problems geniigen. 

Fe rne r  ha t  er bewiesen, dass dus Wer tgeb ie t  der Funk t ionen  z(w) immer  

mit  der in einem P u n k t  (z. B. im Unendlichen)  punkt ie r ten  Ebene  ident isch ist, 

sod~ss die Umkehr funk t ion  w -  w (z) eine iiberall im Endl ichen  definierte, mero- 

morphe  Funk t ion  wird. Diese Funkt ion  ist von der endl ichen Ordnung  - ,  wo 
2 

q 

- - - -~ t t i  die Gesamtanzuhl  tier Singulariti~ten yon w (z) bezeichnet,  und besitzt  
1 

aus dem S tundpunkt  der Wer~ver te i lungstheor ie  besonders interessunte  Eigen- 

schaften.  I h r e  einzigen defekten  Wer t e  sind nihnlich die W e r t e  ai, und zwar 

sind die en tsprechenden Defek te  gleich 2tt~, sodass die Summe aller Defek te  
n 

gen~u gleich ~ wird. Hie rdurch  ist es H e r r n  N~VANLIN~A gelungen meromorphe  

Funk t ionen  mit  vorgeschriebenen,  ra t ion~len Defek ten  mi t  der Summe 2 zu kon- 

struieren.  

Um diese Resul ta te  zu gewinnen, verwendet  H e r r  N~VANHS~A als haupt-  

si~chliches Hi l fsmi t te l  die asymptot ische Integ'rat ion einer  Different ialgleichung,  

der die Funkt ion  w(z) geniigt. Es ist nun sehr interessant ,  dass man  a~uch ohne 

Beni i tzung dieser Different ia lgleichung,  nur  durch Methoden  der  konformen  Ab- 

bildung, zu denselben l~esultaten wie H e r r  N~VA~LI~NA k o m m en  kunn. 

In  der vor l iegenden Arbei t  wird die Un te r suchung  der NEVANLIN~Aschen 

Funk t ionen  auf  die Un te r suchung  der konformen Abbi ldung von zwei schlichten 

Gebieten aufe inander  zuriickgefiihrt .  Zur  LSsung yon Aufgaben  dieser Ar t  habe 

ich schon fr i iher  ~ eine einfache 3/Iethode erfunden,  d i e  nu r  auf  evidente ~rnhalts- 

und Lh'ngenabschdtzungen sowie au f  die Verwendung der Schwarzschen Ungleichung 

beruht .  Die Methode erweist  sich auch in diesem Falle als erfolgreich and  liefert ,  

wie schon gesagt  wurde, die wicht igs ten von NEVANLI~A bewiesenen Resultate .  

1 L. AtILFORS: Untcrsuchungen zur Theorie dcr konformen Abbildung und dev ganzcn J~31.nk- 
tionen (Acta Societatis Scient. Fennicae. :Nova Series A. t. I. No. 9). * 
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Dariiber hinaus beweise ich in dieser Arbeit nichts neues, aber die Verallgemeine- 

rungsf~higkeit meiner Methode liegt an der Hand. 

Aus Darstellungsgriinden werde ich nicht sofort an den allgemeinsten Fall 

herangehen, sondern fiihre zun~chst in aller Breite den Beweis fiir den einfachsten, 

nicht4rivialen Fall n = q  ~ 3  aus, und zeige dann wie die Uberlegung fiir den 

allgemeinen Fall abge~ndert werden muss. Im allgemeinen Fall treten n~mlich 

gewisse unwesentliche, aber schwer umgehbare Komplikationen auf, die bei einer 

anderen DarsteUungsweise leicht die einfache, zugrundeliegende Idee des Beweises 

in den Hintergrund stellen wiirden. 

i. Der  Fa l l  n : q = 3 .  

~. Die Struktur der Riemannschen Fl~tche I; der Funktion z(w), welche 

den in der Einleituno" gestellten Bedingungen mit /t~--/t~ = #~ ~ I geniigt, ~'eht 

C 1  3 

Fig. i. 

</2 

nach ~]'EVANLINNX aus Fig. I hervor, die durch stetige Abbildung yon F auf eine 

schlichte Ebene gewonnen ist. Jedem Blatt  der Fl~che entspricht ein yon den 

Kurven der Figur begrenztes Fundamentalgebiet. Das Kernp01ygon mit den drei 
48~31356 .  Acta mathematica. 58. Imprim$ le 11 mars  1932. 
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im Unendlichen gelegenen Ecken ist Bild eines Blattes, in dem alle die fiber den 

Punkten a~ gelegenen Punkte singular sind, w~hrend die anderen Fundamental- 

gebiete nur zwei unendlich ferne Randpunkte besitzen, and demnach zu Bl~ttern 

mit nur zwei Singularit~iten und einem fiber al, a~ oder a.~ gelegenen regul~iren 

Punkt  gehSreh. 

Mit NEVANLI~NA betrachten wir ausser z (w)noch die linear polymorphe 

Funktion ~ :  ~(w), welche die universelle Uberlagerungsfl~che d e r i n  a~, ae, a3 

punktierten w-Ebene auf den Kreis [~'] < ~ konform abbildet. Diese Funk~ion 

ist natfirlich nichts  anderes als die Modulfunktion eines yon w linear abh~ngigen 

Argumentes. Ihre verschiedenen Zweige gehen durch die linearen Transforma- 

tionen einer Gruppe S auseinander hervor, welche yon den drei Fundamental- 

substitutionen $1, S~ und S~ mit der identischen Relation S 1 S 2 S~ ~ I erzeugt 

wird. Si ist diejenige Transformation, welche ein willkiirlich gew~hlter Haupt- 

zweig erleidet, wenn w einen positiven Umlauf um a/ ausff ihrt .  

Betrachtet man die Funktion ~(w) auf der Riemannschen Fl~che F, so ist  

sie immer noch mehrdeutig, und ihre Zweige substituieren sich in einer Unter- 

gruppe von S. Um einen auf F eindeutigen Zweig ~(w) zu fixieren miissen wir 

die Fl~che aufschneiden l~ngs Schnitten, die durch s~mtliche fiber al, a~ und a~ 

gelegene inhere Punkte der Flfiehe hindurehgeht. Auf der so aufgeschnittenen 

Fl~che ist ~(w) fiberall regul~tr, und f01glich jeder ihrer Zweige eine eindeutige 

Funktion. 

Ein geeignetes Schnittsystem erh~ilt nmn, wenn man in Fig. i die gleieh- 

bezeichneten Punkte durch Knrven verbindet, wie in der Figur gezeigt wird. 

De r  Kurve C1, die durch die mit 3 bezeichneten Punkte hindurchgeht, entspricht 

in der w-Ebene eine Kurve, die sich unendlich oft um a,~ i m  positiven und um 

a~ im negativen Sinn herumwindet  und bei jedem Umlauf durch a~ hindurchgeht. 

Die Kurve kann so gew~thlt werden, dass die einzelnen Uml[tufe genau fiber 

einander liegen. Ausserdem kSnnen wir erreichen, dass diesen Uml~ufen in der 

;~'-Ebene Kreisbogen entspreehen, die zum Einheitskreis orthogonal sind. In unserem 

Falle geschieht dieses so, dass man die Uml~iufe l~ngs demjenigen durch a 3 ge- 

henden Kreis unternimmt, in bezug auf welchen die Punkte a~ and a~ spiegel- 

bildlich sind. Werden die Kurven C~ und C~ :,~hnlich gew~hlt, so erh~lt man in 

der w-Ebene eine Figur yon dem in Fig. 2 gezeigten Aussehen. 

Wir k5nnen annehmen, dass die logarithmiscl/en Windungspunkte zu dem 

Hauptzweig yon ~(w) gehSren, und dass diese Windungspunkte durch die Ab- 
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bi ldung auf die ~-Ebene in die Randpunk te  e, e 2 und e ~ e = e  ~]  i ibergehen. 

Dann  entspr icht  dem Anfangspunk t  des Schnit tes  C, der P u n k t  S2e ~ ST~e '~. 

Die yon diesem P u n k t  ausgehenden Orthogonalkreisbogen,  die zu den P u n k t e n  

S~ e 8 und  $7 -~ e 3 fiihren, entsprechen dem l inken und rech ten  Ufer  des ers ten 

i~t a s beginnenden Umluufes.  Dem zweiten Umluuf  gehSren die zwischen S~ e 3 

und S~ ~ bzw. ST 2 e ~ und S~ -~ e '~ ver laufenden Orthogonalkreise ,  usw. Die ganze 

Kurve  C~ wird also auf  zwei aus einem P u n k t  ~usgehende, gebrochene Kurven-  

ziige abgebildet,  die uus den zwischen den P u n k t e n  S2e 3, S~ e 3, $32 e 3 , . . ,  und  

S~ -~ e '~, $7 -2 e ~, S~ -~' e 3, . . . gezogenen Orthogonalkre isbogen bestehen. 

Ebenso werden die Kurven  C~ und  C3 auf  ~hnliche Kurvenzi ige abgebildet,  

Fig. 2. 

welche die Punk t fo lgen  S~r, ,~ e, SI'~ e . . . .  und S ~ 1 , %  S ~  -2 e ,  S ~  -3 ,~, . . . bzw. $1 ~2, 

S~ ~'~, S~ e "~, . . . und S..T 1. e 2, S~ -~ e '~, S.: -~:, ~'~, . . . verbinden.  

Als Bild der aufgeschni t tenen Fl~tche F erhal ten  wir also ein aus unendl ich  

vielen Orthogonalkre isdre iecken begrenztes Po lygongebie t  Q, desseu Ecken  sich 

gegen die drei Punk te  e, e 2 und  ~8 h~ufen (Fig. 3). D u t ch  Ident i f iz ierung der 

zugeordneten  Randpunkte ,  die zu demselben Punk te  eines Schni t tes  von 17 ge- 

h S r e n ,  bekommt man ein ein-eindeutiges Bild der ursprf ingl ichen Riemannschen  

Fl{iche. 

In  der z-Ebene erh~lt  man  das Bildgebiet  der aufgeschni t t enen  Fl{iche F ,  

indem man das Wer tgebie t  G yon z(w) mi t  drei Einschni t ten  versieht,  welche den 

Kurve n  Q ,  C2 und C3 entsprechen.  Das so en ts tandene  Gebiet  Werde mi t  G 

bezeichnet.  Die zusammengesetzte  Funk t ion  ~ = ~-(w (z)) vermittel~ die konforme 

Abbi ldung yon G auf das Kre i sbogenpolygon  Q in der ~'-Ebene. 
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Die ganze Untersuchung der Funktion .w(z) ist nun auf die ' Untersuehung 

dieser konformen Abbildung zuriickgefiihrt., denn die zwischen tier ~'-Ebene und der 

w-Ebene bestehende Zuordnung, welche durch die Modulfunktion bestimmt wird, 

beherrsch~ man vollst~indi~o.. Eine Schwierigkeit bei der Behandlung der genannten 

Abbildung besteht darin, dass man den Verlauf der erwiihnten Einschnitte nicht 

kenn~. Stattdem weiss man aber, welche die einander zugeordneten Randpunkte 

g3 

Fig. 3. 

yon (d sind, die einem und demselben Punkt  eines Einschnittes entsprechen, und 

es zeigt sich, dass diese Kenntnis fiir unsere Zwecke ausreicht. 

z. Bildet man mit Hilfe der Funktionen 

~.z__L 3 .e , I /__  + ~ (~= I, 2, 3) 

den Kreis I~1< I auf die obere Halbebene ab, wobei nacheinander die Punkte 

e, e2 und ~ in den Punkt  ~ iibergefiihrt werden, so erhitl~ man als Bild des 

Polygons Q ein Gebie~ das yon Halbkreisen mit auf der reellen Achse gelegenen 
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Mit te lpunkten begrenzt wird. In  der ~-Ebene entspreehen den Punk ten  ~'~ und  

~'~ die Punkte  + I. Die Kreisbogen, welche sich gegen den P u n k t  e hiiufen, 
- - 4  

also die Bilder des reehten Ufers yon 6~ und des linken Ufers yon C~, werden 

auf  kongruente  Halbkreise vom Radius I mit  den Mit te lpunkten •  
2 \ 4 !  

n - - I ,  z, 3 , . . � 9  abgebildet (Fig. 4). In den ~2- und ~'3-Ebenen erhi~lt man zufolge 

der Symmetrie  genau dieselbe Figur. 

In  jeder der ~i-Ebenen wird nun  ein Kreis mn den Nul lpunkt  mi t  dem 

3 Radius Q => 4 gesehlagen und der zmn Bildgebiet yon Q gehSrige Bogen 1 ~ie dieses 

Kreises bestimmt. In  der ~'-Ebene entspreehen diesen Bogen drei kongruente  Ortho- 

j /" \ 
/" \ 

Fig. 4. 

gonalkreisbogen, welche einander nicht  schneiden und in bezug auf die Durch- 

messer durch ~, ~"' und ~'~ symmetrisch liegen. Die zykliseh aufein~nderfolgenden 

Endpunkte  dieser Bogen sind zugeordnete Rundpunkte  yon (~, d .h .  wenn man 

die zugeordneten Punkte  identifiziert, so bilden die drei Bogen zusammen eine 

geschlossene Kurve, die wir mit  1"~ bezeichnen. In  der w-Ebene entsprieht  der 

Kurve 1"(, eine auf der Riemannschen Fl~tehe I,' gesehlossene, sich selbst n icht  

schneidende Kurve, und in der z-Ebene erhiilt man ~ls Bild eine einfache Kurve,  

die den Bildpunkt  yon ~ ' =  o umschlingt.  Offenbar kSnnen wir ohne weiteres 

vor~ussetzen, dass dies der P u n k t  z = o ist. 

3. Die Anzahl der in der z-Ebene innerhalb der Bildkurve yon !'e gelegenen 

Wurzel  der Gleichung w (z) = a bezeichnen wir mi t  ~ (•, a). Man erhi~lt sie auch, 

wenn man die Anzuhl der verschiedenen, innerh~lb I'z gelegenen Wer te  yon ~" (a) 

berechnet.  
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Um diese Anzahl  zu best immen,  bet rachte  ich in der ~-Ebene die Modul- 

dreiecke mit  den Spitzen I, e, - - I  und I, ~-o, - - I .  Diese Dreiecke bilden zu- 

sammen ein Fundamenta lgeb ie t  der Umkehr funk t ion  von ~(w). Fiir  jedes a gibt 

es also einen W e f t  ~(a), der zu einem dieser Dreiecke gehSrt,  und falls a ~ al 

und a-o ist, so wird dieser Wer~ fiir ein geniigend grosses Q yon der Kurve  1'~ 

eingeschlossen. Ausserdem kSnnen zu dem von I'~ eingeschlossenen Gebiet  noch 

gewisse Transformier te  $7 -1 ~, S] -2 ~, . . .  oder S-o ~, S~ ~ . . . .  des be t rach te ten  Wer tes  

gehSren, j enachdem der Ausgangswer t  zum ersten oder zweiten Dreieck gehSrt.  

Die Anzahl  dieser ~quivalenten Punk t e  erh~lt  man, wenn man im ersten Falle 

zur ~l-Ebene und im zweiten Falle zur ~-o-Ebene fibergeht.  D o r t  en tspr icht  den 

~quivalenten P u n k t e n  eine Folge von Wer ten ,  die durch eine Trans la t ion  um 

eine Einhe i t  in der R ich tung  der reellen Achse auseinander  hervorgehen.  Im  

ersten Falle  sind alle Bi ldpunkte  links und im zweiten Fatle rechts  yon der 

imagin~i.ren Achse gelegen. Die Anzahl  dieser Punk te ,  die innerhalb  1"i~ bzw. FI", 
gelegen sind, ist offenbar gleich e + 0 ( I ) ,  wo mi~ 0(~) ein beschr~nktes Glied 

bezeichnet  ist. 

Dieselbe tSberlegung kann  dann  wiederhol t  werden, erst  mi t  den Modul- 

dreiecken e, ~-o, - -~  und ~, ~ , -  e, dann mit  den Dreiecken e-o, e '~, - -~"  und ~-o, 

~,--e-o. Jedesmal  erh~tlt man  dieselbe Anzahl,  Q ~- O(I), yon neuen,  i n ,  erhalb 

1~, gelegenen Bildpunkten,  wenn nur  im ersten Falle a ~ a_o, a~ und im zweiten 

Falle a ~ al, a~ ist. Addier t  man alle so gefundenen Bi ldpunkte ,  so wird also 

t ~(e, ai) --- Q "J- 0 ( I ) ,  (~'--- I, 2' 3)" 

W i r  haben hiermit  bewiesen, d a s s  die Funk t ion  w(z) alle W e r t e  ~t ~ al, a-o, 

c,~ asymptot isch gleich oft  ann immt  in den yon den Bi ldkurven der Kurven  1"(, 
begrenzten Gebieten, w~i.hrend die Anzahl  der a rS te l len  asymptot isch  kleiner  ist. 

D e r  Defekt, d .h .  die Anzahl  der fehlenden acStel len im Verh~ltnis zur normalen  

Anzahl, betr~gt  fiir jedes a~ 

(at) = lim r (e,a) - -  ~, (e, a,)__ 2. 
~ - ~  ~ (q, a) 3 

2 
Die Summe der Defekte  ist 3" -- 2. 

3 
Unser Ziel is~ z u  beweisen, dass diese Defekte  n icht  nur  auf t re ten ,  wenn 

die z-Ebene in der obigen, von den Kurven  1"~ bes t immten  Weise erschSpft  wird, 
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sondern auch wenn man die Ebene durch konzentrische Kreise ausschSpft, wie 

es die NEV~N~,~sche  Wertverteilungstheorie fordert. Um dies zu zeigen, muss 

man beweisen, dass die Bildkurven der Kurven /1 e annghernde Kreisform haben, 

d.h.  dass das Verh~ltnis zwischen dem grSssten und dem kleinsten Abstand eines 

Punktes auf der Bildkurve yon Qo zum Punkte z = o  den Grenzwert ~ hat. 

Dieser Beweis bildet die ttauptschwierigkeit der ganzen Untersuchung. 

4. Die Umkehrfunktion der Funktion ~ -- ~. (w (z)) sei im folgenden mit 

z = 2(~) bezeiehnet. Wie schon bemerkt wurde, wird Fe durch Vermittlung yon 

2(~) auf eine geschlossene Kurve der z-Ebene abgebildet, welche den ~Tullpunkt 

umgibt. Auf dieser Kurve sei q(Q) der kleinste und r~(Q) der grSsste Wert  yon 

[z [. Ausserdem wird die logarithmische Schwankung co (q) ~- log r~ (Q) - - l o g  r~ (~) 

eingefiihrt. 

Mit s =  log z bezeichnen wir denjer/igen Zweig des Logarithmus, dessen 

Imaginarteil zwisehen o und z ~ liegg Das Bild von F? in der s-Ebene ist eine 

Kurve, welche zwei Punkte mit den Ordinaten o und 2 ~ verbindet. Ihre Pro- 

.~ektion auf der reellen Aehse is~ gleieh r~(~). Man iiberzengt sieh leicht, d~ss 

die LRnge einer solchen Kurve wenigstens gleich der Diagonale eines Rechtecks 

mit den Seiten 2 er und ~>(~) sein muss, und erhglt demnach die Ungleichung 

 fl ,l 
i , i  

e 

>__ g 

Dutch Anwendung tier Sehwarzschen Ungleichung bekommt man hieraus 

kf 4 r r  ~ + w (q)" ~ Id~ '~ l  ' de,: 
1 1 

I ,  i l ,i 
,o q 

und, da die Lgnge jeder Kurve 1 "* hSehstens gleieh ~Q is~, 
�9 ' " 0 

1 
F i 

+,) 

Dividiert m~n diese Ungleichung durch 3 ~Q und integriert in bezug uuf 

,o zwischen den Grenzen o' und Q" (3 ~ Q '<  Q"), so wird 
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~)lt 

(I) 4J~ log -; + "so d(~ 
3 (, 3;~ 

,o' 

~:_ de ~C,: I d;,l. 
1 e '  l , i  " 

e 

Der  rechtss tehende Ausdruck stellt  den InhMt  des Fl~tchenstiicks dar, das durch 

die Bi ldkurven yon F o, und 1"o', yon dem ParMlelstreifen 0 ~ I ( s ) G  2 ~, abge- 

schni t ten wird. Diese Fliiche ist hSchstens gleich 2 er (log r~ (O") - -  log r~ (q')) = 

= 2 ~  l o g g y  + w(q") . Benii tzt  man  diese Absehgtzung,  so folgt  aus (1) 

QH 

e"  r~ (e") . . . .  i i" 
(2) l o g  e'  - log  -,',(e') ~,le ) -6#~J  ~'(eY 

(j' 

Aus dieser Ungie ichung ergibt  sich schon, dass lim r~ ((~) ~ ist, d .h .  dass 
o--~o 

das Wer tgeb ie t  G mi t  der ganzen z-Ebene identisch ist, denn der auf der rechten  

Seite yon (2) s tehende Ausdruck ist im al lgemeinen beschrgnkt .  Schreibt  man  

ngmlieh 

und ist 

6 ~ , : ' . 1  (, ' / e  = - (e), 

(3) to(Q) > cg(Q) q- I ,  

so folgt  

oder 

d { ]  
(~(e) + ~)' < 6;~ ' Q v g ' ~  

dq  

dq < 6 ~  ~ de(q)  

W e n n  (3) in einem ganzen IntervM1 ~ gilt, so folgt  

d a (q) < 6 ~ -~  = 6 ~'-' dQ < 6 ' 2  (I T ~ Q ) )  ~ = {~.):t �9 

d d ,~=o 

Also kann  sich kein IntervM1 J ins Unendliche strecken, d .h .  es gibt  beliebig 

grosse W e r t e  ~, ffir welche (3) nicht  gilt. Setzt  man  fiir q" einen solchen W e r t  
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ein, so folgt aus (2) 

log 
tf t !  

?'J_(e ) > ? log--~ - -  I. 
r~ (e') 3 e 

Da r~(q) eine wachsende Funktion von Q ist, geht hieraus die Behauptung 

lim r 1 (,o) = ~ unmi~telbar hervor. 

5. Nachdem wir bewiesen haben, dass das Wertgebiet  der Funktion z(w) 
die ganze z-Ebene ist, kSnnen wir uns denken, dass die bisher nur schematisch 

aufgefasste Figur I die wirkliche Zerlegung der z-Ebene darstellt, und dass die 

Kurven C/ die Bilder der paarweise zugeordneten Randstficke yon Q sind. 

r genfigend gross ist ( r ~ r ~ ( ~ ) )  trifft der Kreis ] z ] - - - r  Mle drei Wenn 

Kurven Ci. Derjenige Bogen dieses Kreises, der einen Punkt  auf dem linken 

Ufer yon 6~ mit einem Punkt  auf dem rechten Ufer yon C.~ verbindet, heisse 

0~1). 1 Den ~hnlich bestimmten Bogen zwischen C~ und C 3 bezeichnen wir mit 

0112) und den zwisehen C.3 und C~ gelegenen Boge n mit 0(~ a). Der zum Bogen 0~) 
3 

gehSrige Zentriwinkel sei 0~(r). Dann ist ~ 0 , ( r ) ~  2 J~. 
i ~ 1  

Dem Bogen 0~ i) entspricht in der ~i-Ebene ein Querschnitt des Bildgebiets 

~ - -  I 
Q, der den Punkt yore unendlich fernen Punkt  trennt. Daraus ist 

dass die 

v o n  

ersichtlich, 

~r, ist. 

Geht man zur a~ 

2 
/ 

Variation von arg (~'~ 
\ 

I/~ ~~--\ auf O~ i) wenigs~ens gleieh 

fiber, wobei der Zweig des Loga- 

rithmus so festgelegt wird, dass sein Imaginarteil zwischen ---z  und 3Z liegt, 
2 2 

so erh~lt man also als Bild yon 0~) eine Kurve, welche wenigstens die L~nge ~r, 

hat. Es gilt somit 

de I d z l  > ,r, 
oI!) 

woraus mit tIilfe der Schwarzschen Ungleichung folgt 

Fal l s  m e h r e r e  so lche  Bogen v o r h a n d e n  s ind,  sei 01.1) i rgende ine r  u n t e r  diesen.  

49--31356.  Acta mathematlca: 58. Imprim6 le l l  mars  1932. 
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+.=<: f ,+ ,  f i ~ l.,,+, =,. o: <,+> f i ~+ ~ = , + .~,. +, ++,,. 
o(i)r o(i)r Olf') 

Diese Ungle ichung dividieren wir durch r Oi(r) und integrieren in bezug +uf 

r zwisehen den Grenzen r~ (q') und r~ (q"). M+n erlfitlt dann 

r~(q")d ~ r, (0") 

r~ (Q 'I ~.~ (~') ol f) 

Auf  der rechten Seite von (4) steht wieder der Inha l t  einer gewissen Fl~che. 

Diese Fl~iche liegt erstens - -  wenn ai ~ ~ + i v  geschrieben w i r d -  zwischen den 

Geraden ~ = l o g  ( ( / - -  I )  und ~ = l o g ( t ] ' + : ) .  ~ Anderersei ts  ist s i e i m  Bild- 

gebiet  der oberen ~',.-H+lbebene erh+lten, d .h .  sie l iegt zwischen den zwei Kurven  

[ - =  
~ = - - a r e  sin e - 

2 

~ = ~r, + are sin �9 
2 

Also ist die g+nze Fl~che hSchstens gleich 

q + 2 + 2  ~, log ~' I 

2 

Triigt man dies in (4) ein, so bekommt  man sehliesslieh 

< ( ~ )  +rc sin ~-~2 d~ . . . .  ~ log. d + 0 ,/ 

r~ (,o") l 
./[ ,~0Xr]  ~-~ 10~', O' + 0 , ( /  - -  I ,  2 ,  +3)" 

r.~ (q') 

Diese drei Ungle iehungen addieren wir, und benutzen, dass naeh dem Satz 

voln ar i thmetisehen und harmonisehen Mittel  

3 i Es  wi rd  0'  > 4 u n g e n o m m e n .  
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3 

0dr) 7: -~ 2~,, 

0, 0") 
1 

ist. Man erlfiilt so die Ungleichung 

<)der 

(5) 

,, ( ; )  3 log {'!- ( r  < , + 0 2 r.~ (q') ~ log o 

2 ,.~" ,.,(.o")> __,o(q,,)+ o(( i , )  
31~ , - - I o g r l ( ( / )  = �9 

(6) 

Die zwei Fund~menta lungle ichungen (2) und (5) ergeben zusamlnen 

,i (, 

O' 

eine Ungleichung, welche also immer besteht, wenn 3 < ( / <  #,,. Wir  werden 
4 

zeigen, dass diese Ungleiehung lira r o und sogar eine etwas sehi/rfere Be- 

ziehung zur Folge hat. 

6. Wir  w~ihlen ein festes 0 > 9 und wenden die Ungleichung (6) an auf  
I6 ' 

" v e l  

ein q' aus dem I n t e r w l l  V q < q  =<(~ und ein q aus dem Interwll0_--<(/ '  < q  I/q.  

Die Ungleichung bringen wir auf die Form 

( (7) ~o (O') + ~o (O") ~ 2 ~o (q") - 6 ,:'-' -: 

tJ 

r 

' ~ ;~176 + 0 , �9 
+ 2 ~,~(q) .... 6 ~ r " . !  q I 

o' 

~Vir versuchen jetzt  0" innerh~lb des IntervMls (q, q ]"(~)so zu wiihlen, dass 

der erste Klammerausdruck in (7) sein Mininmm erreicht. Dieses sMinimum be- 

zeichnen wir mit  d. Es gilt  folglich, wenn wieder 

~ '  ,~(0)" dq " ~- ,~ (,.,) 
6 z~" j Q 

9 
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gesetzt  wird, 

oder 

fiir (~ < q" < q VQ. 

~ (d') >-- ~ (r + 

e" d e (e") 
(~ (e") + ~)~' =< ~ 4 , ~  d e , , - - ,  

Hieraus  folg'~ 

de" < 2 4 ~  ~ dec(e') 
- - : i t  = 

e (-(e") + ~)'~ 

und durch In tegra t ion  fiber das ganze Interval l  (e, ~ I/~) 

oder 

q a = O  

< 48 ~ 
log (~ 

In  derselben Weise  wird gezeigt, dass aueh das Minimum des zweiten Klam- 

, 48 :~ 
merausdrucks  in (7) im IntervM1 l /q  < o < t~ kleiner als oder gleich log t) ist. Man 

kann also (/ und (/' aus den vorgeschriebenen IntervMlen wis sodass nach (7) 

(8) o~ (q ' )+  oJ (q") < 9 6 ~ - -  + 0  (~,) 
= log Q 

wird. 

W i r  nehmen dann eine Zahl V, die grSsser als (a (Q') und ~o (r ist, und be- 

zeiehnen mit  J das logari thmische Mass ~ der Menge der zwischen (/ und q" lie- 

g:enden Wer te  q, ffir welche to (t))> V ist. Dann  folgt  aus (6) in Verbindung mit (8) 

oder 

6 ~  ~1 < + 0  = log Q 

d __< r l--o~ 

1 f d(> d.h. das tiber diese Menge'ausgestreckte Integral J O " 



0ber  eine Klasse tra.nszendenter Funktionen. 389 

D~ nun to(Q) nach Vor~ussetzung nich~ in dem ganzen geschlossenen Inter-  

w l l  (e', ~") grSsser als ~ ist, so kann man in diesem Interval l  zwei so nahe an 

(~ gelegene W e r t e  ~ = Q und Q2 ~ # finden, fiir Welche to (Q,) und to (Q~) ~ ~7 ist, dass 

Ferner  ist 

log e~ Qj ~ v 57~6-1og ...... e + o �9 

r, (@ 

woraus  nuch (5) folgt  

to (e) ~ 3 log -- + to (el) + to (e'~) + 0 I < 384 ~r 4 I 

Die rechtss tehende Sehnmke wird zu einem Minimum fiir 

3 

:1/-3S4 ' 
F log e 

und bei dieser W a h l  ist die Bedingung V > to (e') und to (e") wegen (8) erfiillt, 

wenn e geniigend gross ist. Man erh~lt so die gewiinschte Absch~tzung 

3 

V l o g  (, v ' 

welche zeigt, dass to(Q) mit  wachsendem # guts~chlich gegen Null  streb~ wie 

3 

7. Aus (2) und (5) folgt  nunmehr  unmit~elbar, dass 

p! 

Man schliesst hieraus auf  die Existenz des Grenzwertes  

lim ( log r~ (Q) 2 ) Q--~ --~iogo = l o g A  
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und erhs die asympto t i sche  Dars te l lung  

Ebenso gil$ 

Lars Ahlfors. 

r l ( q ) = A q a  I + 0  ~ " 
1/io 

r ~ ( q ) = A q : ~  1 + 0  

Die Wer tve r t e i lungsgrSssen  n (r, a) erhiil~ man  mi t  Hi l fe  der  Resul~ate in 

Nr. 3. Es ist offenbar  

Wi~hl~ m a n  zuniiehst q sodass r~ ( q ) =  r, woraus  fo lg t  

( , - - A ' r  2 I + 0 ; . . . . . .  , A ", 

so wird (S. 382) 

..( ! : fiir a ~ (q, a,~, a3 ,~(r, a) << f ( e ,  a) --- 3 2[ ' , '2  I -~ 0 F 

,, (r, c/i) ~ ~(Z, ct,.) m'  r ~ I + 0 _~ __ , (i .... I, 2, 3). 
\ J / l o g  ~q] 

W i r d  q andererse i ts  so gews dass r 2(0) = - r ,  so erhs m a n  in derselben Weise  

die u m g e k e h r t e n  Ungle iehungen.  Es  gil~ mi th in  

n (r) das W e n n  

gilt  auch 

fiir a r al ,  a.~, a 3 

( i  = , , ~ , 3 ) .  

M a x i m u m  yon n (r, a) fiir alle W e r t e  yon ~t bezeichnet,  so 
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lim i:iiT~- -~ A', 

d.h .  dit~ I unkhon w (z) ist vom mittleren Typus der Ordnung 

(r ,  a)  
lim --n(~.) : I fiir a ~ a i ,  ae, a~ 

lim ~ (r, a i )  I 
,.--, n (r) 3 

3. Ferner  ist 
2 

Die einzigen Wert, e m i t  einem positiven Defekt  sind also die Werte  ai und der 

Defekt  jedes Wertes  betr~tgt 

6 (ai) : ,.--lim:r (I  
n (r, a,.)] 2 

wobei die Defekte jetzt  im ursprfinglichen NEVA~IAZ~Aschen Sinn berechne~ 

sind. 1 

Wir  fassen noch die Resultate dieses Abschnit tes zusummen: 

Die, bis au f  lineare Trartsformationen, einzige in einern e in f  ach zusammenhiingenden 

Gebiet definierte, eindeutige l~'unktion ohne multiplen Stellen, dere~. Umkehrfunktion 

m~r #bet den Stellen a I , a,2, a~ je eine transze~dente SingularitYt besitzt, ist  eine 

in der ganzen Ebene meromorphe I:unkt~on vom mittleren Typus der Ordnung 3 ~m;t 
�9 2 

den drei Defekten 6 (a~) = 6 (a,_) = 6 (aa) 2. Die Summe def. Defekte ist also �9 
3 

gleieh z. 

2. Der allgemeine Fall. 

A. 8. Wi r  untersuchen dann den Fall, v~o die Funkt ion  z(w) fiber jedem 

der Punkte  al,  a.2 . . . .  , aq(q > 3) eine und nur  eine logari thmische Singularit i i t  

besitzt. Ausserdem nehmen wir zuni~chst an, dass alle Singularit~Lten in dem- 

selben Blat t  liegen, d .h .  dass man ein Anfangselement  finden kann,  yon dem 

uus alle Singulari t~ten l~ngs solchen Wegen  erreichbur sind, die sich selbst und  

�9 I E igen t l i ch  s ind die Nevan l i nnaschen  Defekte  n i c h t  m i t  Hilfe  der  F u n k t i o n e n  n (r, a), sonde rn  
mi t  Hilfe  der  d a m i t  v e r w a n d t e n  F u n k t i o n e n  -N(r, a) definiert .  Es is t  aber  ]eicht  zu selmn, dass 
ein durch  n (r, a) def inier ter  Defekt  e inen  gleich grossen,  du rch  N ( r ,  a) gemessenen  Defekt  e rg ib t ,  
wogegen das u m g e k e h r t e  n i c h t  i m m e r  gilt .  
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einander nicht schneiden. Die Punkte a l ,  . . . ,  a~ seien so numeriert, class die 

entsprechenden Wege zyklisch im positiven Drehungssinn aufeinunderfolgen. Die 

schematische Figur 5, welche die Struktur der Riemannsehen Fls veranschau- 

licht, entsteht genau wie die entsprechende Figur I mit dem Unterschied, dass 

das erste Fundamentalgebiet jetzt q im Unendlichen gelegene Ecken hat. 

Von der Funktion ~ - ~ ( w ;  al, . . . ,  aq), welche die universelle Uberlage- 

rungsttiiche der in aj, . . . ,  aq punktierten w-Ebene auf den Einheitskreis abbildet, 

3 

J 

\ 
/ 

4 
Fig. 5. 

), 
4 

4 

f 
~ 

2 

2 

3 

soll wieder ein eindeutiger Zwe~ ~ = ~(w)fix~ert werden. Dazu wird eill Sehnitt- 

system eingefiihrt, das in Fig. 5 yon den Kurven C~ ( i :  I, . . . ,  q; k =  2, . . . ,  

q - - I )  reprs wird. C~ ist eine Kurve, welche in dem an die Seite 

(i, i +  I) des Grundpolygons grenzenden >>togarithmischen Ende>> verl~uft und durch 

die dort gelegenen Bildpunkte yon a~-k+l hindurchgeht. ~ In jedem zum betref- 

fenden logarithmischen Ende gehSrigen Fundamentalgebiet soll der Schnitt C~ 

die Singularit~t ai und die vorhergehenden Schnitte C~ :-1, C~ -~, . . . ,  C~ yon der 

1 Hier und im folgenden sollen alle Indizes ~uf ihre Reste modulo q reduziert werden. 
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S ingu la r i t~  ai+~ und den n~chfolgenden Schni t ten Cik+l, C~ +~ . . . .  , C~ -1 tren- 

hen. Dann  geh5rt  zu C~! in der w-Ebene eine Kurve, die sich unendlich oft  um 

a~, a ~ - l ,  . . . ,  a~-~,+2 im neg~tiven und um as+a, a~42, . . . ,  a~+,~-k im positiven 

Sinn herumwindet  und bei jedem Uml~uf durch ai-~+~ hindurchgeht .  M~n knnn 

es wieder so einrichten, duss ~lle zu demselben Schni t t 'geh5r igen Uml~iufe genau 

4 

8 2 2 

1 

~3 v 2 

Fig. 6. 

1 

i ibereinander liegen, und d~ss jedem Umlauf  in der ~-Ebene ein Orthogouulkreis- 

bogen des Einheitskreises entspricht.  

Den S ingu la r i t~en  yon z(w) entspreche in der ~-Ebene dutch  Vermi~tlung 

des H~uptzweiges yon ~(w) die Punkte  ~.~, . . . ,  e~ ~uf der Peripherie des Ein- 

heitskreises, und bei einem positiven Umlauf  um ai soll dieser Zweig der Trans- 

format ion S i  unterworfen werden. D~nn entspricht  dem Anf~ngspunkt  des Schnit- 

' T" T ~. tes ~.~ der Punk t  T ~ , k ~ i - - k + ~  i ,k  ~ - -k+l ,  wo , , ~ = S ~ + ~ S i + ~ . . . S ~ + q - k  und 

T~'~ = $7~S~._-_~ $7 -~ Als Bild des ersten zu C~ gehSrigen Uml~ufes erhiilt 
, " " " i - - k §  

50- -31356 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  58. Imprim6 lo 12 mars 1932. 
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man die yon dem genannten Punkt  ausgehenden Orthogonalkreisbogen, welche in 

den Punk~en Ti.~k e~'--k+l und T~"~ ei-k+l endigen. Allgemein geh5rt zu dem 

linken Ufer des p:ten Uml~ufes der Orthogonulkreisbogen zwischen den Punkten 

1"~I~ k ~.'---1~+1 und T'P+li, k ~i-k+l, w~ihrend zu dem rechten Ufer der Kreisbogen 

zwischen l"'l~i,k e~-k+1 und T ''~+1i, k ~i-i~+1 gehSrt. Die beiden Ufer werden also auf 

Kreisbogenzfige abgebildet, die gegen die anziehenden Fixpunkte (o'~, ~. und w~i 7: 

der Transformationen 1"i, ~ und 1'i~ ~ konvergieren. 

T~.I~ und Y-"i,q-~ sind p~rabolisch mit den einzigen Fixpunkten e~ und ~+1. 

Ferner ist fiir / c : 2 ,  . . . ,  q - - z  T'~,~=T~,'~+I, sodass aueheo'~,~wi.i~+~. Also 

ist die ganze Anz~hl der infr~gekommenden Fixpunkte gleich q(q - - z ) ,  d.h. die 

J 
f 

/ 

A 

5 

\ 

B 
Fig. 7. 

Riemunnsche Fl~che 1;' wird ~uf ein Kreispolygon (2 mit paarweise zugeordneten 

Seiten abgebildet, dessen Ecken sich gegen q ( q -  2) Punkte uuf der Peripherie 

des Einheitskreises h~ufen (siehe Fig. 5, wo q = 4). 

9. M~n betr~chte wieder eine Abbildung des Einheitskreises ~uf die obere 

~'i-I-]~lbebene (i ~ I, . . . ,  q), welche den Punkt  si in den unendlich fernen Punkt  

fiberffihrt. Die Abbildung soll so normiert sein, d~ss der Tr~nsformution S~ eine 

Translation um eine Einheit in der Richtung der positiven reellen Achse ent- 

spricht. Als Bild derjenigen Seiten yon Q, die sich gegen ei h~ufen, erh~lt man 

dunn wie in Fig. 4 zwei yon den Bildpunkten A und B der Anf~ngspunkte der 

Schnitte C~ und Cq--11 ~usgehende Folgen anein~ndergelegter, kongruenter H~lb- 

kreise vom Radius I (Fig..7). 
2 

Wir definieren dann die QuerschnitSe F i in f~s~ derselben Weise wie in @ 

Nr. 2. Muu schlage um A und B Halbkreise vom Radius @, nehme yon beiden 

Halbkreisen nur die ~usseren Quadranten und verbinde ihre senkrecht fiber A 
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und B gelegenen Endpunkte mit einer zur reellen Achse parallelen Strecke. Der 

zum Bildgebiet yon Q gehSrige Teil dieser zusammengesetzten Linie sei I '~. 
P 

Durch diese Definition ist aber noch nicht erreicht, dass der linke End- 

punkt von I "iQ dem rechten Endpunkt von F~ +~ zugeordnet ist. Um zu einer ge- 

schlossenen K u r v e F e  zu kommen, mfissen also noch gewisse Kurvens~ficke hin- 

zugeffigt werden. 

Dazu bilden wir den Einheitskreis noch auf die obere ~-Halbebene (k = z, 

. . . ,  q - - 2 )  ab, sodass der Fixpunkt w'i,k = ~oi'ik+l in den Pankt  ~ fibergeht. 

Dann entspricht der Transformation T" = T" eine Ahnlichkeitstr~msforma- i, k i, k§  

tion yore Bildpunkt des zweiten Fixpunktes aus (a.ls Nullpunkt gewi~hlt)mit dem 

Proportionalitis ~ > I. Als Bild der Seiten yon (~, die sich gegen o~'~, k 

/" \ 

A O M B  

Fig.  8. 

h~ufen, erh~lt man beiderseits yon 0 eine Folge perspektivisch gelegener Halb- 

kreise (Fig. 8). ~ 

In der ~}-Ebene betrachten wir dann den Halbkreis fiber die Streeke A B  zwL 

schen den Bildpunkten der Anfa.ngspunkte yon C~ und C~, u n d  vergrbssern ihn 

homothetiseh yore Punkte 0 aus bis er durch den zUgeordneten Punkt  des lin- 

ken Endpunktes yon 1'~ hindurehgeht. Den zum Bildgebie~ yon Q gehSrigen 

Teil dieses Kreises nennen wit F i, ~. Allgemein sod das in der ~'~-Ebene (k-----2 Q 

�9 . . ,  q -  3) gelegene Kurvenstfick 1~ ,k durch den zugeordneten Punkt  des linken 

Endpunktes yon F ~',k-~ hindurchgehen und auf einem homothetischen Kreis zu 

dem Orthogonalkreis durch die Transformierten der Anfangspunkte von C~ und 

Q+ '  liegen. Nut  das letzte Kurvenstiick, F i, Q q-", muss etwas anders definiert 

werden, n~mlich als der Orthogonalkreisbogen, der in der ~-2-Ebene die zuge- 

ordneten Punkte des linken Endpunktes yon F~,'~-a und des rechten Endpunktes 
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von Fi+l verbindet. Alsdann entsprieht  der Kurve 1) in der ~'-Ebene, welehe aus 

den Bildern aller Querschnit te 1 "j und l " ,  k besteht,  auf  der Fl~che 1~' tats:,tch- ,o " (? 

lieh eine gesehlosssene Kurve.  

IO. Es sei wieder v(q, a) die Anzahl  der von l',, eingesehlossenen Stellen, 

denen in der w-Ebene ein fiber, a gelegener P u n k t  entsprieht.  Diese Anzahl  kann  

in folgender Weise best immt werden. 

In  der ~'-Ebene bilde~ das Orthogonalkreispolygon, dessen Eeken ei+l, ei+~, 

. . . ,  ei+,~=ei und die ]3i!dpunk~e der Anfangspunkte  der Kurven  C~ ?, C~ -~, . . . ,  

C] -1 sind, ein vollst~ndige s Fundamentatgebie~ der Funkt ion  ~(w). In  diesem 

Gebiet liegt also sieher ein W e f t  yon ~'(a), und wenn a ~ ai  und a i + l  is~, so 

wird dieser Wer~ ffir geniigend grosse Q yon der Kurve l',o eingesehlossen. Aus- 

serdem sehiiesst abet  I), noeh eine Folge yon ~quivalenten Bildpunk~en dieses 

Wer~es ein, welehe, jenaehdem in welehem Tell des Fundamentalgebie~s d e r  be- 

~raehtete W e f t  .~(h) liegt, dutch  positive Potenzen einer der Transforma~ionen 

T" --- T' T" gegeben s i n d .  1" Y"' = I"  T" ~ T'. 4, . . . .  ~', q-2 " i,  21 i,  2 i ,  3 ~ i,  3 ~, t,  q - - 1  ~ i ,  q - - 1  

Fiir die parabolisehen Subst i tut ionen ~ , 2 =  Si-1 und ~ i ~ - I - -  Si+l berech- 

net  man sofort die Anzahl  dieser iiquivalenten Punk te  zu t~ + 0(I), wie in Nr. 3. 

Aber auch ffir die hyperbolischen Transformat ionen erhgl~ man asymp~o~isch die- 

selbe AnzaM, denn zwischen den Querschnitt~en 1 "i, k und 1 "i, k �9 ,~ n+~ hegt,  wenn n eine 

ganze Zahl ist, genau ein Bildpunkt.  

Da dieselbe t )berlegung ffir i - I ,  2, . . . ,  q wiederhol~ werden kmm, so 

folgt,  wenn a yon ullen ai versehieden ist, dass die gesamte Anzahl  der Yon 1"~, 

eingeschlossenen Wer~e a gleich 

r(e, a ) =  qO + 0( , )  

is~, w~thrend 
,,(,,,, (q - + ( i - :  , ,  . . . ,  r  

Alle Wer te  werden also asymptotisch gleich oft  angenommen mit  Ausnahme der 

Wer te  ai, welche den Defek~ 

d(a~) = lim . . . . . . . . . . . . . . .  a) q 

2 
besitzen. Die Smnme aller Defekte ist also wieder gleieh q . . . . .  2. Es soll abet  

q 

noch wie ira Falle q ~ 3 gezeigt werden, dass diese Defekte wirkliehe Defek~e 

im Sinne v o n  N E V A N L I N N A  sind. 
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I I. Der Kurve I',~ entsprieht in der z-Ebene eine Kurve, die den Null- 

punkt umsehlingt. Gehen wir zur s = log z-Ebene fiber, so wird also in dersel- 

ben Weise wie in Nr. 4 

1'() ' 1,l l,i, k 

(j" ) ' f  j':,.,,~ Wir wenden wieder die Schw~rzsche Ungleichung fgda <= f'Zda. 

an, indem wit in den Integralen der ersten Summe f----- I, g = und in den 

fibrigen Integralen f -  / I ~ 1 '  y .... d ~  setzen, wobei M eine Kon- 

stante ist, deren Wert sps bestimmt werden soll. Man erhiflt so 

4.: + ~o(,o)' ~ I d ~ l  + ~ f  . - -~ -  . 
] ,Z  , i ,  ' 

? 

.:~ %...j,~ I ~ f l l d ~ . ~ l .  
1 d, 1"; 

(, 

Alsdann be~chten wir, d~tss 

und 

/ 
i ,i 

0 

". < 0( : )  

~k ] " - 0 ( I ) .  

j.i, k 
0 

Dann wird, wenn K eine genfigend grosse Konstante ist, 

(9) ~q(o  ~:K)~ --< . d~; l a ; i l  + X . e ;~ l  
Fi  i, " 

Q r 
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Die letzte Ungleichung wird nun wie in Nr. 4 integriert in bezug uuf (~ 

zwischen den Grenzen @' und @". Auf der rechten Seite erh~tlt m~n dunn Dop- 

pelintegr~le yon der Form 

j "de Ih~'~ d~l 
' 1 ,i 

P 

und 

~o) 

@' Fi, k 
~o 

Die geometrische Bedeutung jener ist klur: d~ die benachbarten Kurven l" 0 und 

Fe+~Z e iiber~ll im Abs~and d@ yon einander luufen, so stellt d@]d~'~] dus Fl~ehen- 

element dur, und dus Integral repri~sentiert den Inhul~ der yon den Bildkurven 

erzeugten Fliiche. Diese dagegen kSnnen nicht geometrisch in- der Kurven Fe 

terpretiert werden. Wir kSnnen aber zeigen, dass sie kleiner sind als die ent- 

sprechenden Fli~cheninhalte. 

Duzu h~ben wir den kleinsten Abstund zwischen den Kurven I '',k und 

F ~,~ ~bzuschi~tzen. Dieser kleinste Abstand gehSrt notwendig zu einem End- 
~ + d ~  

punkt des Querschnitts F i,k Es gentigt d~her, dass wir den gen~nnten Abst~nd Q �9 

fiir alle Quersehnittsendpunkte bestimmen. 

In Fig. 8 sei O A  = a 1, OB----a .2  und M der Mittelpunkt des Kreises 1 "i, k. @ 

Die Abstgnde der Kreise F",k und 1 'i,k ~n den beiden Endpunkten des Quer- 
e @+d@ 

schnitts nennen wir d.nj und dn 2. In den Fiillen k = I, . . . ,  q -  4, wo die Kreise 

homothetisch sind, gilt d n  1 : dn~ = a 1 : a.,. 

Wenn wir die yon den Querschni*tsendpunkten beschriebenen Wege mit 

[ d ~  [~ uncl [ d ~  [~ bezeiehnen, so gilt d n ~ - ~  ] d ~  ]t sin 9~, dn~ ' - -  ] d ~ ] ~  sin ~0,2, wobei 

�9 ~, k die yon ihm getroffenen Hulb- 9~ und T.~ die Winkel sind, unter welchen Iq 

kreise sehneidet. Bezeiehnet m~n nun die Ordin~ten der Querschnittsendpunkte 

mit ~ und U.~ und den Querschnittsr~dius mit R, und schreibt m~n start ).~ ein- 

faeher )~, so erhiilt man durch leichte Rechnung 

sin 9% ~ I~ "~ + I '  sin ~-2~ ~ "  ~- / - I"  
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Es wird also 

(ii) 
dn~ 

Ebenso folgt aus Fig. 8 

--I s in  9 < 

Z +  I ~t 

Q 

wenn man Q ~ I voraussetzt. Da nun die zugeordneten Randpunkte in den ~i- 

und ~'~-Ebenen durch lineare Transformationen ineinander fibergehen, so gilt 

[d_~(! = [ d ~  [~ und folglich ist in der ~-Ebene 

Der Ausdruek R~-~:,j nimmt fiir alle zugeordneten Halbkreispaare dieselben Werte 

an; es ist leicht zu sehen, dass sein Minimum positiv ist. Daher ist es Mar, 

dass fiir geniigend grosses M die Ungleichung 

Rdq 

fiir alle Werte • grit. Ferner liegt auf dem ganzen Bogen I'", 2 der Quotient ,) 

[~/I unterhalb einer festen Schranke, woraus folgt, dass fiir ein noch gr5sseres 
R 

M sogar 

M 

gelten wird. Da ds ,  zu dnl proportional ist, so erfiillt dn~ eine ~ihnliche Un- 

gleichung. 
dn2 

Vergleicht man dann die auf die ~-Ebene bezogene Gr5sse r ~  mit der 

dn~ 
zur ~-Ebene gehSrigen GrSsse ~r so sieht man fast in derselben Weise ein, 

dass das Verhgltnis dieser Gr5ssen oberhalb einer festen positiven Schranke liegt. 

In der Tat folgt dieses sofort aus den Gleichungen (I I), wenn man bedenkt, dass 
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. d ~ 1  
(lie nieht-euklidisehen Differentiale !~S_~I~ und ~ ,  I1 ill den betraehteten Ebenen 

einander gleieh sind, und dass das Verhiiltnis der GrSssen ti'~R und UIR ~ ein posi- 

tives Minimum hat. In  dieser Weise fortsetzend erkennt  man sehliesslieh, dass 

fiir ein gewisses 21I die Ungleiehuno. 

I ;~~ 1,1,o 
Min (dnj, ~Ip~o_) > 21I 

fiir Mle ~IEbenen r iehtig ist. Allerdings sind in der ~'~-"-Ebene dn I u n d  dno 

nieht mehr proportional; daffir kann aber auf dr~ in der letzten Ebene gen~u 

dieselbe Uberlegnng angewandt werden wie auf d,t h in tier ersten Ebene. 

Ws man nun ~lf in (9) gemiiss tier oben gestell ten Forderung,  so Jst es 

klur, dass das In tegra l  (to) kleiner sein wird als das Fli ichenintegral  

'msgestreekt iiber das von den Kurven l'~,k gebildet.e Gebiet. Denn das Fliiehen- 

element ist grSsser als Id~: l .  Min (dn,,  dn.) und also grSsser als I~'~lId;'~[dq. 
- ]11 

Dieses Integral  stellt die OrSsse der Bildfliiehe des genannten  Gebiets dar. e i ih r t  

man in (9) die In tegra t ion  zwisehen den Grenzen q' und  q" aus, so erhiilt man  

also auf der reehten Seite einen Ausdruek, der kleiner ist als der Gesamt inhal t  

einer F1Eehe, die einerseits yon den Bildkurven der Kurven  ] ',,/und !'~,,,, anderer- 

seits von den Geraden ~ ( s ) - - o  und ,~(s)= 27r begrenzt  wird. Daher  wird 

oder 

(2') 

,,J 

r  l" )_" " 4~r, log + K I w(@ < log r~((~ ) 
q o' + K  + d Q = 2 n  , q :~.1 q + K rj(q ) 

P' 

t l  i !  

2 l o g  , . r~(q ) 
,,, - , o g  ;. (~) 

<' 

< ~,(o, ) ~ , j  ~ ' := " -- -- . ,r 0 2qlr" o, + K 
@' 

(:,) 
Diese Ungleichung entspricht  der Ungleichung (z) in Nr. 4. 

t R ha t  in den beiden Ebenen verschiedene Bedeutung.  
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Genau wie im Falle q = 3  kann  man aus dieser Ungleichung zuni~chst 

schliessen, dass lira rl(q) ~ ~ ist, d .h .  dass das Existenzgeb.iet yon w(z) die ganze 

Ebene ist. Wir  sind Mso berechtigt  die Figur  6 Ms Figur  in der z-Ebene auf- 

zufassen. Es sei O,:(r) der Zentriwinkel  desjenigen auf dem Kreise I zl = r gele- 

genen Bogens, der den linken Ufer yon  C q-1 mit  dem rechten Ufer  yon C/2+1 

verbindet. Diese Bogen sind Mle punkt f remd und geniigen folglich der Be- 
q 

dingung ~ Oi(r) <--_ 2 Ft. 
1 

Man beweist nun  genau wie u u f S .  385 die Ungleichungen 

r~ (,o") 

r~d,~) =< log ~ + o , (i--- i, . . . ,  q). 
r~(0') 

Durch Addit ion folgt  

~ =< qlo~ + o 
T r.Ae') . 

und, wenn man  die Ungleichung 

q I q~ q2 
F~ b,(;i ->= , , -  >= ..... 2 ; g  

Z o~(,,) 
1 

beniitzt, 

oder 

(s') 

, ,  

q lo~ ~1(e7! < log ~ + o 

d' , ,'1(r - o ( d ) +  o [ ~ .  l og  7- - ~og ~ ( ~ )  = W/ 

(6') 

Zusammen mit  (2') ergibt sich also 

o' 

und aus dieser Ungleichung li~sst sich wie in ~ r .  6 schliessen, dass 
5 ] - - 3 1 3 5 6 .  Acta mathematica. 58. I rnpr im6 le 12 mars  1932. 
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ist. 

Aus den 

stellung 

Io.,0) ~o(,o) = 0 : ,  
V i 0  

Ungleichungen (2') und (5') folgt  

rl(q) AO~ I + 0  

r , , ( 0 ) : A 0 d  1 + 0 

wo A eine Kons tan te  ist. 

dann die asymi)totische Dur- 

%)) 
Die Anzahl  n(r, a) der im Kreise [ z [ <  r gelegenen a-Stellen der Funkt ion  

w(z) erhifit man nun sofort, wenn man beachtet ,  dass 

isb, und die 

findet so 

.(~i(e), ~) =< ~(e, ~) =< .(r~(e), ~) 

asymptotischen Darstel lungen yon v(Q, a) S. 396 verwendet. 

n(r,a):qA'r~(I+O .~' ) )  ftir a # a ~ , . . . , a , ,  

i / log  , 

Man 

�9 ( i)) q 3 ! n(r, a,) (q -- 2)A'r~ I + 0  iog. 
q 

wo A' : A -  2. 

Also ist aueh 

.(,-) Max ~(~-, ~) " '  z [ = = q A ; ' 2  I + 0  

d .h .  

( ~ =  I ,  . . . ~  q), 

w(z) is~ eine meromorphe Punkgion vom mit t leren Typus der Ordnung -q. 
2 

Ihre einzigen defekten Werte  sind a~, a.2, . . . ,  a,j mit  den Defekten 

2 
Die Defektsumme ist q. = 2. 

q 
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B. I2. Wir  haben dann noch den Fall zu erledigen, wo nicht alle Singu- 

larit:,iten ohne Umluuf der Punkte a~ erreichbur sind. In diesem Fulle kann es 

eintreffen, dass fiber demselben Punkt  a~ mehrere, etwa tti, Singularit~Lten liegen. 

Die Summe n ~ ~ ,# i  gibt die  Gesamtanzahl der verschiedenen Singulariti~ten. 
1 

Die Struktur der Riemannschen Fl~che F geht nach b[~vA~LI~A aus einem 

Polygon mit n Ecken hervor, yon denen ,u~ mit a~, #.2 mit ae usw. bezeichnet 

sind. Dieses Grundpolyg0n ist noeh durch einander nicht schneidende Diago- 

nale in Teilpolygone yon der Eigenschaft zerlegt, duss keine gleichbezeiehnete 

Eckpunkte ~ls Ecken desselben Teilpolygons auftreten. Jeder Diagonale wird 

a4 

(1) 
a 2 

(2)I~ 
a 3 

a I 

F i g .  9. 

noch eine g~nze Zahl zugeordnet~ welche ~ngibt, wie vielfach die bet ref fende 

Diagonale zu z~hlen ist. In  Fig. 9 ist ein Schema fiir t t j - ~  t t , ~ -  2,  #3 ~ # ~ - -  I 

gezeichnet; die Diagonale (al, a~) wird einfach, die Diagonale (a2, as)doppelt  

gerechnet. 

Die Bedeutung der schematischen Figur ist folgende: Jedem Teilpolygon 

entspricht ein Blair der Riemannschen Fliiche F, und in diesem Blatt  sind die- 

jenigen Punkte at singuliir, die unter den Ecken des Teilpolygons vorkommen. 

D~bei werden auch die k-fachen Diagonale als k - -  I uneinander gelegte Zwei- 

ecke ~ufgef~sst, und geben mithin zu Bli~ttern mit nur zwei Singul~ritiiten An- 

lass. Die BlOtter hiingen in der yon der schematischen Figur angegebenen Weise 

zusammen. Schliesslich werden noch an die Seiten des Grundpolygons >4oga- 

rithmische Enden~> angehiingt, die ~us unendlich vielen, nur um die zwei zu 

den Endpunkten der betreffenden Seite geh5rigen Punkte herumgewundenen 

Bli~ttern bestehen. 

Die zwei Singulariti~ten des /:ten logarithmischen Endes seien ai, und aiq; 

die fibrigen Pankte bezeichnen wir in einer beliebigen Reihenfolge m i t  a~, ai~, 
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. . . ,  a i q _ l .  Die Fl~che F wird genau wie in den vorhin behandel ten Fifllen 

l~ngs Schni t ten C~ aufgeschnit ten,  die durch ulle zu dem v:ten logar i thmischen 

Ende geh6rigen reguli~ren Punkte  fiber aik hindurchgehen.  Die Kurve C~ soll 

um die Punkte  all, ai2, . . . ,  ai~,~ im negat iven und um die Punkte  air.+1, aik+2, 

. . . .  a i q  im positiven Sinn herumlaufen.  Die einzeln'en Uml;,iufe sollen genau 

iibereinander liegen und in der ~ = ;~'(w, al, . . . ,  aq)-Ebene auf  Orthogonalkreis- 

bogen des Einheitskreises abgebildet werden. 

Alsd~nn werden noch die regul~ren Punkte  des Grundpolygons in willkiir- 

licher Weise mi~ den Endpunkten  der Kurven  C~ verbunden durch Kurvenstficke, 

die einander nicht  schneiden diirfen, sonst aber vSllig beliebig sind. Die end- 

giiltigen Schnitte,  deren Anzahl  n ( q - - 2 )  ist, bestehen also aus je einer der 

Kurven C~ ~ nebst einem angeh~tngten Kurvenstiick, dus durch einen oder mehrere 

der Punkte  a~ des Grundpolygons hindurchgeht .  

Auf  der so aufgeschni t tenen Fl~iche F wird jeder Zweig yon ~'(w) eindeutig. 

Dem Anfangspunk t  des Schnittes C/k entsprechen aber jetz~ im allgemeinen zwei 

verschiedene Punk te  auf  der Peripherie des Einheitskreises, etwa S' i ,  k 8 i  k und 

S" S~, k und S" i,~ ~;k, wo i,k gewisse Transformat ionen  aus der Gruppe S sind, 

in "bezug auf  welche die Funkt ion  ~(w) automorph ist. Da man auf der 

aufgeschni t tenen Fl~che vom Anfangspunkt  des Schnittes C~ zum Anfangspunk t  

Cq-~ kommen kann,  indem man nur  den P u n k t  a;1----a(i--1)q zweimal im posi- v o n  ~ i - - 1  

riven Sinn umiituft, so ist S" S~. ~ i~" �9 i - - l ,  q - - 1  ~ , S'~ Die Anfangspunkte  der Schnit te  

C~ und C~ +1 (]c= 2, . . . ,  q - - 2 )  kSnnen ohne irgendeinen Umlauf  verbunden 

werden. Demnach  ist  S' - - S "  i ,  k + l  = =  i ,  k"  

Zu den iibrigen Punkten  ai k auf  dem linken Ufer yon C~ gehSren die Punk te  

= S - - 1  S.---1 ~ . 1  i n  den Punk- S~, k T' z s I, 2, Hierbei  ist I'~ k . . . . .  

ten auf  dem rechten Ufer geh5ren die Punk te  S",:, k T"~, k ~k, )~ - - I ,  2, . . . ,  wo 

~-"i.k = S i q S i q _ l  ' ' '  S i k + l .  Die Bilder der beiden Ufer  erh~tlt man, wenn man  die 

zwischenliegenden Orthogonalkreisbogen zeichnet. Diese Kreisbogen h~ufen sich 
t pp l tl 

gegen die Punkte  S~ ~r162 ~ und S" �9 i, ~ %, ~, wo w~, ~ und  wi, ~ die anziehenden Fix- 

punkte  der Transformat ionen ~ , ~  und  T" . .  - -  i, ~ bezeichnen. Fiir /c = z, ., q 2 

gilt  wieder wi, ~ = w~, ~+1, denn T~, ~ ~ T'~, ~+~. Insgesumt gibt es n. parabolische 

und n ( q -  3) hyperbolische t t~ufungspunkte ,  denn wegen der oben bewiesenen 
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, ,  " '  " = " Relat ionen ist S~ 2 ei, = Si-1,  q--1 ~, 6il = S i - 1 ,  q - x  ei  t q - 1  e { i - 1 ) q _ l  ~Oi, k 

= S '  " = S '  ' i, k+l  ("Of, k i, kq-I r k + l  " 

Der tJbergang zur ~i-Ebene geschieht  dann durch eine lineare Transforma- 

tion, welche den Punk~ S'i, 2 Gi I ~ S i L l ,  q'--1 ~(~-1),1 ins Unendliche wirft,  und bei 

welcher der zugehSr igen  parabolischen Transformat ion eine Transla t ion um eine 

Einhei t  entspricht.  Die Rollen der Punkte  A und B in Fig. 8 werden yon den 

zu S~,2% ~ und S~'_1, ,z_~(~_~)q_l gehSrigen Bildpunkten iibernommen. Alsdann 

kann man die Querschnit~e l "i in derselben Weise definieren wie vorhin. Zur Q 

~'~-Ebene komm~ man durch eine Transformation,  welche den P u n k t  w~,k in den 

Punk t  ~ iiberfiihrt. Auch die Definit ionen yon i '~, k kSnnen ohne weiteres iiber- Q 

nommen werden. 

Man kann nun denselben Beweis wie im vorigen Abschni t t  durchfiihren.  

An die S~elle yon q kommt je tz t  die Anzahl  n der parabolischen Fixpunkte ,  d. h. 

die Anzahl  der verschiedenen logari thmischen S ingular i~ ten .  Als Endresul ta t  

bekommt man also die asymptotische Darstel lung 

Ebenso erh~lt man hieraus fiir a ~ al, . . . ,  aq 

"((d:;)) " ( ? ' , a ) =  t , A  r2  I -}-, 0 

Die ai-Stellen fehlen in allen logari tmischen Enden, deren eine Singulari t~t  gleich 

at is~. Da die Anzahl  dieser Enden 2tti is~, so folgt  

n(r, a~) (n 2tt~)A'r~ ~ + 0 ~_2 . 

Also ist 

\~ log r / /  
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und 

6(m)  = l ira  n (r )  - -  n ( r ,  = 

Alle T~nktione~ w(z), deren Umkeh~funktionen keinc algebratschc und nut  

eine endliche Anzahl n von transzendenten Singularitdten besitzen, yon denen tel 

i iberai ,  re.2 5ber a~, usw. endlich #q iiber a~ 1 gelegen sind, sind in der ganzen z-Ebene 

meromorphe Funktio~ten yore mittleren Typus der Ordnung n ,  welehe nur die defek- 
2 

t en  Werte a~, a ~ , . . . ,  a(~ mit  den Defekten 

v k  ] - -  2 , ls  

n 

q 

besitzen. Die totale Defektsumme betrhgt ~ 2!t,. = 2. 
1 

13. Es verdient schliesslich hervorgehoben zu werden, dass das obige Resul- 

tat  ~uch ffir solche Funktionen w(z) gilt, deren Umkehrfunktionen ausser den n 

transzendenten Singularit~ten noch eine endliche Anzahl yon algebraischen Singu- 

larit~ten ~ufweisen. Um dieses zu beweisen mfissen die Punkte, fiber welchen 

die algebrMschen Verzweigungspunkte liegen, zu den Punkten ai mitgerechnet 

Werden, und bei der Aufschneidung der Riemannschen Fl~tche muss daffir gesorgt 

werclen, d~ss die Schnitte auch durch alle algebraischen Singul~rit~ten hindurch- 

gehen. Da dieses ~uf die logarithmischen Enden keine Einwirkung hat, so wird 

inan den Beweis genau in der obigen Weise durchffihren. 

Der bedeutungsvollste Punkt  in der vorhergehenden Untersuchung war die 

Bestimmung des asymptotischen V~rhaltens der fuchsoiden Funktion z(~) in tier 

Umgebung tier Ecken des Fundumentulgebiets. Die Anwendung auf die Wert- 

verteilung der Funktion w(z) ergab sich dann fast yon sich selbst. 

Unabh~ngig yon dieser Anwendung besitzt die oben verwendete Methode 

~uch eine Mlgemeine Bedeutung, welche darin liegt, class sie die Bestimmung des 

asymptotischen Verhaltens einer fuchsschen oder fuchsoiden Funktion in der 

Umgebung einer Ecke ihres Fund~mentulgebiets direkt aus dem Gestalt dieses 

Gebiets gestattet. Bekanntlich bietet diese Aufgabe bei Verwendung underer 

Methoden erhebliche Schwierigkeiten. 


