SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES.

PAR

"V. ROMANOVSKY.

4 TACHKENT.

Dans ce travail je considére une classe d'équations intégrales linéaires qui
est intimement liée & un probléme important de probabilités et qui me semble
nouvelle et intéressante. Une petite note sur ces équations a été publiée par
moi dans les Comptes Rendus de I'Académie des Sciences de Paris, t. 101, 1930,
p- 552. Maintenant je donnerai une exposition développée des résultats qui font
I'objet de cette note et je commencerai par indiquer le probléme de probabilités

qui conduit aux équations intégrales dont la théorie sera exposée ici.

1. Les chaines biconnexes continues de Markoff. Soit X une variable aléa-
toire continue dont les valeurs sont contenues dans un intervalle fini (a, b).
Nous considérerons une série infini d’'épreuves avec cette variable et nous numéro-
terons les épreuves consécutives par les nombres 1, 2, 3,.... Les épreuves 1 et 2

constituent un chainon initial, n® o; les épreuves 2 et 3 constituent le chainon
n° 1; et ainsi de suite. Ces chainons forment une chaine d’épreuves que nous
nommerons chaine biconnexe continue de Markoff si les conditions suivantes se
trouvent satisfaites.

Les valeurs z,y¥ de X dans le chainon initial sont assujetties & une loi
différentielle de probabilités p,(x, y), de sorte que la probabilité que X soit con-
tenu dans l'intervalle différentiel (z, z + dx) dans la premiére épreuve et dans
l'intervalle (y, ¥y + dy) dans la seconde épreuve est donnée par py(z, y)dz dy.

Soit ensuite ¢(f, 2, ) une loi différentielle de probabilités de X =:y dans

une épreuve quelconque, quand on sait que dans les deux épreuves précédentes
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on a X=1¢et X==wx. Nous supposons que p,(z, ¥) et @(¢ z, ) sont continus
pour les valeurs de z, y, { appartenant a l'intervalle (@, b). On aura évidemment

b

fqv(t, z, ydy=1.

a

Désignons encore par pi(r, y) la loi différentielle de probabilités des valeurs
x,y de X dans le chainon n° %, quand les résultats de toutes les autres épreuves
restent inconnus, et par pi(x) la loi pareille de X =a dans la k'™ épreuve,
sous la méme condition que les résultats des autres épreuves nous sont inconnus.

Cela étant, nos épreuves se trouvent liées par une certaine forme de dépen-
dance qui, dans un autre probléme, était considérée pour la premiére fois par
A. Markoff. ('est pourquoi mnous appellons la série de nos épreuves chaine de
Markoff. Les séries d'épreuves, liées en chaines de Markoff, jouent un role trés
important dans les diverses questions, par exemple, dans la théorie de I'hérédité
mendélienne, dans certaines théories de la physique mathématique ete.

Les fonctions pi(x, y) et pi(z) satisfont aux relations évidentes

b b b
ff])k(x, ydxdy =1, fpk(x)dx=: I.
a a

a

En outre, le théoréme d'addition des probabilités nous conduit aux relations

Pl
récurrentes
b

() _ pr(x, y) = f pi—(t, D)t @, y)de,

@

8 p.k(m):f‘/‘pk_g(s, Dels, t, z)dsdt.

En posant dans la premiére de ces équations

ez, y) = A *ulz, ),

ou A est un nombre constant indéterminé, on la transforme en 1'équation inté-

grale linéaire
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b

() ulx, y) == fu(t, x)p(t, x, y)dt.

a

On voit que le probléme de propabilités qui se traduit par les équations
(¢) et (8) se raméne & la résolution de I'équation (y) qui est linéaire, homogéne
et aux limites constantes. Elle rappelle 1'équation intégrale linéaire homogéne
de Fredholm. En I'étudiant on trouve qu'elle est profondement liée & 1'équation

inhomogéne
b

(1) ulz, y) =flz, y) + J.fu(t, 2)plt, x, y) dt,

a

ou f(x, ¥) est une fonction donnée.
C’est cette équation (1) et 1'équation homogéne correspondante,

b

(2) ulx, y) = lfu(t, z)p(t, z, y)dt,

a

qui feront l'objet de nos recherches dans ce mémoire. Nous les appelons équa-
teons wntégrales linéaires transgressives & deux variables. Leur théorie est pareille
a la théorie des équations intégrales de Fredholm, mais n’est pas aussi simple.
Nous verrons plus loin qu’elle ne peut pas étre remplacée par celle des équa-
tions de Fredholm & deux variables, d’olt découle la néecessité de la construire
indépendamment de la théorie de Fredholm.

2. Résolution de Uéquation inhomogéne par la méthode d’ approximations succes-
sives. Précisons les conditions dans lesquelles nous considérerons toujours les
équations (1) et (2) dans ce mémoire. Nous supposerons que nous sommes tou-
jours dans le domaine réel, que les limites a4, b sont des constantes réelles et
finies et que les fonctions données f(x, y) et ¢(t, z, ) sont des fonctions réelles,
de variables réelles et continues pour

a=uz ¥y t b,

ou, plus simplement, dans lintervalle (a, b), supposé toujours fermé. Le para-
métre A sera considéré comme un nombre constant indéterminé qui, seul, peut

prendre des valeurs complexes.
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La marche la plus simple pour résoudre l'équation (1), c'est lui appliquer la
méthode d’approximations successives. La solution obtenue de cette maniére
n'est pas la solution la plus générale mais, néanmoins, elle nous sera utile
dans le suivant.

Théoréme 1. Sz

Sz, y)=o, |otzy|=M
dans (a, b) et

1
141< 31— o

Uéquation (1) admet une solution unique

(3) ul(z, y) = u(x, y) + Luy(x, y) + Vuy(e, y) + -+,
ott )
(4) “0('77; ?/) =f(xa ?/)a “m+l(x1 .7/) = L(um) (’m =0, I, 2) .. -)a

L(u) étant défini par Uégalité
b
(s) um:jk@mwm%mw.

a

La série (3) est uniformément convergente dans (a, b) pour A considéré.
La démonstration de ce théoréme est trés simple et nous I'ommettons ici
en tirant seulement quelques conséquences des formules (4).
Soit
Pols, t, 2, 9) = (s, £, Dplt, , 1),
b

w"l'*'l(si ta x: ?/) = f¢(s) t: 0)¢Pm(t7 0) (E, y)da

a

(m=o,1,2, ...).

Alors, en tenant compte de (5) et en exprimant les fonctions w,(x, y) par des
intégrales multiples contenant explicitement f(z, y), on verra facilement que

m=

b b b
ulz, y) = flx, y) + lff(t, z)p(t, x, y)dt + l”fff(s, t) D) A pmls, t, @, y) dsdt



Sur une classe d’équations intégrales linéaires. 103

ou
() ule, ) =Sl y) + A f £, Dgplt, 7, g)dt + 22 f f Flo, OT(s, b, @, y| Ddsdt,

en posant

(8) Iis, t, 2,y )= D Amgn(s, t, 2, y).

m=0
Moyennant (6) on trouve tout de suite que
|@n(s, ¢, x, 9)| < M™+2(b — a),

d’ott V'on déduit que la série définissant la résolvente I'(s, ¢, x, y|4) est uniformé-
ment convergente dans le domaine a <s, ¢, x, y < b pour tout || < 1/M(b — a).
Done, on peut écrire

b

(s, o,y | 2) = gols, £, 2, 9) + lfqv(s, t, 0) D A gpnlt, 0, z, y)do

m=0
a

¢'est-d-dire
b

(0) L(s, t, @, y| ) = @ols, b, x, 9) + lfqo(s, t, O, 0,z y|1)do.

a

Les équations (6), on s’en assure bien simplement, peuvent é&tre écrites aussi

sous la forme
b

q)WH'l(sa t7 &€, y) = f@m(sx t, 07 37)9)(0: Z, y)dov

a

d’'ot lon tire immédiatement une seconde équation fonctionnelle pour la résol-
vente I'(s, t, x, y|A):
b

(10) I(s, t, 2, y|2) = @qyls, t, z, y) + lfl“(s, t, 0, )90, x, y)do.

a

3. Réduction & wun probléme algébrique. Pour obtenir une solution de (1)
valable dans un domaine plus large que la solution (3), nous suivrons la voie
bien connue, qui consiste dans la réduction du probléme de la résolution de (1)
au probléme algébrique correspondant.
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Faisons les subdivisions

@, Xy, Lgy . o oy Tn—1, b
ay Yy Yo: - vy Yn—1, b
a, tl! tg, ey t'n—l, b

de lintervalle (@, b) en y intercalant les nombres x; =y, =t tels que
Tir1—Li=Yir1—Y=bit1— =20
(t=0,1,...,n; xy=yYp=1ty=a, Tn="1n="1ty,=1D)
et posons '

ulzr, y0) = wr, flacw, ) = fro, @(bn, 2r, 91) = Qri.

Considérons maintenant le systéme d’'équations linéaires algébriques

(r1) gy = fra + MZuhk Pnkl (B, l=1,2,..., 9

h=1

dont le déterminant sera désigné par . Ce déterminant a une forme parti-

culiére et, pour plus de clarté, nous I'écrirons, par exemple, pour » == 3:

1—A0@y; —A0@, —Ad@y, o o o o o o

o L o ;}“‘597121 —h0@se —A0s o o o

o o] I o} 0 o} ~A0 @y —A0Qyz —A0Py
—A0@yy; —AO@yy —A0@as I o » o o o o

0 0 0 —L0 @y 1—A0@Pyse — 20355 o o o

0 o} o] o} o} I — A0 @agy —AIPaze —A0Pygg
—A0@y, —A0@yy —Ad@y;, o o o I o 0

o} o] 0 —AGpssy —A0Pges — A0 Pyag 0 I o

o o o 0 o 0 —A0@gg —A0@gge 1— 20y

Il n’est pas difficile d’écrire o pour n quelconque. Il a »® lignes et %* colon-

nes que nous numéroterons en donnant aux lignes les numéros doubles
(12) th=11,12,..., 1n; 21,22,...,2%; ..., "1, 02, ..., 20

et aux colonnes les numéros doubles fg, qui prennent les mémes valeurs et dans

le méme ordre que zh. Posons ensuite
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J @in| vk = Qink; @in|fg =0 (h #~ f);
{I pour : =f, h=g;
o pour ¢ > f ou h#g.

(12)

l €inlfg =

Alors 7 peut étre écrit sous la forme condensée

(13) A =|enirg— 2dain 54,
ou encore '
(13) d'zlepq—'laaml,

en désignant par p un point ¢k dans l'ensemble (12), soit I'ensemble E,, des
valeurs du numéro double ¢h et par ¢ un point /¢ dans le méme ensemble F,.
En posant

Ay = au mineur de o correspondant i l'élément e, — Aday,

et supposant que o ¥ o, on aura la solution unique du systéme (11)

n
I I
Up = ‘(’;deqfq =7 2 dinisafios
a f9=1

qui peut étre écrite aussi comme il suit:
4 I < )
(14) up =" fo + = X Ainigifoi +— X doalas
) g—1 q

ou Z' désigne une sommation pour tous les points g sauf les points ¢=p et
q

g=gilg=1,2,...,n).
On voit tout de suite que l'équation

n
Ui =fri + A0 Zunkwn

=1

tend vers l'équation (1) pour n— ®©, 6 -0, mx—x, yi—y, thh— ¢ et nous mont-
rerons plus loin que l'expression (14) pour u, tend dans le méme temps vers une
solution de (1). Pour ce but il nous faut considérer les limites des divers
membres de cette expression pour » — © et, avant tout, la limite du détermi-
nant. .

14—3298. Acta mathematica. 5§9. Imprimé le 3 mai 1932.
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Ly, Loy « - oy Tm

4. La lbimite de A4; quasi déterminants A ( ) "Prenons le dé-

Xy, Lay - -, Lm
terminant - sous la forme (13") et développons-le suivant les puissances de A.
On obtient

A A? A3
(15) .J=I—I—A(ln)+ZA(2n)_§_!A(;»)+...’
ou l'on a posé
| p11_p27 ey pm
16 AR = gm D( _ ),
( ) " Z pl’ pz’ .« ey pm

Dy, P2 - - Py

Apyp, Apyps - -+ Apypy,

(17) D (p17p2> IR pm) — Apapy Apaps + + - Apapy, ,
' p11p27--'7pm
O 01 Ay - -+ Vo oy
les sommes Y, étant prises pour p;, p,, ..., pu parcourant indépendamment
D1, P2 s pm

I'un de l'autre ’ensemble E,.
Les membres A® et A®™ ne présentent aucunes péculiarités et se calculent
comme il suit.

Comme

by _ —
D ( = Qp,p, = Qiyy|irhy
y2

est nul pour h, ## ¢;, on voit que
n n
A(l") =4 Z Gis)i5 =10 Z Qiii.
=1 i=1
Pour calculer A%, nous écrirons
D (pl ) 102) —
D1, Pe

Pour 7, % h; on a ain|iyn =0 et ce déterminant n’est différent de zéro que

Qiyhy |ty by Riyy |zl I

iyt | iyhy Qighs|tahs

dans le cas hy =7, et h, = 7,, en prenant dans ce cas la valeur

- q)ixhxfx q)hxixhl'
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Sidy="hy, on a aniun = @i, €t le déterminant sera toujours nul, si 7, 7 hy

ou si 7y =hy,=1,; il est égal a
Pivity, Piyiats,
si 43 =hy 5 ¢;. Done, nous aurons
p p n
2 1> P2 2
AP = 6°ZD( ’ ) = ¢’ 2 (peii Pran — @ini Phin)
pupe VP1o Pe i, =1 .

I < |90m Piri l
PrinPhhn

3, h=1

Par des raisonnements analogues on obtient pour A{ l'expression suivante:

: Qiic O O O O @ik
n) — ¢§3 '
Af d Z O @ O |+ O @apn O
ihk
o O  Qrkk @rik O Y
O @in: O O @ik O

+ |@prin O o+l o o @

o O @Prkk Qrin O o
(18)
o O @ikh @iii O o
+ |grie © o|+] 0o o @ik
O @re O O @rer O
Qiic O @iin
3
+ 4 2 @ric O @rirl
ih

O  @Qini o

On a deux groupes de membres dans cette expression: I'un qui dépend de trois
indices ¢, b, & et 'autre qui dépend de deux indices 7, h.

Faisons tendre » vers l'infini. On obtient tout de suite, p(¢, x, y) étant
continu dans (g, b):

N=—s+0

b
(19) A= lim A — f plo, 2, @)da;
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N—sr

b b
(20)  Ay;=1lim A‘J"=jf[¢(w, z, 2) oy, v, ¥)—@le, y, )@y, , Y dzdy.

Quant 4 la limité de AY, les deux groupes de (18) se conduiront différemment
pour # —oo: le premier aura une limite déterminée différant de zéro et le second

aura pour limite zéro, car évidemment

n Qizi o Piin
lim ¢° 2 Phii o @rin | =0.

n—w
i, h=1

o Qini o

b b b '
. Xy, Ls, X
Ay =lim AP = A T da, dag dag
n—® Zy, Tgy Xg '
a a a

ou, plus simplement,

b
(21) s =f,/l(x" e xs) dx,dz,dx,,

Done,

Xy, Tg, Tg

en n'écrivant qu'un signe simple d’intégrale, l'intégration multiple étant suffi-
samment indiquée par trois différentielles sous le signe d’intégrale. La fonction

//(x" T, xs)’ comme on l'apercoit de I'égalité (18), se définit comme il suit:

.’El, ‘/I"Z’ xg
w(xlv Xy, xl) o : °
A (xl’ Tg, xli) —_ [o) . q)(xg, X, x2) o
Xy, gy Xy
o o (p(zs, Zg, -’L's)
o fo) ¢ (xl, Tg, xl)
-+ (6] @ (.’1/'2, Zs, xz) o
@(xsv Ty, xs) o ©

= ‘P(xn Zy, wl) ¢(x2: Tg, xz)(P(%, X3, xs)"(P(xn X3, xl)(}’(xm Lg, x2)¢(x87 Zy, xs)
to (1, o5, 24) ‘P(xz, Zg, xl)¢(x8’ Zy, xz)—‘}’(xn Ty, ;) @ (s, @y, 5"'2)9"(“731 Xg, Xg)

+ ‘P(xn xg, I5) ‘P(xsa 3, xl)?’(xs, Zy, xs)’?’(xn xy, ) 97(3’2, g, xz)(}’(xs, Xg, Xg).
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L'exemple de A% nous montre que, généralement, A™ est une somme de

plusieurs groupes de membres: il y a un premier groupe, ol chagque membre est
un déterminant dépendant de m indices ¢y, ¢, . .., ¢n prenant kindépendemment l'un
de l'autre les valeurs 1,2, ... #; un second groupe, ol chaque membre est un
déterminant dépendant de m—1 indices indépendants; et ainsi de suite. Il est
évident que seule la somme des membres du premier groupe aura une limite
différente de zéro, les limites des autres groupes se réduisant toutes & zéro.
Done, dans AM, il est important de savoir calculer le premier groupe de mem-

| bres que nous appellerons groupe principal de A™ ou partie principale.

Considérons donc le déterminant

(23) D(pi,pzv <o Pm

), Pe=tghy (g=T1, 2, ..., m),
plv _p27 ooy Pm

qui rentre dans la somme

(24) A — %S\ D (1’1’ = 2"") :
Py \PLs - P

Un élément quelconque de ce déterminant, ai,n|in, est égal a zéro, si
ho#%r, et & @igngny, st hg=1s. Done, si h, n'est égal & aucun des indices
%4, %3 « - - tm, le déterminant (23) aura une ligne, celle du numéro g, consistant
de zéros, ou vide, et se réduira, par conséquent, i zéro. De méme, il aura
une colonne vide, si 7 n’est égal 4 aucun des indices Ay, ko, ..., hn. Done,
chaque b, est nécessairement un ¢; et inversement, ou, autrement dit, les suites
Ty, %8 - s tm €6 Ry, Be, ..., hn me sont que des permutations l'une de I'autre, si
‘nous mne voulons pas que le déterminant (23) se réduise identiquement & zéro.
Nous ne considérerons que les déterminants (23) qui sont différants de zéro et

alors, pour un tel déterminant, nous devons écrire
(25) D1 =% P2=1alay - - -y, Pm = tmlay,

ol @, @, ..., ay n'est qu’une permutation de la suite 1, 2, ..., m.

Pour avoir les déterminants (23), qui dépendent du plus grand nombre des
indices indépendants, il faut encore supposer que les indices ¢y, 7, .. ., Z» sont
tous différents. Le raisonnement précédent montre que ce nombre est m.

En formant toutes les permutations e, @, ..., am de 1,2,...,m, nous

obtiendrons tous les indices possibles pi, py, ..., pn de la forme (25). Le plus
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simple procédé pour former ces arrangements est de développer suivant les régles

ordinaires le déterminant

i1 il ... i im
(26) Affv ety g d dydy o dyidm
. . . 1
21y tay - ooy U Ce e e e e
imty tmtg ... Imim

en calculant avec les paires 7,¢; comme si elles étaient des nombres.
Soit

(27) + (Fy9a) (63 ) - - - (GmTay)
un membre du développement de (26). Le déterminant (23) correspondant sera

.. o @iy AR gy v @iy 1'alltmia‘m,
00, - .. Imiay,

(28) D,=D\. . .. )=
Ui lay - Imlay,

aimiam,"l LA aim"am'imiam
Il est aisé de voir que la valeur de D, est
(29) Dl = T wix"a,"ﬂ. ¢izimai{g2 e ?"m"amiﬁm’

o le signe de la partie droite est celui du membre (27) et Bn dans Uindice triple
Thiay,1p, est défini par la condition: Bn= ey dans geg, st g = an dans han.
En effet, dans chaque ligne du déterminant D, il y a un seul élément qui

est de la forme @i, s , tous les autres étant zéros. On le voit des conditions

[ 0 8 257 iy,
Qip iy, g, —° .. .
hiap, 9'eg l‘p"h"ah"ag Bl 2g = g,
et en tenant compte de ce que g et @, prennent les mémes valeurs 1, 2, ..., m.
De méme, dans chaque colonne de D, il n’y a qu'un seul élément de la méme
forme, tous les autres étant zéros. Donc, on s'assure que D; a la valeur (29).
11 faut encore faire voir que le signe de cette valeur est bien celui de (27).

Pour ce but nous remarquons que les places des éléments
Pirigig - - Pigiy ig

dans D, sont les mémes que les places des paires
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Uty oy imtay,

dans le déterminant (26). En effet, la paire quelconque 7,7, est placée dans

l'intersection de la ligne h et de la colonne a;, de méme

Pipty, ig, T aihiah|iahiﬂha

parce que, ici, h de la premiére paire des indices est le numéro de la ligne h
et ar de la seconde paire est le numéro de la colonne ap. Done, les signes de
(27) et (29) sont les mémes.

Définissons maintenant l'opération I3, qui consiste dans Iassociation au

membre (27) de la quantité (29) et écrivons
B[i (7'1 ia,) . (lm i"m)] = i ¢i’idxiﬂx e wt’"i“‘m"ﬁm'

En effectuant cette opération sur chaque membre du déterminant (26) et
en sommant les résultats obtenus, avec leurs signes, nous obtiendrons une quan-

tité bien définie que nous désignerons par

U Loy v oy Im
sfiin-nie)
_ iy Bgy e oy Im
de sorte que, symboliquement,

5 N I T
Ty, Ugy - -y Im Uy Ty - - o im

Il est clair que (30) représente la somme de tous les déterminants (23) qu'on
peut former avec tous les indices possibles de la forme (25) et que, en faisant
gomme de (30) pour les valeurs de ¢, %y, ..., 7n de I & %, on obtiendra le groupe
des membres de la somme (24), qui dépendent de m indices différents et qui
varient indépendamment, c’est-d-dire le groupe principal de (24).

Les autres groupes de (24) contiennent des membres, qui dépendent de

moins que m indices différents, donc on aura

lim 6% D(p"""p’")znm Z'd(f"""f’")am,

Pe—_o0 Dive o Py Py - Pm

ou encore, en désignant par A, la limite de la somme (24),
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b
(31) Ap = lim AD) = [4(””1’ Tor - oo ””’") do,dx, . . . d2m,
R . Ty, Lgy . -y Ty

(32) d(xl’ Ty o oy xm) — B [A(x“ Ly, . . ., ocm)]
- b
Xy, s, - . ., Tm 2y, Loy + . .y T

si l'on convient d'effectuer l'opération B sur les membres du déterminant

A( by '") comme plus haut, en posant
Ty, Ty, - . -, T
o} pour g #* an,
(33) Azpz, |2, 2, —
g
a|*a%e [(p(x,., Tays Tag) POUr g = ay.

Faisons encore une remarque, qui facilite la recherche du résultat de 1'opé-

Zyy Tgy - - oy Tm

ration B effectuée sur le déterminant A( ) Un membre quelconque

iy Loy -« oy Tm
de ce déterminant est

A= 1 (2 %) (@ o) - - - (@m Zay)-
On peut 'arranger en cycles:

A =+ (x,2,) (.1:;,1 xg) . . . (T2, 2,)-
(34) (03 @ay) (s @) - . . (22, 20)
et alors il est claire que o

B[AI] =1 97(9”1, Layy xﬁ;)‘P(-’Ean Xg,, .’L‘y,) s ¢($1,, Zy, mﬂh)'

(35) 'q)(xZa wﬂ'qv xﬂz)W(xaev .’l)p,, x)’z) e q)(xln x27 xa,)'
ou le signe de la partie droite est celui du membre considéré A,.
A Xy, Xy, -’L’s)]
&y, Ly, a:s
((a0; ;) (05 z5) (2 g) — (i, ,) (o2 @) (@5 )

T X,) (@ 24) (205 20,) — (24 25) (205 ,) (g )

%, 2g) (25 226) (24 20,) — (2, ) (ieg 2,) (2, )]

Par exemple,

d(xn g, xs) _
xla x21 xs

=y
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= ‘])_(xn xly xl) W(xzv 9.'1'2, x2)¢(x3) xSy xs) - w(xly xly xl)w(xb .'1:3, xz) ¢(ms, xs, xs)
+ q)(wl’ x2’ xs)‘P(“’zs x.‘h ml)@(xm 1‘1, xz) - 9’(331, xz) xl) ¢(x2a xlv 1'2) @(xm xs, xs)
+ ‘P(xb g, xz)?’(x:)n ZLg, 1'1)9)(%’ Xy, Xg) — w(x,, L3, xl)W(xsa Ly, ws)?’(xzy Ty, Ty).

Xy, Xgy Xy

On retrouve ainsi la valeur de d( ), qui était trouvée plus haut par un

Lys X, Ty
calcul direct.

Nous donnerons aux quantités (32) le nom des quasi déterminants d’ordre
m et de classe o.

Pour la recherche des limites des A les seuls groupes importants sont les
groupes principaux, ou les parties principales, des sommes (24), qui se trouvent, comme
nous avons vu, au moyen de l'opération B. Mais la méme opération peut servir
pour la recherche des parties non principales des sommes (24). Par exemple, on
déterminera les parties de la somme (24) dépendant de m—1, m~—2, ... indices
indépendants, en calculant

U1y g By - - oy Tm—1 Uy Ty Ty, Ty « v oy Tm—e
B[A('l’ ‘la '2’ ) ’ )], B[A(la .la .1a .2a ) ‘ ,
- 215 21y B9y - - oy Tm—1 29y 215 215 2py - o oy Tm—2 .

Revenons i la limite de /. En la désignant par D(1)} et en tenant compte

ete.
des limites des A{™, nous pouvons écrire formellement

I 2

o An se calculent a l'aide de 1'égalité

b
Ap = j 4(””1’ Ty oo ””’") da,dz, . .. Adm.

&Ly, Lyy - -y Tm

Nous appelons D(4) le déterminant de I'équation intégrale (1).

La série (36) qui définit D(A) est une fonction entiére en A, parce qu’elle con-
verge pour tout i fini.

En effet, nous avons vu que A, est la limite de la partie principale de la

somme

15—3298. Adcta mathematica, 59. Imprimé le 3 mai 1932.
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(37) 3 D(p” - "1’"') =3 1)(1’1’ o "”"‘) m.

Doy PO o Puf o, Ty AP P

Mais, d’aprés un théoréme bein connu de Hadamard,

ID(pn cen Pm) | < (MV’);)"L,
pl’ ooy pm

oi M est la borne supérieure de |p(t, z, y)| dans (a, ). En remplagant dans la
Py Pm

’ ’ ) par (MVm)"® on obtiendra une
P1 .- Pm '

partie principale de la somme (37) D(

somme qui est égale a

®—am(MV m)",

2 o
Div Dy

parce que la somme

Y

prise pour les membres de la partie principale, est évidemment égale i (b—a)™
Done, la valeur absolue de la partie principale de la somme (27) ne surpassera

jamais (b—a) (M Vm)", d'ott Ton tire
| A | < (b—a)m (Vm)™.

Cette inégalité étant établie, on démontrera par une méthode bien connue
(voir, par exemple, E. Goursat, Cours d'Analyse, t. III, p. 371, 3'*™° éd.) la con-
vergence absolue de la série (36) pour tout A fini, ce qui démontre notre pro-
position.

Ainsi la limite de # pour n— o est trouvée.

Il n’est pas difficile de trouver aussi la limite de 4. En effet, ce déter-
minant se trouve par la suppression de la ligne p et de la colonne p dans o
et il est évident qu'il est tout pareil & o et que sa limite est aussi D(A).

En supposant que, pour n — oo, les indices 7 et h composant p varient de
telle maniére que x; et y, tendent respeetivement vers = et y, on aura

(59 sim 227, = D0 1l )= flo, ),

ce qui donne la limite du premier membre de (14).
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5. Les limites des membres restants de (14). Commengons par la considéra-
tion de la limite de oy, qui représente le mineur de o correspondant a 1'élé-
ment ap,.

Nous supposerons que les indices doubles

p=1th et g=ygf
sont fixe et tels que

(39) [

En général le développement de A4y, a la forme

(40) Apg= A0 [a'IT) — &qul D (qy "1) + ('12_6')_2 Z D (q, " )-2) . ]’

b, 7’1 Ty, T2 pa rla 7'2

ou 7y, 74, ... parcourrent chacun l'ensemble E,, defini au n° 3. Mais les condi-
tions imposées sur p et ¢ entrainent des péculiarités que nous allons apprendre.
On remarque d’abord que, i cause de (39) et (12"),

Qgp = O
et que
q, r (o] a
D (17 l) = M= — Qyry Arp
P 7 aryp  Qrr,

peut avoir une seul valeur différente de zéro

r

D (ZqJ 7‘1) = = Ggjifi Grilin =" Pgsi Prin
r 71

pour », = f4.

Passons ensuite au cas général — au déterminant

: T I & '

D q, ",y Ty y I'm (,.“= kala; a=1,2,..., m)
p’ rl) 7.27 e Tm

Ecrivons, pour plus de clarté,

agflih ayflklll ot agflkmlm

(41) D ((L [STRETRERE 7',,.) — | Ornlin Lkl o Akl kgl
p’ 7'1, rza o Tm

Akl |ih Akl |lly - o5 Qhyyloy | kil
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La premiére ligne et la premiére colonne de ce déterminant, 4 cause de (39), ne
seront pas vides 8’il y a respectivement un k.=f et un lg=:. Nous excluons
de notre considération les cas, o a et 8 peuvent avoir plusieurs valeurs ¢, @y, . ..
et B, Bs, ... telles que

ka1=ka,="':f et lﬂl:lﬁgz"':i)

pour conserver parmi les indices £, ..., kn et [, ..., ln le plus grand nombre
possible des indices variant indépendamment I'un de l'autre.
De 1'égalité ko=f on déduit qu'aucun des indices

(42) lly ey l‘g—x, Zﬂ+1, ey In

‘ne peut étre égal A& k., parce que dans un cas contraire, par exemple, si I'on

avait l,=%., on aurait dans (41) la ligne vide

akyka|,-;., akyka;klll’ e akyka!ﬂa, ey llkyka‘;kmlm;
De méme, aucun des indices
(43) klv LERERS ] ka—l) ka+1y MRS | km

ne peut étre égal & g, parce qu'on aurait dans le cas contraire une colonne vide.

D’autre part on voit que, en excluant de la considération les lignes gf et
kgls et les colonnes ¢h et kqle, qui ne sont pas déja vides, nous n’aurons dans
chaque ligne et dans chaque colonne des éléments différant de zéro que dans le
cas ou chacun des indices (42) est identique avec I'un des indices ki, ..., kn et
que chacun des indices (43) est identique avec l'un des indices [, ..., ln.

On conclut donc que le déterminant (41) n’aura pas des lignes ou des
colonnes vides, si, excepté les conditions k.=f et lz=7¢, la suite (42) représente
une permutation des indices (43) et dans ce cas seulement, en conservant toujours
la supposition qu'on veuille avoir le plus grand nombre possible d'indices
indépendants.

On obtiendra toutes les paires possibles des indices % et [ correspondant
aux conclusions obtenues et aux conditions

ka—_—_‘f‘, l{f:l (ﬂ-:I,Z,...,’"l),

en considérant le développement du déterminant
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(f k..., bm
44) Ao |, ’
( (z,kl, v km
ot lindice o signifie qu'on doit ommettre %k, dans les suites %, ..., k» haut et

bas. Considérons deux membres types du développement de (44):

(45) A" =t (fi) (b ko) (ks k) - - . (Bm Kay,),

(46) A" = + (f]c{g) (k‘e ky) c. (70}, z) (k’l k’al) e (k’s k'a“),

ol @, ... an est une permutation de 1,2,... e—1I, e+1,...,m; Ka, ..., Ko
est une permutation de %',,..., %, et k', ..., ks sont ceux des indices %, ...,
ko1, kat1, .. ., km, qui restent aprés l'exclusion des indices kg, &y, ..., k2. On

vérifiera sans peine que les valeurs du déterminant (41) correspondant au choix

des indices donné par (45) et (46) sont

( ) _D g./" fi) kl kan oo ny km ka,m .
= 4 i i ty kg L. m b K ,
47 Z‘h,fz') kl kal, .a ey km, kam wqf mj A w‘ k |kﬁ1 ¢k k 'm lﬂm
D gf,fk,g, k‘gky, ey k},i, k’1 k'al, ey k’sk’aﬁ .
ih kg ke by, o Rty K Ky ooy KoK
(48)

=+ Poskg Prrghy - Phyih PKikg g, - PHsKo K

ol les signes sont contraires aux signes de (45) et (46) respectivement et les va-
leurs des 8, s'obtiennent comme plus haut [n° 4, (29)).

Définissons maintenant 1'opération qu par les égalités typiques suivantes:

th

g'}{B (£ (f6) (Ryka) - . (km Koy )] =F Pyri Prin Prukg kg, - - - Phyke kg

f, }’: Bl (fks) (ksky) ... (kao) (K F o) ... Foka) =

=7 ¢gfk{3 q)fkﬁ Ry oo Phyin Prskg kg, - - - ¢k'3k'ask'ﬂs

ng Aa f"kla"'y km)]
Zh 7’.’ klv--n kﬂl

et désignons par
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la somme des résultats obtenus en appliquant 1'opération g{B aux divers mem-

bres du développement du déterminant (44).
Posons ensuite

gf ( R g./B f:ly---»m:I
th ko ooy km th i kyy ..o km
ot lindice ¢ a la méme signification que plus haut. Alors il est clair que la

partie principale de la somme

(49) gm—1 2 D (q, ey oo oy rm) ,

. DyTiy e Tm

cest-a-dire la partie dépendant de m—1 indices indépendants, est égale i la

somme
n gf k,...,km —
(50) 2 2 i (1,...,k,,,)6 1

et que la limite, pour n— o, de (49) est égale 4 la limite de (50), qui, a son
tour, est égale a

m lim Z ':]‘}j: (]]:i’ U ;:) o1,

N=—s® ..
Kiv oo oo =1 J

On conclut de la que

lim ™ 2 D(q”" o 1',,,+1) =

LIV Seare D71y - - Tmtd

(51) 4

..., 0
=(m+x)f”4 012 On) 10 a6n,

xy “\8,, ... 6n

a

ol

(52) Std 01,...,0"1 :St_B _A_ t,al,...,am
xy N0, ... 0. XY 2,0, ... 0n

et 1'opération ;;B doit étre effectuée sur tous les membres du développement

du déterminant
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4 (t,Ol, e 0m)
z,0,, ..., 0n

suivant la régle, qui est claire des exemples typiques qui suivent. Soient

A=+ (tx)(0,06,) 0, 03) 6,9,) . ..
A" =1 (t6,)(6,0,) (02 x) (0, 03) (0,05 (05 6,) ...
Alors
i?t/ B [A’] =1 /2 ('91 t, 33‘) Q (t7 z, ?/) @ (01 7027 03) @ (021 03’ 01) @ (osa 01’702) ey

¢ mo_o— '
2y BAN=T 9(5,1,0)9(:,6,,6) 9 0,,05,2) 9 (60, 2,9)
¢ (03703’03) ¢(04’ 051 04) ¢(05,04a 05) v

Par exemple:

()=o)
(53) = o Bl(t)(6,0) — (t6,) (0, 2))

= — ¢(s7 t,x)Q)(t, x, y)¢(01’01a01) + 9’(3, t,0,)¢(t,01,x)q>(0l,x,y);

std(0l,02)= stB[A(t,0l,02)]
Yy 01102 xy xael)oﬂ

= 5, Bl(t2) 0,0)(0,0) - (12)(0,6) (65 6)
+ (£0,) (6, 0,) (0, %) — (£6,) (6, =) (6, 6,)
+ (£6,) (6, 60,) (6, x) — (¢ 65) (6, ) (6, 6)
(54) =—gls,t,x)p(t,z,9) 9 0,,0,,6) 90, 0,,0,)
+@(s, 6, x) @t z,y) 0,00, p0,,6,,0,
— (s, 4,0) gt 0,,0,) ¢ 6,,65,2) ¢ 0,, , )
+ (5 60) 9t 0,2)9 0, 2,9) ¢ 6,6, 6)
—9lst,0) p(£,6,,0,) 90,6, 2) 9 (0,,2,9)
+ @ s, 1,05 @ (t, 6, 2) @ 05, 2,9) 9 (6,,6,,6,).

On peut encore poser
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st st 14 st
(55) Sa=2tp4(l)] = 2Bl —— gl b ag o
pour compléter nos formules.

Nous appellerons les fonctions

Std'(ol,...,gm)
2y \o,, ..., On

quast déterminants d’ordre m et de classe 1.
Revenons au développement (40). Nous sommes maintenant en état d'éc-
rire, au moins formellement, la limite de (A0)~2.7,,. En effet,

(% 6)—2 Apq= Z ("'I)m"'1 _(]Ld‘)_ D (q’ Tiy oo 74m+1)‘

| . -
m=0 (m+I) Py Ty ooy Pt

done, en introduisant les notations

Y/ x, Y
6 lim 24 =D (77 14]);
(56) lim g2 (S,tl )
b
f‘”d((’l’""0’")0101...d@mz—«pm(s’t)
xy N\, ... Op v x, Y
(57) (?72 = I’ 27 37 . ')7

t
(DO(S, )"_;?(Sv tvx)qJ(tvx’?/):

x,y
on obtient
(8) D (’”’y{ /1) oy (A mm-( 5 t).
g,t ' —0 m! z, Y

La fonction D(x’gt/ | ).) sera dite le mineur de I'équation intégrale (1). Elle
87

est une fonction entiére en A et continue pouwr x,y,s,t dans (a,b), parce qu’il n’est
pas difficile, par la méthode employée pour la série définissant D(4), de démon-
trer que la série (58) est absolument et uniformément convergente pour z,y,s,¢
dans (a, b) et pour tout A fini.

Prenons maintenant le dernier membre de la partie droite de 1'égalité (14).
On peut écrire
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m!

N—®

d’ol, en supposant que D (1) 5 0, on obtient

. ; D xyu)
. ' 9 ) b .
(59) 1}1_1*!;%; dquq:}f f (;W‘f(s,t)dsdt.

a

Envisageons enfin le membre.

n
1
= D Ainigi fos
9=1

de V'égalité (14)
Nous avons, pour ¢, h, g fixes,

| 1d v\, (R0 i1y,
(60)' dihgi:ld[agi[ih—TZD(gl 1)—}-(7')_21)(9 1 7'2)_

. th,r o hyry,7s

Mais
Qgi|ih = Pgik;

3o =3

thyr .

gilin Ggilkl, |

iy 1, [sh Oyl 1y 1,

i

a pour partie principale

n
Z Pgik Plykyk,

k=1

et, généralement, la partie principalé de la somme

67"4 Z D(gi77‘17 e vy Tm)

ST Zh’rl’ <o Tm

est identique avec la partie principale de la somne

0™ @gin Z D (7‘1’ T 7:’") .

" Piy oo Tm

16—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé lo 4 mai 1932.

. I <« R @ (1 9)m Ty T
lim 22 Jqu.q:}flmgz‘ _ﬁ]622(_1)m+1__ﬁp(q 1 ‘m41
¢ q

m=0 ' DT o Tmtr

),

121
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En effet, en posant ry = ke la,

Agilih  Qgilkly, - Qgillyly,
D(gz, Piy oo rm) | mniin @ik - Ok R,
l'h, i oo tm
Aoy, ULt Qe 1 VEaly o o Oy Ly VB Ty

et il est clair que ce déterminant dépendra du plus grand nombre possible des
indices indépendants et ne sera pas identiquement nul, si aucun des indices

kyyookm ouly, ... ln nest égal & 7 et sily, ..., In représente une permuta-
tion de £, ..., kn et dans ce cas seulement. Mais alors
Ly, ... m oy oo, T I
D(ga 1 ) ):agilihp(l, ’ m)zq)gihD(l’ ] m)’
thyry, ..., rm Piy oo Tm Piy v P'm

d’'ott lon voit la justesse de notre remarque sur la partie principale du terme
général du développement (60).

En s’appuyant sur cette remarque et sur les résultats du ne 3, on voit de
(60} que, pour D (1) o,

g=1

b
N )
1}1?;; N dinigi foi= D) fD(}v)¢(t, z,y) f(t, x)dt

zlff(t,x)w(t,x,y)dt.

Ainsi, en rappelant tous les résultats obtenus, nous trouvons pour la limite
de la partie droite de 1'égalité (14) 1'expression

(61) u(x,y)#f(x,y)+lff(t,w)<p(t,m,y)dt

i)
+lf—w‘f(8,t)d3dt,

a

en supposant toujours D () # o.
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Nous établirons plus loin que cette expression de u(x, y) représente bien
une solution de (1), mais nous devons auparavant établir quelques relations ré-
s, t

b}

currentes pour A4, et ¢Dm( ) et des équations fonctionnelles pour D(O;’? i l)-

s, t

6. Relations récurrentes pour An et LD,,.( y) Les opérations par lesquelles

bl

dans chaque cas particulier on. peut caleculer A, et (Dm( % t) deviennent bien pé-

bl

nibles quand m est un nombre plus oun moins considérable. Mais dans beaucoup
de cas on peut faciliter les calculs par les formules récurrentes que nous allons
établir et qui ont aussi une importance théorique.

Ces formules sont:

b

(62) Am+1=A1Am—mf@m_l(i’Z)dxdy,
v b
o ;
st s, t t
) = A, ) — - ’ 6
(©3) (D"”(w,y) 4 m"(m,y) mf 9 (s 1,0) D l(x,z/)d ’
a B
b
’ S,t o N _ st
(63') Oy (x,y)'_Am D, (x,y) mf(Dm_l (0’ x)cp(@, x,y)d6
s, t '
(m=o, 1,2,...; =1, @, (x y)=9>(s, t,x)qv(t,x,y))-

Pour la démonstration de (62) nous partons de la relation

b
Am~+1:'f4(””1’ a ”’”“)dxl - dzm,
a

%’1, ey mm-'»l

ou

Xyy o0 oy Tm+1 Lyy « i oy Tm+1

J( l’ , . ) - B [A ( 1’ , . )] '
Lyy oo vy Tmt1 L1y o« oy Lm+1 )
2 . x],---u Tm+1 212 3N

En développant ici 4 par rapport aux éléments de la premiére

L1y« oy m+1 -

ligne, nous avons
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Ly o ooy Tm41 Xy, Xgy + « ) Lot
A( = (z, %)) 4

Lyy ooy Tmtl Ly, Lgy - - -y Tm+1

) A (xg, Ty, oo xm+1)

Ly, Zgy - - oy Tmt1

+ (—I)m (1‘1 -’Em+1) A (wﬂ’ Lgs « -Tm+1)
xl: va s ooy T

:(xlzl)A (x27 Lgy « o oy xm_*_l)

Lgy Tgy + o vy Tm+1

s i, Z. Li—1, Li+ Im+
) i—1 i+1y -y m+1
- E(x,x,)A( VR ! ’ ’ !

i—2 L1y Xgy « ooy Li—1y Li+ly « < »y Tm+1

et, par conséquent, l'opération B étant évidemment distributive,

4(371, ce xm+1) — B [(x z) A (xg, Tz, + -« o xmﬂ)]
‘ - 141
Liy oo oy Tmt1 Lay Lgy - « oy Tm41

(64)
m+1
. 2 B [(x x) .A. (xia Lay o ooy Zi—ly Titly -« oy Tm+1
1L
i—a Lyy Lgy o« oy Li—1y Titly - - o Tm+1
Un membre quelconque du développement du produit
Lo, gy - - oy Tm+1
(4'1/'11’1)11(2’ 8 y MM )
Lgy Lgy « « v+ Tm+1
étant

t (@ 2) (X3 2a) - - - (Tmt1 xa,,,H),

ot la suite a,, ..., ans1 est une permutation de 2, ..., m+ 1, nous avons

Bt (z, z) (x, Top) + .. (@ma1 wa,,,.;.l)]

=t @ (@, 2y, xl) B [(xz Xay) - .. (xm+l xam,+1)]1

B[(xlxl)A (xz; ey xm+l) =q)(x1’ z, xl)B[A (.’L‘g, N .’Em_}.l)]

Ly, . - oy Tm+1 Lgy <« oy Tm+1

Lgy o ooy $m+1) .

= g (2, wlvwl)d(
Zgy » + 0y Tmtl
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Prenons maintenant

Xiy Loy oo oy Limly Lidb1y o v oy L 1
_._Bl:(xlxi)A(“ 2 y Li—1, Li+1, ) mr{-):l’

Ly Lgy « oy Ti—1y Litl, -+ oy Tmt1
qui est la somme des membres de la forme
BF (g a:) (@ie) (@ag) . . . (ma2y) (@1 7) ... (s 7o)
=¥ @2y, 2, Ta) @ (@i, Ta, p) . .. @ (X2, By, @) @ (&), @'a, &p) . .. @ (@5, Zay, 7p).

-Mais -
Xy X; B [A (J,'i, Ly ooy i1y Ljp1,y - - oy xm+1)]

Ly i L1y Day o ooy Limly Lit1ly + o oy Bmt1

représente la somme des mémes membres, donc

Liy Loy v ooy Li—1y Ti+1y-v « oy T4l
—B[(xle)A(“ L "LJ“)]

L1y Lay o ooy i1y Lit1y o o oy Tm+1
X T Xiy, Lgy « v
(66) =1 ’B[A( e )]
T X Lyy Ly, ...
XX /I(x,,, ey L1y Lgly o0 oy xm+1)
Xy i Lgy o ooy Lie1y, Litly « oy Tm+1

Ainsi (64), (65), (66) nous donnent la relation

d(xl-, . xm-l—l) ¢(x1,$1,x1)d(x2’ Cey xm+1)

(67) Liy ooy Tmta Ly o ooy Tm+1
m+1
+ lex, (3.’,'2,..., Li—1y Lit1ly o« acm+1)
?
xl i Lgy « ooy Limly Litly « « oy Lm1

qui représente le développement du quasi déterminant d'ordre m+1 et de classe
o rappelant a un certain degré le développement des déterminants ordinaires
suivants leurs mineurs.

En intégrant cette relation par rapport a z, ..., Tm+1 entre les limites a

H]

7t '
et b, on obtient la relation (62), car, & cause des définitions des Ay et (I)m(s ),
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, .
fq:(xl, 2y, ) A (xz, o xm+1) da, dzy . .. Axny1 =4, An

Lgy o+ oy Lm+1
a

et
" (e [ Li1, X x
§ [y (s ) g g,
i—a Xy Xi Loy oo oy Ti1y ity 5. o Lmtl
m+1 L.z
:——Z’ (Dm-—l( 1 L) dl’ldxz
— Xyy Xg
Lk
b
= —m f(pm_l(x’ y) drdy
z, Yy
a
- Passons & la démonstration de la relation (63).
On a, d’aprés (57),
- 0 6,
@m(s,t)z_ .S'td(u..., m)dal_,,dem,
z, Y Yy \0,,... 0On
a
ou

Stj(au.-.,ﬁm):StB[A(t,f)i,--.,em)].
2y \g,, .. 0. v 2,0, ... O

hRi

En utilisant, comme plus haut, le développement
A(t,el, . em) ()4 (01, 0,,,)
2,0,, ..., 0n 0, ...,0m

- i (tO)A (01‘, 61, ey 01’—1, 0,»_,_1’ - Hm)

i=1 x,0,...,0,0i41,..., 0n

et en appliquant l'opération ;;B aux membres types des développements des dé-

terminants, qui 8y trouvent dans la partie droite, on vérifiera sans difficulté la

relation
st 6......8 6.....0
d 19 ] m):__ ,t,fE t,ac, d( 1> ) m)
zy (01,...,0m gl haglhany)al,”

(68)

m
_Zw(s,t)ai).t0i4(011-.-, 01_‘1’0t+1,..., am)’
x?/ 01,-..,02'_1’01-_'_1"“701”
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qui est intéressante par elleméme, car elle donne un développement du quasi
déterminant d’ordre m et de classe 1. En lintégrant par rapport a 6, ..., O
de a 4 b, on parvient facilement a (63).

, 6, ..., 0.,n)
x, 0, ... 0

suivant les éléments de sa premiére colonne, on arrive & la relation

7] - oo On
”4(“""”)=—qo(s,t,x>¢<t,x,y)4("* )

Par la méme méthode, en développant le déterminant A(

xy  \o,, ... 60n 6., ... 6n
(68) .
_29’(0;,-72,?/) st 14(01’.'.,0i_1’0i+1).“,0m)a
i—1 0[(1,' 0“ ey 0[_.1, 0”_1, ey 07"

d’ott l'on déduit facilement (63').

Remarquons encore qu'on peut utiliser les relations (67), (68) et (68") pour
le calcul de proche en proche des quasi déterminants d’ordre m et de classes o
et 1. Ce calcul se termine par les relations

(69) | (2) = g o, 21,21,

st 7} '
Sa(D) et 0,090,600+ 9600)90,2) 96,29

qu’il est utile & remarquer et qu'on trouve immédiatement.

). Premier théoréme fondamental.

7. Equations fonctionnelles pour ])(x’ ?t/ |2

b

La fonction D(i’i’ | l) que nous avons appelée mineur de 1'équation (1) satis-

b

fait aux relations fonctionnelles

b
, "8,
(70) 1)(”: i{u):z)(z)%(s, t @, y) + x] D(sg:|l)q>(0,x,y)dt9,

a

Y

b
o) D(3Y1)=DWplsta i [glenn(yia)as
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qui jouent un rble important dans la démonstration du premier théoréme fonda-
mental pour 1'équation (1).’

Pour démontrer, par exemple, (70), prenons la relation (63'), multiplions-la
(«_ m -

m!
en tenant compte des relations (36) et (58), qui définissent D(4) et D(ﬁ’ ?;M),

et faisons ensuite la somme depuis m =0 4 m = o0

de deux cOtés par

on obtient (70). La méme opération appliquée & (63) donnera (70").
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant.
Théoréme 2 (Premier théoréme fundamental). Si

D) # o,

Péquation (1),
b

wlz, ) =flo,9) + A f wlt, ) g t, 2, ) dt,

a

admet une solution el une seule qui est donnée par la formule

o 0 (%411)
(71) ule,y) =fle,y) + 4 | ft,2) @ (¢ 2, y)dt + 22 Lot f(s, B ds dt.
D)

a

Démontrons d'abord que (71) est en effet une solution de 1'équation (1).
En substituant dans (1) an lieu de u(x,y) l'expression (71), on trouve

b bD(:Z:’:;/IZ)
Sfla, y) + lff(t,x)w(t,x,y)dtnL Azf Wf(s, tydsdt =

a

— Flay) + 2 fb [f(t, ) + fb 16,896, t.2)d0 +

a

t
+ x%fb ﬂ;(—zz)m)f(s, 0)dsd0]go(t, 2, )dt,

a

ou, en réduisant, et en faisant des transformations évidentes,
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%W Is, t)dsdt—ffﬁt O, t,x)p(tx,y)dodt +

ep (%%,
+ lf(l‘;’(i))f(s,ﬁ)q)(t,x,y)dsdtdO

a

+/1f ( ()M) (5,9 (O,x,y)dsdtdﬂ.y

a

En portant & gauche tous les membres et en tenant compte de (70) on trouve
I'identité

b z,y ' L
D77 D74
af, (lj’(;) ) (s, t,x)qp(t,m,y)—l!%)w(ﬁ,x,g/)dl? Sfls, t)dsdt=o,

qui prouve notre proposition. i
Démontrons ensuite que toute solution de (1) doit avoir la forme (71) quand
D) #o. v
Soit u(x,y) une solution quelconque de (1), de sorte que

b

(72) ula,g) = flz, ) + 1 f wlt, @) g, 2, ) dt

a -

est une identité. Remplagons ici ¢, z,y par s, f, = respectivement, multiplions
les deux cOtés par A D(A) @ (¢, z,y) et intégrons ensuite par rapport & I entre les

limites a et b: on trouve

a

lDl(l)fu(t,x)q)(txy fftac (t, z,y)d t
(73) , -
+ lgD(l)fu(s, Dol t, )@t y)dsdt.

17 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 4 mai 1932.
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Remplagons ensuite dans (72) ¢ x,y par 0, s, ¢t respectivement, multiplions

les deux cOtés par ﬂ.?‘D(ﬁ’ til) et intégrons par rapport 4 s et ¢ de a 4 b, ce
qui donne 1
5

b
lzfu(s, t)D(t"’tlfl) dsdt=l2ff(s, t)D(i"?!l)dsdt

a

b

+ ,13fu(0,s)(p(0,s, t)D(i

a

’f;l)dodsdt,

’
ou, 4 cause de (70),

b

b
l”fu(s, t)D(f’?t/z) dsdt:'vff(s, t)D(f’fix) dsdt

a

(74)

b

+ lgfu(ﬂ,s)[D (zz x) — (6,5, :L',y)D(l)] d6ds.

b
a

Enfin, multiplions (72) par D(A) et ajoutons au résultat membre & membre
(73) et (74): des simples réductions faites, on aura

,, ()
ulz,y) =flz,y) + lff(t,m)w(t,a:, y)dt + l2fD—’w fls, t)dsdt,

a

ce qui prouve notre proposition et, avec celle-ci, I'unicité de la solution obtenue.
. On déduit du théoréme démontré une conclusion importante: pour A tel que
D (4) % o, Uéquation homogéne (2),

b

ulz, y) = lfu (t, ) @ (¢, z, y)d¢,

a
n'admet qu'une seule solution u(x,y) = o.

8. Quasi déterminants d'ordre et de classe quelconques. Désignons par

(75) dpxq.ip:qz'---lp#q,t.
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un mineur du déterminant 7, qui résulte en supprimant dans . les lignes p,,

Pss -+, Pu et les colonnes ¢, @y, ...,9.. Nous supposons que ces lignes et ces co-
lonnes sont toutes différentes et que, en posant

Pou= i“hav s = gﬁfﬂ7
on a gg 1, et, en particulier,
(76) JeHAdale,B=1,2,...,0).

Le développement de (75) suivant les puissances de 1 a, en général, la forme

Do imasl.. . |p,0, :(la)M[D(q“ ”"qﬂ‘)
YIERRREY /7

. }'TJZ D(Qla <y QM) 7'1)

r P s Pus ¥y

(9)*

QU"‘)Q‘M 7‘117'2
#5030 )

71, T3 D1y s PusT1, 7

_]

mais, 4 cause des conditions (76), les 1 premiers membres de ce développement
sont nuls.

En effet, en posant r, = k;1;, nous aurons

Ag, fyléshy - - - g, 1 |i€’« hy, Ao filkly - - Cgify] kL,

- . j PPN i a .. a
(78) D(ql:«-.7%,71,-..,7,.)_ gy lultche - - - Agy iy by Qg foy | ln Iulu | nly
Pire- s Pus Ty ooy Ty Ak iy by "'aknlnki‘uhﬂ Ay by | by ly - Okl | By,
Wy Ly Vi - o v Oy 1y Vi by Byl [ aly o oo Ok 1, | k1,
=0 (v=o0,1,2,...,u—1).

On peut le voir par le raisonnement suivant. Tous les éléments de la matrice
gy fildshy - - - Qgy | i,u. h‘u,

ag‘uf‘ulilhl e ag‘u,fﬂu‘u, h#
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sont nuls & cause de (76) et (12). Donc, pour qu'aucune des x4 premiéres colonnes

de (78) ne soit vide, il faut que chacun de u indices ¢, ¢y, ..., %, soit égal
a4 un de » indices I, l,,...,l,. Cela est impossible pour » < g, si les indices
%y, %3, . .., n sont tous différents, comme nous avons supposé, donc 1'égalité (78)
a bien place pour »=0,1,2,..., 4 — I.

Pour v = u nous pouvons écrire

D(Ql) LIRS Q{M iy ooy 7'”,):(_ I)‘U'D(QI, RIS QM)D(TI) L) r{l«)

Pis oo s Pus F1y oo oy Y Piy ooy Pu P>+ s Pu
(79) Qg fy | kly - aglfllk‘u,l‘u, Oy [dhy oo Ayl | i‘u hﬂ,
:(—- I)M .
Copfutbals - - Ogulylby by | | Dby ke oo By by [y by

Il est clair qu'en posant

ky :‘ﬁ’ln k2:fae, ceny k.“':.ﬁxﬂ; '

(80) . . .
Lhi=1dg, la=1pg, ..., lu= 28,

ou fu, fa - - .,fa“ et g, 28, ..., if’u sont des permutations de fi, f5, ..., fu €b
%1, %3y - - -, 1 respectivement, on aura dans la partie droite de (79) un produit de
deux déterminants non nuls. Toute autre supposition sur les indices % et I, dif-
férente de (80), nous conduira & un déterminant (79) identiquement nul. Done, il

? valeurs

y a (u!)® valeurs de (79) non identiquement nulles. Mais entre ces (u!)
il n'y a que u! différentes. En effet, I'association (80) des indices en les per-

mutant convenablement, peut étre écrite comme il suit

.f;=k717;f‘2=k72’ .. '1f[1/:k"'[/,;

b,= 18, lb,=1g,, . . ., l.,M

(80)) .
— 7/3”',

‘d’ott découle la valeur correspondante de (79) suivante
(81) * pan i, - Pouty 4, Phiig, hy, - - - Pry 4, hd,

qui montre qu'on ne peut obtenir de toutes les permutations telles que (80) que
u! valeurs différentes (81). On conclut donc que, en prenant toutes les permuta-
tions (80), on obtiendra chacune des valeurs différentes (81) ul fois.

Par conséquent, en désignant par
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(Do(sl’ by v e es Su, tﬂ)
Zyy Y15 oo o5 Zuy Yu

la limite de la somme

(;-_‘.I_)‘_L 2 ’D(QIa--.a qy,, 7‘1,.-.,7'”/)

Pisovos Py 715 oo s T

on aura.

q)o(sl, T tu)
(82) Lis Y15+« 5 Ty Yu »
=3+ sy, ty, ma) @by, @a, y8) - - - @ (S0, b, @0,) @ (b 6,5 Y3,)

en supposant que les points
Lgys Lfy» iy Lhy
de la subdivision équidista.ﬁte
@, Xy, Lgy o ooy Tn—t, b

de V'intervalle (a, b) tendent, pour % — %, respectivement vers

81, ta, 22, Ya.
Dans 1'égalité (82) la suite d;, dy, ..., 0, est une permutation de 1,2,..., u et
le signe + se définit par la permutation d;, ds, ..., du, comme on le définit dans

la théorie des déterminants.
Envisageons maintenant le déterminant (78) pour » > u. Nous l'écrirons,

en tenant compte de ce que tous les ay, s, |3 », — O, sous la forme

o ... 0 aglfl'kll! aglfl,kfulfy

Fiy ooy T o ---0 g, fu | laly -« Qg fy | E, L

(83) D(Qn y Qusy 71y > v): wlu ulu! vty
P15 - - s Pus Fry oo T Ahylyighy - Welylighy, bkl oo bk,

Byl Lighy - - (gl liyhy, Okyly bl - -« Okl k1"

Pour déterminer dans quels cas ce déterminant dépend du plus gr;fmd nombre-
possible des indices % et ! variant indépendemment et ne s'évanouit pas identi-
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quement, on pourrait raisonner comme plus haut, dans le cas du déterminant

Apq dans n° 5. Mais on peut procéder autrement et cette autre méthode nous

sera avantageuse plus loin, quand nous considérons les équations intégrales trans-

gressives & v > 2 variables. Elle consiste dans la considération des membres du

développement de (83), mis dans une forme qu'on peut appeler quasi cyclique.
Soit

A" = * (agg 1k, gty kglg -+ Wyly g hy) - - -
(84)

(ak" lll I k’al l'al ak'al l!al | kl‘x2 lluz e akla6 lvas ! kll l’l) P

un membre quelconq.ue du développement de (83). Nous appelons quasi cycles
de ce membre des groupes tels que

Qgy i kg 1y Py lalkglgr - - Qg 1y ig, gy
dont les indices commencent par les paires

gl.fly g2f‘2’ ety .q.”'fﬂ'

et se terminent par les paires
G hy, 2 hyy ooy tu by
et cycles, comme d’ordinaire, des groupes tels que

ak’] l’llk,al l'u17 ak,al l'al i kraxl/az’ Ceay ak,as l'qslk’l l’l’
qui commencent et se terminent par les mémes paires.

Recherchons quelles conditions doivent étre satisfaites pour que A4’ ne soit
pas égal & zéro.

D’abord, aucune des quantités apq, qui y entrent, ne doit pas étre égal &

zéro, d’oti les conditions telles que
(85) ka =‘fi et l},=7/'11
d'une part et telles que

(86) . a=lks ls=ly, ..., L=k .., [ =F

1 ap?

de l'autre.
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Il y a, évidemment, dans 4', u quasi cycles différents commencant par

91 fis -, Gu S et se terminant par ¢k, ..., 4. k., donc les conditions pareilles &
(85) exigent qu'il y ait p indices 4, ..., ke, et p indices le,, ..., Ig, tels que
(87) . ka1=_]l;,---,ku#:fy et lrglzz.l,...,l[g.uzl'p,.

Ces indices doivent donc avoir des valeurs fixes.

Soient
(88) _ Ko bg, ook (m=y— p)
et
(89) Uilg, ooyl (m=v—m)
les indices £ et ! qui restent aprés l'exclusion des indices £, .. ., kaﬂ et lg, ..., lpy
des suites %, ..., &, et I, ..., I, respectivement. Ils ne sont pas tous indépendants

parce qu’ils doivent satisfaire aux conditions de la forme (87). Il n’'est pas diffi-
cile de voir de ces conditions que les indices (89) doivent représenter une per-
mutation quelconque des indices (88).

Done, pour que A’ soit différent de zéro, il faut (et il suffit, cela se com-
prend) que les conditions (87) soient satisfaites et que (89) soit une permutation
de (88). Alors A’ aura la valeur

A’ = —t (q)glfl o ¢f1’a l,‘l e ¢l1i11 h-z,) T
(90)
AP Voo -+ P Ko, Ko, ) I

ol on a mis en parenthéses les membres qui proviennent des quasi cycles et des
cycles correspondants de la forme précédente de A’

Remarquons enfin que, pour le choix des indices % et ! que nous considérons,
il n’y a dans le déterminant (83) qu'un seul membre qui est différent de zéro et
que c'est précisement A’. En effet, deux membres différents de (83) se différent
au moins par un quasi cycle ou par un cycle d’ou résultent des conditions in-
compatibles pour % et I, si l'on voulait que ces membres soient tous les deux
différent de zéro.

Les choix divers des indices, pareils au considéré et soumis aux mémes
conditions, se peuvent obtenir de la maniére suivante.

Prenons le déterminant
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’ 4 f‘l?:l "'-f‘li .f‘lk’l .. flkl‘m
.fl)""ftakla'-'ak‘m “
(o1) A( ! e

) T, K 8
“ e 3 . m ’ . . ’ ’ ’

Lo e M s Enty ... Emty E'mk'y .. . Knk'n

Les membres de son développement nous donneront précisement les paires des

indices pour lesquelles les membres correspondants A’ seront différents de zéro,

si & chaque membre on ajoute les paires

911y oo QuSus by, o G Ry

comme facteurs et si l'on écrit chaque ensemble d’indices obtenu en cycles et
quasi cycles. En d’autres termes, prenons un membre quelconque

o =% (fiw). . (furw ®r0esr) .. (Fmus)
de (91), ot %, ..., %, est une permutation de
TR A S

et considérons le déterminant (83) correspondant:

D(glfly s g,ufy,,.fluly .. -sfy,uua k’lu,u,+17 cy k’muv).

. . ’ ’
Ghey ot b, iy, o Sfu e, B s, - Bt

Ce déterminant se réduit, comme nous savons, & un seul membre, qui sera 4’
si la permutation u,, ..., %, est convenablement choisie. Le choix, qui donne un
A’ déterminé, peut étre fait d’une seule maniére et aux choix divers correspondent
les valeurs diverses de (83). Il est clair que de cette maniére, 4 l'aide de (91),
on obtiendra toutes les valeurs de (83) dépendant du plus grand nombre possible
m=v» — u des indices indépendants qui satisfont aux conditions (87), o0 8, ..., f.
parcourent toutes les permutations de la suite e, ..., a,.

On remarque encore que le signe de A’ est égal au signe de &’ u fois
changsé,

Désignons maintenant par

9Sis - gutu g

by, s by

Vopération qui consiste dans ce qu'on associe & un a’ le A" correspondant, c'est-
a-dire qui se définit par 1'égalité symbolique
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aSis gﬂfﬂB[a'] — A’

tihy, .. by

Alors on obtiendra la somme de toutes les valeurs non nulles de (83), cor-
respondant & la supposition (87) ol e, ..., ¢, sont fixes et 8, ..., B, passent
par toutes les permutations de ¢, ,.., @y, en appliquant cette opération & tous
les membres du développement de (91) et en faisant la somme des résultats ob-
tenus. Soit

9 fis ...,g,tf,td(k'l, ...,k'm) _ oS, ""g”f”B,[A (fl, U R Ic'm)]
Ghyy oo tuhy K, .. Fn Ghy, . o tuhy ‘ Ty G By oo bm

cette somme. En faisant la somme de ces quantités pour tous les arrangements

Ky, ...,km, m=v»—yu, quon peut former de ki, ..., %,, et pour toutes les va-

lears de 1 & » de %'y, ..., &'m on obtient la somme de toutes les valeurs possibles

de (83) & m=v — u indices indépendants que nous appellerons comme plus haut

partie principale de la somme

ql: --wq,lM‘r]v vy Ty
> D .

T Dy -y Py Tyy ooy 1

v

En désignant par D) la somme prise pour tous les arrangements

(Fas o ¥
k., ..., k'w, nous pouvons done écrire
n
Z Z ‘q]fl’""gﬂfﬂd(k’la"'yk,'l'—,lt):
. ; , ,
(K. Ky, Kooy =101 hy, ..., tuhy Eyoo ks
1 3 Y ey s ¥y 0y Vo
== partie princ. de Z D(ql Qu> Ty ) )
[T Pire s Pusy ¥y ooy 1o
De la on arrive tout de suite & la conclusion
o 3.0y y 1y ooy 1
lim 6" *# 2 D(QI Qu> 71 7 ):
s Tover Ty pl""’])#”'l»---,?'v
(92) ,
LT 70 0,,...,0,
=v(v—1).,.(v—y.+1)f e ’LMZ/(I’ TR A, L dO,—y,
xlyh ~-',9CM/H 01,..., v

a

18 — 3298. Acta mathematica. §9. Imprimé le 4 mai 1932.
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en remarquant que

n
lim 2’ g'lﬁy-- ,gy.fyd( ):
e R T hy, . .

—1

fsl By S t“d(al’""0”'“)0101..‘01@_”
X1 Yy - - xﬂ?/y, 61, ey 0,‘_[“ .

quand les points
Lgor Lfy> Liyy Lhy, (O{Z L2,..., H’)
de la subdivision

@, Xyy Xyy ..y Tn—1, b
de l'intervalle (@, b) tendent avec n — o vers
Sa, ta; ey Ya (a:I,Z,...,‘LL)
respectivement et quand on définit la fonction
Sty ooty Su tﬂd(ﬂl, ey Om)
,xly11"'7x[4?/[L 01a"'a0’m
par I'égalité symbolique

(03) by vy Su tﬂd(ﬁl,...,ﬁm):sl by ees Su t”B[A(tl"”’ ty,O,,...,t‘)m)]’
Tty oo ZulYu \Or, oo O] iy, T Y Byy ooy Luy 0y, .., O

ot l'opération
sy, .., sﬂtMB

LYy ooy TulYp

doit étre effectuée sur tous les membres du déterminant

A(tl,..., tM)011"')0m)
Xyyooy Xuy 0y, oL, O

et suit les régles, qui sont claires de 1'exemple suivant. Soit
a' =t (4a;)(tas)(£,0,)(0,,)(0,6,)(650,)(6,05) (656,) . . .

un membre du déterminant 4 développé. Alors
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St tyy ooy Su tMB[a’] = (— 1)[+ @lsy, ty, 2)@(ts, 21, 4).
LyYis oo ZuYu
- @lsg, ty, 25)p(ty, 25, ¥s) -
- lss, 3, O))p (b5, 0;, x2) (0, Za, y5) -
- 9(6;, 65, 0,)
- (05, 04, 05)9”(047 65, 0) (05, 05, 6,) .

.

En calculant par ces régles

Sityy oovy Su tMB[A(tl’”" tﬂ)]
LYy - LY Ty, X
on apercevra tout de suite que cette quantité n’est autre chose. que

(— I)"’@O(.Sl by oo s Su tu)

L1Y15 - ooy Tulu

défini par 1'égalité (82). Donec

(04) (— I)“(DO(SI’ by v Sus tM): S1 by ey Su tﬂB[A(t,,..., t,t)].

LY o5 Bus Yu L1Y1s ooy Lulu Lyy ooy Ly
Nous appelons la fonction

51 b, ooty Su tud(01y~-a0m)
Ly Yy oo TuYu \Oy, ..., On
quasi déterminant d’ordre m et de classe pu.
Revenons au développement (77). D’aprés les égalités (77) et (92) et la
remarque faite plus haut sur la limite de la somme
(— 1) Qus ooy Quy Ty oo T
7u!i 2’ D ,

" Py oy Puy Tyy oo T

]

en tenant compte de 1'évanouissement des p premiers membres du développement
(77) et en introduisant les notations

b
o9 (1 ) [ (g,

Ty, Y15 -5 Lus Yy Ty Yys o oor Tullp 0,,...,04
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on parvient au résultat formel suivant:

(96) lim {Iffqil~ Zpﬂq” = i(:—j%)_m D, 1 tl; s Sy tﬂ) ,
n— % (ld‘)?‘“ = m! LY By Yu
ou encore
Loy Ups s Ty Y o)~ (A Sty b o Suy tu
(97) Dy A= Z o D ’
Su i S meo C ALys Y15 - -5 Xy Yu
si 'on pose .
Apg| ... v, (xp?h;---;xu) Yu )
8 lim e e ).
o8) — {Ad)2e D 815 by ooy S, tﬂ‘

La fonction

D(xh y1;~”;xﬂ'7 yﬂ])‘)
Sy, by oy Suy b

sera dite le minewr dordre u de Uéquation (1). Cest une fonction entiére en A
pour si, ti, xi, g (=1, 2, ..., u) contenus dans (a, b).
En effet, d'aprés le théoréme de Hadamard sur la valeur absolue d'un déter-

minant,

Ip(ql’ e T ) = (MVmF e,

Pis o3 Pus T1y ooy T"mtp

M étant, comme toujours, la borne supérieure de | (¢, =, ¥)| dans (a, ), et, par
conséquent,

lim

n—

.. s Qus oy e ey Fmty
partie princ. de ¥ D (‘q“ PO T T
Pir - 5 Pur 1y ooy Tmtp

T Tt

=(MVm+ pmteb — a)m

On achéve la démonstration, en comparant la série.considérée a une série dont
le terme général est
| 2] (MV m + pym+eb — aym
Ay — —
m!

et en remarquant que

. Om +1
lim " —

m—0 am

pour tout 4 fini.
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9. Développement d'un quasi - déterminant d’ordre m el de classe u. 1l est
trés important pour la théorie des équations intégrales transgressives a deux
variables d’obtenir les relations fonctionnelles qui lient leurs mineurs d’ordre
quelconque. Pour ce but nous établirons d’abord une formule de développement
des quasi déterminants qui étaient introduits dans le numéro précédent.

Nous partirons du développement du déterminant

A(tl""’ b, 04y ..o, em)

Zyy oo Tuy Oy, L, O

suivant les éléments de la premiére ligne en mettant ce développement sous la

forme
A by oot Oy, Oy _
Liy ooy Xuy 01y ..o, On

)

:i(_l)i—l(ﬁxi)A(tz’ st Sl tﬂ’ala R am)

i—1 Lyy ooy Limly Litly « ooy Ly, 01,...,0m
m '
. (t 0)A 6]1 t21 RS} tﬂaah"->0]"170j+1""’0m
2 (68 9 b, 0 9
j=1 LyyLay o ooy Ty Vg5 ooy Uj—1, Vg1, o003 Unm

et de la relation (93), qui, appiiquée a cette égalité, nous donne

$1 tl, cry S;L t“d(o“ PR ﬁm):
L1Y1y - s TuYu 017---10m

(00) :ZM](" g by ey Su t"B[(tlxi)A(t‘“ vt tiva, e e, O ...,0,,,)]
=1

Ty Y1y TuYu Lyy ooy Limly Lidly ooy Ty Op,y .., On

"‘i 8 tl,..., Su tyB[(tlej)A(ej, t2, Ceay t,b,ﬁl,...,Oj_1,0j+{,...,0m)].

j:lxlyl) <o LulYp L1y Lgy -« oy Ly, 017 e 0j—17 0j+17 s

Prenons un membre quelconque du développement de

( x-)A(t2""’ b, by .. ty,ol,...,om)
FRLZA ]

Lyy oo oy i1y Lit1y - - oy Ty 01, v eay 0,"
soit
A" =t (Ga)(byus) . . . (Gur) Or0041) - - . Omthyrm),

ou gy, ..., Uyrm désigne une permutation de
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Ly ooy Li1, Z‘i+1, ey Luy 01,..., Hm

et appliquonslui I'opération ' by oo S t”B; il vient:
Ty Yps v ey Tl

St .., 8ul si by, oo, Sy b, i, batte, ..., Ontty s
1 %1 ’ MMB[AI]:D(IN y Ou Yy Vil LaWa . y Ym%ut-m
Ty Y1y - oy TuYu ZyYps oo o LuYu, bZiy s, .., Ontyim

_ Sy t2 caey 8 ti Si+1 ti+1 ey S t» t2u2
:(_ I)‘H_M Iw(slv tl) xl)w(tl) Zi, :’/l) D( ’ ’ ’ ’ ERCEG ’
TiYys oovy TimtYi1, Tit1 Yitiy -, Tulp, b, ...

Sotay ooy S8 b, Sivr, bitty .-, Su t
:_9’(31, t, x,-)tp(tl, i, ?/i) SR o T “ MB[i(tz%) .,
LyYys - ooy Tim1Yi—1, Tit1, Yit1, - - TulYpu

Par suite,
Sy by oy Su t“B[(t,x;)A(t2’ )]
Ty Wiy -y Tuu 2y, ...
Solay .o, & b, Sig1y biv1, ..., S t,,,d(al,..., 0m)_

:'—(Po(sntl, Zi, Y1) -
ZyYps oy L1 Yimly Tidl, Yitly - - LuYu 0,,...,0n

De la méme maniére on établit la formule

S by vy Su t"B[(tlﬁj)A(aj’ tz,...)]

Z1Yys oo TuYp XLy, Lyy oo

. tlej, Sy t2, sy Su tﬂd(el, ey 0]'_1, 0j+1, [P em)

:(P(sn i, 0]’)
T1Y1y ZaYar - - oy Tulp 0,....,0—1,01,..., 00

En substituant ces deux résultats dans (99), on trouve le développement
cherché du quasi déterminant d'ordre m et de classe u:

sty .., sﬂtud(ﬂl,,,,,am)z
1Yy oo ZuYu 0, ..., 0n

(—' I)i (p()(sls th Zi, ?/l) '

1

I

TV

(100)
.82 t2, ey 8 tl y Si+1 ti+1,..., SM tﬂd(ﬁl,,ﬂm)

ZiYy1y ooy Lim1Yim1, Tit1 Yiv1,y -« oy Tulu 0,...,0n

m 3. tl 0j, 8y tg, ceey Sy tﬂd(ﬂl,...,ﬁj_l,ﬁjﬂ, ceey 0,n)
=i LYy Talles - Lutfe Vg, ooy Op1, Oj1a, ., On
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S8i Ton développe le méme déterminant 4 suivant les éléments de la

premiére colonne et qu'on applique & lui ainsi qu'a son développement la méme opé-

. 8y by o n 7 } , .
ration ' % B on obtiendra un second développement de notre quasi
ZiYis - s BuYu .
déterminant:
Sty ooy Su tﬂd(ﬂl, ...,6’m):
XyYys - oy xy.?/y 01,..., m
M .
= 2('— I)TSD(SL') i, 2y, ./‘/1) .
(IOO’) i=1 .
) 81 tl, oy S ti_l, Sit+1 ti+1, ceey S tﬂd(()l, ey Gm)
LoWYss oo s X Yi  Tiv1Yiv1, oo o TpYu 0,,...,0n
m
s ty, Sata, ..., Sul 6, ...,6i—1,041,...,0
= ) o St Sl o B ).
o Oy, o¥s, -« Xuu N0y, ..., 01, i1, ..., On

Les formules (100} et (100} nous montrent que le calcul d'un quési déter-
minant d’ordre m et de classe x se raméne au calcul de quasi déterminants
d'ordre m et de classe u — 1 et de quasi déterminants d’ordre 7 — 1 et de classe u.
Par conséquent, pour achever le calcul, on doit savoir calculer les quasi déter-
minants tels que A

C 8y tjd(ﬁlj Ce 3m) of Sty ., 8 tﬂd(el)'
Xy Yy Oy, ..., 0n 1Yy ooy TuYu 6,

Mais nous avons déjd considéré les déterminants de la premiére espece et nous
savons les calculer (n° 6). Considérons domc les quasi déterminants de la se-
conde espéce.

Pour avoir

Sty Su tﬂd(Ol)
x1y11~")xﬂyﬂ 01
on doit, d’aprés la régle générale, calculer
Si by, ooy Su t“B[A(tl’ o t‘u,ﬁl)]‘
x;%w-w%?/ﬂ xl"")xfb701

Or, en procédant comme dans le ca général, on trouve sans peine
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ERE A Sutu/,(ex):
TyWUis o s Tuln 0,

Sgto, ...y 8 b, Sip1 by, .., S/:l‘u/l(ﬂl)

Ty Yy o oo TiaYict, Lit1 Yid1y - - o Ll O,

-¢(81 tl 0]) tlaly Sy t27 ey S t[‘_BIVA (017 fg, ey t'u)‘l

ZyY1y Lo lYsy - oy XuYp Lyy Loy - - oy Ty

ou, en s'appuyant sur la relation (94),

S by ooy S t,L//(()l) _

Y1y e TuYu b,
112
o~ . Sy tg, ey S5 ti y Sit1 t;’+1, ceay Su t[u 01
(101) = D (= 1) @olss, ty, i, 94) - A
Xy Yy - os BiaYiot, Lit1Yit1, - - - TuYp NG,

i~1
t, 045 s, by oo S, tu)

+ (=1 pls, t;, 0)) wo(
Ty, Yrs Tay Yai - -5 Ty Yu

On peut encore appliquer le méme procédé au caleul de la fonction

8 by oo Suy
d)O( 1 Y1 y Ofy ‘u).
x]vlyl; ---;x117?/[’

En effet, on obtient sans difficulté

tDO(sl’ s ey Sus f,L):(_ e Sty oty Su t“B[A(t“"" t,L)]
Ty Yy o) Xy Yu TyYys s Tl Ty, oo, Tl

:(— I)u (— I)iwo(sly thxiv :’/z)

M=

=1
8y tg, ceey S8 t;' y Sit1 ti+], <y Su tl,B,[A(tz, Ceey t,' N tf+1, ey tﬂ)—l
. . bl
Ty Yy oo oy DialYi—y, Tiv1Yiv1, - -, TpYp Lyy ooy Lim1y ity ooy Tyl |

d'ou la formule récurrente

Spy byl Su, tu)
@, =
Lys Yps - ooy Ly Yo

[ . . . .
. S, to; . ..; 8 ti ;s t; . 8 t
O —1 . 2y Y2, y 91 y U y Ot+1y Ui41, . y Ofey bu
2 ( l)' WO(SD tlv -L'h?/i) a:o( '

i—o Ty Y5 -5 Tio1, Yim1; Tity Yid1; -5 Ty Yo
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g

qui, jointe & la formule déja établie plus haut,

s, t
mo( )=<p0(s,t,x,y)=90(s,t,x)¢(t,x,y)'
z, ¥y

permet d’achever le calcul de tDO(s“ by S tﬂ)'

Ly Y15 -+ 5 x;m Yu

Sy by oy Suy

o ) et relations fonction-
xlv ?/1, sy ‘Tll-r y!"

10. Formules récurrentes pour (Dm(

nelles pour D (x“ ytl; BRURGE yt"i}.)- Nous établirons maintenant quelques rela-
S, B oo Sy tu

tions utiles.

Si l'on intégre les relations (100) et (100") par rapport 4 6,, ..., On entre
les limites @ et b et si l'on tient compte des égalités (g5), on obtiendra les for-
mules récurrentes

le(Sl’ byt Suy tﬂ):
Zys Y5 -5 Ty Yu

I
i S tg' ey 8 t,' y Si41 ti+1‘ ceey Su t
(103) - Z(— I)’ 1?0(317 ty, z;, ?/1') d):n( T ' ’ ’ ’ ’ P

Ty Yyy - - oy i1y Yim1; Loty Yit1y oo o3 Ly Yu

i—=1

b

’—mfw(sl, t, 9 (Dm__l(tla 0; s, by ...; Su, tn) a6,

xl)yl; x2) yz» cee x,llv y#
a

lD,,,(S“ b Su, ty):
Ly Y1y -3 Zus Yu

u
, 8y Loy Sica, tie1) Si tivr) - .. Su, L
N — —1 1 by, y Si—1, U—1, Si+1, li+1, y Suy e
(105) =3 (= (V=guls, b1 21, ) O
i=1 Ly Yo3 -3 Ti S Yi 5 Livl, Yit1; - - 5 Tu, Yu

7t;°1t;"'; lat
_7)7/\/‘(Dm—1(s1 1 % 2 % 'u)w(e)xl) yl)da

0, x,; s, Ya; . - - Tus Yu

s, t

) et (82) ou (102) pour
@,y

Ces formules et les formules (63), (63") pour (D,,.(

Syy by ooy Suy b
mo( . .

x11 yl) S x(ld ?/u
proche en proche.

S1y by ey Suy tﬂ) de

) donnent le moyen de calculer @m(
Zyy Yii - - Tuy Yu

19 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 4 mai 1932.



146 V. Romanovsky.

Mais l'importance des relations (103) et (103") est encore plus grande, car
elles nous permettent d'établir les équations fonctionnelles auxquelles satisfont
les mineurs d’ordre quelconque de 1'équation (1).

’ - l ™
En effet, multiplions les deux cdtés de (103) et de (103’) par ( m')' et sommons
ensuite pour m =o0, 1, 2, ...: I'égalité (97), définissant D (m,, yt‘; s T i“ | l),
Sty by o i Suy U

nous conduira tout de suite aux relations cherchées:

(104) D(xlryl;---;xﬂv:y#|l):

Sty byl e,

13
5 Ly Yiy oo oy XLi— i—1y Li i+15 o - o5 Ly Y R
=2(’— 1)1_l¢o(31, by, s, !/f)D( 0 ¥ P Tty Yimts Tk, Yk » Zies Yn A)

= Sqy bos ooy 8 b Sivn, ity oo Su, b

b

+ lfq)(sl, tl,o)D(x“-'/”“’*’”*; s e Y l)dﬂ,

8,05 85, oy o5 Sy B
a

(104)) D(wl’yl;---;xﬂvyﬂll):
81y by ool Suy tu

I

_ i Loy Ygy -+ 3 L 5 Yi 5 ity Yiti; -« o5 Ty Yu

—2('— I)' ’%(Si, tfvwlvyl)D( 12
- Sy, By ooy Sima, Gi—1 Sivr, bivr, oo 8w,y B

b

6 : Dl Tu
+l[D( y Ly Loy Yss ,xu?/ﬂu)lp(g,xl’yl)dg'

S1y by Sey tay ooy Suy L

I1 faut encore remarquer les propriétés simples suivantes des fonctions que
nous considérons ici.

Théoréme 3. Si l'on change de place deux paires d’arguments de la premiére
ou de la seconde ligne, les fonctions

a)m('gl) tl; ceey S!H t."v) et 1)(xlv 7/1) cen x(u?/[t l)

Ly Y1y - -3 Ty Yu 81, tlv <eey Su, t/L

changent de signe en conservant la méme valeur absolue. St Uon change de place
deux paires d’argument simultanément haut et bas, ces fonctions ne ghan‘qent'ni de
signe nt de valeur.
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Pour la premiére des fonctions considérées ces propriétés découlent facile-
ment de sa définition [n° 8, (95) et (93)] et pour la seconde de 1'égalité (97).
Nous finissons ce numéro par la recherche de la liaison entre les dérivées
de divers ordres de D(1) et les mineurs de 'équation (1). On sait que, dans la
théorie des équations de Fredholm, une liaison analogue joue un rdle fondamen-
tal. On verra qu'elle est également importante pour notre théorie.
“Y

Nous établirons une relation entre D'(1) et D( .
s,

) au moyen de 'égalité

b

At — A Ay — m[ Dp—y (w, y) dxdy.
xz, Y

a

. —um .
En effet, en la multipliant par (—7;') - et en sommant ensuite pour m=o0,1,2, ...,

on obtient tout de suite

b

(108) —D'()=4,D() + ;,fp(”* y z) dzdy.
xz,Y

Pour avoir une relation analogue pour la seconde dérivée de D(1), D" (2),

nous partirons du développement du déterminant

(106) - A(wuxm---, -Tm+2)

Zyy gy oo oy Tm+2

suivant les déterminants du second ordre formés par les éléments des deux pre-

miéres lignes et du procédé de formation du déterminant

d(xl’ $2, LRI xm+2)

Zyy Tgy o v -5 Tmt2

au moyen de (106) et de l'opération B.
Le théoréme de Laplace sur les déterminants nous donne

A(w" C x’"+2)=A (m,, wg)A(xs,...,me)
Zyy .oy Tmt2 Xy, Ty Tgy - vy Tm+2

m+2
_ ZA (w,, x")A (:vi, Ty, ..., xm+2) _

i=3 Xy, & Lyy Xgy o« oy Tm+2
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__1%214 (.’1:17 xﬁ) A (xi, Lgy oo vy xm+2)

=3 i, Ty Tyy gy -+ oy Tmi2
+ Z, 4 (xl, xz)A (x,-, ZThy Tgy « - s me)’
i h>i XLi, Tn Ly, Lo, Lgy - -+, LTm+2

d'oui, en appliquant l'opération B aux deux parties de cette égalité,
p (xl, e, xm+2) ——-B[A (x‘, acz) 4 (xs, Ce xm+2)]
Lyy o« oy Tm+2 Lyy Ty Xgy « -y Tmt2
m+2
— 2 B [A (xlv xS)A(xi» Lgy « oy xm-’?)]
= xzy, X Ly, Lgy -« -, Lma
m+2 ) -
~3'B [A (ml, :c,,) 4 (x;, Zgy ..., me)J
=3

XTi, Xy XLyy Lgy ooy Lmte

+ Z B [A (xx, .’L‘g) A (a:z‘, Th, Ly, . .., xMH)J'

i h>i Liy Th Ly, Tg, Lgy . -y Tm+2

.Considérons un a un les membres de la partie droite de cette égalité.

On voit immédiatement que
Xy, X Lgy oo oy Tm+2 Xy, & Lgy « ooy Tm+2
o [ 4o (e )
Ly, Ty Ly, -+ vy Tmta Xy, Ty A

Nous avons ensuite

B A(ml’ xz)A(xiaxsy"-yxm+2):
Xy, Li Loy Lgy o v oy Tm42
Liy gy v ooy Tm+2
=B ((xlxﬂ(xzwi)fl( b ’ )]
| xzyxsv---vxm+2
Liy Lgy « « vy Lmt2
(109) — B (@, @) (zyx,) 4
8 Loy Tgy -+ vy Tm+2

= _W(xn zy, ) - T x[B[A (xi’ Lgy oy $m+1)l

Xy, Xi xz;xsy---axm-i-2

+ (s, 2y, 1) - z, xiB[A (x,., Zg, ..., :cmH)] _

Ty T, Lo, gy + -y Tmt2
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- e T 2 _xgacid Lgy « oo Li—1, LTi41y «« oy Tm+2
w 1 1 1

Lo X; gy o+ oy Li—1y Litly « - -, Lm42
(109)
Xy X5 Lyy o ooy Limly Litly « o oy Tm42
+ w(wb xl) xi) et d( 3 ) ) ) 3 .
Xy Iy Lgy vy Li—1y Li+1y « « oy Tm42
De méme,
B lA (x,, x‘_,) .A(:v,-, gy « o oy wm+2)]
iy Ly Ly, Lgy « - oy Tm+2
Xy Ty Lgy ooy Li—1y Lig1y + + oy Timp2
= q)(xzy Zg, xz) : a4
Xy Xi Xgy « oy Li—1y, Ti+1ly + - oy Tm+2
(110)

Lo Xf Loy o vy Li—1y Li41y « « oy Lmt2
+ ¢(x17 11/'2, xi) L2 //( 13 ) ) ) ) .
Xy Xy Lgy « ooy i1, Litly « « +y Tm42

Remarquons qu'on a utilisé ici les relations

B[(ac1 ), ) A (’” Ty - )J — plwy @y, 7)) B [(x,, o) A (“”" Ty - )J

gy Lgy . - Xy, Tg, - - -

= — @l 2, z) Xy .’L‘iB[A (:L‘i, g, - . )],
x2 L x2) xa, “ ..
Bl(vcz xy) (@ i) A (x,~, Ty, - )]
x2, x_-;, PP

= q)(xza Ly, -’L‘i) e xiBI:A(xi’ Tar - - )] ,

Zy X, Lgy Tgy - - -

qui g'obtiennent, si l'on écrit les membres générals des parties gauches et les
compare avec les membres correspondants des parties droites. Ces relations

peuvent étre généralisées comme il suit:

B[(xl x) (s @) - - . (w2 @) (@av12s) @ava i) - . . (@24n fvr’,) :
. A (Ii‘ y Liy 5o ey xiﬂ y ity - - )J -
La+1y, La+2y -+ oy Latpy L24p+1y - - -
( ) - (.— I)“?(xlv Lg, "L‘a)(}’(xa, g, x4) < 9’(561» Ly 3’;2) ’
IT1

. Ta41Ligy + oy Latu wi"’B[A. (J)il ) ey l‘[ﬂ y Litp+1, - - )] .
La+1Tiyy « + o Thtp xi{t Lty - - oy L2+py Latp+ly -« -
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B [(x,,, Tap) (g ay) - -« (T Ti,) *

. (xﬂl xlgg) (1‘{32 m{g,) e x(gb xi._,) .

<A, i) (2, 22,) - . . (@2, xi‘u) .

’ ’
A (x,.” Tigy -+ oy Tiyy Tgy X'y - - )] _

’ ’
Layy LBy « vy Lay L gy L gy« -«

(112)

= (_ I)“?(xan Layy x“u) q)(xwp Lags xou) . (P(xaaa Lay, xaz) ’

- @ (s, 25, 28,) P(Ts, Ty 5) - - - Plogy, 25, 25,) -

@l a,, T2) QT X2y 1) - @z, T2, @) -

7 . . . - . 4 "
 Xag Tiyy Ly Tigy - - -y Ty x’“B[A (;L',“ igs ooy Tigyy T 1y gy - - )] '
14 ’
Loy Lagy Ty Ty - - - L2y Ly Layy Lpyy + v vy Layy X'gy T gy« v

Ces relations se prouvent de la méme maniére que dans les cas spéciaux précédents.

Enfin, moyennant (111),
el )
Liy Xn Ty, Tgy Ly, - . -
~ B[z 4 ()]

gy Xy Ty - - -

_ B [(x1 xn) (2o ) A (x,-, Tny Ly, - - )]

Lyy Loy Tgy « .«

2y i, g Zh |, (i, 20, 24, - . .
(113) =717 2T p A( oy

&£y Ty, Xy Th
_.’clxh, x2x,~B A

Z,xh, Ty L

Ty, yxp L

X5 X, xlth(A

XTg iy Ty Th "

+

T —A (xi, Zh, Ty, - . .)_
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Xy Xy, Ly Xp Lgy « oy Ti—1y Lit1y o o oy Lh—1y, Tht1y -« 3 Tm42
(113) = A
Iy Xiy Ly Xp Lgy ooy Li—1y Litly « ooy Th—1y; Lht+1y « oy Tm42
+ Xy Xiy, Iy .’I,‘),d(.’B!;, vy Li—1y, Ti+ly oy Lp—1, Th+ly « xm+2)‘
XLy Xiy Ty Th Lgy « oy Li—1y Li41- .« oy Th—1y Thtly « « oy Tm+2

) Substituons (108), (109), (110) et (113) dans la partie droite de (107) et
nous obtiendrons un développement de

1(51% Tpy ooy $m+2)
P
Lyy Lgy « + oy Tm+2

qu'on doit intégrer par rapport i x,, x,, ..., Tm42 entre les limites a et b, pour
avoir une relation, qui lie A,,2 avec An et les fonctions @. De cette maniére

on trouve sans difficulté, ayant égard & la définition des fonctions @:

b

Amya= A, Ay — 2 mAlj Dy (x, y) dxdy
, y

[

b

+ 2 mf(p(x, Y, t) Op—y (y’ t) dx dy dt
x, y

b

+ m(ﬁ_;_l)f [(D,,,_2 (w, ys v) + Dp_o (u, Y5 & z,)] dedydudy

I x,Y; u, v u, Y, X, U
a

b

= Ay Ap— 2m.A,f(Dm_1 (‘” ?’) dxdy

T, Y
a

b

+ 27)1[(})(:1:, Y, t) Dn—y (?/, t) dx dy dit
T,y

a

b

+ m(m —I)f Dy (z, Yi v) dzdy dude.

@, y; u, v
a

— l)m

Multiplions cette égalité de deux cOtés par (—m'— et faisons la somme pour

m=0, 1, 2, ...: nous tronverons
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b
(14) pry— 4, D+ 2A1},f1)(x’y|l) dz dy
x, Yy

b

- 21[9’(% Ys t)D(x’ill)dxdydt
Y, t

a

b

+ A2 f D (" y: % v 1) dz dy du dv.

T, Y, u, v
a

Trouvons encore D"’(2).

On a, en utilisant le théoréme de Laplace,
Y (.’L‘]y ey x‘m+3) =B [A(x,, e xm+3)]
Zyy -0 Tm4s . Lyy « - -y Tm+3
_p [A (.701, Zs, xs) 4 (x4, ey xm+3)]
L1y Lgy Ty Ty ooy Tm+3
m Xy, Lay T Tiy Ty, - - -
(115) —S1ZB[A(1 3)A(’ 4 )]
i—=4 xl, xzy T .’L‘s, x4, PR
+ S ZB [A(xlv Ty, .’L‘s) A(xi, Zhy, Lyy - - )]
: B Xy, Tiy Th Zg, Ly, Ly, - - -

2, Ty, Tg Xi, Thy Tgy, Tyy - - -\
— 2 B [A( A
i, Lny Lg Ly, Lo, Lgy Lyy - - -

L,h>1,g>h

les signes S, S; indiquant les sommes des membres analogues & ceux qui se
trouvent sous ces signes. Ensuite, en tenant compte de (111) et (112),

B [A (xu g, 1‘3) A(x“j’ .- )J — (xn Ly, xs) d(x“h cen xm+3) .
< ’
Xy, Ty, Ty Xy oo Xy, Ly, T3 Xy

<oy Tm+3
B [A (wl, Zs, xs) A(ac,-, Xy, - - )J _
xy, Ly, Ti Xy, Ty, - ..

= Bz, x,) (@, ) (s 2:) 4 — (@, 2,) (g 203) (g g) A + -]
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_ d(x" x,) Xy T 1(:104, ey mm+3)
_ £
1‘1, -/le .’E_., xi .’,L“, .« ey x‘m,+3

+ q)(xl’ Zy, xl) 9’(903, X5, xi) ] 14( 4
VT

- ‘P(xsy 2y, T) (24, 2y 2i) - 2 g
I3 Xy Lyy oot

7

+ (P(l'za Zg, 332)‘}’(1'31 x4, i) -

'

x4, L

- ‘P(xs, Lo, xl)q)(x2s %, i) -

B[A (wlv Zs, xs) A(xia Tpy Zygy - )] —
Xy, iy Th Loy Lgy Tyy -+ - -

= Bl(x; #,) (s 2) (2 22) 4 — (2, y) (o0g 1:) (205 xn) A+ -]

Ly Xy Xg Tk iy Thy Lgy + « «
= (@, 24, xl)[ BT d( b )
Ly Ly Ty Th  \Ly, Tgy Lyy -+ -

\_/vv\—'/

T i (oc4, .

Zyy -

L D BT, (x Ty Ty, - - -

S
—

Ty Xiy Lo Th  \ Xy, Ty, Ty - - -

- w(wh Ty, xi) .

Ly Xy, Ty Th  \Lg, Xy, Ly, - - -

@y Liy By&n [Tty Ty Ty - -

Ty T, Ty Th (x Xy Xyy - - -
- W(xs’ Zy, xl') : (

Xy Xyy Ty Th  \Lgy Loy Tyy - - -

iL‘CI,"..Z'.’Eh iy Lhy Lygy o+«
_w(xg, xnxh)‘ 8 Wiy Ly ( y W4

Ty Liy Ty Xy \ILgy Loy Lgy .+ -

— (g, 24, xn) -

VV\_'/\_/

Xy i, Ty achd(xi, Ty Lyy + - -

Xy iy, Ty Xy

B[A (xl, Zg, ms) A(xi’ Th, Lg, Ly - - )] _
Xiy Tn, Lg Xy, T, Lgy Tyy « - -
__ &y T, Ty Ty, Ty xgd(xb - xm+3)

&y Liy Ly Lpy g Lg
20 -— 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 6 mai 1932.

Xy, Tgy Ly, - - -

.’1/’4, 0y xm+3
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Z, Xi, Ty Tn, Ty xgd(a:4, . ) 4 L2 i Ty Tn, Ty xgd(x,i, . )
Lyy - - Ly Xi, Xy Lny Lg Ly Lyy o s

+
Xy XLiy, Lg Ly, Ly Xg

En substituant ces résultats et tous ceux qui leurs sont analogues dans la
partie droite de l'égalité (115), puis en intégrant les deux cotés par rapport &
Zy, Zay - - ., Tm+s entre les limites & et b on obtient sans difficulté

b

Amys= Az Ap—3m Azf Oy, (x, y) dxdy
z, Yy

a
b

+ 6mA‘f¢p(x, Y, 8) Om—r (y’ S) dxdy ds
X,y

a

b

- 6mf‘}7(-’v, Y, 8) @y, s, t) O (s, t) dxdydsdt
z, Yy

a

b
+ 3m(m——1)A1f0,,,_2 (w, Yys & t) dedy dsdt
z, ;8 t
a

b

— 6m(m—1)fq;(x, Y, S) (Dm._a(

13

Y &% v) drdy dsdudv

€T, Y, U, v

b .
— ’m(m—l)(m—z)f Do (rv v; s t;u, v

a

) drdydsdtdudv.
x,Y; 8t uv .

_ )m

m!

En multipliant cette relation par et en sommant pour m=o, 1, 2, ...

on trouve

b

—~ D"’(}.):ASI)().)+3A,).fD(x’ yu) dedy —
z, Y
(116)
b

——6A11f<p(x, ¥, s)D(x’ y|l) dxdyds
Y, s
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b
+ 6lfq;(x, ¥, 8) ply, s, t)D(x.’ ‘;/M) dxdy dsdt
]

(116) + 3A1;.2f1)(”’ Y % tlz) dzdy ds dt

z,y, st
a

b

—612f¢(x, ¥, S)D(;’ Z’ ::’ :ll) dedydsdudv
P b 7 k)

b

+ A"fD(x’ yistu, ”;).) dxdydsdtdudv.

z, Y5 8t u, v
Enfin, pour % entier positif quelconque, en partant de I'égalité
/I(-’L'l, cey xm+k) —B [A (371, cey xm+k):|
Ly « oy Tm+k Lyy oo oy Tm+k
— B[A(xl’ e xk)A(xk‘*'la LRSS xm%—k)]
Zyy o vy Tk ZTk+1y -+ -y Tmtk

m+k Xyy ooy Th—1, Tk Liyy Tht1y - -
S0 K iy Rl it |

Paraty 1y « » +y Lk—1, Ly Tky k41, - - -
+ 5,38 [A (901, C ey T2y Lk—1, xk) 4 (avf, ) Tipy Tty - - )]
i, fa >y Lyy oo oy Xp—2y Xi, , Tiy Tr—1, Tky Tk+1y « - -

IS B[A(xl,..., xk)A(xi,,...,x,'k,.’r-kﬂ,...)]’

T N Ziyy « ooy Ty, gy « ooy Thy Thtly o - -

par la méme méthode, on arrive a la formule

b

A-"L+k - .Ak Am —_ k"nAk-lf (Dm—l (-’1/', 1/) dx dy + -
z, Yy
a
b

+ (—1fm{m—1)...(m—Ek+ 1)f¢Dm_k (x" Y15 - By yk) dz,dy; ... dzx dyx,

Zyy Y1y - - o5 Thy Yk
a
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y N

d'ou
b

(— 1)k D®(2) =AkD(x)+kAk_;zf1)(x’ 3’|,1) dzdy — -
x, Y

a

(117)

b

+ zkfz)(x*’ Yi5 - o Yi z) dz,dy, . .. day dys.
Ly, Y1y oo 5 Ly Yk

Les égalités (105), (114), (116) et (117) montrent que les dérivées de D(})
sont des fonctions intégrales linéaires de D(i) et des mineurs de l'équation (1)

d'ordres 1, 2,..., jusqu'a l'ordre de la dérivée considérée de D(i). On pourrait
établir ce fait important par une autre méthode en recherchant la limite pour
n— o des dérivées d'ordres 1, 2,... par rapport & A du déterminant .7 défini
au n° 3.

On en déduit une conséquence trés importante:
Théoréme 4. S¢ i=c¢ est une racine multeple d'ordre k de Uéquation

(118) D=0

les quantuités

(”9) D (xly Y l c)’ D(xn Y15 L, Yy C), o D(xla Yis oo o Ty ?/ki c)

i H
Sy S1, by 8a, b Spy by Sk, B

ne peuvent toutes & annuler identiquement.
En effet, alors
D®(e) # o

et (117) montre tout de suite que notre proposition et vraie.

Appelons indice de la racine ¢ le nombre »n qui est égal a I'ordre du premier
mineur dans la suite (119) qui n'est pas identiquement nul. Alors le théoréme
démontré peut encore étre formulé comme il suit:

L'indice d'une racine quelconque de Uéquation D(A)=o0 me peut pas surpasser

Uordre de multiplicsté de cette racine.

11.  Résolution de Uéquation homogéne. Nous sommes maintenant en état

de résoudre l'équation homogéne
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b

(2) ulz, y) =f/1fu(t, x)@lt, z, y)dt.

a

Soit A=c¢ une racine d’ordre % et d'indice n = k de I'équation caractéristique
(118), de sorte que

(120) D(xl’ Y1 ‘ c) =o, D(xl, Y15 La, ?/2} G)E o ... D(wl, Y15 - o3 Lo, yn_l] c)

=0
81, b S, 5 Se by Sy by ooy Sn1y fn
et ‘
(121) D(xl, Y5 -5 Ty ynlC)iO.
S1y tl; < Sn, n
Ces conditions et les équations fonctionnelles (104) montrent que les fonctions
A,
(122) e g =20 (h=1,2, .., ),
ol
(123) 4=D(a1’ by -5 am, bn{c),
€, dy; - .. Cny dn
(124) Az, 9) :D(al, bi; .. Gn—1, ba—1; %, ¥; Antr, bavi; .. bn} c)
\eys dy; o e, A1 Cny i Crrry Antds - Cay O

et les nombres a; b;, ¢;, d; (i=1, 2, ..., n) sont des nombres constants quelconques,

mais tels que

(125) 4 #o,

satisfont bien & 1'équation (2), donc sont des solutions de cette équation.

Ces solutions somt linéairement indépendantes.

En effet, on vérifie facilement qu'un mineur d'ordre quelconque de 1'équa-
tion (1) s'évanouit identiquement si deux paires quelconques de ses arguments
haut ou bas sont les mémes. De 1i

unlz, ) :{0 pour x=ag, y=by, g #h;
I pour z==ay, y=bp
et par suite
b

Gf“h(t, z) gt x, y)dt:{o pour @=dg, y=by, g7~ h;

I pour x=an, y=bs.
4]



158 V. Romanovsky.

Cela étant, admettons que wux(x, ) soient linéairement lides, c'est-d-dire que
les nombres constants i, 4, . .., 4, existent non tous nuls et tels que

Aoy (, y)+ Aus(z, y)+ -+ Aaua(, y) = 0.

Mais cela est impossible, parce que, si I'on multiplie cette égalité par @(t, an, ba),
en y ayant remplacé x et y par ¢ et an, et si l'on intégre ensuite par rapport
a4 t de a a b, on trouve

thO (h—_—I,Z,...,n),

ce qui prouve notre assertion.

Nous avons done le théoréme suivant:

Théoréme 5. (Second théoréme fondamental). Si A=c est une racine d'ordre
k et d'indice n de Uéquation D(A)=o, l'équation homogéne

b

(126) ‘ ulx, y) = cfu(t, x)@lt, z, y)dt

a

admet n solutions up(x, y) (h=1, 2, ..., n) linéairement distinctes.

_ Ces solutions un(x, y) ont encore cette propriété importante que foute autre
solution de U'équation homogéne (126) est une combinaison linéaire & coefficients con-
stants de wup(x,y) (h=1, 2,...,n). La démonstration de cette propriété repose
sur le théoréme suivant.

Théoréme 6. Toute sotution wu(x, y) de Uéquation (2) est aussi ume solution de

Uéquation ’
b
(127) w(z, y) = ).”fu(s, Howls t, x, y)dsdt,
a

ot

w(s, t7 x, !/) = ‘P(S, tv m)q)(tv x, y) - IP(S, t: z, y)

5

(128) +1 [ ple 0wt 0.5 910,

a

Y(s, t, z, y) étant une fonction arbitraire intégrable de s, t, x, y.
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La démonstration de ce théoréme est trés simple. Soit u(x, y) une solution
de T'équation (2), de sorte que

b

u (2, y)=lfu(t, z)p(t zy) dt

a

est une identité. On peut encore écrire

b

u(t,x)ZZ,fu(B, (0, t x)do

a

et substituer cette expression de u (¢, ) dans l'identité précédente, ce qui donnera

b

(129) u(x, y) ———-lgfu 0,090, t,x)p (¢, x y)dodt.

a

Prenons encore
b

u(0, 1) =—-lfu (s,t)p(s,0,¢) ds,

a

multiplions cette identité par A*y (6, ¢, x,y) et intégrons le résultat par rapport a
0 et t entre les limites a et b: nous aurons

b

b .
xﬂfu(a, Dot x,y)dﬂfltzlsfu(s, 0) (s, 6, w0, t, v, y) ds A dt.

a a

En ajoutant cette identité a (129), on obtient (127), ol w(s, ¢, x, y) est défini par
Végalité (128).

Démontrons maintenant la propriété des solutions ws(z, y) mentionnée
plus haut. _

Soit u(x,y) une solution de I'équation (2) pour A =¢ différant des solutions
un(z, y)(h=1, 2,..., n). Posons
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vis, toy)=gls t,2)gt x,y) —

D (al, by .. @, ¥ ... an, b"[c)

n - . - .
— S st @ gt an, b2 e iy ]

) D (al, by; .. .; an, b,,| c)
e, dy; ... Cny dn

b (xvyl a,, bly R b"‘lc)
+l{(p(3,t,0) t’ay cl,d],'c,n’d"

D (a,, b, ... an, 'bn| c)
e, dy; .. ey dn

En substituant ici & la place de

dé.

D(m,y; ay, by; ... an, bn,c)
t,0; ¢,dy; ... cu,dn

son expression tirée de la relation fonctionnelle (104), nous trouvons

I

wiitan) =D (

z,y; a, by ... an, by,
e,
A

& t; e, dy; - Cuydy

ou A est la quantité définie par 1'égalité (123). Done, on peut remplacer dans
I'égalité précédente le quotient de deux déterminants sous le signe de l'intégrale
par Y(s, ¢, x,y). Faisons cette substitution et tenons compte des égalités (122),
(123) et (124), nous obtenons une nouvelle expression pour (s, ¢, x, y):

n

V’ (Sv tv z, y): » ('9’ t, x, ?/) - Z 12 (S, t’ ah) P (ta Qp, bh) ) ('Ta ?/)

) h==1
b
+ lfw(s, t,O)yl(t 6,z y) do.

a

Substituons enfin cette expression pour (s, ¢, x,y) dans 1'égalité (128) et nous
aurons

n

(130) w (S‘, tr &, 1/) = 2 ' (Sa t, ah) 4 (t’ @, bh) Un (xa ?/) .

h=1
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Par supposition, on a identiquement
2
M%w=cjuM@¢M%mdh

a

done, par le théoréme 6, on aura, en prenant pour (s, t,x, y) 'expression (130),

w(e,9) =3 Chan,9),

h=1
b .
C, = c2fu(s, (s, t,an) @t an, i) dsdt,
@
ce qu'il fallait démontrer.

Nous appelons les nombres ¢, racines de I'équation caractéristique D (4) = o,
valeurs caractéristiques ou nombres fondamentaux, les solutions de l'équation ho-
mogeéne correspondante sont les fonctions caractéristiques, ou fonctions fondamentales,
ou solutions fondamentales.

Considérons encore 1'équation

b

(131) M%w=lf¢@mwvmﬁﬂ

a

qui sera dite dans le suivant l'équation associée de 1'équation (2).

On s'assure sans peine que son déterminant et ses mineurs sont les mémes
que pour l'équation (2) et que, A —=¢ étant une racine d'ordre i et d'indice
n =k, elle a les solutions

vh(oc,y)-:I—])(a"bl;"';ah"bh;"';a"’ b"lc),
4 e, dy; o 2, Y. Cnyda
(h=1,2,...,m)

ou 4 est toujours la quantité définie par l'égalité (123) et différente de zéro.
Ces solutions sont linéairement indépendantes et toute autre solution de I'équa-
tion associée (131) est une combinaison linéaire 3 coefficients constants de v (x, ¥).

On démontre encore trés facilement le théoréme suivant:

Théoréme 7. Les solutions des équations homogénes (2) et (131), appartenant
aux diverses racines de Uéquation D (L) = o, sont orthogonales Uune & Uautre.
21 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 6 mai 1932.



162 V. Romanovsky.

Soit % (x, y) une solution de 1'équation (2) pour A= ¢ et v(z,y) une solution
de 1'équation associée (131) pour A =c¢,, ¢, # c. -
Alors on a identiquement

b

ulz, y) = cfu(t, x) @ (t, z, y)dt,

a

b

vz, y) =clfq>(a;,y, Doly, t)dt.

a
Multiplions la premiére de ces identités par v(x,y), la seconde par u(x,y) et
intégrons les résultats par rapport & x et ¥ de a & b, nous aurons les égalités

b

fu(ac,y)v(x,y)dxdy=cfu(t, m)_q:(t,x,y)v(x,y)dtdxdy,

a a

b
[vw e pizay=c [ wiw g vl gataz iy,
a a
ou les secondes intégrales sont identiques. Done, comme ¢ # ¢;, on a en effet

b

fu(x, y)viz,y)dzdy =o,

a

ce qui montre 1'orthogonalité de u(z,y) et v(x, ).

" 12.  Résolution de Péquation inhomogéne pour D (A)=o. Nous avons vu
comment on peut résoudre 1'équation (1) dans le cas D(A) % o. Nous allons
maintenant voir comment on la résout dans le cas contraire et quelles sont les
conditions pour que cela soit possible.

Théoréme 8. (Troisiéme théoréme fondamental.) Soit L= ¢ une racine d’ordre
k et d'indice n de Uéquation D (LY = o; sorent

v (z, y) (h=1,2,...,0)

les solutions de I'équation associée
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b

(132) v(x,m:cf.qo(x,y, Holy, o) dt

a
appartenant 6 cette racine. Alors, pour que Uéquation

b

(133) wlw,g) = flo,y) + o f wlt, @) p 6, @, y) dt

a

admette une solution, ¢l faut et il suffit gwon ait

b

(134) ff(sc,y)vh(x,y)dxdyzo (h==1,2,...,n).

a

Ces conditions étant remplies, Uéquation (1) a wune solution

wo (2, 9) = f e y) + 0 fﬂt, )t 0, ) dt

(135) )

¢’ x4 ay, by ... an, ba .

+ - S,tD( P P T T c)dsdt
dff( ) s t; (517d1§---;0n’dnl
(4: D(al’ by; .. .; an, b’”c) 7&0)
ey dy; ... Cn,ydn
et toutes les aulres solutions sont comtenues dans Uexpression
(136) u(x,y):uo(x, y)+z Oh“h(x,y),
h=1

Ch étant des constantes arbitraires et wi(x,y) les solutions fondamentales de Uéquation

b

u(x,g/)r—cfu(t, x)p(t,z, y) de,

a

définies par les égalités (122).
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Il est trés facile de démontrer la nécéssité des conditions (134). En effet,
si wu(x,y) est une solution de l'équation (133), on obtient, en la multipliant par

va(x, y) et en intégrant,

b

fu(x, y)ulz, y) dx dy=ff(x, y) on (e, y) dx dy

a
b

+ cfu(t,x)qo(t,x, y)vnlz,y)dtdx dy,

a
ou encore

b

ff(w,y)vh(w, y)drdy =

a
b

== fhu(w, y) [v;, (x, ) — ch)(x, ¥, 1) 'U.h(?/, t) dt] dx dy

a

=0 (h=1,2,...,n),

car v {x, y) sont les solutions de (132).

Pour démontrer la suffisance des conditions (134) nous ferons voir que
l'expression (133) est bien une solution de (133), si I'on suppose que les condi-
tions (134) soient satisfaites.

En effet, cette supposition étant admise, considérons 'expression (135) en y

développant
D(a:, Y; ay, by - .. aa, bn_c)

8, 8 e, dg; ...; Cn,dn

au moyen de la relation (104’); ce qui nous donne

b

o (@, 9) = £ (@, 7) + 0 f £t 2) gt 2 9) dt

a

b
2

" %ff(s' f) [%(8, t i, y) 4 —

a
— golen, dyy ,9) D% 0 o B )
s, t; ey, dg; ... Cuydy
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+ (_ I)nwo(c‘ﬂ, dn, x, ?/) D(al, bl; o .; a’"“‘l’ b"——l; a", bﬂ|c)
ey dy; oy Ca—1, dn; S, 8

b
+ch(0’”‘ @ by - s b"|c)q)(0,x,y)d0 ds dt.
s, bt e, dy; .. Caydn

a
Mais
1 D(a“ by; oo an,y by ... an, b"lc) ——
%4 Ciydy; .. 8,05 ... en,da

donc, en tenant compte des conditions (134) que nous supposons satisfaites,

o, 9) = Sl 9) + o f £l @) gt @ y) di

b

(137) + c”ff(s,t)(po(s, o, y)dsdt

a

: b
c® 6, 2:a,b;... a0, b
+ = (s,tD(’ P D T ey T TR c) 0,x,y)dsdtdl.
Jff ) s, &, 31,d1§---;0n)dn| q)( .7/)
. a

Substituons maintenant (135) dans (133): nous aurons

f(-'v,y)+cff(t,w)¢(t,x,y)dt

b

2 -, . . .
e frnp (st o

8, t; ¢ dy; ... ey dn
a

b
—Floy) + o f £l 2) gtz 9) dt

b

+ C”ff(s, ) ols, t,x, y)dsdt

a

b

c® 8.2 a,b;...:anb
+ < s,tD(’ 2 @1 015 -+ o5 @ On c) 0, 2,y)dsdtde,
Z’ff( ) s, 4 Clvdl;---;cn,dn| 7 2
a
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ce qui se réduit a une identité & cause de (135) et (137). Done, ¥, (x, y), défini
par (135), est bien une solution de (133) quand les conditions (134) sont remplies.
Soit enfin

U (x’ ?/) = Uy (.’17, _1/) + U(.’E, y)

une solution quelconque de (133). En la mettant dans (133) on verra immédiate-
ment que U (x,y) doit satisfaire & 1'équation homogéne

b
Umw=cf0m@¢m%mm

donc doit étre de la forme

n

Ulx,y) = 2 Ch un (, ¥).

h—=1

Par suite, dans le cas considéré, toute solution de (133) est contenue dans la

formule générale

wle, 4) = (@, 9) + 3 Conn(, 9)
h=1

Ainsi, le troisieme théoréme fondamental est complétement démontré.

13. Liaison des équations intégrales linéaires transgressives d deux variables
avec les équations intégrales de Fredholm. Notre exposition précédente montre
au quel degré la théorie de nos équations intégrales est analogue a celle des équa-
tions intégrales de Fredholm et tout naturellement se pose la question sur la
liaison entre les deux classes d'équations intégrales. Sans nous approfondir
dans ce probléme, nous nous contenterons ici de démontrer quelques théorémes
les plus simples dont le but principal est de montrer que la théorie des équa-
tions transgressives ne peut pas étre entiérement réduite a celle des équations
de Fredholm. '

Quelque soit A pour lequel D () # o I'équation

b

(1) umw=f@m+xfu@@¢m@ww

a
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admet une seule solution continue. Done, en comprenant sous u (x,y) cette so-
lution, portons dans (1)

b

wlt, ) — fit,2) + lfu(s, 0o, ta)ds.

a

11 vient
b
u@w%aﬂ%w+lff%@¢ﬁxwmt+

b .
+ lzfu(s, )y (s, t, 2, y) ds dt,

a

.d’ot il suit que u(x,y) est en méme temps une solution de cette équation inhomo-
géne de Fredholm 3 deux variables.

8i D(})=o0 et que 1'équation (1) admette des solutions, toutes ces solutions
satisfont aussi & (138). ‘

De méme, si I'équation transgressive homogéne

b

(2) u(x,y)zlfu(t,x)q)(t,x,y)dt

a

admet des solutions non nulles, 'équation homogéne de Fredholm

b

(139) M%w:pfuﬁﬁ%@t%wﬁdt

a

est satisfaite par ces solutions,

Les mémes remarques s'appliquent, évidemment, aux équations associées
aux équations (1) et (138), (2) et (139) respectivement.

Nous voyons que les solutions des équations transgressives (1) et (2) repré-
sentent en méme temps des solutions des équations correspondantes de Fredholm
(138) et (139). La conclusion inverse est elle vraie? Pour répondre 3 cette ques-
tion, il faut auparavant établir un théoréme préliminaire.
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Théoréme 9. 'Soit D,(A%) le déterminant de l'équation de Fredholm (138) et
D (A), comme toujours, le déterminant de I'équation transgressive (1). Alors nous avons

tdentiquement
(140) D, =D@A)D(— ).
En effet, nous avons vu que D(4) est la limite du déterminant 4 = .7(4)
du systéme '
'ukz=l(52uhkq)hkl (b, l=1,2,...,n).
h=1

@

On sait aussi que D,(i%) est la limite du déterminant .7, (A*) du systéme

n n

ury = (Ad)? 2 Z-uih Qink Phk (k, 1= 1,2 ... n),

=1 h=1
ot l'on pose, conformément aux notations du n° 3,

ULl = U (xk, ?/z), win = u (s, t),

Qink =@ (81, th, xx), Prre= @ (tn, 2, ¥1).
Par suite, pour établir la relation (140), il suffit de montrer que
4, ) =) 4(—2).

Mais cette relation s'établit trés facilement, si I'on multiplie les déterminants
4 (%) et 4(— 1) en appliquant la régle connue et en ayant soin de multiplier les
lignes de () par les colonnes de A (—A), o#(4) et o#(— A) étant écrits comme il
est indiqué dans le n° 3. '

On voit de (140) que 1'égalité D (1) = o entraine D, (A*) = o, mais que D, (2%
peut s’annuler sans que D (A) soit nul pour la méme valeur de A, parce que cette
valeur peut bien annuler D (— ) sans annuler D (A).

Considérons donc les cas suivants.

Premier cas: D(A) # o, D,(A*) ¢ 0. Dans ce cas les équations (1) et (138)
n'ont chacune qu'une seule solution continue, donc, d’aprés les remarques faites
plus haut, ces solutions sont nécessairement identiques et les .équations (1) et (138)
sont équivalentes: on peut résoudre 1'équation (1) en résolvant 1'équation (138).

En méme temps les équations homogénes correspondantes, transgressive et

de Fredholm, ont la méme solution nulle, par suite sont aussi équivalentes.
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Deuxiéme cas: D () 5 o, D;(2*) = 0. Dans ce cas on doit avoir D{— 1) =o.
Pour fixer les idées soit A = ¢ la valeur considérée de A, de sorte que D(c) # o,
D,(c®)=o0,D(—c)=0, et soit A=¢c une racine d'ordre % et d'indice » de
I'équation D (— 1) = o.

Alors I'équation homogéne associée

b

on vl =—c [l oty

a n solutions fondamentales
(142) Ul (-T, ?/)7 U?, (xv y)a ) Un (xa .7/)

Comme il a été remarqué plus haut, ces solutions sont aussi des solutions de
Péquation homogéne associée de Fredholm

b

(143) o, y)=c2_[ 9o, 7,5, )05, § ds dt.

.
a

D’aprés (140), A% =c? est une racine d’ordre k de l'équation D), (A*)=o et,
d’aprés la remarque de tout a I'heure, l'indice de cette racine ne peut pas étre
moindre que n. Soit n, cet indice.

8i u, >=n, Véquation (143) a des solutions distinctes des solutions (142) et

ces solutions ne satisfont pas 4 l'équation (141), car autrement elles seraient
linéairement dépendantes des solutions (142). Soient

I4
vy (2, y) g=1,2,...,m; m=k—n)
ces solutions. Comme
b

—ch)(x,y, 1) Vg (y, £) # Vgl y),

on peut poser
b
(144) _cfSU(x, Y, t) vlg(xu y) = v'g(ac,y) + Wg(x, ?/),

a

ot wy(x,y) (9=1,2,...,m) ne gannulent pas identiquement.
22 — 3298. Acta mathematica. 69, Imprimé le 6 mai 1932.
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La théorie des équations de Fredholm nous apprend que 1'équation

w (e, 9) = fla,y) + o f 1t.2) p(t,2,9) dt

(145)

b

+ 02fu (s, t) o (s, t, 2, 9) dsdt

.a

ne peut avoir des solutions que si

b

(146) ] Slx,y) + cff(t, z) g (t,z, y)dt oz, y)dedy=o (h==1,2,...,n),

a

b

(147) f —f(x, y) + cff(t,x)q)(t, x,y)dt|vy(x,y)dedy =0 (g=1,2,...,m).

a

Or les conditions (146) sont satisfaites identiquement. En effet, on peut écrire

b

cff(t,x) @ (t,2,9) v (2,9) dt dz dy —

a
b

:ff(t,x) dtdx.cf(p(t,x,y) v (@, 9) dy

a

b
= —ff(t,x)vh(t,x) dt dzx;

en portant ce résultat dans (146), on verra que notre remarque est juste. De la
méme maniére, en tenant compte de (144), on s’assure que les conditions (147)

sont équivalentes aux conditions

b

(147") ff(x,y) we(x,y) dx dy =o (g=1, 2, ..., m).

a

~ Les fonctions wy(x, y) sont indépendantes de f(x,y) et bien déterminées. Evidem-
ment on peut choisir une fonction f(z,y) continue et telle que les conditions
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(147') ne seront pas satisfaites, de sorte que, pour cette fonction f(z,y), I'équation

(145) n'admettra pas de solutions. Mais quelle que soit f(z, y) continu, I'équation
b

(148) wlx, y)=fle,y) + cfu(t, x) o (¢, x, y) dt,

a

a cause de D (c) % o, admettra une solution, qui est aussi une solution de (145),
ce qui est contraire i la conclusion obtenue.

On voit que la suppositién n, > n est inadmissible, donc on doit avoir
n,=n. En d'autres termes, st L=c¢ est une racine d'ordre k et d'indice n de
Véquation D(— )= o0 et si D(c) 5% 0, A2== ¢ est une racine d'ordre k et d'indice
n de Uéquation D,(A*) = o.

Dans le méme temps les équations

b

u(x,y) =— cfu(t,x) p(t,z,y)dt

a
et
b

u(x,y) =c? [u(s, ) @o (s, t,z,y)dsdt
bt

et lewrs associées ont les mémes solutions fondamentales, donc sont équivalentes. Mais
les équations (145) et (148) ne le sont pas, car l'équation (148) a dans le cas con-
sidéré une seule solution, tandis que 1'équation (145) en a une infinité.

Troisiéme cas: D(c)=o0, D,(c®)=o0, ¢ étant une valeur fixe de i. Quand
D(—e¢) # 0, nous arrivons au premier cas, par suite nous supposerons encore que
D(—¢c)=o.

Considérons d’'abord les équations homogénes

b
(140) v(zy) = e f o (20,0 vly, ) dt,
| b
(149) vl y) =—¢ f o (09,8 vly, ) dt,
b
(150) v(w,y)—:c’fqao(x,y,s, Hv(s, t)dsdt.

a
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Supposons que A= ¢ soit une racine d'ordre % et d'indice » de D) —o
et d'ordre ! et d'indice m de D(—A)=:0. Alors, d’aprés les remarques faites
au commencement de ce numéro, 1'équation (150) aura comme solutions fondamen-

tales au moins » + m solutions
(ISI) vh(‘”ay) (h:I,Z,..., n) et 7/,,(1',?/) (.(I= L2 .., 7)1)

des équations (149) et (149') respectivement.

Elle m'en peut avoir plus que ce nombre.” En effet, supposons qu'au con-
traire, outre les solutions (151), elle a encore une solution w (x,y), linéairement
indépendante de (151), et considérons les équations inhomogénes (148) et (145).
Pour que ces équations aient des solutions on doit satisfaire aux conditions

R
(152) [f(w,y) vn(z,y) dz dy =o (h=1,2,...,n)

[
a

pour l'équation (148) et aux conditions

h
(153) mewmwmmmw=o he1 2, ... ),
b
(153) fF@mMH%wMMy=O G=1,2,...m),
) b
(153" fF(x, y)w(c,y)dedy = o,

a

.m@msfmw+cj}m@¢m%mda

pour l'équation (145).
Or les conditions (153), & cause de (149), se réduisent aux conditions (152);
les conditions (153"), & cause de (149’), sont satisfaites identiquement. Enfin on

peut écrire
b

—0f¢%%mwumMy=ww@+wwwL

a
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ot Y (t,«) = 0, car w (x,y) n'est pas une solution de (149’), et alors la condition

(153") se transforme en celle-ci:
b

(154) ff(x.y)w(x,y)dwdy=0-

a

En somme, nous avons les conditions (152) et (154), qui sont nécessaires et
suffisantes pour que l'équation (145) ait des solutions.

Prenons maintenant la suite

’Ul(%‘,y), Ui(x’y)7 MRS v”(wv!/), 1/’(90,?/)

Par un procédé bien connu, on peut écrire une autre suite de fonctions

-

vilmy), vy ..., vy, Vi)

qui seront orthogonales et telles que, pour tout k, v, sera une combinaison
linéaire a coefficients constants des fonctions v, ..., vx et ¥ (x, y) sera une com-
1
. binaision analogue de vy, ..., vs, ¥. On voit tout de suite que les conditions
g 1

(152) sont équivalentes aux conditions

b
(155) [revrenaziy—o G120
et la condition (154) & celle-ci:

b

(156) ff(x,y) Y (x,y)dx dy = o.

a

Remplagons dans ces égalités f(x,y) par f(x,y) + ¥ (x,9): les conditions

(155) seront toujours satisfaites, & cause de l'orthogonalité de ¢ & o), ..., v,
mais la condition (156) cesse d’étre satisfaite, car

b
fw’ (x,9) ¥ (x,y) dw dy # o.

Cela signifie que, aprés ce remplacement, 1'équation (148) aura encore des solutions,
tandis que l'équation (145) n'en aura plus. Mais cela est impossible, parce que,
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comme nous savons, toute solution de 1'équation (148) est aussi une solution de
I'équation (145), quel que soit f(x,y) continu.
Nous arrivons de cette maniére a la conclusion que l'équation (150) n'a pas
de solutions linéairement indépendantes des solutions des équations (149) et (149’).
De la méme maniére, en considérant les conditions de résolubilité des

équations
b

wlz,y) = fle,9) + ¢ [ o (o, D uly, § dt

LY
a

et
b

u(x,y) = flx,y) + cf¢(x,y, t) fly, ¢ dt

+02f Do (x) Y, 8 t) u(S‘, t) ds dt,

a
on s’assurera que, pour A= ¢ tel que D(c)=o0 et D(—¢)==0, I'équation

b

u(x,y)=c*fu(s,t)q>o(s, t,,y) ds dt

a

a pour solutions fondamentales 'ensemble des solutions fondamentales des équa-

tions
b

u(x,y) = cfu(t,w)(p(t,x,y)dt

a

et
b

u(x,y) =—cfu(t,x)<p(t,x,y)dt.

a

On voit done que, dans le cas considéré, les équations homogénes transgressives
et de Fredholm ne sont pas équivalentes, l’équation'homogéne de Fredholm ayant
parmi ses solutions fondamentales des solutions autres que celles de ’équation
homogeéne transgressive.

Les raisonnements précédents montrent aussi que les équations inhomogénes
transgressives et de Fredholm ne sont pas équivalentes, 1'équation inhomogéne de
Fredholm ayant pour solution générale
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w (@) + 3 Chonlag) + 3 0y (@),

h=1 g==1

o (z,y) étant une solution commune i cette équation et i 1'équation inhomogéne
transgressive correspondante, tandis que cette derniére équation a la solution
générale

(7, 9) + D) Crvn e, y).

h=1

En résumé, nous voyons que les équations transgressives et les équations
correspondantes de Fredholm ne sont pas toujours équivalentes et que, par consé-
quent, la théorie des premiéres, comme nous l'avons affirmé, ne peut pas étre
entiérement réduite & la théorie des équations de Fredholm.

14. Développement des noyaux itérés. Soient
€y, Cs Cgy « - .

les racines de l'équation D(2)=o0 rangées dans l'ordre grandissant de leurs
modules. Soient

(157) uhl(x’ y)v uh?(xi ?/)7 ey “’Hl], (1',’!/),
(158) Un1 (xv ?/)7 ’L’h-z(x, !/), c o Urmy, (1‘1 7/)

les solutions fondamentales des équations

b

(159) u(x,y)=chfu(t,m)q)(t,x,y)dt,

a

b

(160) v@m=%f¢@%M@ﬁW

a

respectivement, de sorte que 7, est l'indice de la racine cx.

Supposons que les fonctions # et v dans les suites (157) et (158) sont telles
qu'il n’existe aucune combinaison linéaire & coefficients constants des uy; qui soit
orthogonale a tous les v,; et inversement. On sait qu'en s'appuyant sur cette

supposition on peut remplacer les suites (157) et (158) par des nouvelles séries
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(161) Uz, y), Unlz,y), ..., Unl(xy),

(162) Vhl (l‘, ?/)) Vh2 (Z’, y)) ey Vh ny, ((L‘, ,"/),

qui représentent un systéme biorthogonal et .norma,l, les Uy et V) étant des

combinaisons linéaires des u, et v respectivement. Donc nous aurons

b

(163) f Unk(z,y) Vi (z,y) dx dy =

a

| 1 pour k==1,
lo pour % # [.

Evidemment U, et V¥, seront toujours les solutions des équations (150)
et (160).

Supposons que ce procédé de biorthogonalisation soit possible et soit accompli
pour toutes les suites (157) et (158), c'est-d-dire pour h==1, 2, 3,... Nous savons
que les solutions des équations analogues i (159) et (160), appartenant aux racines
cr et ¢g différentes, sont orthogonales. De la et des relations (163) il est clair
que les séries

Unilz,y), ..., Unuylz,9) (h=1,23,...)

Varle,y), - .o Van, (2, 9) (h=1,2,3,...)

forment aussi un systéme biorthogonal et normal.
Pour simplifier l'écriture, nous numéroterons les fonctions de ces séries et

les écrirons comme il suit:
(164) Uiz, 9), Uslzy), ...
(165) Vilx,y), Vilz ), ...

en les rapportant aux racines

’ 14

¢, ¢’ ...
respectivement, ou ¢, ¢, .. , ¢™ sont tous égals i ¢, et ainsi de suite. Nous
aurons donc
b
b=k
(166) f Un(a,y) Vile,y) dedy = | T PO !
lo pour h # k.

13
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Cela étant, prenons 1'équation

b

ulx,y)==c fu(t,x)tp(t,w,y)dt,

(43

oll ¢ est une des racines ¢, ¢, ... Elle est satisfaite par U(x,y) correspondant,

de sorte que nous avons identiquement

b

Ulx,y) = cf Ult,x) gtz y)dt.

a

De cette identité, de proche en proche, on déduit

b

U (x,y) = czj Uls,t) @o (s, ¢, z,y) ds dt,

a

b

4

a

et ainsi de suite, généralement

b
(167) Ulz,y)= c"”f Uls, t) pel(s, t,x,y) ds dt.
De méme

b
(168) V(x, y)=c"+2fq)k(x,y,s, ) Vs, t)dsdt,

a

quel que soit k entier positif.
Les fonctions ¢, @,, ..., qui entrent dans les identités (167) et (168), sont
les noyaux itérés de 1'équation intégrale considérée que nous avons déja ren-

contrés dans le n° 2 et qui sont définis par les relations récurrentes

23 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 6 mai 1932.
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b

onls, t, z, _1/)=qu(3, t,0) pn—1 (8,0, 2,y) dt
b
— ] P (5,4,6,2) g (6,,9) dt

a

(m=1,2,3,..; @ls,t,z.y) = @ls,t,x)p(tzy).

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant qui est bien simple
et qui nous sera utile:

Théoréme 10. S'il existe un développement de @i(s,t, x,y) en une série de
Uilx,y) ou Vi(s,t) uniformément convergente pour s,t,x,y contenus dans (a,b), ¢l a
la. forme

(169) i (s, 8, 2, y) = 91_(_96(0@/))‘%( ) L Ug(x;,_y))_ o8,

En effet, supposons que ¢ (s, ¢, z,vy) soit développable en une série
Pk (‘QY t’ z, .1/) = Al (Sv t) Ul (‘Tv .'/) + A2 (8) t) U2 (xv .7/) 4

uniformément convergente pour z,y contenus dans (a, b). Alors, en multipliant
les deux cotés de ce développement par Vi (x,y) et en intégrant ensuite par rap-
port & x et y entre les limites a et b, nous obtenons, & cause de (166) et (168),

b

fq)k(e t,x,y) Vale,y)dedy = (V"gm)_ Anls, 1),

a

d’ou le développement (169).

15. Propriétés des noyaux stocastiques. Nous ne poursuivrons plus loin les
propriétés des équations intégrales transgressives, mais nous considérerons encore
le cas des noyaux ¢ (f,z,y) représentant la loi différentielle de probabilités,
introduite au n° 1. Nous les appelons noyaux stocastiques et rappelons que
@ (t,z,y)dy est la probabilité des inégalités y < X <y + dy dans une épreuve
quelconque quand on sait que dans les deux épreuves précédentes on a eun X = ¢
et X =u.
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Nous supposons, comme toujours, que ¢(t,x,y) est une fonction continue
pour t x,y dans (@, b). Suivant sa nature méme elle n'acquiert jamais des

valeurs négatives et, suivant le théoréme d'addition des probabilités,

b

(170) qu(t,x,y)dy:I.

a

Les noyaux stocastiques ont des propriétés intéressantes et importantes pour
la théorie des probabilités. Nous allons en considérer les plus remarquables et
les plus importantes. .

Théor‘eﬁe 11. L’'équation caractéristique
(171) D)=o
d'un noyau stocastique @ (t, x, y) a toujours la racine
lo=1

et cette racine, & Uexception d'un cas spécial, est simple. Ce cas spécial toujours
sexclue st @(t, z,y) ne s'annule pas pour t, x,y dans (a,b) ou sannule pour un
ensemble de valewrs de t, x,y de mesure nulle. Toutes les autres racines de (171)
sont de module = 1.

Nous pouvons démontrer de plusieurs maniéres que 4, = 1 est une racine
de (171).

1°. Nous avons les relations

b
s, t\ sty st
0r(11) =m0 (0) - o)

a

[m= 1, 2,... @o(;’ ;)=qv(s, t,x) gt z, y)]~

En les intégrant par rapport & x, y entre a et b et en tenant compte de (170),
nous aurons

b

¢
‘@ ls, t)=f<1%(;’ y)dxdy= 1, @nls, t)=Am— m@u-ls, t),

a
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b

s, 1 i
Pm (s, t)—fd)m(x, y) dzdy.

a

On en obtient de proche en proche

m!

Pm = A"L - (;I’L o I)' Am—l + ("7—

m! m! . m!
_'5)‘!"‘17"*2 — o (=) Tt (— I)’"O‘!,

ol l'on peut ommettre l'indication des arguments s, ¢, car, comme on voit, @mn (s, f)

sont constants. Il s’ensuit que
b

T (L. I)mf%(;, Z) dwdy,

m! m!

I 2] m!
M a
d’ou
— N ‘ﬁ ‘42 — mél’.‘

D(I)_"}l_l.li [I 1 + 2! (=) m!]
p— I —_— ﬂlﬂ
—,,}Ln:,( 1) m!
:0,

car [voir la fin du n° §]

b
qumléf

dxdy = [(b—a) M Vm + 2Jm+2,

wm(‘*”t)
l',y

M=z=|g(t, x )l
donc en effet
lim ¥ = o,
m——oo N

2°, Considérons le déterminant .7 du n° 3. En ajoutant & sa premiére
colonnes toutes les autres et en le développant ensuite suivant les éléments de

la premiére colonne, on obtient

n

4 = 2 [1 —Ad thumJ e 11

k, =1 m=1

d’'ot, pour n-—,
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D=1 —A)_jn(_”,’z,l)dxdy

a

done

D(1)=o.

On peut encore prendre la relation

b

p(j ;’j;z) — D) gols, b, 9) + zfp(z’ fjl) 96, z, 4)

2
a

et l'intégrer par rapport & =, ¥ de a & b. Alors, & cause de (170),

b

DW)=(x—14 [D(’g ‘?t/ﬁl)dxdy.

a

3°. Considérons une matrice carrée

an, 6112», ey aln
(172) Aoy Aagy « - -y A2n
Ant, On2, . . ., Qun

qui a les propriétés suivantes:
a) Tous les a:n me sont pas négatifs.
b) Quel que soit t=1,2,...,n

n
Zarih = 1.
=1

¢) Dans chaque eolonne il y a aw moins un élément qui est différent de zéro.

J’ai appelé les matrices ayant ces propriétés matrices stocastiques et j'ai
considéré en détail les propriétés de leurs zéros dans un mémoire intitulé Sur
les zéros des matrices stocastiques qui sera publié dans le Bulletin de I'Académie
des Sciences de 1'U.R.8. 8., 1932, en russe.

On sait que les zéros de la matrice (172) ne sont pas autre chose que les
racines de 1'équation
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1—day —Ahay ... — Aain
(173) D (1) = — Ay 1 — 4Gy ... —hasa =o,
—Aap1r — A2 ... 1 — dagn

dite I'équation caractéristique de la matrice (172).
q q
Or, j'ai démontré dans ce mémoire que cetle équation a toujours la racine

Ay=1 et que cette racine est simple, si la matrice (172) n'a pas la forme

Uygy ooy A1k, Q1,k+1 s 1, m
Ak1y - - oy Qkky Ak, k+1 sy Qk,n
O, ...,0, Qk+1,k+1y -y Ckt1,n
o, ...,0, An, k+1y, - - -5 An,m

ou ne peut pas étre écrite sous cette forme aprés une permutation identigue des lignes
et des colonnes, o les carrés non vides peuvent avoir de nouveau cette forme spéciale,
et que toutes les autres racines de (173) sont de module = 1

Ce résultat reste valable pour 1'équation
Ad)=o0

qu'on obtient en égalant & zéro le determinant du n° 3, si I'on a le soin &’y
prendre pour @:zx les quantités @ (z;, &, ne) telles que

Dolw, &, pd=1,
k=1

ce quon peut toujours faire au moyen du théoréme de la moyenne du calcul
intégral et de la relation (170) et ce qui ne change pas la limite de 7(4) et de
ses mineurs des divers ordres et, généralement, tous nos résultats obtenus plus
haut pour l'équation (I) Done, en allant 3 la limite, on voit que les propriétés
des racines de (173) sont valables pour les racines de I'équation (171). Sans doute,
on pourrait les démontrer directement, mais, pour abréger 1'exposition, nous nous
appuierons ici et plus loin sur les résultats du mémoire cité.

On voit maintenant, quel est le cas spécial dans lequel i,= 1 nest pas
une racine simple de (171) et qu'il ne peut avoir lieu, si @ (¢, z, y) ne s'annule
que pour un ensemble de valeurs de {, x, ¥ de mesure nulle,
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Nous supposerons que ¢ (f, z, y) satisfait & cette derniére condition. Alors
Ao =1 est une racine simple de (171).

Théoréme 12. Soient u,(x, y) et vy(z, y) les solutions des équations

b

(174) u(a, y)=fu(t, 2)g(t, =, y)dt,

a

b

(173) . v(ac,y)=fq)(m,1,t)v(y, tdt.

a

Alors, A= 1 étant une racine simple de (171) wu,(x,y) est ume fonction qui ne
change jamais son signe dans (a, b) et v,(x, y) est une constante.

On voit immédiatement que v,(z, y) est une constante, car 1'équation (173),
a cause de (170), se vérifie par v(x, y) =1 et, 4, = 1 étant une racine simple de
(171), toutes les autres solutions de cette équation sont des constantes multipliées
par I.

La constance du signe de u,(x, y) se déduit du résultat suivant du mémoire
cité plus haut.

Supposons que la matrice (172) a le zéro A,= 1 simple. Alors les nombres

Xy, Ly, ..., Ta, représentant une solution non nulle du systéme d équations linéasres
n
x;,=2x_(,agh (h=1,2,...,n),
a=1

sont de méme signe.

Ce résultat s'étend immédiatement au systéme

ukl'—_dzuhkwhkz (k,l=1,2,...,m)

i=1

qu'on obtient en posant dans le systéme (11) du n® 3 fr;=o0, A= 1 et, comme
plus haut, @uri= @ (2, &, 7). Ensuite on verra sans beaucoup de peine que la
limite de la solution non nulle de ce systéme est, a un facteur constant prés,
uo(x, y). Par conséquent, u,(z, y) ne change jamais son signe, done peut toujours

étre posé égal i une fonction positive que nous désignerons par p(z, y).
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Remarquons encore que p(x, y) est déterminé i un facteur constant prés,
done on peut toujours supposer que cette fonction satisfait i la condition

b

(176) fp(m, yydxdy=1.

[t

Théoréme 13. OS¢ @ (¢, , y) ne s'annule que pour un ensemble de valeurs de
t, z,y de mesure nulle, l'équation D(X) =0 n'a quune seule racine de module 1 et
cette racine est A, == 1.

Nous nous appuierons de nouveau sur le mémoire cité. On y trouve dé-
montrés les résultats suivants.

I. Pour que A= —1 soit un zéro de la matrice (172) il faut et il suffit
quw'elle soit de la forme

o, .o O ayk+1y - . -, Q1,0
o, ..., 0 Ak, k+1y - oy Qk,n
Ag+1,1, - -+, Qr+1,k O, .- 0
an,1, ey an,k 0, ,O

ou puisse étre ramenée i cette forme par une permutation identique des lignes et des
colonnes.
Soit ensuite

(177) arp =0 (h=1,2,...,m)
et
(178) ' ang =0 toutes les fois que a, # 0.

Alors on peut toujours trouver dans la matrice (172) des suites de la forme

Qgh, # 0, Ah, by 7 O, ..., a;.k__l_,,% e}

que nous appelons cycles de U'sndice k. La matrice (172) sera dite matrice cycli-
quement homéomorphique et de U'indice k, si les conditions (177) et (178) sont satis-
faites et si les indices de tous les cycles de la matrice (172) ont pour plus
grand diviseur commun le nombre £ 7# 1. Alors on a le théoréme:



Sur une classe d’équations intégrales linéaires. 185

I1. Pouwr gue la matrice (172) ait comme zéros les racines complexes de U'unité

d'ordre k ]
A= cos—2—7—1——_—*;072—!'7E + 2 3@2}1@ (l=o0,1,.. , k—1;k=2;e=0o0u 1),

il faut et il suffit qu'elle soit eycliquement homéomorphique et de l'indice k (pour e =o0)
ou 2k (pour e=1). .

En s'aidant de ces deux propositions on verra aisément que le théoréme 13
est juste. A

En résumant les résultats de ce numéro, nous pouvons dire que le noyau
stocastique ¢ (¢, z, ¥), qui ne s'annule dans (@, b)) que pour un ensemble de valeurs
de {, z, ¥y de mesure nulle, a une seule racine de module un, 1, = 1, que cette
racine est simple et que toutes ses autres racines sont en valeur absolue plus
grand que un.

Il s’ensuit que, si, pour un %, on a le développement uniformément con-

vergent
Uz, y) Vils, t) | Uslz,y) Vsls, 1)
Pk (Sy ta x, ’/) = L (Cl)k+21 4 2 (c")k+§ A ,
on aura
¢ =1; |®|>1 h=23,..).

De plus, comme nous avons remarqué plus haut, on peut poser U, (x, ) = p (z, ),
ol p(x, y) est une fonction qui n'est jamais négative et telle que

b

fp(:c',wdxdy:I.

a

Quant & V,(x, y) nous savons que ¢'est une constante arbitraire que nous pouvons
donc poser égal 4 un. Par conséquent, on peut écrire

(179) prl(s, &z, y) =plx, y) + i Unle )))kljg(s 0.

h=2

La série (179) converge évidemment pour toute valeur plus grande de %

et converge uniformément, -—— on en conclut que, uniformément dans (a, 3},
(180) Lim gils, 1, 2, y) = p (@, y).

C’est un résultat d'une grande importance pour la théorie des probabilités.
24 — 3298. Acta mathematica. 69. Imprimé le 6 mai 1932.
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En effet, dans le probléme de probabilités, qui a été posé dans le n° 1,

on a eu
b

1an=fmﬂm@¢mnww

et
b

pe(x) = fpk—s (s, Dpls, t, x)ds dt,

a

ou pi(x, ) et pe(x) sont les lois différentielles de probabilités des valeurs z, y et
2 de X dans le chainon de numéro % et dans la £-idme épreuve respectivement quand
les résultats de toutes les autres épreuves sont inconnus. De la premiére de ces
égalités, de proche en proche, on obtient

b
(181) mM%w=fm&0w&L%whw-

Done, & cause de (180),
b

Jim prye (@, y) = f Pols, )p(z, y)dsdt

a

=ply).
La seconde des égalités nous donne alors

b

lim pi(x) = fp(s, Ools t, x)dsdt.

k—o

a
Or p(x, y), satisfaisant & l'équation intégrale

b

plx, y)=fp(t, x) g (t, z, y)dt,

a

ne dépend pas de la loi initiale de probabilités p,(x,y) et nous voyons que, dans
nos conditions, les lois finales de probabilités pour les chainons et pour les
épreuves quand les résultats des autres épreuves sont inconnus sont indépendantes
de la loi initiale p,(x, y).
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Remarquons encore deux résultats simples qui découlent de notre théorie
des noyaux stocastiques.

Comme |¢®|> 1 pour h=2, 3, ..., on tire de l'équation

b
Un(a, 9) = o f Un(t, @), , 9) dt
la conclusion immédiate
b
(182) fUh(x, y)dady — 0 h=2 3 .. )

a

Enfin, en posant
b.
(183) A —] Pols, 8) Vals, O dsdt (h=23 ..,
a

on obtient & I'aide du développement (179) et de la relation (181), en y remplacant
k+ 2 par k,

(184) pel, y) =p(x, y) + i Ay (MY Uy (z, y).

h=2

16. FExtension des résultats précédents. Nous avons considéré dans le n° 1
les chaines de Markoff qu'on peut appeler biconnexes, car les probabilités des
valeurs différentes de X dans une épreuve quelconque dépendent des valeurs de
X dans les deux épreuves précédentes. La généralisation naturelle du probléme
que  nous avons considéré consiste a considérer les chaines de Markoff multicon-

nexes, ce qui conduit aux équations intégrales de la forme suivante

h

(185) wu(xy, ..., ) =[xy, ..., &) + }.fu(t, Tyy ooy Tomt) QU6 24y - ooy ) dE,

a

b

(186) Wy, . o) =2 [u(t, Trr o m) @l 3y )L

(%
a

ou u(x,,..., %) est une fonction inconnue & » variables, 2 un paramétre et

Sflzy, ..., m) et @t 2, ..., x), le noyau de ces équations, des fonctions données,
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que nous supposerons continues pour f, x, ..., x, contenus dans lintervalle
fini (a, b). ,

Nous appelons ces équations équations intégrales linéaires transgressives & v
varzables.

Dans la théorie des équations de Fredholm, comme dans celle des équations
considérés plus haut, le réle fondamental est joué par les déterminants de ces
équations, leurs mineurs, les relations fonctionnelles entre les mineurs de divers
ordres, les relations entre les dérivées du déterminant par rapport & i et les
mineurs et, enfin, par le théoréme sur la possibilité de former pour I'équation
homogéne des noyaux arbitraires équivalents 'un a l'autre dans un certain sens
(théoréme 6, n° 11). Par cette cause nous n'établirons dans le suivant pour les
équations (185) et (186) que ces points fondamentaux; le reste en découle tout
a fait comme pour les équations déja considérées ou comme pour les équations
de Fredholm. De plus, la théorie des équations (185) et (186) est dans un tel
degré analogue & celle qui est exposée plus haut que nous pouvons abréger notre
exposition et n’en déerire que les points les plus importants.

Comme point de départ nous prendrons de nouveau le probléme algébrique
correspondant et considérons le systéme

. n
e, ok, =Sk, T )vdzuhkl...k,,_lq)hkl...lcv
(187) =

by, .. kw=1,2,...,7),

oll
Ugy. . ky = u(xlk‘, . kav),
ULk, . ky_y = w(te, T1g, - . ., Lo, 7»‘4‘—1)’
ete.,
L1oy ity -0 Xin L=1,2,...,9); tp, i, . .., tn (@0 = a, z1n=", {,=a, t,=Db) étant les

points d'une subdivision équidistante de l'intervalle (g, b) telle que

d=an— @1 =4t — i1

et
Tii=La;==" - =Zy;=1; pour ¢1=0, 1, ..., 7.
Nous pouvons encore écrire (187) sous la forme
’
(187') tg = fa+ A8 3 tpapq,

p
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en posant
q:kl"'kﬁ I)zll...l,,

et sommer (Z) pour toutes les n* valeurs de P, si nous convenons que
4
(188) : Apq = Puk,...k, POUr by =1Fy, ... 1L =Fu—y,

(188") Apg =0 pour ly #Zk,, ou ly=ky, ..., ou Iy 5% kyy.

Nous dirons que dans le cas (188) les indices » et g sont congruents et qu'ils
sont incongruents dans le cas (188’). Il est commode, comme on constatera plus
loin, d’'écrire le groupe k %, ...k, soit dans la forme %, %', soit dans la forme
kyky en posant &' y=kyky... k% et K=k k,... k_.. Nous écrirons

UimKy sily—=Fy ly=Fy, ..., b= Fus;

(189) .,
Uik, silyg#ky ouly#ky, ..., oulys€k, 1.

Alors les conditions (188} et (188') peuvent s’écrire comme il suit

14 ’
[ purx, pour 'y =k,

(190) Ay |1y K, =
" o pour I, #= k..

On voit que les conditions (189) sont les conditions de congruence et d’incon-
gruence des indices multiples ;... 1, et k ks ... k..
Considérons maintenant le determmant

(191) A = | epg — Aday,|

du systéme (187), en posant e;q =1 si p et g sont identiques et e, =0 s'ils ne
le sont pas,
Le développement de . sera, comme toujours,

(192) 2 D(f’l) lfs)z > 1)(1’“1’2) _

D1, Pa b, P2

et, pour trouver sa limite quand # — o, on doit trouver les limites des sommes

(193) gm Z’ D (}71, o -:})m),

D - Py ooy P
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Apipy - -+ Apipy,

(194) 1)(1’1’--~’1’m I
Diy e
! Pm Appp, - - - Vogom

pi=kiikai ... kvi=ki ik viv= K ik,

et la somme doit étre prise pour chaque p;, en donnant & chacun des indices
kii, kai, ... ., kyi les valeurs 1,2, ..., n

Comme plus haut on peut séparer dans la somme (193) sa partie principale
qui consiste de la somme des déterminants (194) dépendant de m indices variant
indépendamment. La limite de la partie principale de (193) est un nombre défini
différent en général de zéro et la limite de la somme de tous les autres membres
est égale & zéro.

Pour que (194) ne soit pas identiquement nul il faut que dans chaque ligne
et dans chaque colonne se trouve au moins une paire d'indices congruents.
Le plus grand nombres des ki (=1, 2, ..., »; h==1, 2, ..., m) variant indépen-
damment pour lequel cela se vérifie est m. On peut le voir de la maniére
suivante.

Un membre quelconque du déterminant (194) est, sauf le signe,

(195) ap,p'y Qpep’s -« < Appp'ps

ol p), Py, ..., P'm est une permutation des indices pj, p,, , ..., pm. Ces indices,
p: et p's. se partagent dans des groupes cycliques, tels, par exemple, que p, p;,
Ps Ps, Ps Py, si lon permute convenablement les facteurs de (195). Voyons
quelles conditions doivent étre satisfaites pour que chacun de ces cycles contienne
le plus grand nombre d'indices %;» indépendants et (195) ne soit pas zéro,
c’est-a-dire que toutes ses paires d'indices soient congruentes.

Commencons par le cas le plus simple: par un cycle tel que p,p,. On voit
immédiatement que p, n'est congruent a lui méme que quand il consiste de »
indices simples identiques, c'est-a-dire quand il est de la forme p,=k k, ... k.

Prenons ensuite le cycle p, ps, o p-  On vérifie que p, p; et p; p, sont con-

gruents en méme temps quand
Dy=kiky ki k... et po=1bkokey kyky ...

et dans ce cas seulement, si 1'on s'efforce de conserver le plus grand nombre des
indices k;; indépendants.
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Généralement, le cycle p, py, Py ps, . . ., Pu Py ne sera composé de paires con-
gruentes et ne contiendra le plus grand nombre d'indices indépendants simples
que quand on aura

pi=kiky . kikiky .
Pa=Fky . kukiky . kuky .,
(196) e,
pM: kﬂkl e kﬂ_lk‘ukl PP kﬂ_l e e
Nous écrirons ces égalités et leurs analogues sous la forme abrégée

(197) =k ks ... ku): Pg‘_‘(kz <. kuk1)7 cen Pu:(kukl <o ku—l)1

en indiguant dans les parenthéses les cycles dont consistent les indices multiples
Dy, D3 - - s P

On voit par ce raisonnement que (195) ne peut pas contenir plus que m
indices kin indépendants & condition de ne pas étre identique a zéro. De
plus, on voit que le développement du déterminant (194) ne peut avoir quun
seul membre différent de zéro et contenant m indices k;, indépendants. Cela
découle de ce quun indice p; ne peut étre congruent qu'a un indice qui le suit
dans un cycle défini.

Définissons maintenant I'opération C comme il suit. On prend un membre
quelconque

(198) t (R ko) (ko booy) - . . (e kam)
du déterminant.
ki ky ki ks ..k kn

(199) A (kl’ Fyy - km) = by by kyky...ky kn

ki, kg . Fom C e e
knky  Fkmks ... knkn
et on l'arrange suivant ses cycles

+ (kyke) - o (enke,) = + (K, K,) (B, B, .. (K, )
(198 | (KRR E) - (K, %)

~

Alors l'opération C, appliquée a ce membre, consistera, par définition, dans

l'association a ce membre du nombre
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-t al)'ll"e al"el)lx e ap',,sp'l

T

p'yp"ls Up'yp’'y + - - Apy 0"

pris avec le signe du membre (198) et contenant les indices

py =k ky ... k),
)
D= (ku. oo kyl_]);
p =R K,

po=(E .. K. E),
P (KK k)
ete.

Evidemment (200) est égal i

(200) T @uve R Y PH K K e PR K
TP R qJ(k”,...k”sz”,) e (p;k”mk”....l:””g_l) :
A |
(kl kl kl ) (kl kl ]C, kl t d; . t * . 1 . d. ( )- l f e
1Be o KEu) sKg... Ky l) etc. designant 1c1 les 1ndices vfl -1ples TOrmes

avec les cycles &'\ k', ... k', etc., de sorte que

Ko ks Ko)=F ¥y Kk ks ...

ete., la partie droite consistant de »+ 1 indices simples.

C[A(k,, . km)]
kl’ RS} km

la somme des quantités (200") obtenues au moyen de tous les membres du déve-

Désignons maintenant par

loppement du déterminant (199) par application de l'opération C & chacun d’eux.
Alors il est claire qu'on peut écrire
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= lim ™ Z D (ph BRI pm)

n—w = o P15 - - Pm

i S Ay
e —tm > elay )]
Iy ooy k=1

b
zfd(“ ’ m)d;cl...dwm,
Xy o ey Ty .
aQ

(202) P (ocl, - xm) _ C[A (acl, C xm)] .
:If,, sy xl, oy L

Par exemple, pour v=4, m=1, 2, 3:

el
2y Ty

A (ml’ 962) =( [A (xl’ xg)] = Oz, x,) (5 25) — (2, 5) (2 )]

Zyy Xy Xy, Xy
= p(xy, z,, 4, 21, x,) @(xq, s, T, g, )

- ‘!’(951, Lgy Xyy Loy xl) ¢(x2: Zy, X, xh x2);

A (xlr Lg, xs) — O[A (93‘1, Lo, xs)]
Xy, Lgy g Xy, X9, Ly
(2, 2, ) (g 225) (05 225) — (04 22,) (225 225) (225 y)

=
+ (2 o0q) (25 ) (205 2,) — (2, %) (205 0,) (203 2,)
+

(e ) (2 225) (9 2,) — (2 5) (205 22,) (o0 )]

(@, @5, X5, X5, 5) Q(X5, T3, T3, Ty, ©y)
%)

@ @ )
- ¢(-’L‘1, L1, Xy Xqy Xy @ g, Ly, Ly, Xy, X 2) (x Ly, Ly Ta; Ty
@(xla xZ) x37 xl: 2 ¢ )
/2 @ Lg, Ly Lgy Lyy Ly (x gy Xg, Lgy . 3)
@ (s, 951; g, X3, X4)

,)
Ly, Lgy X1y Tgy L 2)

'

( 9
(2, X3, 1, Ta, Ts) P (X, Xy, Xy Xgy Xy

( @

+ @l 25, 25 1, 25) @ @

'

)
1)
)
(@), x5, 21, Xo, 1)
2y
)

— @@y, Ty, @y, Xy, ) @ (X, X4, sy Xy, Xg) P, Loy Tay T, T).
23 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 6 mai 1932.
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Revenons au développement (192). On obtient 4 l'aide de (201)

. ’2
(203) D (%) =lim 4=1—%A,+ A

i I

ZAE_.H

et on démontre aisément que la série & droite représente une fonction entiére
de A. :
Envisageons maintenant le systéme (187). Sa solution peut &tre mise dans

la forme
- D
ukl‘..k,=“p=22_,4quq
pa
Ay by k., '
=- p, Sk,
+ 22 Ay vk By Sk ke
L=1
(204)

n
1 ’
+ Z Ay, vy ik ko Sl bk

h, ;=1

D7 [T T AU Y N | N N Y

n
1 ’
+2 Z Ak S,

ot I désigne que dans chaque sommation on exclue les membres déja contenus
q

dans les sommes précédentes, y inclus le premier membre

I

ddk....k,,\k,...ka,fklu.kv:

Aiy.. ylty. ks Ay %y Ilky. .k, ebc. désignant les mineurs de 4.
Supposons que D(1) 5 o.
Par un raisonnement tout a fait pareil & celui qui nous a conduit & (201)

et (202), on établit les limites suivantes:
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kyiky .

ﬁx _f(xl) AR xi)y

,}.1_].2 Y, Z //L1 ok Unkxu-kv_lﬁxh---1',--—-1 ;}.ff(tl, Lyy oo o x,-_l) ¢(t1, Ly < vy x,)dt,

l

’
lim —4 Z Ay kyiilky Ky g JUlke ks
H=—>

U, 1,
=2 ff(tn boy Zyy + - x«'—‘-’)q’(tla by, Lpy - o wr—l)(})(tza Xy, o o) db dby,

(203) ete.,
"l_i,n; P S Attty St gk

Uy ey ‘V—l

b
= )"v-—lj f(tb sy ti'—h ml)¢(t17 CECIRS) tv—h &y, ‘,‘72)¢(t27 ey t‘l'—'l) Zyy Ty, xﬁ) R
‘a

@b, Ty, - Te) Ay L A,
hm -— Z Jh gl S

b
D(xlv y L }')
| M b ey de L at
, D) e b)dt .. di,
a
ou
Ly ooy Ty N o (—A)m ty -y t.,)
(206) D(tl,..., t,'A)_ 2 m! 'a)'”(:z:l,..., x)’
m=0
b
(207) wm(tlx-..) t:v);(_ 1)1_1[t1 t’d(ah ..."0m)d01 -”da‘m’ '
Tiy « v oy Ly Ty ... Xy 0, ... 0h

(208) tl...'t.,J((),,..., om): ...t C[A(tv, g, ... am)]

et
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désigne la somme qu'on obtient en appliquant & chaque membre du développe-

ment du déterminant

s )
2,0y, ..., On
pris avec son signe, 'opération
b
Xy ... Ty

définie comme il suit.

Soient
=1 (tv x1) (01 02) (02 03) (03 01) EE

AI
A=+ (£,6,)(6,6,)(6,2,)(0,6,) . ..

des membres quelconques du développement du déterminant (209). Alors

ty... t ’
xl N ClA = (=10t @ty by -« boy ) Pllay - oy by Ty To) . .- @by, ... ) -
1 e Ty
: ¢(01v 027 03v 017 02’ 031 (N ) @(027 03, 01a 027 03’ 017 . )¢(03a 017 027‘ 03? 01! 02a . )
N
t

R ”
O[A ] = (_ I)v_l [i ¢(t1a t27 LS | t’l’) 01)9’('52, ts, LIRS t% 0]) 02) )

Ly Xy
' ¢(t3, t4’ AR} t”: 017 02) xl)w(ty e tv: 01‘ 027 xl) Wz) L ¢(02, xl» xzv LIRS} x’l’) :
- plly, 05, 0,, ...) . .].

Cette définition de l'opération considérée découle du fait que, par exemple,
les seuls membres non identiquement nuls dans le développement du déterminant

D(q, iy e rm) (m=v—1)

Dy Y1y o ooy Ym

sont ceux qui contiennent des guasi eycles

(gr')('ir’s) ... (¥op)

avec ¢ =» — 1, et de la condition qu'on considére seulement ceux des déterminants

D (q, Fiy ooy rm)
p, AT Tm
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qui dépendent du plus grand nombre possible d’indices indépendants, les indices
p et g étant supposés fixes.
Remarquons que le mineur (206) s'obtient comme la limite du développement

V2 . . -
Apg=18 [aqp —¥Z D(q’ ’1) + »(Ilf’)z- ZD("’ "o ’2) — ]

D, Ty 17) Y e

divisé par (Ad)"; ce développement, pour Kk, #1,, kg # s, ..., kv 7% l,—1, com-
mence par le membre

= T I o}

T Ty_1 p, 7'1, ey Fy—1

tous les membres précédents étant nécessairement nuls.
On démontre aisément que (206) représente une fonction entiére en i pour
Zyy -y Ty, by, ..., &, contenus dans (a, b).

Les quantités An, ®@n et le mineur (206) satisfont aux relations

b

(210) Amir= A4, An — mf‘Dm—l (xh T x.,) dz, ... dx,;
_ Xy o ey T
a

(1) mm(t,,..., tv):Am(Do(t,,..., t,)

Lyy -« oy Ly Liy o vy To
- 0
C oty
—mf¢(tl,..., by, 6) Dps (tz* ’ )d0
Ly -« oy Ly—1, Ty
Y .
:Am(Do( by - t')
Tyy oo s Ts
b
—mfwm_l (tl, oo by by )q,(a, xy, . ) d0,
0, 1‘1, ey Ly
a
bty .o b
(212) (Do(xl x ) = ¢(t1a vy tv, xl)(p(tm L] t"a Zy, IB) cre w(t") Lyy + v x")r
Ly - o Lo
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t, Ly, , b
(212) ‘
¢ ., t
=D, ("
( ) 0 (wls 3] ;l"')
]
. Ly o Vet Tr) g
+ /.fw(tl, , by, 0)D(t2, b6 ) )

Au moyen des relations (212) on démontre que l'équation (185) a une seule

solution continue, donnée par la formule

b
w(my, .. o) =flx,, ..., 2) + 4 [f(tl,a;l, e Tem) @ by xyy L @) d,

b

»

+ /19] Slptezy, o 2@ (b, b2y, oo o) plts 2y ., @) dEy dty

”. : _
+ &t jf(tlv " tv—l,x])w(th-.-,t‘;-—l,l'],xg). . -q)(t‘y—l,xl, ...,’Jf;-)dtl coodtg -
v - t" s _t,'f
,+l.[fuh.“,m D) dt,...dt,
si
D) #o.

Pour déterminer les mineurs de l'équation (185) d'ordres supérieurs nous
introduirons des notations simplifiées, et nommément nous désignerons les ensembles
de variables tels que

i1, Xiz, - - o Tiv OU  tn1, thoy - . ., Ths

par
Xi ou TI[ .
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Alors, en considérant la limite du développement

@ -—-ld)m ey s Ty o Tm
Ay 19202 - 1P G =(4 6)“2 (- - Z D (ql Qus 71 )
m—90

W Do Dps Ty o vy I

d'un mineur d'ordre 7 —p du déterminant .7, ol p; et ¢; sont les indices multiples
kiiy ..k €t L, ... L tels que L;# ki (i=1,2,..., 1), on parvient aux
résultats suivants:

y 41’_‘(’,‘""‘1’;14”# - ])(X,, coa X | }')

111‘{2’ ()“ d‘)”l -Tn ' Tlt
(214)
_. < (_l)m Tlv ’Tﬂ)
B m;o m! P X, y X ’
b
T, ... T T,...T 0, ...,0
21 Ol L " "): —1("'—1)#f ! "//( S '")(10 . dby,
(215) (Xl,...,X,L (=1) x,...x. e, ... 0.
ol

T]-..Tl" (017-.-,0”1')_1'1_.-—7114 ’[ tl”’ tz"7"-atﬂ‘” 01’...,0"1)]
(216) A = Xl . X,,, 14 Ly, Loyy - - o Lu1y 01, c. "0m )

?{‘ e g{f‘ C étant appliquée A tous les membres du développement du
1 ll.

déterminant placé sous le signe de cette opération et suivant une regle qui est

1'opération

claire de I'exemple suivant:

T,...T,
X,... X,

Clt (tiy yy) (B0 1) (£35 6,) (6, 0;) (0, 5,) (0 0*) (6465) (656,) . . ]
=(—1)r Ve[t @ty ter . - i, @1y) @ ysy - - -, Eiey Zyp, Tag) - - @ (b1ny Ty, - - o, X1,
@ (byys tag, - - tawy Zay) @ (B, - - -, Towy Tag, Tas) - - - @ (B2, Tayy -« oy X30)

@ (tar tag, - - 30, 0y) @ltas, - . -, 130,0,,05) @llgsy ., b30, 01,05, 75,) ... (0, Tss, ..., X24) .

. (I’ (031 031 037 LR ] 03) ¢ (047 057 04» 05) .. ) ¢ (05) 047 05) 04, .- ) . ] .
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On peut éerire (216) comme il suit:

Ty Ty (0 On)
x,..x5. e, ..., 0.)

___Tl"'Tll« < —1 t2v; ey tt’v, tl'-l—l,'l’v ceny t‘umalv"wam)
o Xl ca XM 0[1;'1( ' I) (t”x“)A Liwy o ooy Lie1, 0y Lit1, vy « « o3 Luw, 01, ‘e 0m
m

—_ Z(tl oh)A (0h7 t2‘)’1 “ ey tp,'v, 01, ey OhAl, 0h+1, cees om)]

h=1 xll, x2»v7 . .y 1“”, 01, vy 0h_1, 0h+1’ s om

d’otl, en tenant compte de (215), on obtient

Ty T\ S o (T4 Ty ..., T, Titr, ..., Ts
q)m (Xh L] XH) B Z( I) (DO (Dm

i=1 Xz Xl,..., Xi—l, Xz'+1,.‘. 0 X‘u
(217) b
) t,...,tw,a"T,-._,T
*qu’(t“"”’t”’ o ‘D"’"(w X X XZ)‘M'

Parecillement on trouve:

Ty 0 TN & Tz) Ty, .. Ty, Tiss, .. TM)
q’m(x,,..., Xu)_g( D70\ x )P \X, X Xen,... X,
(217

: T, s Ty ooy T4
mf P (0; Xy1y » oy L1,0—1; Xz, . X(t) 99(9: Lyt - - "x“’) ae.

De ces deux relations on obtient les relations fonctionnelles pour les mi
neurs (214):

X Xu ) Sy o (T p (XKoo X om0 X
p(g 8 = 2o () o

Mll
pat X)) N\, o Thy Tivn, oo T
b

) ' X, g Xy oiny Xu
+/1fqo(tu,-.., tn,O)D(tm” t, 0, Tg, T |'2“)
(218) ‘

— 2 (___I)i_l (po (f{z ) .D (Xz, “ ey Xz‘, Xz+1, . X,,, I l)
1

~ To .\ Ty Tosn.. . T
b

0, %41y - 1, w—1; Xgy o« o X
+lfD( 1" ;Tg,..., T“Il)¢(07xll)"')xlw)d0.

a
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Au moyen de la relation (210) on trouve facilement l'expression suivante
pour la dérivée D’(A):
)

— D'(})=A4,D() + lfl)(gé)Xm

(219)
(@X,=dxdxy . .. dxy,).

En général, en partant de la relation

4(1‘1, ey xm.H;) — O[A (xl, Cy :113) A (.’L‘k+1, Ceey xk+m)
Lyy ooy Ttk Xy, vy Xk Lhk+1y « « oy Thim

m
— S ZA (mn <o L1y wk)A (min Th+1y - o xk+m)
1
xy, .

fekt1 oy Lk—1,y i, Zky Tk41y « « oy Thtm
L Ly o .oy Lk [ 17 R Lk41y - « oy Tk
+(—‘I)k Z A( 15 s )A( i y Wipy Lk+1, y Lk+m ,
4 1’>’.l""'il€>ib'—'lxl” <o Tgy Lyy ooy Thy Lhktly - - 5 Lhtm

on obtient, en effectuant l'opération C et en intégrant ensuite le résultat par
rapport & ;,..., Zm+r entre les limites a et b,

b

Am+k=AkAm—kmfAk-_1 (D,,,_l(gl)dUl + ...
1

a

b
+ (—1fmm—1)...m—k + x)fd),,._k(Ul""’ Uk)dU,-...dUk,

U,...., Ur
ol : ’
U=, yn, Ta, Y1, .., AdUr=dxrdys (h==1,2,..., k).
De la ‘
b
(—x)kD(k)(i.)zAkD(l)+kAk_llfD(g‘ !l)dUl 4o
1
(220) ’
i U U
Wk gk - Uk
+(=1) 1[1)(1]”“., o l)dUl...dUk.

a

Enfin on peut démontrer le théoréme suivant:
26 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 7 mai 1932.
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Théoréme 14. Toute solution de Uéquation

b
(221) w(zy, ... o) = lfu(t,oc,, e Te—) @ (b2, ., ) dE

a

est une solution de I'équation

(222) u(xl,...,ac.,)zl"fu(tl,..., ) olty otz @) dt, ... db,

o
olty, ..tz )=, b)) @y b Ty @) . @ (b 2y e, T)

— Pty by 2y .., X))
b

+ lf(p(tl, cen b, O Wty .. b, 0,2y, .., 2) d6,

a

(223)

Yty ..ty 2y ..., T,) étant une fonction arbitraire intégrable dans (a, b).
En effet, en utilisant (221) plusieurs fois on trouve d'abord qu'en méme

temps que (221) I'équation

b
(224) wulzy, ..., x)= l’fu(tl, ot @y, oty @by, L) dE L dE,

a

est satisfaite. Ensuite, en multipliant I'équation

b

u(tlv Tty t‘”):l‘fu(oatl) MRS t"‘—'l)(p(gi th R t‘”)do

a

par " y(t, ..., b, ..., o), en intégrant le résultat par rapport & ¢, ..., ¢ de
aab et en ajoutant ce qui résulte & (224), on obtient (222), ot w est défini
par (223).

Ainsi nous avons trouvé toutes les relations fondamentales desquelles on
déduira sans peine pour les équations (185) et (186) tous les théorémes pareils a
ceux qui ont été démontrés plus haut pour les équations transgressives i deux
variables.
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17. Liaison des équations (185) et (186) avec les équations correspondantes de
Fredholm. Application aux chaines multiconnexes de Markhoff. Prenons 1'équation
transgressive & v variables

b

(185) wulzy, ..., z)=flz, ... =) + /Ifu(t, Zyy ooy Tom) @ (G 2qy - ., 2y) dE

a

et 1'équation homogéne correspondante

b

(186) Wy, ) — lfu(t,xl, e me) gty @)

a

Par la méthode de substitutions successives on trouve que toute solution
de chacune de ces équations est aussi une racine des équations de Fredholm

correspondantes

b
(225)  wu(xy, ..., ;)=Fl(x,..., z; Z)+l’fu(t,, e b @o (b ooy by @y, ooy ) dty L dEy
et

b

(226) w(xy, . .. 2y) = l"fu(tl, cont) @ty by, L@ dE Al
a
ou l'on a posé

b
Flag . avi )= flay . xa) + ).ff(t‘,x,,...,:u_‘)(p(t,, chr .z di,

b
+ lsz(tl, by, @1y v ooy Toe2) @ by boy 2y, o ooy o) @ (b, 2y - . ) Ay Aty
(227) a '

b
+ lji_l\/‘f(tl’ cey t‘l’—la wl) @ (tlv e ti’—h Ly, x.?.) Lo ¢(t"—1’xl’ o "E") dtl ce b

a

et

(228) @ty .« by @y @) =@ty b)) @ (b, + o, by, @) o (b, Ty, Ty, - . ., ).
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L'inverse de cette proposition n’est pas toujours vrai, ee qui se prouve
comme plus haut, dans le cas des équations transgressives a deux variables.
Nous nous contenterons donc de démontrer seulement le théoréme suivant qui
est nécessaire pour 1'étude approfondie du probléme posé.

Théoréme 15. Soient D, (1) le déterminant de Uéquation de Fredholm (225),
D () le déterminant de Uéquation transgressive (185) et w une des racines primitives
de Uéquation
w’ = 1.
Alors _
D,(")=DA)D(wh)D(wd)...D(w 4.

Pour démontrer ce théoréme remarquons d'abord que, par la méthode

d’approximations successives, pour
[2]< b~ HG—a) lp(t zy, ..., 2)| < M,

on peut obtenir la solution unique de l'équation (185) dans la forme

wl(ey, .., x)="Fx, ... z,4)

(229) )

+/1”ff(t1,..., VTt oty gy - o s )y . by,

a

ou la résolvente I" est définie par les bégalités

(230) Lty .ol @y @ )= A @m(ly, o by @y o Z»)

b

Prr1{tyy oo boy Ty oo L) = fq)m by by 0,21, ooy Bo) @ (0,2, . .., ) A0

12

(231)

b

:fgv(tl, oot 0) @ty . b, 0,2y, .. 2) A0

a

(m=o,1,2,...)
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la série définissant I" étant uniformément convergente par rapport & ¢, z; dans
(@,b) pour tout 2 de module ne surpassant pas M@I_—a)
Pour un tel A les solutions (229) et (213) doivent 8tre identiques, donc

D (Zn :’ ,.) |l) T(ty.. oty ..., 2 ) D(2).

En remplacant ici ¢,...,t par xy,... z, et en intégrant ensuite par rapport a
T, ... de @ & b, on obtient, en tenant compte de (219) et (230),

—D' () — A, D) =(C, + Cod + Ca% +---) D(d),

Cm=f¢m_1(x1,...,x,,xl,...,x,)dxl...dx., (m=1,2,...)

ou
D’( m—l
B 2 Cn .

De lé,- la relation
A2 — ﬁ c
(232) D})=e m1
d’out
E Cvk A;k

DA D(wd) ... Di@—12)= ¢ +=1

Mais on sait que pour l'équation de Fredholm (223) a place la relation

_ ﬁ Coi llk
D, () =e &=
Par eonséquent,
(233) D, ()= D4 D(wd). .. D(w12),

— la relation cherchée est démontrée.
Nous concluons ce mémoire par une remarque bréve concernant le probléme
stocastique qui est intimement lié aux équa.tioﬁs transgressives i » variables.
Soit X une variable aléatoire continue dont les valeurs sont contenues dans
un intervalle fini (g, ). Comme plus haut, nous donnerons aux épreuves avec
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cette variable les numéros 1, 2, 3, ... et appellerons les épreuves 1, 2, .. ., » chainon
initial, n° o; les épreuves 2,3,..., v+1 chainon n° 1; et ainsi de suite. La
suite infinie de ces chainons constituera une chaine multiconnexe de Markoff, si
I'on aurs satisfait les conditions suivantes.

Les valeurs x;, @, ..., 2z, de X dans le chainon initial étant assujetties a
une loi différentielle de probabilités p, (x;, @, . ..., z»), dite la loi initiale, la loi
différentielle de l'égalite X — x, dans une épreuve quelconque est donnée par
une fonction ¢ (¢, x,,. .., Z», 2,), & condition que dans les » épreuves précédentes
on a eu

X=t X=un,..., X=2z_.

Evidemment, on doit avoir

b

fw(t)wh o -)xv)dx-y:I.

a

Eu désignant par p(x,, ..., z,) la loi différentielle de probabilités des
égalités

X=u, X=z.., X=u
dans le chainon n° %, & condition qu'on ne sait rien sur les résultats de toutes
les autres épreuves, on aura la relation

b

(234) Prt1 @y, . ) = fpk(t, Ziy+ ooy Toe1) @ (b 2y, .o 20) dE

a

dont la liaison avec les équations transgressives homogénes & » variables est
évidente.

En désignant ensuite par pi(x) la loi différentielle de probabilités de 1'égalité
X =g dans la A'*™° épreuve, 4 condition que les résultats de toutes les autres
épreuves restent inconnus, on obtient

b

(235) pela) = fpk_,_, (s oot @l b @) Aty .. b,

a
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De la relation (234) on obtient facilement la relation

b
(236) pk?,(xl, e X)) = fpo (bt .. by, .., ) dE . diy,

a

ou @i est défini par (231). Or, comme plus haut, en supposant que p,(z,, .. ., Z)
et ¢(t, 2, ..., 2,) sont continues dans (a, ), (¢, z,, ..., 2.) ne s’annulant que pour
un ensemble de valeurs de ¢,z ..., 2, de mesure nulle, on trouve le déve-
loppement

< Unlzy, ..oz Valty .. ot
@37) el m) —play. . o)+ 30 b

h=1 4
si @i{x,,...,2,) peut étre développée en une série uniformément convergente
dans (@, b) suivant les fonctions p, U,,... ou V,=1, V,, ..., ces fonctions re-

présentant les solutions des équations

b

Xy, . .. T = lfu(t, Xyy o) @by, .., ) dt

a

b

vizy, ..., o) = ‘[(p(x,,...,xv, Doz, ... oz t)dt

a

pour les racines A= 1,¢, ¢, ... de l'équation D(i)=o0. La premiére de ces
racines est simple et les autres ont les modules > 1. La fonction p(x,, ..., )
n'est jamais négative et est telle que

b

fp(x,, e X)dEy .. day=1.

a

Au moyen des relations (235), (236) et (237) on trouve:

(238) klni_.mwpk (@), .. wx) =plz,, ..., )
et .
_ b
(239) kli.n:opk(x)= fp (.t ... tyx)dt,...dt.

a

Ces limites sont évidemment indépendantes de la loi initiale p,(x,, .. ., =)
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On arrive donc & ce résultat fondamental pour les chaines multiconnexes
de Markoff:

Si la fonction @t x,, ..., 2), loi de la chaine, ne s'évanouit dans (a, b) que
pour un ensemble de valeurs de %, x,, ..., x, de mesure nulle et représente une lov -
continue el telle que, pour un k défini, Ustération @i(t,, ..., t, 2y, . .., %) admet le
développement uniformément convergent (237), les lois pi (x) et pr(x,, . . ., x») tendent
avec k — o aux lois finales définies (238) et (230) quel que soit la loi initiale continue
Pol@ys - - -y ).

Remarquons encore le développement

. . bt A
(240) pk(xlt AR | x"’) =.p(xla RS} x’”) + Z cTch Uh(xh REEIRS] x’l')>

h=1 h

qui a lieu dans les mémes hypothéses et dans lequel

b
Ar= fpo (b o)) Vilty . 6)dt, . . i



