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Introduction.

Pour étudier 1'état d'un gaz on introduit dans la théorie cinétique des gaz

la fonction de distribution des vitesses

F(x$y7z)§7,’7>gvt)

qui est définie de maniére que

F(x’?/w?,g,ﬁ,c,t)dvdw

désigne le nombre des molécules dont les centres a l'instant t sont compris dans
I'élément de volume dv=dxdydz et dont les vecteurs de vitesse (§,7,{) abou-
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tissent dans 1'élément dw = d&dnd de l'espace des vitesses. En supposant que
les molécules soient des sphéres parfaitement élastiques de diamétre d et que les
composantes des forces extérieures soient X, Y, Z, Boltzmann a démontré que

F doit satisfaire a 'équation intégrodifférentielle non linéaire

oF _9F oF _0F oF _oF _OF
o | i - i = —_—
ot T o oy T TXGE T Yo T 2t

=%d”ff(F’F’l——FF,)| W de, do.
s 2

Dans le second membre on a posé: do = élément de surface d'une sphére S de
rayon un (I* + m?® + #*=1), do, =dE dn, ds,, 2, étant V'espace

E
>l

—® << ®
&

entier,
FIZF(x!y7Z)§1)7717C17t)

F:F(x’y!za§'7n'vg’!t)
Fl—:F(xyyyzygll)n,lvgllyt)’

ol les quantités &, 7", &,,9,{,, W sont définies par les formules

F=E+1W =& —1IW
"= +m W ni=n—mW
F={+nW Ui=0L—nW

W=1I1&—8& +mlp —n +nl—10).

Ajoutons que la fonction F doit satisfaire a certaines conditions aux limites
linéaires sur la surface qui limite le gaz considéré.

Malgré les résultats classiques de Boltzmann, Maxwell, Lorentz etc. et
malgré les travaux importants de M. Hilbert et de ses successeurs nous pouvons
dire que I'étude mathématique de l'équation de Boltzmann est trop peu avancée
pour donner une base solide de la théorie cinétique d'un gaz qui n'est pas en
équilibre.
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Nous nous proposons d'étudier d'une maniére rigoureuse l'équation de Boltz-
mann et de démontrer l'existence, pour toutes les valeurs positives de ¢, d'une
solution positive unique qui se réduit, pour {=o0, & une fonction positive F
donnée. Pour simplifier I'exposition nous traiterons dans ce mémoire préliminaire
le cas particulier ou I est indépendante de x,y,# et ne dépend que de ¢ et de
£ + 9 + % Les méthodes utilisées s’appliquent aussi dans le cas général que
je me propose d’étudier dans un travail prochain.

8 1.

Formules fondamentales classigues.

Si l'on suppose que F soit une fonction F(r,f) ne dépendant que de

r=Vg -:774.? et- de ¢, on obtient par un calcul facile que l'équation de
Boltzmann prend la forme suivante:

w 7o
, r e S
(1) % =27 d* ffj [F(V r*sin0 + 72 cos*0,, ) F(} r* sin®6, + 12 cos?0,t) —
0 —F(r, Fl, ) V(r,r,0,0)rd0do, dr,

0 0

ou lon a posé
Vir,r,0,0,)=|r cos8, —rcosf|sinOsinb,.

En introduisant la transformation

(2) ¥ cosf =1, cosb, r’ sinf = r sinf
2

v co860',=1r cosf 7 8in 6’ = r sin b,
qui transforme les variables 7,7,,0,6, en +',+',,0 6|, et en remplagant F' par

Soge on trouve l'équation simplifiée:

(3) %Ft“:fff (F(T,’ t) F(T’1at)~F("’t)F(rnt)) V("»’"ne,el) rid0do, dr,.
0 0 0

ous abrégerons encore l'écriture en écrivant
N b

Fi,=F, F{,t)=F,, F(,t)=F,

w 7T

() . f f j (FF,— FF) Vrdfdo,dr,.
0 0 0
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On vérifie facilement la formule

(s)

D (7‘13 7!1 ’ 011 0l1) -— ﬂ.l
D(r,»,0,6) |

Nous pouvons considérer le second membre de (3) comme une transforma-
tion fonctionnelle T(F). Ceci posé nous allons étudier I'intégrale!

x

leT(I")err

0

ol @ = @ (r,t) est une fonction de » et de t.
On trouve

® @ ® 7 7n
f@DT(F)r‘“’drsz{[(DF’F’x V2r:d0do, dr,dr —
0 2 0.0 0

@ o T 7T

——ffffIDFFl Vitr;d0do, dr,dr.
g 0 0 ¢

En effectuant le changement de variables (2) et en utilisant la formule (5)

b

on trouve que le premier terme du second membre est égal a

® x T T

ffff O F, V' 3" d0' d6’ dv dr'y =

00 00
® © 7T T

:[fff(p'FFl Vitrid0do, drdr,.

0O 0 0 0
On a done

@

(6) f@T(F)rzdr:fff FF (@ — @) Vririd6dé drdr,.
0 00 0 0

En échangeant » et »,, @ et 0,, on en déduit

! Nous supposons que toutes les intégrales considérées dans ce paragraphe soient absolument
et uniformément convergentes,
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© © 7w 7w
(7) f O T(F)r* dr — f f f f FF (@, — @)V d0.db, dr dr,.
0 0 0 0 0

En combinant les formules (6) et (7) il vient

@

(8) f@T(F)?‘Zdr:;—ffffFF,((D' + @, —O— @)V dodo, drdr,=
0 00 0

0

w W T T

=;ffffp'p'1(@+ D, — @ — @) Vil dfdd, dr dr,
0 0 0 0

@®w W g 7T

= — iffff(F’F’l —_ FFl)((D’ + Q)rl - — @1) 'V,.ZT? d0d01d7'd7'1.

00 00

Si l'on pose @ =1 ou @ =1? on trouve

O+, —D— D, =o0.
Il s’ensuit

«©

(9) f T(F)r*dr=o0

0

o

(10) fT(F)r4d7~=o

quelle que soit F.
En posant @ =log I' il vient
(11) flogF' T(F)rPdr =

0
® © 7T RN

— _iffff(p F\ — FF)log oot V4#2% a0 a6, dr dr,.
1

00 0 0

Comme la fonction sous le signe d'intégration dans le second membre est

toujours non négative, on trouve

o

(12) flogF.T(F)rzdrSO.

0
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Corollaires: Soit F'(r,t) une solution de l'équation de Boltzmann

oF _

5 = T(E).

On déduit de (9) et (10) que les intégrales

fF(r,t)rgdr fF(r,t)r*dr
0 0

conservent une valeur constante indépendante de t.

La formule (12) montre que l'expression
HZfFlogF- 12 dy
0

ne peut pas augmenter lorsque ¢ croit. C'est le célébre H-théoréme de Boltz-
mann. pour le cas particulier qui nous occupe.

On peut aussi utiliser la formule (11) pour rechercher toutes les solutions
positives de T (I')= o0, c'est-d-dire toutes les fonctions de distribution des vitesses
qui correspondent a 1'état de l'équilibre. Pour que le second membre de (11)

soit égal & zéro il faut, en effet, qu'on ait
FI' —FF=o
quelles que soient 6,0,,7,r;,. On en déduit aisément

F=Ce<r

ou C et « sont des constantes.

§ 2.
Transformation de Péquation de Boltzmann.
Nous allons dans ce numéro transformer 1'équation (3) en une forme qui

jouera un roéle fondamental pour les recherches qui vont suivre. Posons d’abord

dans l'intégrale
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T= [ [ [ 20t cont W rsin0, 5 eost, o)
¢ 0 0
|7 cos 6, — rcosf|sin@sinb, s d0 do, dr,

z =cos0, y=-cosf,. On obtient ainsi

J——ffj ]/) — ity t)F(V?fi;1Ty247’7;2,t)lrly—mclﬂrfdyda:drl=

0—1-—1

'zf f [FVE= e a0 =t

(ry—raxl+ |ry +rxlridydxdr,.

Prenons maintenant les quantités

wu=Vrt—ria? + 2y, v=Vrl—riy* + "zt et y

comme mnouvelles variables d'intégration. En effectuant les calculs on trouve
(13) J=4ffG(r,u,v)qu(u,t)F(v,t)du.dv
00

ot G est une fonction symétrique de u et de v définie comme il suit:

G=o0 pour %® + v® < »®
G=1 » w=r, v=r
v
(14) ~? v wzr, 0
u
G=-  u=r, v=r
,
2 2 2
u* + vt —r°
GZ]_/._NQ_,_ » u2+7)227'2 U<y p<yp

(Cf. le diagramme ci-joint.)
13—32511. Acta mathematica. 60. Tmprimé le 23 novembre 1932,
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On obtient d'une maniére analogue

f | cosf, — rcos@|sinbsin b, d0d6, = P(r,r,)

00

ou la fonction symétrique P est définie par les formules

Plr,r)=2r g’;‘ pour 7, =
(15)
2,}.2
P(r,r)=z2r+~-— oy =
3r

En posant, pour abréger, F(u,t) = F(u), F(v,t)= F(v) nous pouvons donc

écrire I'équation de Boltzmann sous la forme

(16) %24[]G(?',u,v)qu(u)F(v)dudv—F(r)fP(r,rl)F(r,)rf dr,.

Dans les cas ou il est utile de sousligner que lexpression J, définie par la

formule (13), dépend de F nous écrirons dans la suite
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(17) J(F):4ffG(r,u,v)qu(u)F(v)dudv.
00
Nous utiliserons aussi la notation

(18) J (F, (D)=4ffG(r,u,v)qu(u)(D(v)dudv.

Indiquons finalement deux transformations de l'expression

‘»

L=L(F)= fP(r, r) F(r)rl dr,.

0
On démontre facilement

L=2 1'[7"‘{ Fr)dr + f;f?‘:F(Tl)drl—;;f(?'l — )P Flr)dr,.
0 0 T

o0

2
3

r

L= 2rfF(1‘1) ridr + %fv;‘ F(r)dr, + f[(r1 — )+ =) i e Fle )dr.
,
0 0

En introduisant les notations

(19) fF1‘2dr=A,
0

(20) fFr“‘ dr= B,
0

®

) s=2 f M), + f [y — 7 + (= s + 1] Bl

r

99

nous pouvons donc écrire l'équation de Boltzmann sous les deux formes suivantes:
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o

aF 2By 21 (r) — A Fly
(22) T +(2Ar+3r)F——J(F)+ Py f(r1 )20 F(r) dry,
(23) ";: t 2 Ar+ S(E)F=J(F).

§ 3.

Etude d’un systéme d’équations différentielles non linéaires.

Si Yon remplace la variable continue » par un indice qui ne prend qu'un
nombre fini de valeurs on est conduit & comparer 1'équation (16) & un systéme

d’équations différentielles de la forme

dx n n n

(24) ;ﬁp%-poapqxq:Z b8 g p=1,2,...n.

q=1 g=1r=1
Pour pousser l'analogie avec 1'équation (16) plus loin nous supposerons que les
coefficients ) soient tous positifs et que l'équation (24) admette une intégrale
premiére de la forme

n
(25) ) @z, = constante

v=]

ou les a, sont des quantités positives. Ces hypothéses suffisent pour démontrer
que tout systéme de solutions qui prennent des valeurs positives pour £==0 est
prolongeable d'une maniére continue dans tout l'intervalle 0 < ¢ < « et que ces
solutions sont positives et bornées dans tout l'intervalle o =< ¢ << . Démontrons
d’abord que les solutions x,(f) ne peuvent s'annuler dans un intervalle ou elles

sont continues. Supposons, par impossible, qu'on ait

Zp(ty) =0 t,>o0
z.{t) >0 o=<t<t, y=1,2,...n.
On a donc nécessairement
xp(t) =0

et, par conséquent, & cause de (24)

n n

3 Sea )z i) = o.

g=1r=1
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Comme tous les termes du premier membre sont positifs ou nuls il s’ensuit
Zy (ty) =0 v=1,2,...%.

Mais ces conditions entrainent que x,(f) sont identiquement nuls ce qui contredit
notre hypothése sur les valeurs initiales. Il s'ensuit, en tenant compte de (25),
que les solutions z,(f), dans tout leur domaine d'existence, sont comprises entre
deux limites finies et indépendantes de ¢. Ceci entraine, d'aprés un théoréme
bien connu, que les solutions existent et sont continues dans tout l'intervalle
o<t<< o,

§ 4.

Bornes supérieures des expressions 7 (F), J(F), J(F, @).

Nous démontrerons dans ce paragraphe quelques lemmes sur les expressions
T(F), J(F), J(F,®).
Lemme I: Soit F(r) une fonction mesurable pour o < r < et satisfaisant
U'inégalité
¢

|F(7”)|<;;(I“17)ﬁ o=e<3, a+f>4

(¢ = constante). Ceci posé les expressions J(F) et T(F) sont absolument conver-

entes et Uon aura
g

(z6) 170 < 20

otk ky est une constante qui me dépend que de o et de f.

Pour la démonstration nous remarquerons d'abord que

| TE) = J(F]) + | F@)) - LAF).

En utilisant 1'inégalité
o< Plr,r) < 2(r + 1),
on trouve immédiatement

r+ory 1
AL LS W N oy
L(|F)<ze¢ (1 + Tl)ﬂdfl <ze(r + ’)fh s(; 1 it
0 ]

Il s’ensuit
1P LOF) < = B
(1 + 7)f?
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ot %, ne dépend que de « et de 8. Pour trouver une borne supérieure de J (| F'|)

nous allons remplacer G (r,u,v) par une majorante G, (r,u,v) définie de la
maniére suivante:

,
Gy(r,u,v)=0 pour u < —=, v < —=,

V2 V2
¥ 7
Gylryu,v)=1 > u>—= v>——,
Va2 V2
v r ¥
G r,uv)=- > wu>-— v<—
1(7 ] ) 7 VZ, Vz’
u 7 r
Gr,u,v)=- » u<-—s v>-——.
1(7 ] ) r sz V2
Il s’ensuit
ks
® ¥y o

J( F) <402{[ f Wl:u)ﬂd"]2+ ? f ,;a(';ﬁj:;;)?d“ ' f &T(Ilﬁl)? du}

¥

wl]"
=)
~i
HE ]
wil

En posant k, =k, + k,, on trouve finalement

kyc?
| T(F)| < WI * 7.)[3—7

C.Q.F.D.
Pour trouver une autre borne supérieure de J(F) et de J(F,®) nous
remarquerons les inégalités

u F—g r
G(r,u,v)SF pour Vi —u? <v <r, o<u<l7:,
2

v B r
2 s Ve di<u<r, 0<y< —,
7 V2

» .
Gruv)<1 > 17,2:<u<7',,—l/—;<v<7'.

On obtient ainsi:
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f|F u) | u® f|d§v|vdvdu+ f|(1) v2f|F(u)|ududv+

Ve Vip—y?

(27) f w)|udu - fltD |vdv+4f|F () | w du - f|(p v|vdv +
s
f|a> )|t dv - fIF Wudu +4 le W) |t du - f"” )] vdo.

11 s’ensuit?®

v Vs

|J(F,LD)|£§ Max|a: f w)|wtdu + 2 (MaxIF |) @) vt dv +
Yo 0

(28) +1‘2-(M;XIF(M)|) f| |dv+4f|F )| wdu fla) o)|vdo +

Va

f|F (w)] w® du - f|¢1) v|vdv + = fllD v)| v dv- f|F )| u du.

Enongons maintenant le lemme fondamental suivant.

\[g
ol

Lemme II: S les fonctions F et @ satisfont aux inégalités

(29) | F()| < T _f _E
, %2>6
(30) 120l < {4

il existe une constante k= k(x) ne dépendant que de x telle quwon ait

4cf|(D v)| v dv 4cf|F u)|u® du
)] - k(x)ec

(31) |7 (F, (e —2)(r + 1)""1 (x —2)(1 + (—I?I—r)“'

b
! Nous désignerons par Max -f(u) le maximum de f(u) dans Vintervalle {(a, b).
a
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Cette formule s'obtient immediatement de l'inégalité (28) si dans les quatre
premiers termes on remplace F et @ par les seconds membres de (29) et (30) et
si on calcule une borne supérieure des deux derniers termes au moyen des

inégalités suivantes

lequzdu——(— (,_I*_ fIF w)| ' du <
f]F W) u du le(qu du

< b |F Nu*du + — ( e du 2 du)
et el At (r+ e
0 0
1 ¢
fl‘l’ wludu=<d [(1_+7)*:(I?‘_(7—2)(1 + )t

§s.

Propriétés générales des solutions de ’équation de Boltzmann.
Intégrales premiéres. Soit F(r,t) une solution de l'équation de Boltzmann

oF

or = T

. .. .. . OF .
continue ainsi que la dérivée I dans le domaine

oO<Cr<<®
h=t<t
et satisfaisant aux inégalités
(32) o< Flr, t)<—-~ ¢ o=ae<3,a+f8>6

(1 + 7)?
ol ¢ est une constante.
Ceci posé désignons par h(r) une fonction telle que
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f‘ e

converge. Cette condition entraine la convergence uniforme de

o

1)L 4,
f()

1]
d’ott I'on conclut

. F 2
L Feyar= f B T(F) dr —

f ff (ryu, V) uv Flu, ) F (v, ) dudv dr —
—fhr [Pa,?ﬂ Flryt)drydr.
0

A cause de la convergence absolue nous pouvons effectuer d’abord l'intégration
par rapport & » dans le premier des termes du second membre. On trouve ainsi
la, formule

o;it h( F(r,t)dr= fouv (u,t) F (v, 8) du dv

ol la fonction symétrique @ (u,v) est définie par la relation

u Vo2

Q(u,v)::4uv(jh(r)dr+vf@dr+ fl/iﬁ@h(r)dr) —

pour v << u.

4

Si dans cette formule on pose h(r)=1* ou h(r)=1* on obtient

Q(u,v) =o.
11 sensuit que les intégrales
14—-32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 23 novembre 1932.
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€ x*

fr’ F(r,)dr et fr"F(r, t)dr
0

0

restent indépendantes de t dans tout intervalle t,<t=<1t,, o la solution F(r,t)
satisfait & une wmégalité de la forme

4

| F(r, 0] < )"”.(I +7)

o<ae<3, a+pB>6.
Majorantes des solutions F(r,t). Nous nous proposons maintenant de re-

chercher des bornes supérieures de F(r,t) valables dans l'intervalle (o, %) et ne

dépendant que des valeurs initiales f, () que prend F'(r,t) pour t=o.

Désignons les invariants

par A respectivement B et écrivons 1'équation de Boltzmann sous la forme (voir
formule 23)

A cause de l'inégalité S(F)= o il s'ensuit

%l;HArFsJ(F)

d'ou P'on conclut, en intégrant,
t

(53) o= fi)ert [ et m .
0
D’aprés les inégalités du § 4 nous avons

r

(Y

ax o«

J(F)sgfyw(v)dv-qu(u)du +4(qu(u) du,)2£

r

Ve

|

3

L
[

2]

- 2
Sg—;équ(u)du-—i- 4[ uF(u)du] .

LY ¥

e

v
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En utilisant les relations

qu(u)du_yr—zfzﬁF(u)duﬁ 1—

(34)

qu(u)duS n .I*T [u4F(u)du = ﬁ} 2

on en déduit

(35) JF)<8(V2 + 1)%
(36) J(F) = };@75 L 32 B

T1 est aisé de voir que ces inégalités entrainent lexistence d'une constante
C (4, B) ne dépendant que de A et de B telle qu'on ait

C(4,B)

7 (1 + 7

(37) J(F) <

En portant cette majorante pour J dans le second membre de (33) on trouve
I'inégalité importante

(38) o0 =fl) + S B)

Si, dans la formule (33), on remplace la fonction exponentielle sous le signe
d'intégration par 1 il viendra d’'une maniére analogue

(39) Fr, ) < folr) + 16:((111,521)5

La formule (38) met en evidence le fait important suivant: Chaque solution
F(r,t) qui satisfait aux inégalités (32) admet une majorante indépendante de ¢
et ne dépendant que des valeurs initiales de F(r,1).

Nous nous proposons maintenant de démontrer le théoréme suivant.
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Al

S . OF ; .
Théoréeme I: Soit F(r,t) une solution de Uéquation ((,) e T(F) satisfaisant

pour o <t <t aux inégalités
C
<< . <l < < >
O__F()’t)_r“(l—f—r)ﬂ o<e<3, a+fB=y>6

et prenant pour t =0 des valeurs initiales f,(r) soumises aux conditions

OSfQ,(r).é;%— #=y>6
ot a et C sont des constantes. Ceci posé il existe une constante K = K (a, A, B, »)
ne dépendant que de a, A, B,x telle qu'on adt
K
F(ioH= "
pour 0o =t <t.
Pour la démonstration nous allons introduire la notation

DM (g, 6) = borne supérieure de " F'(r, 1)

dans le domaine ¢ <1 < ®, 0 < £ < ¢,.

Désignons en outre par K,, K,, ... etc. des constantes ne dépendant que de
a, », A, B.

On déduit de la formule (33) l'inégalité

(40) Fi)<fo)+ 1\;}5 J(Fr, ).

En posant dans (28) @ = F et en utilisant les inégalités

f@;lf‘(v)dv§(¥) [U4F(v)dv£§—jal~2

on trouve aisément la relation
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J(F) s%[MéxF(u)] LS [Ma Flu )] + %fmF(u)udu +

T

=iy
il

Va
o«

(41) + 874 Fu)udu =

P
o«

:%«(Maxﬁ’(u)) + lff fﬁ'(u)udu + %fifF(u)udu‘

Vg T

En portant cette expression dans la formule (40) et en remplacant f,(») par
rL: nous obtenons

o

42) Frt <4 +Max F(u, t)udu-%lg Maxl' (u, t Flu, tudu
" r? 2
; u=e

A chaque nombre positif ¢ nous pouvons déterminer des nombres r et ¢
situés dans les intervalles

o< t<t, 0o<<r <<
telles qu'on ait
F(r,¢) > ——‘—M(Q’;;) —e

Ceci posé on obtient par la formule (42)

Mly)—e_a_ 4 Mey KWV (o \ K Mey)
rt Tt y—2 g e V2 y —2 2

Comme M(g,7) = M(V_,y) on en déduit

L= © g 4 K ar (£
(43) Me.7) 637,,(_y+7_2M(e»7)+,_2M( ,7)

ou lon a posé

K=KV +-%5.
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r étant > ¢ il suit de la formule (43)

v — 6 a K’ 0
LT Moy —e< 4 S, M-S p)
y— 2 (0.7) ot (1, 5 7)

Ceci ayant lieu quelque petit que soit ¢ on trouve finalement

K3 K

ol ¢; et K’, sont des constantes ne dépendant que de a, y, 4, B.

En itérant cette inégalite » fois de suite il viendra
e, K, K'\?
W men= e B ()

o (e ()
|

K’2) ( 1 )"_‘_1 n(n+1) 0 )
+ (== 21+’+ cn—1 + 2 M=
( ¢ vare?

ou l'on a posé

On a évidemment IV[( 0n+1,/) < Mo, 7). Si l'on prend n plus grand que

(V2)

LB on voit qu'il existe une constante ' indépendante de ¢ telle qu'on ait

(04

M) < -2

14

11 s’ensuit
' < p <
Piry<C o=r=
r o<t <.

Cette formule montre que M (g,x) est fini. Nous pouvons donc appliquer l'iné-
galité (44) pour y = et nous obtenons, en posant ¢, = K;, K'; = K;

(45) Mo, x) < K, [1 + fg’ (Igfj)-z +o o+ (%:})n 2”“"'"*1] +

K_)n+1 nn+1) 0
+ | = 2 2 M{——=,5 %)
( 92 ((V 2)n+1

On en déduit pour ¢ > V K,
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ﬂ’[‘i) K n+1 0
(46) Mo, x) <2 2 [KG + (9_27) M ((]/Z)T‘ﬁ’ '{)]

On a évidemment

M ((Vf)m’ ,) < Mo, %) + Max (™ F(r).

e
Or il existe d’aprés (38) une constante K telle quon ait

K,
(47) Pirg)< 3+ 5%

Done
¢
Max (r* F(r,t) < Kg0* % +a
__ e
Se
4 —
Ml ————— x| < Mo,x) + Ko %+ a
((VZ)’IH—I ) (9 ) s@
et par conséquent & cause de (46)

7 (n+1)

nni1) K n+1
Ml <23 (Kyta+ (Bg) " e + Kon)

n(n+1)
nlntl) (F \n+1 nintl) K KL o
M(Q, %) (I —2 2 (?2() ) < (KG -+ a) 2 2 + ”»8712;»-}—‘7#—%_2—7

7

. . *—
Prenons maintenant pour » un nombre entier > — et fixons aprés un nombre

K, tel quon ait

nldn) (K \nt1 g
1—2 @ (%) > - pour ¢ > K.
0 2
Il s’ensuit
n(n+1)
n(n+1) 2 Ks K17'+1 B

Mo )< z2(Ks+a)z 2 + =

pour o > K,.

K%n+7-x
Si lon remarque que, d'aprés (47), la borne supérieure de »* F(r,f) dans linter-
valle 0 < r < K, est inférieure a

K K5 +a

on trouve donc finalement
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n{n+1)

nintl) > K KnHl.2 2

Mlen) < KK+ a+z(Keta)z 3 + 2002
9

pour toutes les valeurs de ¢. En désignant le second membre de l'inégalité

précédente par K nous obtiendrons

C.QPF.D.

Les bornes supérieures de F(r,t) que nous avons obtenues jusqu'ici tendent
toutes vers l'infini lorsque » tend vers zéro. Nous allons maintenant démontrer
le théoréme suivant qui montre que F(r,t) reste uniformément borné méme dans

le voisinage de r = o lorsque f,(r) est borné.

. . . or o
Théoréme II. Soit F(r,t) une solution de Uéquation o= T(F) satisfaisant
aux inégalités (32) dans le domaine 0 <t << t, et prenant pour t =0 des valewrs
initiales f,(r) soumises aux conditions

(48) 0= folr) = i i e %2> 6

ot a est une constante. Il existe une constante ¢ indépendant de t et ne dépendant

que de a, A, B, » telle qu'on ait
(49) Firt) <

fF(r, )t dr
0

reste supérieure 4 un nombre positif 3 £ qui ne dépend que de @, 4, B, ». Nous

Remarquons d’abord que

avons, en effet, en tenant compte du théoréme I,

€K© o0

@ 14 ©
B=[F1'4drSlfFr3dr+ fF7'4d7'<lf]")'gdf'+Kf7.xI_4d1~=
[ 0 14

0 1

. K
—1| Frtar+.
f (x = 5) 7
0
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= (B (if 5));5

bt 1

Si l'on prend
on trouve

0

En partant de 1'équation (23) et en tenant compte de l'inégalité

0

S(F) Zg [1? F{r,,Hdry,

I

qui déeoule immédiatement de la formule (21), on obtient

oy fF dr- T < J(F).

Il s’ensuit & cause de (50)

r

_? ' 3 dr) << g
(% +(2E 3]1«1 d;)qu(r).

0

Nous avons
,

fF3dr< Frar=24r
3 3 3
0 0

3 FE
Si l'on prend [, = ﬂ on a donc
(51) 6£+FF J(F) pour o < r <.

11 s’ensuit d’aprés (33)
_ 2
0—5 +EF=<8(V2+ I)ééw

En multipliant par +* et en.intégrant, on trouve
(52] OfFr? dr )
e YE EfF7'2'd7' <8(V2+1)4A%r o <r<l.

15—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 23 novembre 1932.
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On déduit de la

- r ot -
fFrgdr < e Pt [ﬁ, ()2 dr + ! Eif— -8(Vz2+1)A%r o<r<l
0 ht

et enfin

(53) fF7'2d7‘£b17' o< r<l
0

ou b, est une constante ne dépendant que de a, 4, B, z. Nous utiliserons dans
les formules suivantes les symboles by, by, . . . ete. pour désigner d’autres constantes
ayant la méme propriété. Nous pouvons employer l'inégalité (53) pour trouver

une nouvelle borne supérieure de J (7).

On a

x

{
(54) fF(u)udquF(u)udu-i-;l/ o<r<l.
1

, r
Ecrivons

w(r) = f F ()t du

et intégrons par parties dans l'intégrale du second membre:

b

(55) fl’(u)udu = [tiz(tl)]il+ f?’ug‘_)dug

r r
L

du 21
=b + bl‘/‘*@_ﬁi < bglogﬂf-
En utilisant 'inégalité
,
Vg o«

0 1= [ Fan JECEE| f Fludu|

qui s’obtient au moyen de la fonction G, (r,u,v) du paragraphe 4, on trouve

' 2[1 2 I .<Z
J (F) < bg|log =+ < b 0<r <t

)
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En nous reportant & la relation (51) il s’ensuit que l'inégalité (52) peut étre

remplacée par

dw byrt
Oit + Ew <

d’ou Yon conelut
(57) o (r) < byr® r<l.

Si dans la formule (55) on remplace w(r) par le second membre de (57) nous
trouverons

=

fF(u)udu< By

et & cause de (36)

J(F)< b, r<l.
On a donc d’'apres (51)
%+EF<67 pour r <1,
et en intégrant
I < b pour r < [,

ot bg et l; sont des constantes qui ne dépendent que de a, 4, B, . Il suffit de

combiner ce résultat avec le théoréme I pour avoir la démonstration compléte
du théoréme II.

Minorantes de F(r,t). Nous nous proposons de trouver aussi une borne

inférieure de F'(r,t) en supposant que les conditions du théoréme IT et 1'inégalité
(58) for)=k>o0 pour 7, <7 <7, +d

soient remplies. En appliquant l'inégalité (49) on trouve
L= [P(r, r) Flr)ridry,< A;r + B, =L,
o

ou A, et B, sont des constantes finies qui ne dépendent que de la fonction f; ().
Il s’ensuit

oF

ot + (47 + B) F'= J(F)

et par conséquent
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t
F=fy(r)ehr+Bit o [e* CirtB) =i J(F (r, 7)) do
0
d’ou l'on coneclut

(59) 1"2‘}‘6(;-) e_‘(AIT+Bx)t :‘ﬁ) e——L,t.
4

(60) P = et Bit f J(F(r, 7)) dr.

0

La formule (59) donne déja une minorante entiérement déterminée par la con-
naissance de f,(r) mais celle-ci a la désavantage de s’annuler pour { > o lorsque
for) s'annule. Nous pouvons obtenir une nouvelle minorante en remplagant
F(r,7) dans le second membre de (60) par f,(r)e~“i7+B) On trouve ainsi

t t

FZe‘thfJ(foe_L")dTZe_"l‘fJ(j(',e—"*‘)dr:
)

0
x X
=g tem AT B [f G (r, u, 1) wv.f) (u) e= W w+BIL L () = vk B oy gy,
0

Soit y un nombre satisfaisant & l'inégalité
(62) 1<y< )2

et désignons par b la borne inférieure de G (r,%,v) dans le domaine

7 r
- =u<< o, ~<p<< o,
Y 7

Cela posé on déduit de (61)

x

2
(63) F= 4bte_(“l“'Bl”(fe—(“*“*Bl)’j(',(u)udu) .

r

Cette formule montre, si l'on tient compte de 'hypothése (58), que I'(r,?) ne
peut pas s'annuler pour 0 <. < y(r, + d), t > 0. Pour trouver une borne inférieure
dans un domaine plus étendu nous partagerons l'intervalle (0,f) en # parties
égales (n étant un nombre entier dont la valeur sera precisée plus loin) et appli-

querons successivement les inégalités
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t v t — 2
(64) F(r, %) 24b£- ¢ irt Bl [f e_(A‘"+B‘)nF(u, 2 - ’)t) udu]

U )

qui découlent de (63). On trouve d'abord en posant yr,=r1,

t

t
(65) F(T, ;:_) >4 b% e—‘(Aﬂ'x“'Bx)n [7"0]66_ ("1I(r0+d)+BX)E d]E _ kl
pour o <1 << 7.

Prenons maintenant un nombre « satisfaisant aux inégalités

(66) I <<a<y
et posons

[£4

= 4.

7
En supposant

o<r<<ar

on a

(r t 2

F (7.’ %_t) > 4b 1 e—(:h ard-Bx); [f . (4, r:+B|); kl w du] >
n 7
Br

t
L N (VTR THE

1

t
=he Uk =k,
ou l'on a posé
t _ght
(67) h=4b Fl—grte
Pour » = 3 on obtient de (64)

ar,

3t t —entn)t —(Aian+B) 2
F e >4b?—1~e n e nkyudul >

Ban

t _ o 2 o o
> 4b e I a (1 ot ) =

t
—34 2y
=hate "kl =l

pour 0 < r < a’ry.

117
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Par le méme procédé on trouve, d'une maniére générale
o vi v—1
Flr,—) >k pouro<r<e1lr, v=1,2,...0.
7)2 P 1 ]

t
—34,avr —
1@ 1L

(68) kyp1=hatv Ve -k y=1,2,...0n— I

En désignant par g¢,,¢,, . . . etc. des constantes positives finies qui ne dépendent
que de f,(») nous pouvons écrire (d'aprés (65) et (67))

t t
(69) loghk, >log—g1 — 9.

t t

-~ L —a..
(70) logh>log —gs5, 4.
Comme « est > 1 on déduit de (68)
log kv41 > logh — g5 ta" + 2log k. ve=1,2,...0—1.
On tire de la
o i 1 R B POV

(71) ;1 2"*:1 log kvy1 > 2 (I - ’2*;,;7) logh — s 7)? 21 ’2; (2) + Zlé-': log ks

et par conséquent
1 1 I t 1
Eilogkn > '2~logh + élogkl — s, 2ﬂlog h.
On a évidemment

log h < 10g£ + g

1 I t
-] < — - ..
o ogh 2nlogn + g,

Il s’ensuit & cause de (69) et {70)
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Prenons maintenant pour » un nombre entier >'1 satisfaisant a l'inégalité
oy >

On voit qu'il existe une constante g,, telle que cette condition soit remplie si

l'on prend » =le plus grand entier qui ne dépasse pas

log (r + 1)
log « + 10-
On trouve ainsi
log F(r, t) > log ky >
: tog(r 1)
> (logt— (g + 1) — g — log (bil%ﬂ . g)) ey,

=——(bg1ﬁ—@8+I)t+gg+hg(bg@“+Q-F%J)2%0u+ﬂgg-
t log «
En remarquant que ¢ peut &tre choisi aussi voisin de V2 que l'on veut on voit
que cette formule conduit au théoréme suivant.

Théoréme III. Soit F(r,t) une solution non négative de U'équation de Boltz-
mann  satisfaisant aux conditions du théoréme II pour o <t <<t, et se rédussant
pour t=o0 & wune fonction continue f,(r) qui w'est pas identiquement nulle. Etant

donnés deux nombres positifs ¢ et t, ausst petits que Uon veut, on a

(72) log F'(r,t) > — ¢, (1 + 7)2*e

pour
h=<t<t

ofL ¢, est une constante finie ne dépendant que de f,(r), &, ¢, et e.

En combinant les inégalités (49) et (72) on trouve
(73) [log F{r, )] < cp (1 + r)2*e h=t<t

ou ¢, est une constante analogue a ;.
Cela entraine que les intégrales

HszlogF- r2dr.
0

f(logF—i— )T (F)r?dr = [logF -T(F)r*dr

.
0 0
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sont absolument et uniformément convergentes. Il s'ensuit que H admet une
dérivée par rapport a ¢ et que l'on a

x

dH - 2 g
T log F'- T(F)r¥dr.

0

L'inégalité (73) entraine aussi que les conditions de convergence qui sont né-
cessaires pour arriver a la formule (11) § 1 sont remplies. On obtient ainsi une
démonstration rigoureuse du H-théoréme de Boltzmann.

Signalons finalement le corollaire suivant du théoréme III: Si, a l'instant
initial, les vitesses de toutes les molécules-du gaz sont comprises dans des inter-
valles finis on trouvera néanmoins que instantanément aprés toutes les vitesses
seront représentées dans 'ensemble des vitesses des molécules.

Continuité uniforme de F(r,t). Pour 1'étude qui fera l'objet du paragraphe

8 nous aurons a nous servir du théoréme suivant:
L , - . . . OF : .
Théoréme IV. Soit F(r,t) une solution de Uéquation T T(F) satisfaisant
aux conditions du théoréme II dans tout Uintervalle o =t < o« et se réduisant pour
t=o0 a une fonction f,(r) continue powr o <r < «. Etant donné un nombre posi-

tf ¢ ausst petit que Pon veut nous pouvons trouver un nombre positif d tel qu'on ait

| F(' t)— F(r,.t)| <e
pour
| —r|<o

o< t<< w0,

Pour la démonstration nous allons écrire 1'équation de Boltzmann sous la forme

OF
(74) 5f HLE)F=J(F).

A fin d'indiquer explicitément que les expressions L(F) et J (F) dépendent de »
et de ¢ nous utiliserons les notations

LF)=L(F'!», 8, JF)=J(F|ri.
Posons

F,O)—F@' )= 9.
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En remplagant dans (74) » par »° et en retranchant I'équation ainsi obtenue de
(74) nous obtenons

75) 22 L L e=JFir0—J(FF. 0 +

ot
+ P, ) (L(F v, ) — L(F|r,t)=

el | ST RS I

ol ¢ est une valeur comprise entre » et ». Nous avons

oL . 4 .2 . .
(76) 7(5[1,_15_): f (2_§ %;)F (r)ridr, + 5431 j Fir)ridr,.
0 >
(77) 0J(§;7’t)=4ff G o (r, w, v)uv Flu) F(v)dudv =
0 0
ul + o2
—~—~-—fF w?du - f[' vdv—~fF e **T(v/)@dvdu
+
Ve “ /U

En prenant les valeurs absolues et en remplacant I7 par le second membre de
I'inégalité (49) on trouve que les valeurs absolues des expressions (76) et (77)
restent inférieures & des constantes finies et indépendantes de » et de ¢. Il

s’ensuit que le second membre de (75) est inférieur a
Elr —7|

od % est une constante finie indépendante de » et de . Nous avons, d'autre

part, d'aprés les développements aux p. p. 99 et 113
L(F|r t) >k

ou 'k, est une constante positive indépendante de et de . Cela posé on trouve,

en intégrant 1'équation différentielle (75) qui est linéaire en 2
4 k 7
12l < 1) — A0+ Elr—r].
1

D’aprés nos hypothéses nous pouvons déterminer un nombre J; tel qu'on ait
16 —32611. Acta mathematica. 60. Imprimé le 25 novembre 1932.
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o) = £} < pour |r— | < 4.

En prenant J égal au plus petit des nombres J, et %? on trouve donc

|F(',0) — F(r,t)| < ¢ pour |7 < | <4,

ce qui démontre notre proposition.

§ 6.

Théorémes d’existence et d’umicité.

Pour démontrer l'existence de solutions de 1'équation de Boltzmann nous
allons appliquer un procédé d’approximations successives qui permet en méme
temps de conclure que la solution obtenue est positive.

Soit f,(r) une fonction continue de + satisfaisant aux inégalités

0= folt)= =, (x > 6)
TN+ ’
et définissons successivement une suite de fonctions F,, = F, (r, §), (n=0,1,2,..)

par les relations
Fy(r,t)==ert fy(r).

[282 s oty o+ 8(F = T (e

(78) ‘

lFﬂ(T7 O) :ﬁ)(f').
Cela posé nous allons d’abord chercher une borne supérieure de F,(r,1). On a
J(Fo)=e*1'J(fy), S(Fp)=o.

I1 s’ensuit, en intégrant 1'équation (78) pour n =1

t
0= F, <f,(r)e 24t 4 fe““'(“"’)e“tJ(ﬁ,)dr <

0
t

(79) S‘ﬁ)(r)e—QArt + eytfe—.)Art—t)eytJ( O)dT:

0

—ferart s (e T

__e—QArt
2A4r+y
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Appliquons maintenant le lemme IT (p. 103) & J(f,) en utilisant 1'inégalité

(80) Sl <r

ou c¢ est la constante qui figure dans la formule (49) du théoréme IT (p. 112).
En posant

fw Sfolryridr—=4

nous trouverons ainsi
84c k (o) ¢
(x—2)(1 + )t " (1 + 7P

J(fo) =

et, par conséquent,

MPE:
4 (I + r)x—l (7. + L) g
24
Posons
4 _ 1— .
%z —2

Il suit de la formule (81) que nous pouvons déterminer un nombre y ne dépen-
dant que de ¢, 4 et x tel quon ait

J(f;\} o 2 C
(82) sdrty ™ (‘ . 5) (*

On trouve ainsi & cause de (79), (80) et (81)

e
" 2

En désignant par ¢ la solution (par rapport & t) de l'équation

(44
I—-)ert=1
> .

on tire de (83) 'inégalité
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iyt
F, < (_c_: 5 [e— @Ar+t 4 (1 — g RAr+iY] =
S
7t
= (Ic_f_;? pour © = { < 4.

Calculons maintenant une borne supérieure de

% t x
T s 4 oF, .,
jlll d) A—ff(?t;d;dt.
] 0 0
En utilisant la formule
ol . YW g
i =) — (247 + S(EDE,

et les inégalités établies a la page (103) on trouve

x

| <l d )+ e [ e+ slanl)) =

0

<WWGM@jﬁ;

ot C(x) est une constante qui ne dépend que de x. On en déduit

IfI"l ridr — Al < tedite? 02 (/)
0

ott l'on a posé

2
1+t ar.

Soit ¢’ la solution (par rapport & f) de 1'équation

terttet Cy(z) = ZA

et désignons par d; la plus petite des quantités J et d’. Nous avons ainsi obtenu
les inégalités suivantes pour la fonction F,(r,?)
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ceit
o=F < ——
Lo+ e

A(I—a)<fF1r2d1‘<A(I + Q)
2 2
0

pour 0 = {=<4,.

Je dis que les mémes inégalités sont valables aussi pour toutes les fonctions
F,(r,t). Nous pouvons démontrer cette proposition par induction de la maniére
suivante. Supposons quon ait
cert

(r + 7:)’7"

(83) A(I-- ‘;‘)<fEl_l,.2d,.<A(I+ c;)
1)

pour O = ¢ = d,.

(84) o = I'n—l <

En tenant compte de l'inégalité S(F,—.) = o on déduit de (78)

t
(36) B = f, () e—24rt 4 f 2 A7) J (o) d.
0
En appliquant l'inégalité (31) nous trouverons

8cert f Foaridr

5 k(%) c® 6?7
I (B < (e—2)(1 + et * (1 +7)

<egert) . —— o +

On en déduit (en utilisant que le second membre de (81) est inférieur au second
membre de (82))

¢ 8(I+Q)Ac

—0 2

—2 A7 (t—7) A th(thj e:‘({r_t) . _— E,;,, _ _k(l)p“

fe ’J(Fn—})d'[ < 2Ar+y k—2)(1 + o) " (1 + 7y
0

k(x) ¢

r

7t oyt —2Art LA B 4¢ N :
<et(er'—e )(I+2) | +(I-{—r)"(2A1‘+7)
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t
< _‘ﬁ__(eyz —gmrary) (1 — ‘Z).

(14 7y

Nous avons donc en vertu de (86)

cert «
F,< —— __Je—24rtyt — AN gyt [y T <
N [e +[1—e le 5
cev! <t< 49
<(I+1'); pour 0 = { < d;.

Nous avons aussi en vertu de (78) et (80)

<ener( ) (f et S ()| <

9 F,
T

< évie* Oy () (TJT;);-J

A(I——g)<anr2dr<A(1+g) 0= t<d,
0

Cela posé l'inégalité

s'établit exactement de la méme maniére que l'inégalité correspondante pour F;.
Notre proposition est donc vraie pour F; si elle est vraie pour Fy;.

Nous pouvons résumer le résultat obtenu de la maniére suivante: Les
approximations successives défintes par les équations (78) satisfont aux inégalités:

. cett
< Fp < —,
(87) O_‘ﬁ"<(l+7.)x
n=1,2...
(88) (I~§)A< [I'n7~2d7'<(l+g)A
0
Doy 0=t=<d,

o y et d; sont des constantes qui ne dépendent que de =, c, 4.
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Convergence de la suzte F,. En retranchant les deux équations

WLt (o 4 S Fara = T (),
0£n + [ZA"' + S(El——l)]Fﬂ:J(Fn“—l)

on obtient

O (Fuss — Fo)

(89) i + (2 Ar + S(Fn) (Fosr — Fo) = J (Fn + Foey, Fo — Fny) —
- Fn S(E'n - .Fn-]).
Posons
. . e(7+ﬂ)t
(90) , Frno= Pn (I T 1‘)"’
(o1) fl Fr(u) — Foei(u)|0® du =1, 161,
0

Soient w, la borne supérieure de |gp,| dans le domaine 0 <r < 0, 0 ==,
et @, la borne supérieure de 1, pour 0 < ¢ = ¢§,.
En portant l'expression (9o) dans le premier membre de (89) on obtient
097n+1+(A‘, foncti s —
~g¢ tlzdr+ g+ y -+ fonction positive) gn+1 =

= e~ @rAL (1 + 1) [ (Fp + Fpey, Fp — Fr) — Fu 8 (Fn — Fua).

(92)

En utilisant les inégalités

2¢cert
4 —
| Fo + Frn ) < D
e(7+ﬁ)t

‘F1z)‘Fn—1‘ = mnmv

o0

f(Fn + Fp)rfdr<z4 (1 -+ g)

0

len —'Fn——ll’”gd’": Y 1A =0, v+ pit
4}
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on trouve en vertu du lemme II (p. 103)
81+ %) A w18
2 " 80, ert v+t

o)+ T 2) (14 e

2 k(%) cwy e®7FAL

-

| J(Ivn + Fn—l, -Fn _Fﬂ—l) | =

+
(1 + )
Nous avons aussi, 4 cause de la formule (21),
| S(F) — Fo)| < elitB) @, = L dr, + 2 frjf*drl] <
, ar ) o

0 0

< Oy (#) wp 1A

ou C;(x) est une constante qui ne dépend que de z. La valeur absolue du
second membre de (92) est donc inférieure a

44
8(1 + E)ACUn,(I -+ 7) N 860"6‘/‘{{(} + 7)

T - + 2k(#)cw, et + ¢ Cy(x) wy e,
% — 2 7z —2

En intégrant I'équation (92) on trouve

( ) (1) L 2klee + o Cylx) e

< .
(93) Iq)"+1|—w" )2A)+3+/) 2A7'+lg+7

~ 8ee (1 + 1) .
(x—2)(2Ar +8+7)

+ 0,

Nous avons aussi

|¢n+l‘7
0n+1 ( +7) dr =
0
g 8(1+a)A(1+7‘)
(o) <wf RANRE A +2k,() cet + ¢ Cylx)erd| o* Cdr+
o4 T | E—2)2dr+ 8+ ) 2Ar+8+y (1 + )

8celdi(1 + ) r:
* ‘9"f(,_‘2><2A,¢ B+ )+

0
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Les valeurs maxima des coefficients de w, et 6, dans (93) tendent vers

4 (1+g)=(1—a)(1+a)<1—a
% —2 2 2 2

4(33731

Al —2)

respectivement

lorsque 8 tend vers + . On voit, d’autre part, que les coefficients de w, et 6,
dans l'inégalité (94) tendent vers zéro pour 8 — . Nous pouvons donc fixer
un nombre positif 8 de maniére qu'on ait

(.()n.{-ls (I—Z)wn + 2K0n

(95)
0n+1 = e(wn + 0n),

¢ étant un nombre donné aussi petit que l'on veut. On déduit de (95)

2 K 2Ke¢

o= (=8 2K ook (s Yo
I —a« 2 I —« I1—a

Wp+1 +

En prenant pour ¢ un nombre positif satisfaisant aux inégalités

2¢ K« e
<=, e<2”
1—a 4 4
on trouve
K
Wny1+ 2 0n+1£(1_g)(wn+ 2 K 01:)
1 —« 4 1—a
Il s’ensuit
2 K a\"
=2, ¢
(96) wn + —— <h(1 4)
ol & est une constante.
(96) entraine l'inégalité
n
(97) wn<h(1—§) .

La série
2 (Fo(r, t) — Fpei(r, 1)

17—32511. Acta mathematica. 60. TImprimé le 25 novembre 1932.
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admet donc la majorante

d’ot I'on conclut que F,(r,{) tend uniformément (pour o=t =4,) vers une
limite F(r, t).

En utilisant l'inégalité

n+1
heuﬂy)t(l — 9)
4 4

| PPl <

on démontre aisément

lim J(F,) = J (F),

n—x

lim S (F,) = S(F)

n—sx

uniformément dans lintervalle o <¢=<,. Cela entraine a cause de (78) que

] or . p. .
F(r,t) =lim I',(r, ) admet une dérivée continue 9 qui satisfait aux relations

oF
ot

tdr+ S(FNF=J(F),
I ("7 t) :fo (7)

Nous avons ainsi trouvé une solution non négative de 1'équation de Boltz-
mann valable dans l'intervaile 0 < { <X d, et prenant pour {= o les valeurs don-
nées f,(r).

Remarquons maintenant que nous avons, d'aprés le théoréme II (p. 112)

fF(r, 0)rtdr=4
(U

ot ¢ et A sont les mémes constantes qui figurent dans les calculs précédents. Cela
posé, si I'on forme les approximations successives qui correspondent a la fonction
initiale F'(r,d,) on obtient un prolongement de la solution dans l'intervalle

0, <t=<2d,. En répétant le méme procédé » fois de suite on trouve une solu-
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tion dans lintervalle o <¢=<nd,. Comme % est arbitraire il résulte que la
solution est prolongeable d'une maniére continue pour toutes les valeurs posi-
tives de ¢.

Unicité de la solution. — Nous nous proposons de démontrer que la solu-
tion F{r,t) que nous venons d'obtenir est la seule qui prend les valeurs f, ()
pour ¢ =0 et qui satisfait a une inégalité de la forme

(98) I F (7", t)l << (;g?‘)’_‘) %> 6 (C: constante)

dans un intervalle o = ¢ < #,. Supposons, par impossible, 'existence d'une autre
solution @ satisfaisant i ces conditions. On a

09) 2 (1:9—1,‘—@

+(2Ar +SF)F—-0)=J(F + @, I' — ®)— ®S(F — D).

Posons
Bt

P = oy

@

f|E— @|r* dr = et

0
fost=t

w = borne supérieure de |¢| pour 1
O <<y << 0,

6 = borne supérieure de 1 pour 0 <{=<#¢.
L’équation (99) peut maintenant s'écrire

%+@Aw¢+smws—wu+muw+ap—@—@mp—@y

Nous trouverons en appliquant le lemme I1 p. (103)

|J(F + @, F— @)|<|J(2F, F— )| + | J(F — @) <

 8Aweft 246 Ceft 4k(x) Coef!
Tle—2)(1 T r—2) (1 + ! (1 + )
d’ou l'on conclut
e~ Pty + )| J(F + @, F — )|£(égé%j+4k(x)0)w+ﬁg(_l—:ﬁ~0.

On a aussi
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le=ft(1 + r* @ S(F (D)|<Cw[3rf( d7+2f(1+r)"d7 <

1+ 7)*
s 0

k2l

,'.3 ,
<Z 3 wa(l'*‘?‘);d’ =Cw.
0

En tenant compte de l'inégalité S(I) = o on tire de l'équation différentielle (99)

1 - , : 240t +7)
(100) |op|= “Z—Aﬁ}g,[?‘_‘* +ak(0) 0+ C]“’ T =2 edr+d "

Nous avons aussi

x

7..‘.'
lPSf(;;r)JQ’Id"S
0

w
1

0

@«

+ 0 z—Zf(I +r)"—1(2Ar+ﬂ)d7'

[

Les bornes supérieures des coefficients de w et 6 dans 'équation (100) tendent
vers les limites

lorsque @ tend vers l'infini. On trouve d’autre part que les coefficients de w et
de 6 dans (101) tendent vers zéro pour 3 — . Nous pouvons donc déterminer

un nombre positif 8 tel qu'on ait

Il s’ensuit
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24

A

w.

<
8 K
wS(I—

(A

o}

N R
~———
g
+
|
g
f
—
|
R
S —
e

d’ou l'on conclut

Cest-d-dire F= @ pour o<¢=<1¢. C.Q.F.D.
Nous résumerons les résultats obtenus dans le théoréme suivant. Etant

donnée une fonction continue f,(r) assujettie aux conditions

a
(1 +

0= folr) = pour 0 <1 < ® (x > 6)

11
o0t
O=r<ow, 0=t< o e se réduisant pour t=o0 & la fonction fy(r). F(r,t)

satsfait aux inégalités

il existe une solution F(r,t) de Uéquation = T(F) continue dans tout le domaine

. ¢ r
< o _ <
O_F(7’t)<(1+r)” pour 0=, < ®

ot ¢ est ume constante indépendante de t et de r. Il n'existe pas d autre solution

prenant les mémes valeurs initiales et satisfaisant & une inégalité de la forme

| F| < (;f}),", (C = constante, » > 6)

dans un intervalle o <t < t,. Si f,(r) n'est pas identiquement nul on «

Fr,t)>o0 pour ¢ > o.

§ 7.

Etude d’un probléeme du caleul de variations.

Nous nous proposons de déterminer le minimum de l'intégrale’

@®

I{f)= ffIng- ridr

0

! 8i f = o nous poserons flogf = o.
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lorsque f parcourt 1'ensemble des fonctions mesurables (dans l'intervalle 0 < r < )

qui satisfont aux conditions

ffrzdr:A,
0

-4

ffr’"dr < B,

0

ou A et B sont des constantes positives données.

Si nous posons, pour simplifier,

,‘i

(102) 3— =z, f(la/r},_yalc) =@ ()

les formules ci-dessus seront remplacées par les suivantes:

x

2

f¢$§dxﬁ B3 =B,

0

Désignons par w(s) la mesure de l'ensemble des points x pour lesquels
@(x) >s. w(s) est une fonction non-croissante de s. On démontre qu'il existe
une fonction non-croissante ¢*(x) qui est »equimesurable» & ¢ (x), c’est-d-dire
admet la méme fonction w(s) que ¢ (x).! ¢@*(x) est déterminée d'une maniére

unique si 'on ajoute la condition ¢*(x)=¢*(x + 0). Il est clair que nous
avons

1

Voir G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Acta matematica 54 (1930) p. 81—116, et F.
Riesz, The Journal of the London matematical Society, Vol. 7, p. 10—13.
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o Ll

j@ﬂ@m=j@@ma

w0 @0

f‘}’* () log g* (x)defm(x)loggv(x) dex.

2 ~ » »
Comme z? est une fonction croissante on trouve

-] x

f‘!)*(x)%‘%dwﬁfw(x)x%dx

0 0

I’égalité n’ayant pas lieu & moins que @(x) soit égale a @*(x) presque partout.
Il s’ensuit

©

fq)*(x)xgdwﬁBl.

0

Pour résoudre le probléme qui nous occupe il suffit donc de considérer des fone-
tions ¢ (x) non croissantes.

Cela posé, soit ¢, (x), @s(x), . .. @n(x), ... une suite de fonctions telle que
I, (ps) tend vers la borne inférieure de I,(p). Les fonctions g, () sont uniformé-

ment bornées pour § <z < o {d >0). Nous avons, en effet,

A =fq)n(x)doc2 x @n (),
0

o0

ﬂszwﬁngﬁ%m

0

d’ou l'on conclut

_4

(103) gale) =",
B
(104) pule) <7
37

D’aprés un théoréme connu il est done possible de choisir une suite d'indices

Ny, Ng, - « . M, . . . telle quela limite
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lim ¢,, (z) = ¥ (x)

existe pour toutes les valeurs de z dans lintervalle o <z <. 1l est clair que
W(x) est une fonction non négative et non croissante. L’'inégalité (104) montre
que @y, (r) admet une majorante indépendante de » et intégrable dans I'intervalle
(d, ), d>o0. Il s'ensuit a caunse d'un théoréme fondamental de la théorie de
Lesbesgue

f——y

(103) lim .qn,,,_(x) dx = fw(a:) dx (d > o).
d q

Nous avons aussi, par un téoréme de Fatou

2 2
lim | @p (@) xdde = fw ()23 dx
¥ o 0 0
d’ou l'on conclut
(106) ftp(x)xgdeBl.

Introduisons maintenant le symbole log ¢ de la maniére suivante

+

logp =log ¢ pour ¢ =1,

+

logp =0 pour 0 <@ < 1 et pour ¢ = .

Nous pouvons écrire I, (pn) sous la forme suivante.

€KX

+ S
(107) I (pn) = {zpnlogqan dx—fqonlogqjdx.
s b

II est clair que I, (p,) est inférieur & une constante C indépendante de »n. Ilen
est de méme de

w'1+ La
nO‘_‘x.
f«p 0

0

Nous avons, en effet, en tenant compte de l'inégalité



Sur la théorie de l'équation intégrodifférentielle de Boltzmann. 137

I

1+1__
<
9')08'(}) 0!

fw log - dw = + ] log - da
q?n ¢n — e j (pn s q)n .
0 ¢

Soit ¢ la solution positive de 1'équation

5B, 1

-+
En remarquant que golog; est une fonction croissante de ¢ dans l'intervalle

I
o<g<_on trouve en vertu de (104)

i - 3 3
Jprox 0= | 531; tog 2% 4= 2 (S5 1.
Il s’ensuit \ ‘
. sBeld 1 21 (s B\S _:
(108) f% logﬁd:cg [_3_] R (?) i

0

d’ott T'on conclut, en vertu de (ro7),

@

+
ftpnlog(pndxﬁ C+ C=0C,.

0

En désignant par FEs 'ensemble des points z pour lesquels ¢, = s> 1 on tire de

oe
f = Log s

g

cette inégalité

Il s’ensuit
d

Cy
< 2 4 ¢
fgpndw—bgs sd.

0
18 —32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 25 novembre 1932.
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Supposons d << 1 et posons s = ) I i On trouve ainsi
¢
d
f@ldxéza‘l%—l/?l d<1.
o logﬁ

Nous pouvons donc déterminer un nombre positif d tel qu'on ait

d

fq)n (@) dz < ¢

[}

quel que soit 7, ¢ étant un nombre positif donné aussi petit que 'on veut. En

combinant ce résultat avee la relation (105) on obtient -

(109) A =1lim fq)nr(x)dx——-fw(x) dx.

y—r 0 v ¢
Les formules (107) ‘et (108) montrent que la borne inférieure de I, (p) est finie
et = — C,.

La fonetion
o
¢n, log -

P,

admet une majorante indépendante de » intégrable dans l'intervalle (o, ).

Nous avons, en effet,

@, log—- = pour 0 < x < @,

Pn l;o' 1= 5@ loo (_i;) pour x = g.
v =) 3 b=] 5 )

Il s’ensuit

B

S | T
lim 2 1o dx = log —dux.
1-—owf¢ v glpnv fw gw
0 0

+
Comme @n, log gn, est = 0 nous avons
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®

+ "~
lim fgpnvlogg)nydxz fwlo‘gwda;.
0

Y— 0
0
Donec

Lol el

(110) k=1lim I (pn,) wal;glpdx—fwl;galdxzflplogwdx.
0 (] 0

p—s 0

Comme la fonction v ({x) satisfait aux relations (109) et (106) nous avons, d’autre

part

f Ylogyde=Fk.
0
En combinant cette relation avec (110) on trouve finalement
f Ylogywdae =k.
0

Il est donc démontré que la borne inférieure de I, (p) est atteinte pour une

fonction non décroissante 1 (x) satisfaisant aux conditions
vl =o, fwx)dx:A,fw(x)wsdst,.
0] 0

Je dis qu'il faut prendre le signe d'égalité dans la derniére relation. En effet,

si nous supposons par impossible

- 2
fw(x)x3d:v=B2 < B,
1}

3
3
nous trouverons en posant ¥, (x)=ay(ax), = (%)
1
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I (y) = f{“{l(ax) (logy (e x) + log a}dz =

(1]
:fw(x)logw(:c)dw+ logaftp(x)d:c:
0 )

=1 (y) + Adloge.

o étant inférieur a 1 il s’ensuit

IL(y) < IL(y).

Or cette inégalité est impossible & cause du fait que I, (1) est la borne inférieure
de I(p). 1l faut donc que la relation

(111) fw(rc)x-??dx—:Bl

ait lieu.

Cela posé nous pouvons appliquer les méthodes habituelles du calcul de
variations pour déterminer la fonction w(x). Soient §, §;, & trois points quel-
conques ot la fonction 1 (x) est positive et continue. Soit h¢(x) la fonction sui-

vante
he () =1 pour |z| =< 4,
he(x)=o0 pour |z| > 4.
Posons
(112) P (o) =y(@) + chsf@ — & + Bhale — &) + yhalz — &)

et prenons 8 et y comme fonctions de « de maniére qu'on ait

o X

f‘f’(w)dmzA,f‘I’(x)xgdx=Bl.
0 0

Cela entraine

i4d Ld St+d
cefdccﬂ—'ﬁfdfc—{-yfdx:o,
= 5-d S
(113) ‘
EN] £ 5Htd

af xgdac%-ﬂfcc%dx—f;ffa:%dx:o.

e 50 5
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On a aussi

40
[a%ll(lff)] D f(logw + 1)dx + p’f logy + 1)dx +
—d &—d

—Zf logy + 1)da = o.
d
g

En dérivant les équations (113) par rapport 4 « on en déduit

i+ 5—d £td

flogwdoc, flogwdx, [10g'1,bdx
L) 556 Gd

i+ L4d SHtd

fdx, fdx, fd:c =o0.
§—d &~d G

i+ §+4d S

2 2 2

[x%lx, fx*‘*dm, jx"duc
i &—d G

En divisant par ¢* et en faisant tendre d vers zéro on obtient

logy(§), logy(&), logy(&)

I 1 I = 0.
2 2 2
3 3 3

§ & 5

Si nous laissons les points & et &, invariables il s’ensuit

(114) logw(§) = —a & + b,

ol a et b sont des constantes. Cette formule est valable en tous les points de
continuité ot W(£) est positive. Je dis que w(x) est positive pour toutes les
valeurs finies et positives de x. Sinon il existerait, en effet, un nombre fini /
tel qu'on aurait

Y(x)=o. pour x > [.

En supposant dans (112) § > ! nous obtenons pour J suffisamment petit

L(F)=1(y + Bhs(x — &)+ yhs(x — &) + 2aloge - 4.
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La dérivée par rapport & a du premier terme dans le second membre est bornée
dans le voisinage de « =0 tandis que la dérivée de «loga - d tend vers — o
lorsque « tend vers zéro par des valeurs positives. Il s’ensuit que I, (¥) décroit
lorsqu’'on fait croitre « en partant de ¢ ==0. Or cela est en contradiction avec
I'hypothése que I, (¢) soit la borne inférieure de I, (g).

Il est ainsi démontré que la relation (114) a lieu en tous les points de con-
tinuité de (&), c’est-d-dire presque partout. La borne inférieure & de I, (p) est
donc atteinte pour une fonction de la forme

2

{r13) —axt T,

Les valeurs de a et b se déterminent au moyen des relations (109) et (111).

Si nous convenons de considérer deux fonctions qui ne différent que sur un
ensemble de mesure nulle comme identiques nous pouvons affirmer que la fonc-
tion (115) est la seule qui donne & I (¢) sa valeur minimum. Cela est déja
démontré si l'on se borne a considérer des fonctions non croissantes. Or une
fonetion ¢ qui n'est pas non croissante (si I'on exclut §'il ¥ a lieu un ensemble
de mesure nulle) ne peut pas domner a I (p) sa valeur minimum %. En intro-
duisant la fonction ¢* non croissante et équimesurable & ¢ nous aurions, en
effet, dans ce cas

(”6) k=1 (97>:Il (W“)

Si @* & @ sur un ensemble de mesure non nulle nous avons

x

] q)":"a:% dx < B,.

0
Or cela entraine d’aprés un résultat etabli & la page 139
I (p*) >k

ce qui est en contradiction avec la relation (116). Il faut done que chaque
fonction qui donne & I,(p) sa valeur minimum coincide presque partout avec la

fonction associée nou croissante ¢* (z).

3,, -
En revenant & la variable =V 32 nous trouverons le théoréme suivant:

Le minimum de Uintégrale
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:fflogf~r2di
0

lorsque [ parcowrt Uensemble des fonctions mesurables (pour o < r < ) qui satisfont
aux condrtions

(117) Sflr)=o,

@

(1) ff( )i dr — ff )itdr = B

0
est fine et s'obtient pour une fonction f de la forme
(119) f=Ce 2"

otv C et e sont des constantes déterminées par les relations (118). La fonction (119)
est la seule fonction continue qui domne & I(f) sa valewr minimum sous les condi-
tions (117), (118).

§ 8.

Allure de la solation pour ¢— .

Nous - nous proposons d’étudier l'allure pour ¢ — « de la solution F'(r,?)
dont mnous avons établi l'existence dans le § 6. Considérons la fonction de
Boltzmann

Celle-ci est, d'aprés les résultats énoncés 4 la page (120) une fonction continue de
¢t admettant (pour ¢ > o) la dérivée continue et ‘non positive

O

H ()= f log F'- T(F)r* dr.
0

En tenant compte des relations

o

(120) fIf(rt Vrtdr = fF yrtdr =B

0
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oi A et B sont des constantes nous savons par les résultats du § 7, que H(¢)
admet une borne inférieure finie. Il s'ensuit (en tenant compte de la relation

H' (f) <o)

(121) lim H' (f) = o.

{0
Nous pouvons done choisir une suite ¢,%, ... &, ... telle qu'on ait
(122) lim H' (t,)=o0

En utilisant le théoréme IV (§ 5) on voit qu'il est possible d’extraire de
tiyty, ... tn, . .. une suite partielle t, (»=1, 2,...) de maniére que I'(r, tn,) con-
verge uniformément vers une fonction continue f(r) lorsque » tend vers linfini.
Nous avons a cause de (120) et l'inégalité (49)

x

(123) fﬂr) dr= 4, f f0)rtdr =B,

]

Je dis que l'expression

S =Sh=FE L0 = f0) ),

ot 7' et »', sont les quantités introduites dans le § 1 est identiquement nulle
dans tout le domaine & quatre dimensions défini par les inégalités

124 o<r < %, 0= < 7T.
( ) 0
n 1

Si non, en effet, on pourrait trouver un domaine ) de mesure positive ou

lffs—1fil>e>0

o étant une constante. On en conclut qu’il est possible de choisir un nombre
v, tel que

(125) Il,' (Tl, t",-) F(T’lv tn,) —rr (7', t"r) ﬁ'(rl ? tn,) | = g )

dans D pour » > »,. En appliquant la formule (11) § 1 on obtient

(126) H'( ffff F’ — FF)1 “FFﬁ] Vrgrf a6de, drdy,.
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Désignons par M la borne supérieure de F'{r, ) dans le domaine o <1 << 0,
o< t< . Cela posé nous avons en vertu de (123)

[(F’ F,—FF)log oL ]

= ¢
T, =>logf1+

2 Mz)’

dans D. 11 s’ensuit 4 Vaide de la formule (126)

H (t,) < — ~log Vi d0do, dr dr,.

On en déduit en faisant tendre » vers l'infini

0= — glog(l + ié) ffffV?‘zrf a0deo, drdr,
D

ce qui est impossible. Il est donc nécessaire qu'on ait

SO ) = f0)flr)=o

pour toutes les valeurs », r,, 6, 8, qui satisfont aux inégalités (124). Or nous avons
déja remarqué que cette relation entraine

(127) Sl)=Ce= "

ou C et a sont des constantes déterminées par les relations (123).

Nous pouvons maintenant démontrer que F(r,?) tend vers Ce¢—*" lorsque
¢t tend vers l'infini d'une maniére quelconque. Dans le cas contraire on pourrait,
en effet, trouver une suite 7,,7,,...7,, ... indéfiniment croissante telle que
F(r,%,} converge uniformément vers une fonction non négative 1 (») différente de
Ce=" lorsque v tend vers l'infini. Soit % la borne inférieure qui figure dans le
probléme du caleul de variations traité dans le § 7. Il suit du résultat que

nous venons de démontrer que
lim H(¢) =

t—x

Nous avons donc

®

lim | F{r,z,)log F(r,v.)  r*dr=EF.
0

On a, d'autre part, par les raisonnements exposées aux pages 138 et 139 (formule 110)
19—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 14 décembre 1932.
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(128) k=lim fF(r, w)log F(r,z,) - 1*dr = fwloglp -r¥dr.
0

y—

D’apreés l'inégalité (49) nous pouvons dans les relations évidentes
lim | F(r,z)rdr=4,

y—

1]

&€

lim fl"(r. ©)r*dr=B

Yo X

0

effectuer le passage a la limite sous le signe d'intégration, ce qui donne

£l

fwr2dr=A,
v
fw;'4d7‘: B.
0

Il faut donc d’aprés le théoréme énoncé i la page (143) que le signe d’égalité
ait lieu dans la relation (128) et

W= Ce¢="
contrairement a l'hypothése.

Il est donc démontré que la solution F(r,t) de Uéquation de Boltzmann tend
uniformément’ vers la fonction de Maxwell

Ce= r?

pour t— oo,

Djursholm le 2 Juillet 1932.

! L'uniformité de la convergence est une conséquence de la continuité uniforme de F'(r, f)
(voir p. 120).



