SUR LA SOMMATION DES SERIES DIVERGENTES.

PAR

NIKOLA OBRECHKOFF

& SOFIA.

Le probléme fondamental de la théorie de sommation des séries divergentes
est le suivant: faire correspondre a chaque série d'une classe aussi large que
possible un nombre appelé somme de la série jouant le méme réle dans les cal-
culs que la somme dune série convergente. On a deux méthodes générales pour
la sommation de la série

(1) ‘ Dan.

0
La premiére transforme a 'aide d’'une matrice 4 = (a,m), %, m=0, 1, 2, .. ., la suite
p )
sp=20ay+ a, + -+ an

en une autre suite convergente
o
\l
b'n, == Z am) 8p .
p=0 ‘

La seconde méthode se sert d'une suite de fonctions @.(x) définies pour x>a:
8i la série

Z Snpnl)

est convergente pour chaque z > z, et tend vers une limite s, quand x —« la
série Za, est sommable par cette méthode.
1--34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 13 mars 1934.
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Pour avoir une application plus étendue chaque procédé de sommation doit
satisfaire 4 la condition de permanence, c’est-a-dire que chaque série convergente
doit é&tre sommable avec la méme somme. Il est évident que les sommations

ci-dessus satisfont & la condition de distributivité, qui consiste en ceci: si

@ a

les séries Zan et an sont sommables avec les sommes A et B, la série
n=0 n=0

4]

Z(aan—l-ﬂbﬂ) sera aussi sommable avec la somme o4 + §5.
n=0

Un procédé de sommation est plus utile dans les calculs et a une applica-
tion plus étendue s'il posséde les propriétés quont les séries convergentes. Ces
propriétés bien mises en lumiére par M. Emile Borel', qui est le fondateur de

la théorie des séries divergentes, sont les suivantes:

I. 8¢ la série
(2) Ayt ay + ay +

est sommable avec la somme s, la série

(3) o+ ay+a; +ay+-

est ausst sommable avec la somme s.

II. Si la série (3) est sommable avee la somme s, la série (2) est aussi som-
mable avec la somme s.

Lorsque les conditions I et II sont remplies on peut supprimer ou ajouter
des termes nouveaux dans une série sans interrompre la sommabilité.

La valeur pratique d'un procédé de sommation dépend encore de la possi-
bilité de la sommation de la série produit de Cauchy des deux séries données,
qui sont sommables par ce procédé; elle est plus grande §'il satisfait & la condi-

tion suivante, qui en général n’appartient pas aux séries convergentes.
' o0
III. 8¢ la série Zan est sommable par un procédé avec ume somme s ct la
0
@0 .
série an est sommable par le méme procédé avec la somme &, la série produit de
0

Cauchy

! Emile Borel, Lecons sur les séries divergentes, Paris, I édit. 1901, 1T¢me éd. 1928.
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o
ch, Cn == aybp + A by + -+ anb,y,
5 v

sera sommable avec la somme st.
Un procédé de sommation qui satisfait aux conditions I, II, III, est celui
par les moyennes de Cesiro. La série (2) est sommable par les moyennes d’ordre

%, x> —1, ou sommable (C, x) si I'expression

o* n +
S0 Z ; PR LR
A* v S, An—‘u @y An _ ( "

n u=0 .

tend vers une limite quand # — o. Malgré I'importance de ce procédé de somma-
tion la classe des séries sommables (C) est trés bornée, et la série de Taylor
d’'une fonction analytique ne peut étre prolongée au deld de son cercle de con-
vergence.

Une méthode plus puissante est celle de M. Borel qui est la base de toutes
les méthodes modernes pour le prolongement analytique par des séries diver-
gentes. Hile consiste en ceei:

Soit @(x) la fonction

DO(x)=¢" S

n=0
que nous supposons entiére. La série (2) est sommable par la méthode expo-
nentielle de M. Borel, ou sommable (B) avec la somme s, si @(x) tend vers la
limite s, lorsque #—o. Comme l'a montré M. Hardy ce procédé de sommation
ne satisfait pas a la condition 1I et naturellement & la condition ITI. M. Borel,
comme on sait, & donné une autre méthode de sommation plus restrictive — la
sommation absolue, qui satisfait & toutes les conditions I, II, III, mais une
série convergente pourrait ne pas étre absolument sommable:

En combinant la sommation de M. Borel avec la sommation de Cesaro
M. Doetsch? a obtenu une sommation qui satisfait & toutes les conditions
I, 11, I11. ' ‘

M. Riesz® a créé une méthode nouvelle, analogue & celle de Cesiro pour
la sommation des séries de Dirichlet "

* G. Doetsch, Uber die Cesirosche Summabilitit bei Reihen und eine Erweiterung des Grenz-
werthegriffs bei integrablen Functionen, Mathematische Zeitschrift, 11 (1921), p. 161—179. Disserta-
tion inaugurale de 19zo0. ‘

* G. H. Hardy and M. Riesz, The general Theory of Dirichlet's series, Cambridge Tracts, 1915,
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(4) f(S):Za"e-l"sy 0= <hy<<:++, A0,
n=1 .

Selon M. Riesz la série (4) est sommable par les moyennes typiques de la premiére
espéce d'ordre x,x >0, ou sommable (R, 4, ») avec la somme s, si l'expression

T C¥x), Cx)= Z en(x — An)*, Cn = ane "%,
Ay <z
tend vers la limite s, lorsque x—oo. La série (4) est sommable par les moyen-

nes typiques de la deuxiéme espéce d’ordre x, ou sommable (R, [, «) si I'expression

2 Cx@), Cra)= Doulw—T), b= ch,
Iy <z
tend vers une limite lorsque z— . On a beaucoup développé la théorie de
cette méthode de sommation, vu son importance dans la théorie des séries de
Dirichlet et de la théorie analytique des nombres.

Nous donnons un nouveau procédé de sommation pour les séries de Di-
richlet, jouissant de toutes les propriétés que posséde la sommation de M. Riesz,
qui est un cas particulier de la notre.

Comme les méthodes de démonstration de MM. Riesz et Hardy ne s’appli-
quent plus nous avons employé une méthode nouvelle en nous basant sur la
transformation de Laplace. Le procédé que nous proposons est le suivant:

Soit ¢(x) une fonction continue, @(0)==0, non décroissante pour z>o0 et

telle que si @(x) = % pour x — o on ait

plz+a)
p{x)

(5) lim

quel que soit le nombre fini a. Nous disons que la série (4) est sommable (¢, 1)
avec la somme s, si U'expression

Ay

= Al = 2 enple— A4

q)(%) ! Zn2<n; e ”>
tend vers la limite s, lorsque x — . La condition (5) assure que chaque série
convergente est aussi sommable avec la méme somme. Nous démontrons pour
la série (4) qu’il existe une abscisse &, de sommabilité (p, A) et des théorémes qui
généralisent les résultats de MM. Riesz et Hardy.
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Ensuite nous donnons un procédé de sommation des séries divergentes aussi
général que possible et qui satisfait aux conditions I, II, III. Soient ¢,(x), h{x)
des fonctions intégrables pour z=0 et telles que

@ @

@olx) > o, fgao(x)dxz I, fh(x)dx= I,

f|h(m)|dm

étant convergente. Soit ¢(x) une fonction positive, non décroissante pour z>o

P'intégrale

et telle que si g(x)— o lorsque  — o on ait

lim Mﬁ =1
@ ()

pour chaque nombre fini 6. Nous disons que la série
(6) Uo + Uy F Uy + o

est sommable (p,, &, @) avec la somme s si I'expression

@

V(Pi@fq)(x——t)u(t)dt, u(%)—‘—ZWHQDn(@; gpn(x):fqm_l(t)h(x—t)dt,

0 = 0
tend vers la limite s—u,, lorsque z— .

Comme application on obtient une généralisation de la sommation de
Mittag-Leffler, sommation qui est plutdét une méthode de prolongement analytique
qu'une méthode de sommation des séries divergentes, et ne posséde pas les pro-
priétés qu'ont les séries convergentes. Ainsi nous donnons une extension de
cette sommation, qui a toutes les propriétés dont jouissent les séries convergentes
et permet de sommer la série produit de Cauchy de deux séries sommables.

Nous disons que la série (6) est sommable (E?, @) si I'expression

e @

xan+p

1 i S _Unt1 _, =
W(x)f¢(x tua(t)dt, ua(z)=e & Tan+p77) a>o0,p=zo0,

0
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tend vers une limite lorsque x— . Nous déterminons aussi la région exacte
de la sommation (E?, ) de la série de Taylor d'une fonction analytique, aussi
nous donnons la sommation sur le contour de cette région dans des cas assez
généraux. Si l'on pose ¢=1, p="0 on obtient une généralisation de la somma-
tion de M. Borel, qui contient comme cas particulier la méthode de sommation
de M. Doetsch.

Enfin nous obtenons une méthode de sommation des séries de Dirichlet,
analogue de la sommation (E?, ). Nous* avons donné un résumé de ce travail
dans quelques Notes publiées dans les »Comptes Rendus> de I'Académie des

Sciences de Paris.

Chapitre L.

Une méthode nouvelle pour la sommation des séries de Dirichlet.

I. Avant dexposer la méthode mnous ferons quelques remarques. Nous
dirons que la fonction positive ¢(r) non décroissante satisfait & la condition 4)
si Pon a

lim 2@+ 4)

=1 quel que soit le nombre fini «.
e p(a) et

Si @{x) — % lorsque x— o on peut facilement démontrer que la croissance
de la fonction @(x) est plus faible que la croissance de la fonction €% od d>o0
est fini et arbitraire. KEn effet, soit ¢ >0 un nombre plus petit que d. Soit x,
un nombre choisi de fagon que pour z=x;, on ait constamment

ARl N
() ’

Des inégalités

* N. Obrechkoff, Sur la sommation exponentielle de M. Borel, t. 191 (1930), p. 825. — Sur
la sommation des séries de Dirichlet, t. 192 (1931), p. 1936. — Sur une généralisation de la somma-
tion de Mittag-Leffler, t. 194 (1932), p. 353. — Sur une méthode générale de sommation des séries
divergentes, t. 195 (1932), p. §72.
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et
@@, +n—1b)
ol nb=x—2x;, on déduit par multiplication
9lo—m)
(1) p(z) < plz)e"? = g(@)e °

Le nombre b peut étre choisi assez prés de l'unité pour que 9 soit inférieur a 4.

b
Alors on prend x, tel que pour = > x, le second membre de I'inégalité (1) soit plus
petit que ¢?. Gréce & cette proposition la croissance de la fonction-gp(x) est assez
bien caractérisée. Prenons par exemple ¢(x) = ¢"*® ol w(x) tend monotonement
vers zéro quand x — . Nous avons

Pl +a)
plx)

log =(z+a)o(x+a—rolx) = ao(z),

quantité qui tend vers zéro.

Nous démontrons le théoréme suivant:
1. Soit plx) et w(x) deux fonctions positives pour x > 0 qui satisfont & la

condition A). Alors si on a pour deux fonctions a(x) et B(x)

a(x)~sglx), Bla)~ty(z),
on aura

@ X

w(ac)=fa(t)p’(ac—t)dt~st1(x), f(x)=f¢p(t)1p(x—t)dt.

0 0

Nous démontrons d’abord que

: im T—(@=oo
S 2 )

En effet, soit a choisi de fagon

fw(x)dx > P,
0

ot P est un nombre arbitrairement grand. Nous avons
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T(w)zqu(t)ﬂif(—;c—)ﬁdt,

0

Y (z— 1)

d'oll I'on déduit, en tenant compte de lim *———"=1, 0=i{=Za,

pew WY(2)

c'est-a-dire (2).
D’apreés les conditions du théoréme on a
alz)=sp@) + epla), Bla)=tylz) + nY(x),
ot ¢—0, n—o0 lorsque x-— . Nous avons

@ T

‘w(:c)zstr(x) + tfsm(u)l/}(x—u)du +sfnwv(x—u)q>(u)du

0

a

+ femb(x—u)tp(u)du = stw(x) + ti; + sty + 25.

0

Nous démontrerons que
(3) i =olz(a)), dy=o(e(z)), 7= olslz).

Soit @ choisi de fagon que pour z=a on ait [¢] <&, ol & est un nombre

arbitrairement petit. Nous avons pour x >«

Comme

tend vers zéro, lorsque x — > on aura

Tim YL <
}LHL t(z) =
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¢’est-d-dire lim —(1:8: o, ce quil fallait démontrer. On démontre d’'une maniére

analogue les autres formules (3).

2. Soit

F&=Dane s, 0=l <hy<h<-, o
n=1 '
une série de Dirichlet. Nous donnons une méthode générale pour la sommation
de cette série, qui contient comme cas particulier la méthode de M. Riesz.
Soit ¢@(x) une fonction continue pour =0, ¢(o)=o0, non décroissante et
telle que si @(x) » % lorsque xz —> o on ait

. @lx+a)
) e p(x)

quel que soit le nombre fini a.

Nous disons que la série

=]
(4) Z Cn,  Cn = Oy € 8
1

est sommable (p, 1) avec la somme s, si I'expression

4y ()
L, Agle) = 2iengla— i)
pla) ol7) '2n2<a: 7
tend vers s, lorsque x — co.
Si la série (4) est convergente, elle est aussi sommable (¢, 2) avec la méme
somme.
Si l'on pose g(x)=a*, x>0, on a la sommation (R, ., ») de M. Riesz de

la premiére espéce avec les moyennes typiques

i Z en (2 — Lo)*.

A<z

D’aprés M. Riesz la série (4) est sommable avec les moyennes typiques de la seconde

espéce, ou sommable (R, [, x) avec la somme s, si 1'expression

e~ CHa), CMa)= Qeale—L), ln=en

<

2--84198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 13 mars 1934,
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o1

tend vers la limite s, lorsque z—cc. Posons ¢/ =z, on peut alors donner
I'expression ci-dessus la forme suivante:

2= C¥(@) = 6V D) o6V — et = D) 0 (1 — =)},

Ap<y Ip<a
On voit donc que la sommation (R, [, x) est une sommation (¢, ) ot
pla) = (1 — ).

Les théorémes que nous démontrerons s’appliquent donc de suite a la somma-
tion de M. Riesz.

Nous donnerons d’abord quelques propositions, qui sont des conséquences
presque immédiates de la définition.

@0 o

a) Si la série Zan est sommable (p, 1) avec la somme s, la série an
1 1

@

sommable (p,A) avec la somme ¢, alors la série Z(aan + 8b,) est également
1

sommable (@, 1) avec la somme as + .

@

B) Si la série Zane“’-ns est sommable (¢, A) avec la somme f(s), la série
1

Un+1€7MmA1 4 apyoetmta® 4 oo

est sommable (¢, 1) o0 pn = Anin avec la somme

fls) —aje ™ — - — apems,
o

v) Si la série Zanﬂe‘""ns est sommable (p, A) avec la somme f(s), la série
1

-]
Z g e~ (in—)
1

est sommable (p, u) avec la somme ¢4*f(s) o0 pn=17An—4;.
En effet, on a
@ (w +,,,}‘1)

I . 1
—— 2 €t plw — ug) = e’ R I anc o + A — A),
gl 2, e ) = A T a2, e+ )




Sur la sommation des séries divergentes. 11
et cette expression tend vers la limite eh*f(s)

¢(w + Ay

puisque T — 1 lorsque w— oo,

)

w w0 x
iy Lo \ \ - . .
Considérons les séries Zan et an et la série produit de Dirichlet 2 Cn
1 1 1

N \ , : 2
ou ¢p= Z apbg, vn étant les mombres 1, + p, ordonnés par ordre de gran-
Aptug=ry
deurs croissantes et

O << 5 0=, <py<-; hp—00, thy— 0o,

Nous avons les théorémes suivants:

w0 K

II. St la série Zan est sommable (@, ) avec la somme s, la série an
1 1

=]

sommable (@, u) avec la somme t, la série produit de Dirichlet ch est sommable
1

(v, v) avec la somme st, on

Nous donnerons d’abord une autre forme de la fonction A,(z). Posons

A(x) — Zan, ln <r= ln+1;

Ap<w

alors on a

@

Aol) = Dangplo— i) = — f Al dgle—t) = f Al — g,

A<z v v
lintégrale étant prise au sens de Stieltjes.
Désignons alors par Ay(x), By(x), C.(x) les fonctions correspondant  ces
trois séries, c'est-a-dire

Ayplx) = Zangv(oc—/ln), By(@) = D baw(z — ), O = 2 enla—v).

Ap<wm U <% Yy <®
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Il est facile d’obtenir la formule
Cula) = j Ay(8) Byl —f)dt.

0

Considérons en effet le terme a0, dans les deux membres de cette formule. Le

coefficient de aw b, dans C,(x) est égal &
T(x""lm—‘u;n), lm+‘Ll11/<w.

Le coefficient de a, dans Ay(f) est égal & @(t—4n), An < £, le coefficient de b,
dans By(x—1) est égal & Wz—1t—pu,), un <2 —t. Par conséquent le coefficient
de an b, dans le second membre est égal &

)

f Pt — Ay (@ —t— ) dt = v(x — An — p),
A.'m
et la formule est démontrée.

Pour obtenir le théoréme énoncé, on applique le théoréme I & C,(x).

«@w

. , v NY . ..
IIT. 82 la série Zan est absolument convergente et a la somme s; si la série
1

el

an est sommable (@, u) avec la somme t, alors la série produst de Dirichlet ch
1

1

est sommable (W, v) avec la somme st.

Nous avons la relation

Cyla) = 2 Ambp W (X — Ao — pn) = Z an Byl — An).

A titp <z A<

Soit ¢ > o0 un nombre arbitraire et soit p un nombre choisi de maniére que

I'on ait
Z Ianl < €.
n=p-+1
Comme Bw(x)—» t, |Bylx)| < Mylx), on aura, x> 4,

¥(x)
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Cpld) Ny Byle ha) .
YN e s ST + T = 4 1.
V() mzzlla w —Zp-{—l ‘P T
. B(p x lm) ’lp(x'—'/lm) . s
= Z“’" hm[w(x——x ) vl ]_ t;“”"
IBw (2 — Au) | Yz — dn)
Y L Al CA A M - M
171 <m_2p+|1 e R S m_% lan| < Me.

Par conséquent

lim

X—> o

m Gel@)
)

= st,

Cylz) _ .
e | - |t| + ), 1

et le théoréme est démontré.

Si 'on pose @{x)=x* on obtient comme cas particulier un théoréme de
Hardy pour la sommation (R, 4, x).

3. Nous démontrerons maintenant qu'il existe pour chaque série de Di-
richlet (4) un nombre a, qui peut étre égal a T o tel que la série (4)

== Zane—%ﬁ, s=b+ 1t
n=1

est sommable (@, 1) pour chaque s, R(s)=>b > «, et n'est pas sommable (g, 4)
pour R(s)< a,, @, est l'abscisse de sommabilité (p, ). Nous faisons quelques
hypothéses sur la fonction ¢@(x). Dans les démonstrations des théorémes qui
suivront nous emploierons la transformation de Laplace

On voit facilement, en vertu de (1), que la fonction @(2) existe et est réguliére
pour chaque z, R(z) > 0. Nous faisons sur la fonction @{z} les hypothéses sui-
vantes, qui sont toujours satisfaites pour les fonctions qu'on rencontre le plus
souvent. Il existe un contour L défini de la maniére suivante: L = L, + L, + L,

i 2=0b+ 4t ona pour L,,b=—qa,0<a, —x<t=g,B>o0;
Ly, b=—¢, f=t<oo; Ly, 2=06%, p=—0,0=¢=7,p=0,0=¢=r,
%<0<n,a=—7:cos€,ﬁ=wsin0,

tel que la fonction @(z) est
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1) holomorphe & droite de L et n'a sur L que le point z=0 comme point
singulier.

2) @(z)=§+%

» x>1,1=¢>0, u(z) étant bornée a droite de L pour
2] = et A étant une constante.
3) @(z) # o dans la méme région.

4) Si M(r) désigne le maximum de | @(2)] pour |2| =7, on a pour & — oo

1
M() — Ogl).
x
5) Nous supposons encore que si s est un nombre arbitraire, R(s) > o, la

fonction
Dz + s)— D2)

Dz + s)

satisfait aussi aux conditions 1), 2), (4).

Nous démontrons le lemme suivant:

a) Si la fonetion @(z) satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4), 5), il existe une
fonetion y(x) telle que

Du)— D(s + u)

Oty f e y(a)da = L)

et pour x— > on a

L’existence de la fonction ¥ (x) résulte d'un théoréme de MM. Norlund?® et
Pincherle.® Pour trouver une formule asymptotique de la fonction w(xz) pour
x — o nous considérons la fonction

D(u)— O(s +u) @)

Flu) == Ols+u) O

La fonction F(u) est représentée comme intégrale de Laplace

® N. E. Norlund, Legons sur les séries d'intérpolation, Paris, 1926, p. 184—187.
® 8. Pincherle, Sur les fonctions déterminantes, Annales Scientifiques de 1'Ecole Normale
Supérieure, t. 22, 1905, p. 9—68,
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&

7= [ ode, gl = v — 5

0

Nous démontrons la formule

g(x) = o(p(x)), pour z— .

Nous avons
c+im
I
(5) g(x)_;v—z'[e Fludu, ¢> o,

c—fow

Soit L un contour dans le plan de la variable u, défini de la maniére sui-

pour L, ona u=>b+7t, b=—ea, 0<a, —0={=g, 0<g,
» Ly » » u=gé?, iégéd, p=—10, Z<0<7r, deos=—a, dsinf=§,
» L3 > » g:lv, —Hé(pSO,
X
1
» Ly o» o » 0~c§9§d, (p:(),
» L5 » > b:_a, ﬂétéw

Les mnombres finis «, 3 sont choisis de fagon que les conditions 1),-2), 3)
soient satisfaites pour la fonction ®@(u) et la fonction I'(w). Alors comme
F{u)— o lorsque |u|—>o on peut remplacer dans la formule (5), d'aprés le
théoréme de Cauchy, le contour d'intégration ¢ —¢oc ---¢c+ice par L; on
aura done

— _344 uwl? d
g(x) i | € (o) doe.
L
Soit ¢ > 0 un nombre arbitrairement petit et soit d > o choisi de fagon que siu
est un point arbitraire de Ls, Ly, L, on ait
I 1

1
WT_WS_QW‘Q'
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Ceci est toujours possible, parce que cette fonction tend vers zéro lorsque
|u| > 0. Alors nous avons

fe“‘ F(u)du

3

27e I
< TM(aE) &< Zﬂ‘ee(p(x),

®L

p ;
d &
Kap,, (1) 2€ —Ku — =

< e {e ¢(9) o <gxq;(gg)f€ °do K(p(ac), K >o.

| f ¢** Flu)du
Ly

Comme

B|=e
=l

on a

De la formule de Cauchy

oy L uB)dl

¢

étendue sur une circonférence C avec un rayon fini convenablement choisi, on
déduit que |u'(u)] < M, M étant fini et constant. Par conséquent sur L, et Lj

on aura |F'(u)| < I%I—l % > 1. Nous aurons alors

|fe“F(u)du
Ly

_ IiF(“a + i) eretif) ;feum]f"(u)du

o]

On a des résultats analogues pour les intégrales sur les contours I, et L,. Tl

s'ensuit

pour chaque nombre & > 0, c'est-d-dire lim gf(gocc)j =0, ce quil fallait démontrer.
XT— o
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Nous aurons besoin encore du lemme suivant:

B) Si la fonction @(s)h(s) satisfait aux conditions 1), 2), 4) et si la fonction
h(s) est holomorphe dans chaque domaine fini dans le demi-plan R(z)>—d,
d > o, alors pour la fonction z(z), L(z) = @(s)h{s) nous avons

o(z) = p(@)h(0) + olp(a)
pour x — oo,

La démonstration est semblable & celle du lemme a).

4. Nous démontrons maintenant pour les séries de Dirichlet le théoreme
fondamental suivant:

IV. 8ila série

(6) Fls) = 2 anenr

n=1

est sommable (@, 1) pour s==0 elle est aussi sommable (¢, &) pour chaque s, B(s)> o,

avec la somme

I —87T
os) fe Aylr)dz.
0

Soit R(s) > 0 et posons

Cpla) = 2 ane™n g @ — );

Ap<w

alors si l'on pose

Ax)= Z iy

Ap <

o) o)==~ [ Aaie=rgie—a)

Entre cette équation‘ et 1'équation
X

®) A =— f AWdglz—2)

0

nous éliminons la fonction A(x) en nous servant de la transformation de Laplace.
3—384198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 13 mars 1934.
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En effectuant la transformation de Laplace des deux membres de (7) et (8) et

en utilisant la relation

L(fxw(x—t)dgo(t)) =z L{gp) L(y)

on obtient

Mais nous avons
Lie*=g(x)) :j e e p(x)doe = D(z—s), R(z) > R(s),
0

par conséquent, si nous éliminons L(A4), nous aurons

Comme la fonction (DA(Z_#Z)_(D(Z) satisfait 4 la condition 2) on peut, d'aprés le

théoréme de M. Norlund et Pincherle représenter cette fonetion au moyen de

I'intégrale de Laplace
(10) — = L{h(x)) = j e h(x)dw.

Mais, comme réeiproquement, si I'on a
L{z) = Lig) L{y),

g(x), Y(x), z(x) étant trois fonctions continues, il s'ensuit que

de V'équation (g) nous tirons la formule
%
(11) Cylir) = =5 A, ) + o= f h(t) Ayl — ) d1t.

0
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C’est une formule fondamentale pour nos recherches. Cette relation a été ob-

tenue en supposant l'existence de la transformation de Laplace pour la fonction

A(x). Mais (11) est une identité entre les nombres ay, d,, . .., ay, n étant fini
et An < < Apt1, et nous pouvons choisir anti, dntse, ... de facon que la série
@© .

Dl an soit convergente (par exemple ani;= ania=- = o0).

1

Posons ¢ =¢ + #, on aura

@(MZD‘(;T(Z;_ﬂ)_:j.e~(s+u)x]l(x)(lx:fe~uxw(x)dx:L(lp)’

wlx) = e**h(x).
D’aprés le lemme «) nous avons la formule

h{x) = c*“'%;% + estg(x), glx) = o(w(x)),

et en portant dans (11), nous avons

T

’(12) gf(g‘): _S‘U-—‘_‘;p(g) + d)@@‘)fe‘“s(m_l)w(t)/lq:(x——t)dt
T N T
+ m[(l ¢ )g(t)Aq;({E'—t)dt = ¢ ¢(§)* + (D@ + 7.

0

L’intégrale f e—% Ay(x)dz est absolument convergente pour chaque nombre
0
s, R(s) > o, puisque |dyx)| < Mo(x) < M, § étant arbitraire. Soit & > o

un nombre arbitrairement petit et ¢ un nombre tel que

o

fe"”l Aplr)lde <e, b= R(s).

@

On a pour x > a

a X

) — —57 g)&‘_:i) i —S7 ?E_,(g:: ;ﬂ — 3
z—fe Ay(z) ) dt+]e A, (7) (@ dz =1, + 1,.

0 a )
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Comme 0=7=a & cause de la condition 4, on a

@a—r o

lim 2, = fe—”Aq,(z)dw.
0

D’autre part

@
| %] <J e 7| 4p(7)|dz < ¢,
a

done

@D

fim | — f v A, ()

< 2¢,

]

¢’est-a-dire

Aq’ (x)
p(x)

Comme plus haut on démontre facilement que j tend aussi vers zéro, lorsque

Comme existe, le premier membre de la formule (12) tend vers zéro.

x— % et le théoréme est démontré.

5. Faisons des applications a la théorie de la sommation de M. Riesz.

Posons @(z)=a*, x>0, on a

=)

Dfs) Zfe‘“”x”dx et 1) e + 1) .

3"+1
0

La fonction @(s), comme on le voit immédiatement, satisfait a toutes les

conditions susmentionnées. On obtient le théoréme de M. Riesz: si la série

o«

Zane_lns est sommable (R, 1,x) pour s=o0 elle est aussi sommable (R, 4, x)
1

pour chaque s, R(s) > o avec la somme

o

8u+1 _”A% d
T +T)fe “z)dz.

' 0
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Posons @{z)=(1—e ™), x>0, on a

0

La fonction @(s) satisfait & toutes les conditions 1), 2), 3), 4) et nous avons done

o«
le théoréme: si la série | ane~*n® est sommable (R, I, x) pour s=0 elle est aussi
. n=1

sommable (R, I, x) pour s, R(s)> o avec la somme

En posant e*=u, A*x)= Danlz—1) on voit facilement que cette intégrale
lp<z
est égale a
I'x+1+5s) BN
Ilx+ I)I’(s)fAl(lt)u du,
1

ce qui est le second théoréme de M. Riesz. Les démonstrations de MM. Riesz
et Hardy de ces théorémes sont assez longues.

Nous donnerons un autre exemple de sommation (p, 4) qui est plus puissant
que la sommation de M. Riesz. Considérons la fonction

1
plr)=e *, 2>0, @lo)=o.

Nous démontrerons que la fonction de Laplace

(13) D(s) = fe_”_%dx

satisfait & toutes les conditions 1), 2), 3), 4), 5) du lemme «). En faisant le

changement de variable e=2L, s> 0, on obtient

Vs
cp(g):_—lfe““‘—(“?l)dy,
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I
et en posant y + &: % nous avons
2 - »

—Vsu 4 - —Vsiu »

I d " I [4 u

D(s) = — —— I — o d u + —= f e B U e d
) Vs! 2 ( Vu2—4) l/32 2 ( Vu2“4) "

w0
I e‘V“‘u .

= (W

V) Vs

Si nous posons ¥ =2 + 27 nous aurons

(14) 417(.5') == S 7)1/;27__?;;_ - w( Z),
ot l'on a posé
Vs=z, yle)= e;f(T*_) i,

27 + 7t

1}

I'intégrale étant convergente pour chaque z, R(z) > 0. Donc la fonction (14)
représente le prolongement analytique dans |arg s| <6, pour chaque 6 < =, de
la fonction (13). Ici par Vs on comprend la branche de la fonction qui prend
des valeurs positifs pour s > 0. D’aprés cela il est évident que la epndition 1)
est satisfaite.

Nous avons

¢t d

L [ o) ol )

0 0

1
= ()(-), z|—o.

D(s) = 0(|;|); O(x) = Oz p(x)), |s|:;~, x—w, largs| <0,

Done

et la condition 4) est satisfaite.
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Or M. Pélya” a démontré le théoréme suivant: si f{x) est une fonction
positive, non décroissante, o <<x =1, la fonction entiére

1

ff(ac)e“‘drc

0

a seulement des zéros dans le démi-plan R(z) <o0. En changeant 2 par 1 —¢
on voit que si @(z) est une fonction positive, non croissante, la fonction

1

f (Dt

0

- . . T
a seulement des zéros dans le demi-plan R(z) =o. La fonction —=—=- est

décroissante pour 7 > o, done la fonction

n'a pas de zéros dans R(z) >o0. Comme les fonctions ,(z) tendent uniformé-
ment vers la fonction (z), lorsque n — o, dans chaque domaine fini & droite
de laxe imaginaire, il s’ensuit, d'aprés un théoréme connue de Hurwitz, que la
fonction limite w(z) n'a pas de zéros dans le demi-plan R(2) > 0. La fonction
@(s) sera o0 dans |args| <6, 6 <m. Donc la condition 3) est satisfaite.
Comme @(s) croit moins vite que ¢e=*V# A >0, on voit immédiatement que les
conditions 2) et 5) sont aussi satisfaites. Alors si pour la série

w0
f(S) = 2 ane_l“s, Cp = e_lns’

=1

on pose
1

Aylx) = 2, Cae “n

Ap<x

on obtient une sommation plus puissante que la sommation de M. Riesz, puisque
pour la fonction f(s) on a

Flo) = o(@VTD), 2> 2, 5] = .

T G. Pélya, Uber die Nullstellen gewisser ganzer Funktionen, Mathematische Zeitschrift,
t. 2, 1918, p. 352—383.
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Bn appliquant la méme méthode & la fonction

1

@(x) = ¢ @, p>o, ¢lo)=o,

on obtient la sommation
1

A(P (x) == Z Cy 8_ (x_';-n)p

Ay <X

et pour la fonction f(s) on a

Fr =) fop

»

p+1
On peut prendre p assez grand pour que ehlsl?

¢151 que l'on veut.

soit anssi prés de la fonetion

Une sommation de la forme (p, 1) avec une fonction spéeiale g(x) qui est

différente des notres a été considéré par M. G. Valiron.®

6. Du théoréme IV résulte qu'il existe un nombre e, tel que la série (6)

est sommable (g, 1) pour chaque s dont R(s)> e, et ne l'est pas pour R(s) < «,.

Le nombre «, s'appelle I'abscisse de sommabilité (¢, ).
expression explicite en supposant @(s) # o pour s < 0.

V. 8¢ ey =0 nous avons

ap — Tim le_g_lj_w(@_ﬂ
Soit d'abord
(15) a = lim l&g‘iﬁ_ﬂ(_ail, A,ﬁ(x)ZZangp(x—ln)
T—=>® Ap<x

et posons s=a + 2¢, ¢>0 et arbitraire

Cyl@) = 2 ane™ pla— Ln).

Ap <@

Nous en donnons une

On déduit de (15) qu'il existe un nombre z,=uz,(e) tel que pour x>z, on ait

|Ag(z)| < erlata,

8 G. Valiron, Sur les solutions d'une équation différentielle fonctionnelle, Bulletin de la

Soeiété mathématique de France, t. 54 (1926), p. 53-—68.
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Pour (y(x) nous avons obtenu la formule

& @

Col@w) _ _oAgl@) 1 LI
py =¢ g + B g A (D) plr —7)dT + o0 e Ay(7)gle — 1) ds
0 0
e (@) ¢
o R TN + f— o +
© gl T T

Comme

(,—.s'.(“,lm(x) L ()(e—-(n—{ Qe a e(a+£)x') =0 (e-——ex) =0 (I),
I'intégrale

”

j' e Ag(r)de

0

est absolument convergente et on conclut comme plus haut que la limite de

Cy(x)

o) existe pour x -« et est égale a
w X

Par conséquent la série (6) est sommable (@, 4) pour chaque s, avec R(¢)> «.
Réciproquement soit donnéde la série (6) sommable (g, 1) pour s=e>o0. Si
Von pose s=a + e>a, oll ¢ est arbitraire, et

Cylax) = Z an et gl —A,)

An <L

on déduit de la formule (g),

—_ m(z) B a2y s (1 - m(z): w(zj R), AR
L(Ay(x) = Dz—s) L(et* Cy) == L{er* Cy) + D ) L{es= ().
Nous avons done
(16) Ayla) = e Cplz) + ‘f S0 Cp(a — tiplt)dit,

0
ou

Ln(x) = %_ ).

4 —34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 14 mars 1934,



26 Nikola Obrechkoft.

Si lon fait l'hypothése que @(s)4 o pour R(s) < o, les conditions. du lemme
«) étant remplies, on obtient en appliquant le lemme «)

) =

In(@)| < Mpl).

+g(@), gl@) = olgp)

Comme | Cy(x)| < Nep(x) on déduit de (16)
| 4,(2)| < Nelwroeg(a) + f ot N (0) ol — D)t
1]

< Ne.'c(zx+2£) + MNxe(u+35)at < e(a+4s)x
pour x > x, = wyle).

7. VL. Supposons la série (6) sommable (¢, 1) pour s=o0. Pour R(s)=d>o0

on a uniformément
(17 1= (1)

Posons s=1"b + ¢t et considérons d'abord le cas |¢| < Mb, M é&tant un nombre

fini. De la formule

on déduit

1< ) [ < 14n0lat

ot l'intégrale est convergente pour chaque b>o0 et tend vers zéro lorsque b — .
Par conséquent la formule (17) est démontrée dans le cas |t| < Mb. Soit
|¢| > Mb. Posons

Ay(w) = Ag(x) + w(z), w@)=olp();

on a

©

1 e . .
fls)=A4+ mfe w(T,)dT_A + 7.

0
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Soit ¢ >0 un nombre arbitraire et @« un nombre choisi de fagon que pour
= a on ait

|wix)| < epl).
Nous avons

a 0

Z':Q)(sjj e 0T w(g)de + - (Q)] e b+l (g)de =) + 1,

0 23

a
I

5 f citry(d)de, ot e rw(s) = W),

0

0y =
@

0

=2

)

e@
IZ2|=:|(D 'j | w( |d'z< |_/e |‘5ﬁ

~—

Par conséquent

lim | @(s)2] < e D(0)

S

quel que soit le nombre & > 0 c'est-d-dire lim ¢ @(s) = 0. Comme A —~0(| (DI |)
Ty

le théoréme est démontré.

8. VIL. Supposons la série (6) sommable (@, A) pour s = et soit ¢ un nombre
¢c>0,¢>08. Ona

ct+iw

Daple—i = [ e rowas
. 7w
Démontrons d'abord la formule
c+iw
(18) fe“(D(s)ds:o, z=o0.
c—iw

La fonction @(s) a la forme

s >1, uls)| < M.
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On peut facilement montrer que 4 =o0. En effet, soit s un nombre réel et
¢>o0 un nombre arbitrairement petit. Soit d > o un nombre choisi de fagon
quon ait

d
[ e p(r)dr + fse‘“” dr =u + v,
3
d
fse stde < ¢ [se_”ch:e

Y
O 0

lpx)| <&, o=x=4.

Nous avons

o

Ms
v << Mj ge STt g ==
d

esl=d 0o, o< g<d.
§—q

Par conséquent s®@(s)-—» o lorsque s — oo, il s'ensuit que 4 = o.
Soit alors O le demicercle |{s—c¢|= R, on a daprés le théoréme de

Cauchy
iR i
fe“(li(s)ds:j & D(s)ds.
iR &
On a donc
fe“(b( s)ds R%ﬂ{l = gi{l
v

quantité qui tend vers zéro, lorsque R — o, ce qui démontre la formule (18).

Soit An < 2 < sy eb considérons la fonction

919 = e (£ — D aneins) = o 7h(s).

Ay <w
A la fonction h(s) correspond la série de Dirichlet
h<8) = am41 + dm+26_-um+2._z‘m+1)s +oe

Si nous posons pn == Ayim —An41 cette série, en vertu de la proposition 3), est som-
mable (@, 1) pour s= 8. Alors pour R(s)=pf+ ¢>f nous avons

=l
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Nous avons alors
ctiw ctiw
I s — _ Y T ; R
27;2[6 Fls) () ds = D aneplix — ) + n.fg(‘s)tp(s)du.

c—i® c—i®

Il faut démontrer que

Soit d > ¢ un nombre arbitraire et w > 0. Nous avons

e+im d—iw d+im ct+im
(19) fg(s)(D(s)ds == f g(s)D(s)ds + fg(s)d)(s)ds + fg(s)lD(s)ds.
—iw c—iw d—iw d+iw
Comme
9(8)36_‘”}5(5): U= hny1—x>o0,
‘on a pour v

Par conséquent, si dans (19) on fait croitre d indéfiniment, on obtient

fgu D(5)ds = wf_;?s)ans)ds + fgu o(5)ds,

En désignant par m le maximum de |k(s)@(s)| pour ¢ < R(s) <, on a

w—iw @»

] f o(s) (s)ds| = f ——

c—iw [

et en supposent que w — >, on a

lim | g(s)@(s)ds =o0.
c—iw

b N ‘
D’une maniére analogue on a
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¢triom
lim | g(s)@(s)ds==0

w4

et le théoréme est démontré.
Si lon prend ¢(r) —a*, gplr)=(1—e %), x =0, on obtient comme cas
particuliers les théorémes suivants de M. Riesz:
¥) Si la série (6) est sommable (&, 4, %) pour s=-8 et si ¢>0,¢>8, on a
crio
"~ 0

27t AR

c—i®

1 9\ R
L= hp)* Bl
r (Z -+ I),Zn%‘a:an ( ’ ”) s

Le théoréme de MM. Hadamard et Perron est un cas particulier de ce théoréme
pour x =0,
) Si la série (0) est sommable (R, !, x) pour s:==8 on aura

i
S e [ Pt )1 /
x IZ(,xa."(.L—/,,) - Zniff(.s).L T+ 145) ds, c>0,c>4.
no .
C—ix

En suivant la méme marche de démonstration que pour le théoréme VII, on
{ ,

démontre un théoréme plus général:

VILIL.  Supposons la série (6) sommable (@, 2) powr s = B. Si s,= by + it,,
c>by,e>8, 0na

criw

! S8 D(s— s5) ¥l (d 5,

271

c—ix

Z“ ay (,f—‘;'” o q) (-1: _ )-n) —

Ap <<

9. Nous démontrerons encore un théoréme sur la sommation (g, 2). Soit

la série

(20) e+ ety + o

sommable (@, 1), la fonction @(r) admettant une dérivée ¢'(x) telle que la fone-

tion

0,05) - Lig)) = f 2 g (2)dz
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soit liolomorphe pour R(s) = —a,a >0 et g(x) > 1 pour z — . Soit w(x) une
autre fonction positive, ¥(0)==0, non décroissante pour z = o qui tend vers

U'infini, mais telle que lim }?—g(g)—@: 1 pour chaque nombre fini 2. Supposons

que Y(z) satisfait aux conditions 1), 2), 3) du § 3 et admet une dérivée. Nous
avons le théoréme suivant:

IX. La série (20) étant sommable (@, k) supposons que lim g‘gz;:x existe
1

lorsque s — o, ot

Ca

Po(s) = f e~y () da.

0

lF1(3)

Supposons encore que la fonction o,5) " * satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4) du
1

§ 3. Alors la série (20) sera sommable (W, 1) avec la méme somme.
En effet, posons

Aye) = Dy angple— 1) = f Ale— g/ ()t

ip<w

Ayle) = D anplo— 1) = j Al — W (Odt, Alz)= Dan,

n<T

on a

d’ou

L(Aw) =xL (A‘I’

+
—
g
=
|
T
=
[
s

ce qui nous montre que

(21) Aw(x)zxAm(x)+qu,(ac—t)h(t)dt,,
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En écrivant la fonction g(s) sous la forme

O e EACEPE AT

on obtient facilement, en remarquant que @,(0)==1 et en appliquant le lemme

8) §3)
(22) h(@) = ¢'(z) + o(y' (x)).
D’aprés les conditions du théoréme, on a

(23) lim Agle) _ s

2> @)
De (21), (22) et (23) on déduit facilement

lim Aw_(f) =g,
o Y(2)

et le théoréme est démontré.
Pour la sommation (R, [, p) de M. Riesz on a
pla) =l —ep, Llg) = @,(9= "0 " DIE )
et pour la sommation (R, 4, p) on a

W(%) =P, L(w,) = zPl(5> =

La fonetion @,(s) est holomorphe pour R(s)> —1 et la fonction

Pys) _ _Tptits)

D, (s) s+ 1)s?
satisfait aux conditions d'inversion. En effet, pour |s|— o on a

I'(p+1+s) 0, % ¢, uls)
z - . — =2 == e == — 5 < .
Fariw —' Tt et s fuuls)| < M

s?

Le théoreme IX contient donc le théoréme de MM. Riesz et Hardy: Si une
série est sommable (B, I, p), p>o0, elle est aussi sommable (R, 1, p) avec la méme
somme. Mais la démonstration de MM. Riesz et Hardy n’est pas applicable

dans le cas général que nous avons considéré.
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Chapitre 1L

Une méthode générale de sommation des séries divergentes.

1. Nous nous proposons de donner un procédé aussi général que possible
de sommation des séries divergentes qui satisfasse aux conditions I, IT, TII,
cest-a-dire qui permette de supprimer ou ajouter des termes nouvaux dans une

série sommable sans altérer la sommabilité et de multiplier les séries divergentes
sommables.

Soient ¢,(x), h{xz) des fonctions définies pour =0, intégrables et telles que

w0 o

f%(x)dx: ; fh(x)dxz .

0 -0

fm(xndx

étant convergente. Posons pour n =1

I'intégrale

2

Pul) = f Pns () — At = f Pl — (D .

Soit ¢(x) une fonction positive, non décroissante, s'annulant pour x =o et telle
que si @(x) tend vers l'infini lorsque x — o, on ait

oz + a)

o lim —————— =1
quel que soit le nombre fini a.

Nous disons que la série
(1) Qo+ a, + ay -+

est sommable (g,, /i, @) avec la somme s, si la série

wlz) = Z‘Oan+l @nlx)

5—34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 14 mars 1934.
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est normalement convergente dans chaque intervalle fini (0, x) et si l'expression
&

1
o= s f ol —u(t)dt

0

tend vers la limite ¢ — g, lorsque x — co.

Comme on sait, une série
(@) + uy () + uyac) + -
est dite normalement convergente dans (a, b) si l'on a dans (a, b)

| ()| < e, n=0,1,2,...
la série
oy + o oy +
étant convergente.
On peut facilement démontrer que
fqon(x)dx=1, n=1,2,3...

0

Nous établirons cette égalité par induction, en supposant qu'elle est vraie pour
@n-1(x) c'est-a-dire que

-]

f Prs(t)d — 1.

0

Alors on a

X

fq)n(t)dtzfdtfth('t)(pn_l(t——'t)dr=th(f)dzfq;n_l(t—rp)dt

= fh(t)g(w—f)d't,

ot l'on a posé
gla) = f Pna(Ddt, gla)— 1, pour z— oo,

0
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Soit ¢ > 0 un nombre arbitrairement petit et x, tel que

flh(z)|d1< e.

Alors pour » > x, nous avons

o

Z X
[ostiar= [1ergte—naz + [ 1o
0 0 %o ‘
Si Von laisse z, fixe on a

Lo

lim fh'(w)g(x—z)dz:foh(z)dz,

X

< e, |g(@)] <=,

fh(’[)g(x-—'v)d'b

0 0 o

pour chaque ¢ > 0. Donc

@
limlfqm(t)dt—ll<e+xe

x> ®

¢'est-a-dire

o0

fqul(x)éx: I,

0

ce qu’il fallait démontrer.

2. Nous allons montrer que notre procédé de sommation satisfait aux con-
ditions I, II.

X. 8¢ la série (1) est sommable (g, b, @) la série
(2) o+tay+a +a+

sera aussi sommable (@y, b, @) avec la méme somme.

Posons

© @

)= Donagle), o) = [ uiz—g(nat

uy (@) = 2 dhyrgpn(a) = gown(x), g,(z) = f wy(w~— 1) @ (f)dt.

n=0
0
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Pour la simplification de la démonstration supposons que ¢,= 0, ce qui ne

diminue pas la généralité. D’aprés les conditions du théoréme on a

1 gla)

oo (2) ’
il faut démontrer que lim ‘((};83 §. On obtient facilement la formule
(3) gl(oc)=j h(z— t)g()dz.

En effet le second membre de cette formule est égal a

@ 4

fh(x——t)dtfu(t—w)q;(z)dz

—f f (z—t)u t—~fzdt—f f h{x — v —)d{.

Mais

done

et la formule (3) est démontré.
Soit ¢ > 0 un nombre arbitrairement petit et tel que

f|h(z)|dz<s.

£ @

gl(x)g L o 1 . L
= g st tma s [ olo—har—i+

0 2o

D'aprés (3) on a pour x > z,
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Puisque ‘P(;(;')_d_)_) 1 pour chaque nombre fini d on a

lim 7z = th(w)dr.
0

Pour j on obtient

|j|<f|h<w>|'-"(;§(;f”dz<m,

et le théoréme énoncé suit immédiatement des inégalités obtenues.
XI. Supposons que la série (1) soit sommable (@, h, @) et qu'il existe une
Jonction n(x) telle que

©

f W — ()t — f W) golz — e, f nle)dz—1,

0

Vintégrale f | n(x)|dx étant convergente. Alors la série (2) sera sommable (W, I, @)
0

avec la méme somme.
Supposons encore @, = 0. Posons

z @

gle) = f o ulz—9di, g,@)= f ¢ (Du(e—1)at,

ul(x) = ZO:I anr (@), (@) = 2 anirtnia(@).

n=>0

Nous démontrerons facilement la relation

T

(4) gl(x)=fn(t)g(x—t)dt-
D’abord on voit que

(5) 1Pn+1(96)=fgvn(x—t)n(t)dt.
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Cela est évident pour = == 0 puisque
wie)= [wiipte—nar= [ golne—pat
0 0

Supposons que (5) est vrai pour Wn(x) c¢’est-a-dire

@

Yalz) = j Pn—(z—On(t)dt.

0
Alors on a

@ 4 z ©

w,wl(x):fh(x—t)dtfq),gl(t—z)n(f)dzzfn(z)drf%_lu—T)h(x—t)dt

=].n(r)dwfgon_l(u)h(x—-_'t—u)du=fn(fz)tpn(x—'v)dz.
De (5) il s’ensuit que
(6 )= [ altuz— ot

0
Done nous avons
o @ t

gl(x):j.¢(x—t)ul(t)dt=f(p(x—t)dtfu(t—r)n(r)dw

:jn(z)dzju(t—’f)q?(w—'t)dtzfxﬂ(’ﬂ)g(x— )dz,

et la formule (4) est démontré.
En suivant une méthode déja employée par mnous (chapitre I, § 3) on conclut

facilement en vertu de la relation (4) que de

g(x)

lim &% =
2w @ (Z)
découle
lim 9(@) =5
s P (@)
et le théoréme est démontré,
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XII. 8¢ la série (2) est sommable (g, h, @) la série (1) est sommable (W, I, )

avec la méme somme, si Uon pose

x @

%w=f%mw%ﬁw=%m,ww=fwwt
Q Q
Supposons encore que @, = 0 et posons

mm=fwmm~ﬁw,w@=fmw@—wt

uw=§mmmm (@) = D angpn(®).

Comme Wo(z) = (), on & Ya(#) = gas1(a), done

(7) u(x) = uy(z).
Alors nous avons
g(x)=fdr‘[¢(tf¢)u(x—t)dt

a—T 1

=fmdiflp(@u(w*'t—f)d@:fyl(x—f)d't:fyl(t)dt-

g91()

] 3 p— e ¢ ’
Puisque q)(ac)-,s’ on a g (x)=s@x) + (=), — 0,

(@ oyl

M:s-+ —I—)fe(t)dt=s +7,
et comme /' (x) = p(x) on obtient facilement

lim j =o.

T—rw

39
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XTIII. Supposons la série (2) sommable (@, b, @) et posons

X x

) = f glo—nddt, woa)= f Goldhle — )t = g, (@),

n(x + d)

n(x) étant une fonction telle que ,,,;,7,4,_,__,.“_,1 pour chagque nombre fine 0. Alors la

(=)

série (1) sera sommable (W,, h, W) avec la méme somme.

fw z—1)dr, gl(x)=jqo(f)ul(x—f)dr,

Z’ an—i—lwn u Z anq)n

n=0

Posons

Comme 1, = ¢, on a pour chaque 7, Yp = @n41, donc u(x) = u,(x). Alors nous

avons
glx) = ful(x—f)dtf (z)p(t—17) dz—f fulx—t (t—7)dt
_f fulx—z—v (v )d@*j p(7)g,(x —7)dz.
D’apré 'ql(x)=s. En se basant sur le
» 2= ()
théoréme I on conclut que
o 968 _
20 P()

et le théoréme est démontré.

3. Avant de démontrer le théoréme sur la multiplication des séries som-
mables nous donnerons quelques théorémes préliminaires.

«) Supposons que @(z), Y(x) sont des fonetions positives, non décroissantes,
définies pour x> o et telles que ‘

lim M = lim '_P(ﬁid) —1

T— ® w(w) - b T ® '!,U(x)
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pour chaque nombre fini §. Alors si l'on pose

X

w@%=f¢@¢@—ﬂw

0

on a
1) lim sle+d) 1 pour chaque nombre fini §
(%)
. 1) . (@)
2 lim =00, lim =
) e P (2) oo W(X)

En effet, soit P> 0 un nombre arbitrairement petit et soit a choisi de
telle fagon que

a

fqo(x)dac > P.

0
Alors pour x > ¢ nous avons

a

e [ wle—1) ()
w(x);fgo(t)—_m—dt, lim *watp(t)dt>P,

P () e V()
0 0
c’est-a-dire
oozlx)
g}gg W) »

Nous avons pour chaque nombre ¢ > o

x x+d

z(x+6)~—'t(x)=fq)(t)[w(x+ a—t)—w(x—t)]dHfqo(t)w(xqu S—f)dt> o

@

J z+d
z(x+6)=fq>(t)w(x+6—t)dt+ f¢(t)1p(x+6—t)dt
0 J
d z

==f<p(t)w(x+6——t)dt+ flp(u ul@—Hdt=a + 8.

6—34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 14 mars 1934,
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Puisque (p(;(:) 6)—>1 on obtient d’aprés le théoréme I
m P —
lim @ 1.

Si nous posons q)l(:c)-:] @(t)dt, nous aurons

0

@ = ¢, (0)Ylx + 6) = o(z(x),

et la proposition est démontrée.
B) Si la série (1) est sommable (g,, &, ¢) elle sera aussi sommable (z,, b, @)

avec la méme somme, si l'on a

2

7o(if)=j‘¢o(t)wo(x—t)dt, /.wo(w)dm =21,

En effet, posons

o) — j Wtgle—idt, gy(z)= j w(Bgle—tat,
ulx) == 2 nr1@n(x), u,(x)= 2 (a1 Ta().
On obtient facilement
(8 ) — f ule —uo(Bdt, @)= f gl — ywlt)dt.

D’aprés les conditions du théoréme on a

lim—gﬂzl.

r— > m (x)
De la formule (8) on déduit facilement

lim %) =g
2w @)

ce qu'il fallait démontrer.
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v) Soit la série (1) sommable (@,, &, ¢) avec la somme s. Alors si y(x), Y(z)
sont des fonctions positives, telles que

[ vt =. s VIR
Q

pour chaque nombre fini §, w(x) étant non décroissante, la série (1) sera som-

mable (7y, 4, 7) avec la somme s, si I'on pose

x z

() = [ Goliiolw—Hdt, tlz) = f o (Bl — .

Posons en effet

gla) = f Wplz—1dt,  u@)= 3 ansigale)

ne)= [ ultiele =i, )= D)

Si nous posons

) ole) = [ glpte—nat

nous aurons la formule

(10) gl(x):fv(t)wo(x—-t)dt.
0

En effet, nous avons

;fant)dtft( (t—h dh—f dhfwm—t (t—hydt

x—h

f dhf Yo —h—10)dE = f dh~f wle— h)w(h)dh.
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Si l'on désigne par j le seconde membre de (10) on a

T

j-—-fxr(h)dhfxwo(x—t)u(t—h)dtzfz(h)ul(x—h)dh
| )

= gy(x

et la formule (10) est démontré.
D’aprés les conditions du théoréme, on a

lim o(z)

@ (>

Done, d’apres le théoréme I on a

tim 242)

— =8,

" 7(@)

et de la relation (10) on conclut que

lim 91(;”)) =sf1p0(t)dt=s,

2 - 00 ’E(

ce qu'il fallait démontrer.
3) Si une série est sommable (@, b, ¢) avec la somme s et sommable

(W, b, Y) avec la somme £, on aura §={.
Le théoréme est une conséquence immédiate de la proposition y) en y
prenant
wfe)= [ plvle—dat, o= [ gOue—yar
0 0

e) Soient f,(x), f3(x), ¢:1(x), ps(x) quatre fonctions intégrables pour x > o

et posons

by(z) = f FlO@slz—dt, bya)= f fullgsz—dat,
fyla) = f AOfE—0dt, g@)= f 91O pale— B)dt,

bola) = f Flb)polz—Ddt,
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alors on a

x

(11) bo(x)=fb1(t)b2(x——t)dt.

0

Nous avons

(12) Byfa) = f golz:—a)da f fla—B)AB)d8 = f f £B fila—B) golr—a)dadp,

l'intégrale étant étendue au triangle A; (0,0), (x,0), (x,x). Désignons par D(x)
le second membre de (11). Nous avons

a—y

Dix) fdyfﬁ Py —uduff; gl —y — o) dv
—fffﬁ 91y — ) il0) gl —y— o) dy dud,

I'intégrale étant étendue a la région

o=Ev=xr—yY, O=Su=sy, O=y=ux.

Intégrons d'abord par rapport & y en laissant u et v fixes, c’est-d-dire dans

Iintervalle u =y =x —v; on a

T=—v

,-:fffl(u)fg(v)dudvfqol(y—u)qoz(wfy~v)d?/-

u

En faisant le changement de variable y = u + ¢, on obtient

TV L=V

fgol(y—u)%(x——y—v)dy:f%(t)%(x—v—u—t)dt=goo(x—v—u).

Si l'on fait alors la transformation
U= — ﬁv v = ﬂ’

on déduira de (12) que D(x)= b,(x), ce qu'il fallait démontrer,
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4. XIV. Soet la séree
(13) Ty owy, oy
sommable (@,, h, @) avec la somme s, et la série
(14) , Vo v, g+
sommable (Wy, h, V) avec la somme t. Alors la série produit de Cauchy
(13) Wo + Wy F Wy T, We = UgUn + UgUp—t T+ U,

est sommable (7o, h, ©) avec la somme st, st

& X

To(x)=f¢o(t)wo(w—t)dt, z(90)2fq>(t)w(96—t)0lt-

0 0

Nous démontrerons le théoréme dans le cas #,=v,=0. Posons

u(x) = Zl ”n+1¢n(90)» vix) = Z vn+1t//n(w), w(x) = Z Wa 10 ()

(16) m(x)—:j.u(t)v(x-—t)dt,
alors on a

(17) w(x)z‘/‘m(fr)h(x-—w)dr‘

En effet, nous avons

T

(18) . | 7"(‘%) = 2 Zl-un-!—lvm+1f¢n(t)'¢’m(x—t)dt.

n=0 m=
0

Mais on voit facilement que pour chaque # et m, on a
@ .

(19) Taiml) = f ol mlz—ddt.

0

Cette relation est vraie pour n=m=o0 d’apres les conditions du théoréme.

#+m+ 1 on aura

Pour
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tnsmen () = f tnem (bl — Dt = f W — 1) dt f () (t— 1) s

T—T

=jqpn(z)dzjh(x-—vt)wm(t——'r)dt=fxq)n(r)d'rfh(v)wm‘(x——z—v)dv

— f gpn,(i)%+1(x-z)d¢= f @n+1(7)Ym(x —7)d,

0

done elle est vraie pour chaque = et m.
Alors d'aprés (18), on a

o

o © ) i @ '
m(@) = 2 D thns1Vmt1Tnin (@) = D 0(0) D) thnir Vir1mn = D) wr2972(x),
i A=0

n=0 m=0 A==0 n=0

d’ou il suit

© @

w(x)zZngnH(x):fm(fr)h(x—fz)dz,

A=0

et la formule (17) est démontré.

Posons

alors d’aprés la proposition &) nous avons

@

golar) = f g (W)gslw— 1)

0

Puisque d’aprés les conditions du théoréme on a

lim%=s, lim ‘g—(ﬁ)zt,

Y ()
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on obtient en vertu de théoréme I

lim %) _ st.

z(x)

On peut facilement démontrer la formule

X

(20) Glo) = f (O hlz— f)dt.

0

En effet, le second membre de cette formule est égal a

2 t s Ey .
j h(x—t)dtf'z(u)m(t-—'u)du=fr(u)du] hz— Om(t —w)dt
0 0 0 u
Zfr(u)(luv/ 772(77)h(x—'u-—-v)dv=fr(u)w(x-—u)du.
1] 0 0
Alors de lim go(x):St il suit que
z(x)
lim “ (x):lim ! v golr — Oh(t)dt = st cc}1.(.'1:)6111:———st
x-rx T(x) x> 'F(.’L‘) 0 !

.

0 0

et le théoréme est démontré dans le cas wy=rv,=o0.
Le cas général s’obtient facilement. La série -

(21) o+ u + uy + -
est sommable (g, k, @) avec la somme s—u,. La série

(22) o+ v+ v+

est sommable (y,, &, ) avec la somme t—r,. La série produit de Cauchy des

séries (21) et (22)
(23) Wy + ' +wy o
est sommable (z,, 2, 7} avec la somme

(5 — wo) (t — 1)
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La série (15) s’obtient & partir de la série (23) en ajoutant aux termes de celle-ci

les termes des séries
(24) gV + Uy + o F Uy + -
(25) O + Vol + VolUy + - F Vpldn + .

D’aprés la proposition v) les séries (24) et (25) sont sommables (7, h, 7) avee les
sommes u,t et vo(s—uy). Par conséquent la série (15) sera sommable (z,, h, 7)
avec la somme

(s —wg) (E—1vg) + ugt + vy(s —u,) = st,

ce qu'il fallait démontrer.

On a le théoréme suivant plus général:

5. XV. Supposons la série (13) sommable (@,, b, @) avec la somme s, et la
série (14) sommable (Wy, h, W) avec la somme t. Supposons qu'il existe une fonction

7o(%) définie pour x>0, positive, intégrable et telle que

e X *

fto(t)h(rc—t)dt:— f{po(t)wo(x——t)dt, j"co(x)dmz I.

) 0

Alors la série (15) sera sommable au moins par une des méthodes

(q)ov h’! w)v W’m h’ w)y (TO’ h‘! T)

avec la somme st st

T

o(e) — / P (Bl —Bdt.

0

Considérons d’abord le cas wy==1,=0. Posons

a

»

g.(z) = fu(x—t)go(t)dt, (i) = ) thnr (),
gz(fv)=fv(x—- Hyl(t)dt, v(x)=21’n+1wn(x),

* gola) — f wlz—eBdt, ww) = D wasra(a).

0

7—34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 15 mars 1934,
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Nous avons la relation

(26) () = fu(t)v(x—t)dt.

En effet, Q’aprés les conditions du théoréme en obtient

@

Tntm1 () = fqon(t)zpm(x— tdt,

0
done

3 ® w® @

fu(t)v(ac-—t)dtzz Zunﬂvmﬂfw,,(t)lpm(x—t)dt

n=0 m=0
0

o = 2] e
= 2 2 un+17«’m+17:n+m+1(x) = 2 Wi+1 ’51(00) = %'(90)-
2=0

n=0m=0

D’aprés la proposition nous avons
p

(27) o) = f 7O gsle— 1)z,

Comme

on aura d'aprés le théoréme T

g() ~ stz(z),

ce qui démontre le théoréme ennoncé. Le cas général se traite comme précé-

demment.

6. Nous avons la généralisation suivante du théoréme classique de Mertens:

XVI. Supposons la série (13) sommable (py, h, @) avec la somme s, la fonc-
tion h(x) étant mon mégative pour x = 0. Supposons la série (14) absolument con-
vergente et soit t sa somme. Alors la série (15) sera sommable (@,, h, @) avec la
somme St.

Posons
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kg

g(x) == fu(;u—t)q)(t)(lt, ulz) = Zu,,,;.l(pn(x)

() = j win— glt)dt Zq

et supposons d'abord que u,=v,—~0. Nous avons

n
Z Wn+1 qll Z ¢n ) Z U Ui 1—i
A—1
—27)2“1101 galx Z?'Zumuq)mu

n=4 m-=0

Mais on démontre facilement que

Fn-sla) = / Pl — O hams (At
0
ot I'on pose pour 2=o0, hi(x)="n(x) et pour L>o,

x

halar) — j b (Yo — ).

0

Donec nous avons

w(x) = Z Z lm.{1j pmlz—t) iy (t)dt = Zv, (22—t ha—i (8)d L.

0 0

Par conséquent nous obtenons pour g,(x)

gl(w)=fw(t)¢(x—t(1t—~f20;7u_ ‘/‘q)(w—-t)u(t——z)dt
:—/‘g(x—z)d't;l);]Lz_l(t)ZJ.g(:B - 7)n(7)dw,

ou l'on pose
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= Z va by (x)
i=1

Comme auparavant on voit facilement que
f hix)dr=1.
0

Nous démontrerons que

En effet, soit ¢ >0 un nombre arbitrairement petit et soit m choisi pour que

o

D m] <e.

l=m+1

Alors on a

m

f dt—Zu his (s =Z Z—H/

=1 m+1

mn

Si l'on fait tendre x vers l'infini, on obtient lim 77:2,11;,, et puisque
1

|/|<Z|w|fh;—1 <e,
m+1
0
il s'ensuit
lim jn(T)dT—t|<28,
T o

¢’est-a-dire

Mais d'aprés les conditions du théoréme on a

lim 7%

@ ()
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En suivant une méthode déja employée par nous (Chapitre I, § 3) on déduit

alors de la formule obtenue c¢i dessus

x

gl(x)=fg(x—-f>n(t>dt,

0

9,(x)

ue lim "'-= = st et le théoréme est démontré dans le cas w,=v,=0. Comme
q 0 ()

2w @ ()

dans la démonstration du théoréme XIV le cas général se rameéne au cas parti-
culier #,=wv,=0, que nous venons de considérer, en remarquant que chaque
série absolument convergente est sommable (@, &, ¢), h > 0, ce qui se vérifie

facilement.

Chapitre IIL

=

Applications & quelques généralisations des sommations de M. Borel
et Mittag-Leffler.

1. Nous considérerons ici quelques cas particuliers de la sommation (g, &, ¢).
Supposons que
golw) = e, hia) = e,
on obtient facilement

—

€ I.H

7l =

La série
(1) Uy F 2y F Uy A

est sommable (¢=, ¢7*, ¢(x)) avec la somme s, si la fonction

n

. Un41X"
u{x) == e Z —
- nl

est entiére et si l'expression

tend vers la limite s —u,, lorsque x— co. 8i nous intégrons par parties et posons



54 Nikola Obrechkoft.

«©

AT — Y Sn i —_
(D(.,(') = ¢ “;‘Z—l— T S = Uy + Uy + -4 Up,
0 : ’

I'expression y se transforme en
.

Y Uy (P@)f Dz —t)deg(t),

0

ou lintégrale est prise au sens de Stieltjes. Nous désignerons la sommation
(¢, ¢, @) ainsi obtenue par la notation plus bréve (B, ¢). C'est une géné-
ralisation de la sommation de M. Borel. Donc la série (1) est dite sommable

(B, @) avec la somme s, si I'expression

£

q)l(x) f O(x—t)dp(t)

0

tend vers la limite s, lorsque x — . En appliquant les théorémes X, X1I, XIV,
XVI1 & cette sommation, nous obtenons immédiatement les propositions suivantes:
a. Si la série

(2) Uy + uy + Uy +
est sommable (B, @) avec la somme s, la série

(3) O+ ug+ wuy + Uy T

sera sommable (B, ¢) avec la méme somme.
b. 8i la série (3) est sommable (B, ¢), la série (2) sera sommable (B, ¢,)

avec la méme somme, en prenant
@ {x) = / p(t)dt.
o
¢. Supposons la série
(4) Uy T+ Uy AUy R
sommable (B, @) avec la somme s, et la série

(5) g+ vy + vy
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sommable (B, 1) avec la somme ¢. Alors la série produit de Cauchy
(6) Wy + w, + Wy + o, Wn = UgUn F+ U1 F T UV,

est sommable (B, 7) avec la somme st, en prenant

@

+() =fgo(t>w(oc— fdt.

0

d. Supposons la série (4) sommable (B, @) avec la somme s et la série (5)
absolument convergente et soit ¢ sa somme. Alors la série (6) est sommable
(B, @) avec la somme st.

Dans le cas particulier @(x) = a*, x = 0 nous obtenons tous les résultats
de M. Doetsch, qui furent le point de départ de nos recherches.

2. Comme autre application nous considérerons une généralisation de la
sommation de Mittag-Leffler, qui posséde toutes les propriétées I, II, III.
Supposons que

xP hiz) xe -
— Y — == T y > n =
Polx) =€ rp+1) () = e ') a>0, p=o,
alors nous avons
- x“”“’ ® un+lxan+p
— —, )= % __ona .
gnlz) =e I'an+p+1) ulw) = e ZO"'I‘(an +p+1)
. . P as ! .
Nous désignerons la sommation |e— pti1) et o)’ 90) plus briévement par

le symbole (E?, ¢). Done la série
(7) Uy + Uy T Uy + oo

sera dite sommable (E2, ¢) avec la somme s, si 'expression

gpwj‘u(ac—— Helt)dt

0

converge pour chaque x>0 et tend vers la limite s — u,, lorsque x — . Le
théoréme X nous donne alors cette proposition.
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e. Si la série
(8) o + g + uy + o

est sommable (E?, @), la série (3) est sommable (E?, ¢) avec la méme somme.
w @ w P

Appliquons le théoréme XI. Soient alors

xP ( ) — o L2t 27

¢o(%):€_xr_(pjrf)7 ) Yolz) = e Ta+1) plx) = w(x).

Si nous prenons

oi d=a+ ¢g—p >0 on voit facilement que les conditions du théoréme XI sont

satisfaites, car on a la relation

T

2 (ac—z‘)“—1 94 “tt‘*—l (x—t)
e~ =) gt = e =t gt
fl"(ﬁl) I'(a) f rip+n°

0

Par conséquent nous avons la proposition suivante:

f. Si la série (2) est sommable (EZ, @), la série (3) sera sommable (E?, ¢)
avec la méme somme pour chaque ¢>p—ea.

Comme conséquence de la proposition v) nous obtenons ce résultat:

g. Si une série est sommable (E?, ¢) elle sera aussi sommable (EP, ¢)
avec la méme somme pour chaque p, > p.

Le théoréme XII nous donne celui-ci:

h. Si la série (3) est sommable (EP, ¢), la série (2) sera sommable (E+7, p,)
avec la méme somme, en prenant

@

¢1(a) = f p(0)dt.

0

Nous avons les théorémes suivants pour la multiplication des séries:

i. Supposons la série
(9) ‘ uy + uy + Uy +
sommable (E?, ¢) avec la somme s, et la série

(10) o+ v+ v+
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sommable (F?t, ¢) avec la somme ¢. Alors la série produit de Cauchy
(11) Wy + w; + Wyt W= UgUn F Uy Vn—y + -+ Uy,

est sommable (EP*%+1 1) avec la somme s¢, en prenant

x

t(x) = f(p(t)w(x—t)dt.

0

Le théoréme énoncé s’obtient en appliquant le théoréme XIV. Dans ce
cas particulier on a

xP P xp+1’1+ 1

r)=e "t ———, x)=e s glr) = 1 -

¢O() I( ) WO() [(271+I) 0() 1(p+p1_+_2)
j. Supposons la série (9) sommable (E?, ¢) avec la somme s, la série (10)
sommable (E?, ¢) avec la somme . Alors la série (11) sera sommable (EY, 7)

avec la somme st, si

X

T(x)’:fq)(t)w(x—t)dt, g=max.(p,q,p+q—a-+1).

0

La proposition s'obtient en appliquant le théoréme XV.

Nous démontrerons maintenant un théoréme relatif i la comparaison des
deux procédés (EP, ¢) et (EP, ).

Soit ¢@(x) une fonction positive, non décroissante pour x>0, lim ¢(x)=1,

x> ®

et admettant une dérivée, telle que la fonction  analytique

soit holomorphe pour R(s)> —e«,a >0, dans chaque domaine fini. Soit encore
W(x) une fonction dérivable non décroissante telle que W(x)— oo si z— oo,

i 11p(.oc+a)_

| e (@)

pour chaque nombre fini d, et posons ¥,(s)= f ety (1) di.

0
8-~34198. Acia mathematica. 63. Imprimé le 15 mars 1934.
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k. Supposons que la série (1) soit sommable (E?, ¢) avec la somme s,
. W (8) . . ¥ (5)
ue lim -1~ =2 existe. et que la fonction
1 @, (s) 1 ,(s)

d'inversion données dans la partie T (§ 3). Alors la série (1) sera sommable

— A satisfasse aux conditions

(EP, ) avee la méme somme.

Posons

ol v'(z) =wu(x). En appliquant la transformation de Laplace nous avons

¥, (3)
@,(s)

(12) Llg)= L(v)®,(s), L(gy) = L)W¥,(s), Lig,) = L(g)[ - l] + 2 L(g).

D’aprés les conditions du théoréme il existe une fonction n(x) définie pour z>o0

et telle que

) B
D) " A = L(n(x))
Alors de la relation (12) nous tirons
(13) 7o) = dota) + [ glo—tuitar.

¢]

Comme la fonction @,(s) est holomorphe pour s==0 et @ (0) :fqo(x)da;: I,

’ 0
en appliquant le lemme B), § 3 (chapitre I) nous obtenons

n(z) = y'(z) + oy (=)

Alors puisque lim —g%:s on tire facilement de (13)

- e

x

m 8@ _ —
lim S0 =1 w@fmxtmmw |

o

et le théoréme est démontré.
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Nous donnerons une application de ce théoréme a la comparaison des mé-
thodes de sommation de MM. Doetsch et Knopp. D’aprés M. Doetsch la série

7/{/0"‘“1'}_“2_""'

est sommable (B, x) si la fonction

w0
1
D) = ¢ D, S"j,c
= "l

9

est entiére et si I'expression

xx_”j O(x— ) dt

0
o
. S W
tend vers une limite lorsque x — . D’aprés M. Knopp la série Zun est som-
0

mable B,, si la série

@®

) = ¢ D
Sile) ;I’(n+ %+ 1)
converge pour chaque x et f,(x) tend vers une limite s, lorsque # — . Pour

¥ > O nous avons
X
1

Soulz) = Imf ¢D(wé e tetdt.

0
@
Donc la sommation B, est une sommation (B, p) avec ¢(x)=FI(y—) f e tedi,
. ) 0
et la sommation (B, x) est la sommation (B, ) avee ¥{x)=a*. Comme

x

1 I
: — n — —_— ,—(s+1)a: H—1 — s
lim p(x) =1, L(p")= @,s) T(x)fe x1dt T
0
L) = xfe—“t“‘ldt - fﬁ‘sifi) —w,(s),
0
la fonction g%—r(x—k 1) satisfait aux conditions d’inversion. Nous avons,
) ‘

comme application, le théoréme suivant®:

9 (Je cas particulier a été considéré par nous dans un autre travail, publié dans Journal fir
die reine und angewandte Mathematik, t. 166 (1932), p. 208—219, aussi dans Rendiconti del Cir-
colo mat. di Palermo, t. 56 (1932), p. 1—23.
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1. Si la série Zun est sommable B,, x>0, elle est aussi sommable (B, x)
0

avec la méme somme.

Nous avons encore le théoréme:
o
m. Supposons la série Zun sommable (E?, @) et soit p,<p, d=2p—p,.
: 0

o

La série Zun sera sommable (E?', ¢,) avec la méme somme, si l'on pose
0

2y = - -I‘,, e Y —1
9)1("‘) 1,(a)f¢(l)(x )" dzt.
0
En effet, posons

o

9la) = /( Oplbdt, o) [ wle— gt

0 0
. ?‘ 'M,,+1.’L‘a n+p ] x‘ Una 1.'1)(”' t
ulx) = e T r)o-eTt 2 :
() %1‘(a1z+p+1) ) (Z,l‘(rz)z-+pl+l)
S i S Uns1 Lu,) Lig)
L) = -, Luy) = R 1), L) -= ,
(u) 0 (s + pjenteel (ul) TJ (s 4 rjemtpid s L(u) (g + ) ’ ((pl) s9

L{g) = L(w) L{p), L{g,) = L(w) L(g,),

e o) L(g)‘?(%) ' i:((t‘)) = L) ( b I)d = L{g) + Llg) l( L 1] .

L(p)
()

satisfait aux conditions d'inversion du chapitre I (§ 3); donc il existe une fonc-

La fonection

tion n{x) définie pour x > o et telle que
; g
(’f ‘—) — 1= L.

D’aprés la formule (14) on obtient alors la relation

(15) 01(@) = g(a) + j gtz — .
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En appliquant le lemme $), § 3 (chapitre I), on obtient facilement I'égalité -

2 ,
— — —1 o
77(%‘) () + o(2®Y), @ — o,
: xd.—'l b Y Ve N\
Puisque 7{x) ~ ) g(x) ~ sp(x) on aura d’aprés le théoréme I

X

[ otmte—ae~ 5 [ wiote - 1p-ar= g0

0

Mais il est facile de démontrer que

En effet, soit @ un nombre fixe. Nous avons

X Q€

(%) = flzg) f o) (x—ty1dt > ’fl'('a) f o) — 14t

(16) 0 ) a—a
ple—a (g _ple—a 4 g @t
r@“f“ U (TR Sy

Si l'on prend a assez grand, le second membre de la formule (16) peut devenir

aussi grand que l'on veut, c'est-a-dire

lim 22 _ o

T QJ) )
Divisons alors les deux membres de la formule (15) par ¢,(x) et faisons tendre x
vers l'infini. On obtient

lim 4 (“C)
T 901(95)

7

et le théoréme est démontré.

3. Nous déterminerons maintenant la région exacte de sommabilité de la
série de Taylor d'une fonction analytique.

Soit S(2) une fonction analytique, holomorphe pour 2z =0 et donnée par sa
série de Taylor

(17) fle)=ay, + a2z + a® +- .
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Dans la méthode de Mittag-Leffler, ou l'on considére la fonction entiére

RS T A
Bolw) = %I‘(an + 1)’ ® =0,

on sait que la série (17) est sommable dans une région w. ainsi définie:
Soit G, la région: z =rev,

7T _ 7T e
—re=@=E—0, rs cos ¥
2 2 o

lo<eae<2
7[ -~
—a << @< 2m——@a, r<<®
2 2

S

—a
o=@ <2, 7'§(cos¢) , @Z 2.
o

Alors p, est la région commune de toutes les régions {G., ol { prend pour
valeurs les affixes de tous les points singuliers de la fonction f(z). La série
(17) n’est pas sommable par cette méthode en dehors du domaine u,,.

Nous étudierons la sommabilité (E?, @) de la série (17) en déterminant la

région exacte de sommabilité. Nous avons le théoréme suivant:

XVIII. Supposons que la fonction ¢(x) satisfasse aux conditions d'inversion,
données dans le Chapitre 1. Alors le domaine de sommabilité est la région u, de
Mittag- Leffler.

La démonstration du théoréme est basée sur deux propositions.
AQT ' 7 (f ¥ “ 7-5
a. Désignons par I', la courbe {=ge'?, 9 = {cos®) , [p]| = @ ,0< a=2,
o

et o=@ <2m pour ¢>2. Soit # un point arbitraire mais tel que sur la courbe
zI, et a lintérieur de cette courbe la fonction f(z) soit holomorphe. Alors la
série (17) est sommable (E?, ¢) pour 2 avec la somme f(2).

On peut supposer que z= 1. Définissons g(x) par

X o

_ _ D) B @@
g(x)—fr/)(w Hul@)dt, wulw)=e ;l‘(an-l-p—f-l)

0

Appliquons la transformation de Laplace, nous avons

Lig)=@(s) 2 "l @)= L{g).

T (s + I-)“”'HH'I’
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D'aprés le théoréme de Cauchy nous avons

mn -
27 | Lt

Done on a

®

_ 26 (10
=i | T e 2

Y
La série

0

D

0 s+1

est absolument convergente pour |{(s+ 1)*] >¢>1, ce qui est satisfait pour |s]
assez grand. Nous avons alors

e K L

¢ .I C(5+ I)a

Supposons que le contour simple ¢ comprenne a son intérieur la courbe Iy, et
soit choisi pour que sur C et dans C la fonction f'(z) soit holomorphe, ce qui
est toujours possible d'aprés les conditions du théoréeme. Il est facile de voir
que sur C on a

Cﬁ <1-—4d, 5 = —

ot d >0 est un nombre fixe. Donc pour R(s) > — d la fonction (s) est holo-
morphe dans chaque domaine fini et la fonction ®@(s)(s) satisfait aux conditions

d'inversion. En applicant le lemme §), § 3, chapitre I, on obtient

(r8) g(x) = @) w(o) + olp(x)).
Mais
_ 1 (fQ) df 1 ([ @
w(O)_Tmf? I_l_;”ij S: anf
i 7 Y
=f(1)—a

Done d'aprés (18) la série (17) est sommable (E?, ¢) pour 2= 1 avec la somme f(1).
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B. Supposons que la série (17) est sommable (E?, ) pour une valeur z,
de z. Alors la série (17) sera sommable (E?, ¢) sur le segment OM, si l'on
désigne par O le point 2==0 et par M le point 2 =¢,. De plus la somme de
cette série sur OM est une fonction analytique, qui n’a pas de points singuliers
dans la courbe zTI%.

On peut naturellement supposer que #¢=1. Posons alors

x »

an+
o) = f plo—fulat, ua)—ex 3T ign;ﬁﬁl):s,
0

x

_ _ e S @l
)= [ plo—duliat, wlo) = DELCEEL 0<o<t

0
En appliquant la transformation de Laplace, on obtient
(19) G(s)= @) Vs), Gyls)= @(s)Vy(s),

ot l'on pose

Comme

k]

() = 077 u(of x) poP—nz g —

Q|-

on aura

) B

Vl(s):fc““”ug(x)dx:—‘gl_l’(”/ e—ee PNy (08 ) d .

0 ) 0
Si l'on fait le changement de variable ¢fx = ¢, on obtient

— o
(20) V,(s) = o266 V(?f,%g — e ) ,

Des relations (19), (20) nous tirons
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nous obtenons

¢

/)]
. 1 — B st 1—gb
(2 I) Gl (,g) = QA. G (?*7-1{‘94) + Ql G (i_i_ I ¢ ) J—

O(s) — @ Si‘? 8
-, ofc s

¢’est-a-dire

G(%i%) 2/6—”@0(90)0190.

_]_
En posantfl-_% =gz, on obtient

®

G(e) = fe‘“‘é’ﬁ”w(x)dx,

0
‘d’ou il suit par la transformation gfz=y,
)= | o=ty (Y)Y
G) fe w(l—d‘)l——d
0
Cette relation nous montre que
| e x 1
— pl—¢ =y,
o) = a0y (25) 15
c'est-a-dire
(22) W(x) = fe " gloP ).
De la formule (21) on déduit

(23) gu(e) = Ppla) + ¢ f (0t = Pe97glea) + ¢ [ ha—teiglePat.
0 ki
9—34198. Acia mathematica. 63. Imprimé le 16 mars 1934,
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Puisque 9< 1, d>0, g{x) = O(p(z)) I'intégrale

fe—‘”g(g(*t)dt

0
est absolument convergente. En appliquant le lemme a), § 3, (chapitre I) on

obtient la formule asymptotique

(24) L )
o(, )
g(x)

‘D’aprés les conditions du théoréme l'expression o @) tend vers la limite s,

lorsque x — . Done I'expression

e g (ofx)  e7g(ofx) @lofx) glof)

IA

AAAAA A

p(x) plefx)  glr) @k

I

y

tend vers zéro, lorsque x — . Alors en se basant sur la formule (24), on déduit

facilement de la relation (23)

Done la série (17) est sommable (EP, ¢) pour z=¢ avec la somme j(g).

Si I'on pose dans j(g), ot =z, on obtient

Si z est un point arbitraire i l'intérieur de I, on a R(z—f—1) > o, l'intégrale

o

)= [ g
(D(g_f”— I)

0

est donc absolument convergente et représente une fonetion holomorphe dans I'..
Cette fonction est le prolongement analytique de la fonction j(g) définie pour
o<e<I.
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Alors en suivant une marche connue, on déduit facilement des proposi-

tions a. et B. le théoréme énoncé.

4. Nous démontrerons ici que, dans des cas assez généraux, la sommation
(E?, @) permet de sommer la série de Taylor (17) sur le contour du domaine de
sommabilité. Comme exemple simple nous considérons la sommabilité (E?, %)
que nous désignerons ainsi E? . Nous dirons qu'un point singulier a = re'v
de la fonction f(2) satisfait & la condition C,, x = 0, si autour de a dans un

espace angulaire
7C 7T
pto<argle—a)= ¢ +2m—0,, o<6<~5, o<d‘1<5, o=|z—al|<r,

la fonction f(2) est holomorphe a l'exception de a et si 'expression (z — a)**' f(e)
tend uniformément vers zéro, lorsque z—a. Nous démontrons le théoréme suivant:

XIX. Soit z un point régulier de la fonction f(2) qui se trowve sur le con-
tour du domaine p., tel que la courbe zI'. passe seulement par un pont singulier
a=rd9 satisfaisant & la condition C.. Alors la série (17) sera sommable EY
pour z avec la somme f(z).

Par une transformation linéaire on peut supposer que z=1. On sait alors
que sur la courbe I, il n’y a pas d'autres points singuliers que le point a. Soit
I' une courbe fermée, simple, qui contient la courbe I',. Soit encore ¥ un con-
tour simple et fermé, qui contient les points z=0 et z=1, et dans lequel et sur
lequel la fonction f(z) est holomorphe. F se compose des segments E,, E,, E,
autour de a et de D, définis ainsi:

E, est donné par z—a=pc¥, Yy=¢+d, o<y=o=d, a+de'v*t? étant
un point de I,

L, par o=y, 0=y ~@p=2mx—0,,

E;, par y=9¢=d,, v=¢—d;, a+de¥—% étant un point de I.

La partie D est unarc de I' tel que p + =y =2z + ¢ —d,.
Soit U un autre contour, défini ainsi:
z=pd?, pour —(1 +a)g§gp§(l +e)~7§, 0 =r=const.;
7 7 , :
pour ¢=—(1 +e);, ou ¢ =1 +e); on a 0=9=r, ¢>0 étant un nom-

bre arbitrairement petit.



68 Nikola Obrechkoff.

D’aprés la formule classique de Hankel on a

(23) IR S (13
5 ' I'ly+1) 2m x
U

Soit x>0 et r choisi pour que r*z* soit plus petit que le rayon de convergence
de la série (17). Alors en appliquant la formule (25) & la fonction

on obtient

ou l'on a posé

v
Zawn_,,,, o

Pour la simplicité de la démonstration on peut supposer que g,=0. En faisant
le changement de variable 2°¢* = 7z, nous avons

1,

ou U, désigne le contour d'intégration transformé. Nous choisissons le contour
E de telle fagon que les segments de U, autour de #==0 appartiennent i F.
Alors d’apreés le théoréme de Cauchy on a

zmr~f”fwrm“

2wia T
I

Si nous désignons par g(x) I'expression

¥

mw:fu—mmwa

0
nous aurons
x

gla) =~ .'-]‘Ejgif(x—t)“%fldt, he=gf—1,

i 0
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En changeant d’ordre d’intégration, on obtient
B 1 F(z)a* % F(e) B . v
(26) glz)= anj1z Mh+2maleM@M—fo+ —7,

X

M@;f@~mﬁww,

0

puisque le résidu de la fonction A= zFf—1 pour z=1 est égal & —a. Nous
allons démontrer que lim z—*j =o0.

XT-—>
On peut facilement démontrer les inégalités suivantes:

Si 2z est sur FE, il existe une constante finie K, telle que

R(Ff—1)< Ko, 0=|2z—al.

Si z est sur E, ou sur I, il existe une constante S > o, telle que
R{z—Ff—1) < — So.

£
.

Soient alors 7,57 les intégrales de la fonction (x) prises sur les contours

E—=FE +E,+E;,etD.

En appliquant la transformation de Laplace sur la fonction h(x) on a

- A
L) = Hs) =12
d’'ou il suit
) ¢+ioc ( )
I es L
) = znszesw(s-—l)d
i

En appliquant le lemme B), § 3 (chapitre I) et le théoréme de Cauchy, on obtient -
la formule asymptotique

)= ST T s oy,

Donc nous aurons

—ff e )dz+ O{x).

l%-{-l
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Soit m le maximum de pour E;, 7=1,2,3 et ufo) le maximum de la fone-

24
tion |f(¢)],|z—a|=e¢, sur E,. Prenons pour E,, 023/::;, nous aurons
2) e I (x
(27) L ’ﬁﬁ < 2ama *I(x)e"oule) =

= 27myeXg* ufo) > 0, my=mI(x),
lorsque x> %. Pour E, soit d choisi de facon que
o**ufe) <e,

ol ¢ > 0 est un nombre donné arbitrairement petit. Alors nous avons

4 (5 . . ] 3
?) e Tl dz| <myex™™ / ehe ﬁfl < myex [ e do — ?—%‘f

ln+1

.

gl

P
On a un résultat analogue pour lintégrale étendue sur E,. On conclut des

formules (27), (28) que lim j;zo. Mais, en fixant d et d; on a l'inégalité

X o
|e?#| < e u>o0, |2z]>d >0 pour D, d’ou il suit que l'intégrale prise sur D
tend vers zéro, lorsque x — .
Si I'on prend e=1 on retombe en particulier sur les résultats de M. Doetsch '’

relatifs au cas ou le point singulier a est un pole.

5. La sommation (E?, @), p=o0 peut étre étendue au cas p<o. La défini-
tion se modifie de la maniére suivante:

Soit m assez grand tel que em +p>o0. Alors nous disons que la série
(29) o + ty + Uy +

est sommable (E?, ¢), p=o, si la série

o]

AN Un+1
ulx) =e" Z, .
S rlen+p+i)

xan-&-p

10 G, Doetsch, Uber die Summabilitit der Potenzreihen auf dem Rande des Borelschen
Summabilititspolygons, Mathematische Annalen, t. 84 (1921), p, 245—251.
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converge pour chaque x et si l'expression

x

e f ole— ult)dt

0

tend vers une limite s, lorsque x — . Le nombre
S+ Uyt + up

est la somme de la série (29). Omn voit facilement que la sommation ainsi définie
ne dépend pas de m. Nous allons démontrer que les séries convergentes sont

sommables par cette méthode.

XX. Supposons que la fonction @(x) satisfasse aux conditions d’inversion du
chapitre I (8§ 3). Alors chaque série convergente est aussi sommable avec la méme somme.

En effet, posons

a

g(x)=fq>(x—t)u(t)dt.

0

En prenant la transformée de Laplace, on obtient

w0

Lig) = @) 2 i — PO HG),

Pour |s|—o la fonction L(g) a la forme Zu(ﬂ’ % > 0; donc on a
ctioe
glx) = 7:”. e** M (s)H(s)ds, ¢=>o.
c—io .
Puisque H(o)zZun+1=s—uo—~~-~—um, en suivant la marche du § 3 du

m

chapitre. I, on obtient la formule
g9(x) = @) (s —up— -~ —um) + o(p(x)),

c'est-a-dire la série (29) est sommable (E?, ¢) avec la somme s. On peut facile-
ment voir que les théordmes, que nous avons démontrés pour la sommation
(EP, @), p =0 sont aussi valables pour la sommation (E?, ¢) dans le cas p=o.
Par exemple nous avons le théoréme:
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XXI. Supposons la série
Uy + Uy + Uy +

sommable (EP, @) avec la somme s, la série

7}0+’L’1+U2+"'

sommable (E2, ) avec la somme t. Alors la série produit de Cauchy

w0+w1 +w2+"', Wn:uovn+ulvn—1+“'+unvo,

sera sommable (E”2 ), avec

X

f(w)=f¢(t)w(x—t)dt, Pe=p+p + 1.

0

En effet, soit m choisi pour que

am+p>o0, am-+ p >0, am+ p, > 0.

Alors, si nous posons

@

’ e U 1 ZENTD
0= [ pla—tuigat, ue) = DTy 1y

p an+py
= f wlw—fol)ar, 2 Tl
0

(@n+p, +1)

X

g(x) = ff(x —tw(t)dt, Z I W1 TR

C{n +p2 '1' )
0

on démontre facilement la formule

glo) = f ()5l —B)at,

d’ou découle que
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et le théoréme est démontré dans le cas uy==4, = = bty =0y = = Uy, = O.
Le cas général s'obtient par la marche déja employée au chapitre 11, § 4.

Je dois faire la remarque que M. Doetsch!' a pour la premiére fois em-
ployé la transformation de Laplace dans des questions de sommabilité des séries
divergentes.

6. On peut facilement généraliser le procédé (g,, &, @) pour la sommation
des séries de Dirichlet. Soit h(z) une fonction définie pour z = o, telle que

=

fk(x)dx =1,

4

lintégrale étant absolument convergente. Supposons que la fonction transformée
de Laplace H(s)= L(h) satisfait aux conditions suivantes:
1) H(s)% o, R(s)> o,

2) H(s)=§—l— puls)

—, 0<d, x> 1 pour les grandes valeurs de |s|.
&

Soit encore g,(x) une auntre fonction définie pour z > 0 et telle que

0

fqvo(w)dw =1,

0

L{p,) ayant la forme 2). D’aprés le théoréme de MM. Pincherle et Norlund il
existe pour chaque x > 0 une fonction ¢,.(x) définie pour z > o, telle que

T ’L s
Lig) = Lig)Hr(s) = = + *ngl), 20, 7 > 1.
Elle est donnée par la formule
‘ c+iw
I o
%(x):;{i f s H*(s)L(py), ¢=>o0.
¢~

Si V'on pose H*(s) = L(h,) la fonction ¢.(x) est donnée par

qoxv(x)': f%(t)hn(x —8)dt.

0

' G. Doetsch, Mathematische Annalen, t. 104 (1931), p. 403—414.
10 —-34198. Acte mathematica. 63. Imprimé le 20 mars 1934,
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Soit ¢(z) une fonction positive pour x > o, non-décroissante et telle que
lim ﬂ(ﬁi) =
ame @)

pour chaque nombre fini ¢. Alors nous disons que la série de Dirichlet

(30) Zan “—Z(m

n=1

est sommable (g¢,, h, ¢, 4) avec la somme ¢, si la série

= 2 tngpr, (@)

est normalement convergente dans chaque intérvalle (0, 4) et si l'expression

@

(Pl(m)ftp(x— Hu(t)dt

0

tend vers la limite s lorsque x — co.

On peut facilement généraliser les théorémes que nous avons démontrés
pour la sommation (¢,, h, ¢). Par exemple nous démentrerons le théoréme relatif
& la sommation (g, h, ¢, 1) de la série produit de Dirichlet de deux séries.

XXII. Sost la série

(31) a,+ a, + ag + -

sommable (@y, b, @, 1) avec la somme s, la série

(32) by + by + by + -

sommable (W,, b, ¥, u) avec la somme t. La série produit de Dz'rz'c;hlet

e+ e+ 6+, Z apby
Z pHitg="n
v, Gtant les nombres 1, + pg ordonnés par des valewrs croissantes, sera sommable
(ty, b, T, v) avec la somme st, si Uon prend
3
wle)= [ gultle—at, <o [qo w1

[}
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En effet, posons

X

o) = f plo—Quddt, gsle)= fwx——t)v(t)dt,

0

(33) » w(z) = D angr, (@),  v@) = Dby, (x),

On démontre facilement que

(34) w(x) : [u(t)v(x—t)dt.

Des relations (33), (34) il suit d’aprés la proposition ¢), § 3 (chap. II) que

@

glr) = f (gl — Bt

0
Mais, d'aprés les conditions du théoréme on a

91(@) ~ sp@), g:(2) ~ ty(=),
doné, en se basaﬁt sur le théoréme I, on obtient

9(@) ~ stlx),

et le théoréme est démontré.
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