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,~ SOFLX. 

Le probl~me fondament~l de la th6orie de sommation des s6ries divergentes 

est le suivant: faire correspondre s chaque s6rie d'une classe aussi large que 

possible un nombre appel6 somme de la s~rie jouant le m4,me r61e duns les cal- 

culs que la somme d'une s6rie convergente. On a deux m6thodes ggn6rales pour 

l a  somm~tion de la s6rie 
oo 

(i) 
0 

La premiSre trnnsforme a l'aide d'une mntrice A = (anm), n,  m ~-  O, I ,  2,  . . . ,  1~ suite 

8 n ~ a  o + al + ' " +  an 

en une autre suite convergente 

bn ~ Z asp  8p . 

La seeonde m6thodb se serf d'une suite de fonetions ~ ( x )  d6finies pour x >  a: 

si la s6rie 

~ , ~ 0  

est eonvergente pour chaque x > x 0 et tend vers une limite s, quand x--* 

s6rie :~a~ est sommable par cette m6thode. 
1--34198. Acta mathematica. 63. Imprim6 lo 13 rnavs 1934. 
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Pour  avoir  une application plus 6tendue chaque proc6d6 de sommation doit 

satisfaire s la condit ion de permanence,  c'est-s que chaque s6rie convergente 

dolt 4tre sommable avec  la m4me somme. I1 est 6vident que les sommations 

ci-dessus satisfon~ ~ la condit ion de distributivit6, qui consiste en ceci: si 
oo oo 

les s6ries ~ a ~  et ~ b ~  sont sommables avec les sommes A et B ,  la s6rie 
~ 0  ~ 0  

0o 

~ ( a a ~  + f i G )  sera aussi sommable avec la somme ~A + f iB.  
n ~ O  

Un proc6d6 de sommation est plus utile dans les calculs et a une applica- 

t ion plus 6tendue s'il poss~de les propri6t6s qu 'ont  les s6ries convergentes.  Ces 

propri6t6s bien raises en lumiSre par  M. Emile Borel  t, qui est le fonda teur  de 

la th6orie des s6ries divergentes,  sont les suivantes: 

I. Si  la s6rie 

(2) a o + a 1 + a~ 4 . . . .  

est sommable avee la somme s, la s6rie 

(3) o + ao + al + a,~ + 

est aussi sommable a v e c l a  somme s. 

I I .  Si la s&'ie (3) est sommable avec la somme s, la sdrie (2) est aussi som- 

mable avec la somme s. 

Lorsque les conditions I e t  I I  sont remplies on peut  supprimer ou a jouter  

des termes nouveaux dans une s6rie sans in terrompre  la sommabilit6. 

La  valeur prat ique d 'un  proc6d6 de sommation d6pend encore de la possi- 

bilit6 de la sommation de la s6rie produi t  de Cauchy des deux s6ries donn6es, 

qui sont sommables par ce proc6d6; elle est plus grande  s'il sat isfai t  "2 la condi- 

t ion suivante, qui en g6n6ral n ' appar t i en t  pas aux s6ries convergentes.  

I I I .  Si  la s6rie ~ an est sommable par un proeddd avee une somme s e t  la 
0 

co 

sdrie ~ b~ est sommable par  le m~me proc6d~ avec la somme t, (a s~rie produit  de 
0 

Cauehy 

Emile Borel, Le0ons sur les sgries divergentes, Paris, I 6dit. I9OI , II 6me 6d. I928. 
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0 

s e r a  s o m m a b l e  avee  la s o m m e  s t .  

Un proc6d6 de sommat ion  qui sa t is fa i t  aux condit ions I,  I I ,  I I I ,  est celui 

par  les moyennes  de Ces~ro. L a  s6rie (z) est sommable  par  les moyennes  d 'o rdre  

z, z > - - ~ ,  ou sommable  (C, • si l ' express ion 

. s .~ A~ ~ = n + x - -  , ~ a / z  ~ 

n / z = O  

tend  vers une l imite quand ~ --* ~ .  Malgrg l ' impor~ance de ce proc6d~ de somma- 

t ion la classe des s6ries sommables  (C) est  tr~s born~e, et la s6rie de Tay lo r  

d 'une  fonct ion an~lytique ne peut  ~tre prolong6e au dels de sou cercle de con- 

vergence.  

Une m6thode  plus puissante  est celle de M. Borel qui est  la base de routes  

les m6thodes modernes  pour  le p ro longement  analy t ique  pa r  des s6ries diver- 

genres. Elle consiste en ceci: 

Soit  q)(x) la fonct ion 

que nous supposons enti~re. 

~O(x) = ~-~ F ,  -~;~? 
~ 0 n  ! ' 

L a  s~rie (z) est sommable  par  la m~thode expo- 

nentiel le  de M. Borel, ou sommable  (B) avec la somme s, si @(x) tend  vers  la  

l imite  s, lorsque x ~ or Comme  l 'a  mont rg  M. H a r d y  ce proc6d6 de sommat ion  

ne sat isfai t  pas ~ la condi t ion 1I et na tu re l l emen t  s la condi t ion I I I .  ~I. Borel,  

comme on  sait, a donnd une  aut re  m~thode de sommat ion  plus res t r ic t ive  - -  la 

sommat ion  absolue, qui sa t i s fa i t  s routes les condit ions I ,  I I ,  I I I ,  mais  une 

sdrie convergente  pour ra i t  ne pas  ~tre abso lument  sommable:  

En combinan t  la sommat ion  de M. Borel  a v e c l a  sommat ion  de Ces's 

M. Doetsch  ~ a obtenu une sommat ion  qui sa t is fa i t  s routes les condit ions 

I ,  I I ,  I I I .  

M. Riesz a a crd~ une mdthode nouvelle,  ana logue  s celle de Cess pour  

l a  sommat ion  des s~ries de Dir ichle t  

G. Doetsch, Uber die Ces~rosche Summabilit~t bei Reihen und eine Erweiterung des Grenz- 
w.ertbegriffs bei integrablen Funetionen, Mathematische Zeitschrift, I I (I92I), 13. 161--I79. Disserta- 
tion inaugurale de I92o. 

s G. H. Hardy and M. Riesz~ The general Theory of Diriehlet's series, Cambridge Tracts, I915. 
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oo 

(4) f ( s )  = Z ane--'~nS, o = < Z l < Z ~ < . - . ,  )~,~ ---~ ~ .  

Selon M. Riesz la s6rie (4) est sommable par  les moyennes  typiques de la premiere 

espSce d 'ordre  z, z > o, ou sommable (R, s x) avec l~ somme s, si l 'expression 

ci (x)= 
~n<X 

t end  vers la limite s, lorsque x - - * ~ .  La  s6rie (4) est sommable par les moyen- 

nes typiques de la deuxiSine esp~ce d 'ordre x, ou sommable (R, l, x)s i  l 'expression 

= F ,  = 
ln <X 

t end  vers une limite lorsque x - - ~ .  On a beaucoup d6velopp6 la thdorie de 

cette m6thode de sommation,  vu son importance duns la th6orie des s6ries de 

Dir ichlet  et de la th6orie analyt ique des nombres. 

~ o u s  donnons un nouveau proc~d6 de sommation pour  les s6ries de Di- 

richlet,  j ou i s san t  de routes les propridtgs que poss~de la sommation de M. Riesz, 

qui est un cas part icul ier  de la nbtre. 

Comme les m6thodes de d6monstrat ion de MM. giesz et Hardy  ne s'appli- 

quent  plus nous avons employ~ une m6thode nouvelle en nous basant  sur la 

t rans format ion  de Laplace. Le proc6d6 que nous proposons est le suivant:  

Soit of(x) une fonct ion continue, ~ ( o ) = o ,  non d6croissante pour  x > o  et 

telle que si ~(x)--* r162 pour  x - o  ~ on air 

(5) lim ~(x  + a) 
~O(X) - -  I 

quel que soit le hombre fini a. Nous disons que la s6rie (4) est Somnmble (q~,).) 

avec lu somme s, si l 'expression 

~ < x  

tend vers la limite s, lorsque x--* r162 La  condit ion (5) assure que chaque sdrie 

convergente  est aussi sommable uvec lu mSme somme. Nous d6montrons pour  

la sdrie (4) qu'il  existe une abscisse a~ de sommabilit6 (qg, Z)et  des th6orSmes qui 

gdn~ralisent les r6sultats de MM. Riesz et Hardy .  
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Ensuite nous donnons un proc~dd de sommation des s6ries divergentes aussi 

g6n6rM que possible et qui satisfait  sux conditions I, I I ,  I I I .  Soient ~0o(X), h(x) 
des fonetions int6grables pour x-->_o et telles que 

l ' int~grale 

 o(X) > o,  f  o( )dz = ,, f = I ,  

0 0 

0 

~tant convergente. Soit of(x) une fonction positive, non dderoiss~rlte pour x >  o 

et telle que si ~p(x) --* ~ lorsque x --* ~r on s i t  

lint 99 (x + 6) _ I 

pour chsque nombre fini d. Nous disons que 1s s6rie 

(6) Uo + ul + u~ + . . .  

est sommable (~0, h, ~) svec la somme s si l 'expression 

x 

F(X) q~(x--t)u(t)dt, 
0 

x 

u(x) = . = o  ~ u,~+, q~,~(x), q).(x) -- f q%-a(t)h(x-- t)dt, 
0 

tend vers la limite s - - % ,  lorsque x--* ~ .  

Comme spplie$tion on obtient une g6n~rMisation de 1s sommstion de 

Mittag-Leffler, somm~tion qui est plutSt une mgthode de prolongement anulytique 

qu'une mgthode de somm~tion des sgries divergentes, et ne poss~de pros les pro- 

pri6tgs qu'ont  les s~ries convergentes. Ainsi nous donnons une extension de 

cette sommmtion, qui a routes les propri6t4s dont jouissent les s6ries convergentes 

et permet de sommer la s6rie produit  de C~uchy de deux s6ries sommsbles. 

Nous disons que 1s s~rie (6) est sommsble (E~, ~0) si l 'expression 

x i ;  
0 

oo 

U n + l X  a n + p  

~a(X) = e - x  Z / ' ( C ~ , - ~ - p  -l- I ) '  
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t end  vers une limite lorsque x - +  ~ .  Nous d6terminons aussi la r6gion exacte 

de lu sommution (E~ ', q~) de la s6rie de T~ylor  d 'une fonction anulytique, aussi 

nous donnons 1~ sommation sur le contour  de cette r6gion duns des cas ussez 

g6n6raux. Si l 'on pose a =  I,  p ~ - o  on obt ient  une g6n6ralismtion de la somma- 

t ion de M. Borel, qui contien~ comme cas pmrticulier la m6thode de sommation 

de M. Doetsch.  

Enfin nous obtenons une m6thode de sommation des s6ries de Dirichlet ,  

analogue de l~ sommation (E~, ~). ~ous  ~ avons donn6 un r6sum6 de ce t ravai l  

duns quelques Notes publi6es duns les >>Comptes Rendus>> de l'A~cad6mie des 

Sciences de Puris. 

C h a p i t r e  I. 

Une m 6 t h o d e  nouvel le  pour  la som m at io n  des s4ries de l)irichlet. 

I. Avant  d 'exposer la m6thode nous ferons quelques remarques.  Nous 

dirons que la fonct ion positive ~(x) non d6croissante sat isfai t  s la condi t ion A) 

si l 'on a 

(x + a) 
lira q~(x) - - I  quel que soit le nombre fini a. 
X ~ o v  

Si q~(x)-, ~ lorsque x - +  ~ on peut  faci lement  d6montrer  que 1~ croissance 

de 1~ fonct ion ~(x) eat plus faible que la croiss~nce de la fonetion e ~'~ off ~ > o  

est fini et arbi traire .  En effet, soit g > o un nombre plus pet i t  que ~. Soit  xl 

un  nombre choisi de fat+on que pour  x ~ X l ,  on air const~mment 

Des in6galit6s 

~(-~+-a)< e~, o < ~ <  i .  
re(x) 

< e g 

~(xl + ~ b) 
< e:, 

4 N. Obrechkoff, Sur la sommat ion  exponent ie l le  de M. Borel, t. I9T (I93o), p. 825. - -  Sur 
la sommat ion  des s6ries de Dirichlet,  t. I92 ( I930,  p. I 9 3 6 . -  Sur une g6n6rMisation de la somma- 
t ion de Mittag-Leffler,  r I94 (I932), p. 3 5 3 . - -  Sur  une  m6thode g6n6rale dc sommat ion  des s6ries 
divergentes ,  t. I95 (I932}, 1 ). 572, 
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(x~ + n b) 
< eg~ 

(x~ + n - - I  b) 

off n b = x - -  Xl, on d6duit  p a r  mult ipl icat ion 
g (x--xO 

(~) ~(x) < q~(x~)e~.~ = q~(~)~ 

Le hombre b peut  8tre choisi assez prSs de l 'unit6 pour  que g soit inf6rieur s ~. 

Alors on prend Xo tel que pour  x > x o le second membre de l 'in6galit~ (I) soit plus 

pet i t  que e ~ .  Grs E eette proposi t ion la croissance de la fonction~0(x) est assez 

bien caract6ris6e. Prenons  par  exemple q~(x)~ e ~(*) oh ~o(x)tend mono tonement  

vers z6ro quand x - ~  0r l~ous avons 

log 9~(x + a) _.~ (x + a)w(x + a) --  xeo(x) < aw(x), 
~(x) = 

quanti t6 qui t e n d  vers z6ro. 

Nous d~montrons le th6or~me suivant:  

I. Soit q~(x) et ~(x) deux fonctions positives pour x > o qui satisfont ~, la 

condition A). Alors si on a pour deux fonctions e(x) et fl(x) 

On a z ~ r a  

~(x) - s~(x), ~(x) ~ t~(x),  

/ / ~o(~)= ~( t )~(~-  t ) d t -  ~t~(~), ~(x) = ~ ( t )~ (x - -  t) 

o o 

dt.  

Nous d6montrons d 'abord que 

(2) 

En effet, soit a choisi de fa~on 

~(x) 

a 

f ~ (x )dx  
0 

> P ,  

off P est un hombre ~rbi t ra i rement  grand. Nous avons 
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a 

�9 (x) ~" ,tl~_!x--t) dt, 
0 

d'ofi l 'on d~duit, en t enan t  compte de lim ~ ( x ' t )  ~ ~(x)  - =  I '  o < = t ~ a ,  

l im ~i-Xi = X ~ o v  

0 

c'est-~-dire (2). 

D'aprgs les conditions du thgorgme on a 

,~(x) = ~r + ~ ( x ) ,  ~(~) = t~(~) + v~,(~), 

off e ~ o ,  , 2 ~ o  lorsque x - ~ o o .  Nous avons 

0 0 

x 

0 

Nous dgmontrerons  que 

(3)  ~~ = o ( ~ ( ~ ) ) ,  i~ = o ( ~ ( z ) ) ,  i~ = o(~(x)). 

Soit a choisi de fagon que pour  x >  a on air [ e l <  e0, off ~o est un nombre 

arbi t rMrement  petit .  Nous avons pour  x > a 

Comme 

I i l l  < / e  q~(u)~p(x-u)  

0 

0 f ~ (~) ~ (x - u) + e . . . . . . .  ~ ( x )  . . . . . . . .  d u .  

a 

(x --:_~) = ~ ( x -  u )  ~(x) 
~(x) ~(x) ~(~) ' o ~ u ~ a ,  

tend vers zdro, lorsque x - *  ~ on aura  

lim ~i < 
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i l  _~_ c'est-s ~ l i m ~  o, ce qu'il fallait ddmontrer. 

analogue les autres formules (3). 

2. Soi~ 
~o 

f(s)-- ~a~e-~ ~, o < = s 1 6 3  

On ddmontre d 'une manibre 

~n - ' ~  

une sdrie de Dirichlet. Nous donnons une mgthode gdndrale pour la sommation 

de cette sdrie, qui contient  comme cas par~iculier la m~thode de M. Riesz. 

Soit q~(x) une fonetion continue pour x ~ o ,  q~(o)~o, non ddcroissante et 

telle que si 9~(x)~ ~ lorsque x - *  ~ on air 

(~) 

quel que soit le nombre fini a. 

Nous disons que la sgrie 

(4) 

lim q~ (x + a) 

~o 

Z Cn~ Cn ~ an e -]~ns 
1 

est sommable (9, ~) avec la somme s, si l 'expression 

A~ (x) 
~(x) ' A~(x) = F, c. q~(x-- ~) 

"2n<X 

tend  vers s, lorsque x--~ ~ .  

Si la s~rie (4) est convergente, elle est aussi sommable (9, ~) a v e c l a  mgme 

somme. 

Si l 'on pose ~ ( x ) : x  ~ , z > o ,  on a la sommation ( R , ~ , z )  de 3/[. Riesz de 

la. premibre espSce avee les moyennes typiques 

D'apr~s ~ .  Riesz la sdrie (4) est sommable avee les moyennes typiques de la seeonde 

esp~ce, ou sommable (R, l, u) a v e c l a  somme s, si l 'expression 

~-~ c;(~), c;(~) = Y, ~n (~- -  1.)~, 
ln<X 

2--34198. Acta mathematica. 63. Impr im6 le 13 mars  1984. 

~n ~-" e ~n 
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tend vers la limite 8, lorsque x ~ .  Posons e v ~ x ,  on peut alors donner 's 

l 'expression ci-dessus la forme suivante: 

~n<y 2n<X 

On voit doric que la sommation (R, l, z) est une sommation (q~, Z) off 

( ~ )  = (~ - ~-~)~. 

Les thdorSmes que nous d~montrerons s 'appliquent doric de suite ~ la somma- 

tion de M. Riesz. 

Nous donnerons d 'abord quelques propositions, qui sont des cons6quences 

presque imm6diates de la d6finition. 
oo 

~) Si la s6rie ~ a ~  est sommable (q~,~)avec la somme 8 ,1a  s6rie ~ b n  
1 

sommable (q~, Z) avec la somme t, alors 

sommable (q~, ~) avec la somme as + fit. 

~) 

1 

oo 

la s~rie ~ (aa~ + flb~) est ~galement 
1 

Si la s~rie ~_ja~e-~n ~ est sommable (q~,Z) avec la somme f (s) ,  la s~rie 
1 

( tm+le - -2m+l  s ~- ( t m + 2 e ~ m + 2  s -~- . . .  

est sommable (q~, #) off #,, ~ Zm+n avee la somme 

/ ( 8 )  - a l e - - ~ ,  ' . . . . .  a ~ e - ~ m ~ .  

~) Si la s~rie ~ ane-~.~" est sommable (q~, ~) avec la somme f (s) ,  la s~rie 
1 

o o  

1 

est sommable (q~,#) avec la somme e~,Sf(s) off t t~=L~--Zl .  

En effet, on a 



Sur lu sommation des s6ries divergentes. 11 

et eette expression tend vers la limite e~,~f(s) 

puisque 9(r176 + ;~) 9 (fo) --) i lorsque o) --* or 

oo oo 

Consid6rons les s6ries ~', a~ et ~_] b,~ et la s6rie produit  de Diriehlet  ~ c~ 
1 1 1 

off c ~  ~ apbq, v,~ 6tant les nombres  s + t~q ordonn6s par ordre de gran- 

deurs croissantes et 

Nous  ~vons les thdor~mes suivunts: 

II .  

sommable 

(~, v) avec la somme st, oie 

oo oo 

Si la s~rie ~,a~ est sommable (~ , )~)avee la somme s, la s~rie ~,b,~ 
1 1 

r162 

(~p, tt) avee la somme t, la s~rie produit de Diriehlet ~ c.,~ est sommable 
1 

~(x) • f g(t)~p(x-- t)dt. 
0 

Nous donnerons d 'abord une autre forme de 1~ fonction A~p(x). Posons 

A(x)= ~,a~, Z~<x=<Z~+I; 
2 n  < Z  

alors on 

, f A~p(x)----- . ~ a ~ o ( x - - L J = -  A(t)do2(x--t)-- A(x--t)dq?(t), 

0 0 

l ' int6grule 6runt prise uu sens de Stieltjes. 

D6signons ~lors par  Ar B~(x), C~(x) les fonctions correspondent  s ees 
trois s6ries, c'est-s 
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I1 est facile d 'obteni r  lu formule  

C~(x) = f 
0 

A,~(t) Bv(~-- t) dt. 

Consid(~rons en effet le terme am b~ dans les deux membres de cette formule. Le 

coefficient de am b~ duns C~(x) est ~gsl "s 

( x - Z ~ -  t~n), Z,~ + t~,~ < x .  

Le coefficient de a~ d~ns A~(t) est ~gul s cp(t--~m), ~,~ < t, le coefficient de bn 

dans B v , ( x - - t  ) est dgsl '~ ~p(x - - t - - t~ ) ,  tt,~ < x -  t. P a r  consequent  le coefficient 

de a,~ b~ dans le second membre est dgal '2 

X - - ~ n  

f ~it- ~)e(x- 
)~m 

t - - t t~)d t  = ~(x - -  s lt,~), 

et la formule est d~montr~e. 

Pour  obtenir  le th~or6me ~nonc6, on applique le th~orbme I '~ (~(x). 

~o 

I I I .  Si la sdrie ~ a~ est absolument convergente e t a  la somme s," si la sdrie 
1 

av a~ 

b~ est sommable (~p, #) avec la somme t, alors la sdrie produit de Dirichlet ~ c~ 
1 1 

est sommable (~, ~) avee la somme st.  

Nous uvons ls  relat ion 

2m +#n <X 2m<X 

Soit  e > o 

l 'on si t  

Comme ~(x) 

un nombre arbi t raire  et soit p un hombre  choisi de mani~re que 

n=p+l  

B~(x~)-,t, IB~(x)l <Me(x) ,  on ~urs, x>X~, 
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p ;tn<X 

+ F ,  ~, B ~ ( x  _ i + j .  
~(x) %x) .~=~+1 VJ(*) 

lim i = ~, a.~ lira [ 0-(X_CG.~) 
x ~  r162 m ~ l  1 

, . ,  ~ , ,  ,I-~,~(*-z=)l ~(~ ~ )  
DI < ~Ia,~l ........ /7-- ~--v-" < M ~ _ ~ [ a m l < M e .  

+ i * = p +  1 ~D ( Z  - -  Am) ~ (X) m=p + 1 

Par cons6quent 

....... [ C~(x) [ M), lira Cw(x)--st, lira -~-(x)- -- st < e  (Itl + O(x) 

et le thdorbme est d6montr6. 

Si l'on pose iT(x)= x ~ on obtient comme cas particulier un th4or6me de 

Hardy pour 1s somma~ion (/~, ~, z). 

3. Nous d6montrerons maintenant qu'il existe pour chaque s6rie de Di- 

richlet (4) un nombre aCp qui peut ~tre 4gal "~ _+_ ~ tel .que la s4rie (4) 
oo 

f(8)  - -  F ,  ~n+-~+, 8 = b + i t  
? Z = I  

est sommable (iT, X) pour chaque s, R ( s ) =  b > a,p et n'est pus sommuble (iT, A) 

pour R ( S ) <  a,p, a,p est l'abseisse de sommabilit6 (iT,)0. Nous raisons quelques 

hypoth&ses sur la fonction iT(x). Duns les ddmonstrations des th6or~mes qui 

suivront nous emploierons la transformation de Laplace 
ere 

~P(z) = L(IT)= f e-"iT(t)dt. 
q.] 
0 

On volt facilement, en vertu de (I), que lu fonetion q)(z) existe e t e s t  r6guliSre 

pour ehaque z , / t ( z )  > o. Nous raisons sur la fonction q~(z) les hypothSses sui- 

vantes, qui sent toujours satisfaites pour les fonctions qu'on rencontre le plus 

souvent. I1 existe un contour L d6fini de la mani8re suivante: L = L~ + L.2 + L~, 

si z = b + i t  on u pour L , , b = - - a , o < a , - - z r  fl>o; 

Ls, b=- -a ,  fl<=t< ~; L 2, z-~Qe ~~ qD=-o,  o <=Q~, iT=O, o=< Q~ ~, 
r 
- < 0 < z ,  u-~- -- ~ cos0, / ~ - ~  sin 0, 
2 

tel que 1~ fonction q)(z) est 
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~) h o t o m o r p h e  s dro i te  de L et  n ' s  sur L que  le po in t  z = o  comme po in t  

s ingul ier .  

2) O ( Z ) = ) q  " ~ - - ,  Z > I ,  I ~  q > O ,  I/t(Z) 6rant born6e g droite de L pour  

I z l ~  et  A & a n t  une  cons tan te .  

3) O ( z ) r  o dsns  1s re@me r6gion.  

4) Si M(r)  d~signe le m a x i m u m  de I@(z) l pour  I z l  = r ,  on s pour  x - - )  

5) 
fonc t ion  

Nous  supposons  encore  que si s est  un  nombre  s r b i t r s i r e ,  R ( s ) >  o,  1s 

(~ + , ) -  e(~) 
r (z + ,) 

sa t i s f s i t  sussi  sux  condi t ions  i), 2), (4). 

N o u s  d6mon t rons  le l emme  su ivsn t :  

e) Si 1s fonc t ion  q)(z) s s t i s f s i t  sux  condi t ions  I), 2), 3), 4), 5), il existe  une  

f o n c t i o n  go(x) tel le  que 

av 

a)(u)e-(~ a,(,+ ~)+ u) f ~--~'~go(x)cl. = z(go) 
0 

e t  pour  x--~ ~ on s 

L ' ex i s t ence  de la fonc t ion  g0(x) r6sulte d ' un  th~or~me de MM. NSr lund  5 et  

P incher le .  s P o u r  t r ouve r  une  fo rmule  s s y m p t o t i q u e  de 1s f onc t i on  g o ( x ) p o u r  

x - o  ~ nous  considdrons  1s f o n c t i o n  

u(~)  = a ~ ( u ) -  e ( ,  + ~) _ a)(.) 
a)(, + . )  e ( , )  

L a  fonc t ion  F(u) est repr~sent6e  comme in tdgrs le  de L s p l s c e  

5 N. E. NSrlund, Legons sur les s6ries d'intdrpolation, Paris, 1926 , p. x84--r87. 
6 S. Pincherle, Sur les fonctions ddterminantes, Annales Scientifiques de l'l~cole NormMe 

Sup6rieure, t. 22, I9O5, p. 9--68, 
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~a 

f ~(x) F(u) = ~-u.~g(.)dx, g(x)= ~(~) - -~ -~ .  
o 

15 

Nous d6montrons la formule 

g ( x )  : o(q~(x)), pour x--~ ~ .  

N 0 u s  a v o n s  

e + i a o  

I f e ~ z F ( u ) d u ,  c > o (51 ~(~) z ~ r  ' 

Soit L un contour dans le plan de la variable u, d~fini de la mani~re sui- 

vante: L = L~ + L~ + L~ + L4 + L~; 

pour L 1  o n a  u = b + i t ,  b = - - a ,  o < a ,  - - ~ t ~ ,  o < f l ,  

>~ L~  ~ ~ u = Q e i ~ p , - I  ~ o - - < d  , f = - - O ,  ~ < 0 < ~ ,  d e o s O = - - a ,  d s inO=f l ,  
X 2 

I 

X 

I 
>> L~ ~ >~ -~)__--<d, 99=0, 

X 

~> L 5 ~ ~ b = - -  a , . fl <= t <= ~ . 

Les nombres finis a ,  ~ sont choisis de fagon que les conditions I), 2), 3) 

soient satisfaites pour la fonction q)(u) et la fonction F(u). Alors comme 

F(u)--+o lorsque l ul--+~o on peut remplacer dans la formule (5), d'apr~s le 

thgor~me de Cauchy, le contour d'int~gra~ion c - - i o r  . . . c  + ioo  par L;  on 

aura done 

I fe~F(u)du" a(x) = 2 ~  
I5 

Soit e > o un nombre arbitrairement petit et soit d > o choisi de fagon que si u 

est un point arbitraire de L2, L 8, L~ on air 

I I I I 
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Ceei est toujours  possible, paree que cette fonct ion tend  vers z&o lorsque 

[u I--~ o. Alors nous avons 

L~ 

d oo 

If I f  (:) f 
L 4 1 1 

x 

Comme 

F ( ~ )  A + , ( u /  

U U u 

K > o .  

o n  a 

F ' ( ~ ) =  A , '(u) ~ , (u )  
- u,~ + u ~ - - 7 ~ 7 # c  �9 

De la formule de Cauchy 

I f,,r162 
, '(u) = 77~ ( ~ - u )  ~ 

C 

&endue sur une eirconf&ence C avec un rayon  fini convenablement  choisi, on 

d6duit  que lu'(u) l < M,  M &ant  fini et constant.  P a r  consequent  sur L 1 et  L 5 

M 
on aura  I F ' (u) l  < [~[~, ~ > I .  Nous aurons alors 

L~ L5 
oo 

e--ax e--az f < A 1  . . . .  + - - ~ 1  = 0 ( I )  = O(~(X)). 
X X 

On a des r6sultats analogues pour  les int6grales sur les contours  L 1 et La. 

s 'ensuit  

lim :q(x) < ~1 
~ ~ ~ ( x )  = 

I1 

�9 g ( * )  
pour chaque hombre ~, > o, c'est-g-dire .~lim ~-(x i = o, ce qu'il  fallait  d&nontrer.  
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Nous aurons besoin encore du lemme suivant:  

~) Si la fonction eP(s)h(s) satisfait  aux conditions I), 2), 4) et si la fonction 

h(s) est holomorphe dans ehaque domMne fini duns le demi-plan / t ( z ) > - - d ,  

> o, alo~s pour la fo~etion .(x),  L ( . ) =  ~(.)h(~) n o . s  a~ons 

~(.) = 9(*)h(o) + o(9(~)) 

p o u r  x - - o  ~ .  

La d6monstrat ion est semblable s celle du lemme a). 

4. Nous d6montrons mMntenant  pour les s6ries de Dirichlet  le th6or~me 

fondamental  suivant : 

IV. Si  la sdrie 
or 

(6) f ( , )  -- ~, ~,F*, ,  ., 
? t ~ l  

est sommable (9, Z) pour s - -  o elle eat aussi sommable (9, Z) pour chaque s, R(s) > o, 

avee la somme 

a~(,) 
0 

Soit / t ( s ) >  o et posons 

alors si l 'on pose 

o n  a 

(7) 

a~( . )  = >2 a , ,~ -* , ,*9(*-  z,,,); 
).n<m 

A(. )  - -  2 ;  a,~ 

c~ (x) - - f A (~) d [e-~ 9 (x -- ~)]. 
0 

Entre cette ~quation et l '~quation 

(8) & ( x )  = 7 f A ( ~ ) d g ( x - -  ~1 
0 

nous 61iminons la fonction A(x) en nous servant de la t ransformat ion de Laplace. 
3 - - 3 4 1 9 8 .  Acta mathematlca. 63. I m p r i m ~  le 13 m a r s  1934. 
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En effectuant lu t ransformat ion de Laplace des deux membres de (7) et (8) et 

L 

en uti l isant  1~ relat ion 

on obtient 

x 

0 

L(e '~:'~ Cr = z L(A)L(e.~q~(x)), 

L(A~(x))  -= z L(A)  L(q~(x)). 

MMs nous avons 
c~ 

(} 

p~r consdquent, si nous (~liminons L(A), nous uurons 

(9) L(e~,C~(x))= +~-~ L(A+(x))-: L(A+(~)) + q)(z - -  s) - -  @(z) L(A,p(x)). 

(~ - ~) - ~ (~) 
Comme la fonction @ ( z )  satisfait  ~t, 1~ condition 2) on peut, d'apr~s le 

thgor~me de M. NSrlund et Pincherle reprSsenter cette fonction an moyen de 

l ' intdgrale de Laplace 

( ,o)  ~(~-- ~') - ~(~) r - L (h (x)) = f ~ - ~ z h ( ~ ) ~ .  
0 

MMs, comme r5ciproquement, si l 'on a 

L(~) = L ( r  L(~ ) ,  

~(x), ~)(x), ~(x) 6ta.nt trois fonctions continues, il s 'ensuit  que 

93 

f �9 (x) = ~( t )~p(x - - t )d t ,  

0 

de l '~quation (9) nous tirons la formule 

x 

(i i) C,(x) = e-~:~A,,,(x) + e-~:" f h ( t )A , z ( x - - t )d t .  

0 
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C'est une formule fondamentale  pour nos recherches. Cette relation a 6t6 ob- 

tenue en supposant  l 'existence de 1,r t ransformat ion  de Laplace pore" la fonct ion 

A(x). Mais (II)  est une identit6 ent re  les hombres al, ao,. . . ,  an,  n dtant  fini 

et g,~ < x < ~,~+1, et nous pouvons choisir a,~+l, a~+~, . . .  de facon que la s6rie 

a~ soit convergente (par exemple an+l-~ an+2 . . . . .  o). 
1 

Posons z ~ 8  + u, on aura 

off 

(~) - ~(8  + u) 
(8 + u) 

0 0 

D'aprgs  le lemnle :~) nous avons la formule 

6~(~) + es'~g(~)' ~ ( x ) =  o(~(~)), 

e~ en por tan t  dans (II), nous avons 

"(12) ~C.(X)q~(x) = e-*:~A*p(x~)q~(x) + @(8)q~(x)I f e-*(*-t)9(t)A,p(x--t)dt 
0 

0 

oo 

L'intggrale  fe-,~A,~(x)dx est absolument  convergente pour chaque hombre 

0 

s , / t ( s )  > o, puisque IA,p(x)l < Mq~(x) < Me e~, d 6ttm~ arbitraire. Soit ~ > o 

un hombre  arbi t ra i rement  petit  et a un hombre tel que 

f e-o~ I Ar I d~ < ~, 
(t 

= R(8) .  

On a pour  x > a  

a 

f e -~'A,p(,) 
0 

~(X~(x) -~) dr + f e-"A~A~) 
a 

9~(x) dr =- il + i~. 
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Comme o_-< ~ ~ a ,s cause de la condit ion A,  on a 

D 'au t re  par t  

donc 

c'est-'k-dire 

a 

lira il ~ f e-~A+(v)d~. 
0 

j " e_b ~ [ i ~ [ <  [A~&)ld~ < e, 

a 

cr 

0 

lim i ~ f e-~*A+(~.)dz. 
0 

Comme A~(x) ~(x) existe, le premier  membre de la formule (I2) tend vers z~ro. 

Comme plus hau t  on ddmontre  faci lement  que j t end  aussi vers zgro, lorsque 

x - ~  or et le th~or~me est d~montr~. 

5. Faisons des applications 's la thdorie de la sommation de M. Riesz. 

Posons ~0(x)---x *, • > o, on a 

0 

La fonction @(s), comme on le voit imm6diatement ,  satisfait  ~ routes les 

conditions susmentionn@s. On obtient  le th6orgme de M. Riesz: si la s6rie 
ar 

a~e-~,, ~ est sommuble (R, L, • pour  s = o elle est aussi sommable (R, ~, x) 
1 

pour  chaque s, R ( s ) >  o avec la somme 

c~ 

8 +1 )f  I'(x + I 
0 
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P o s o n s  ~O(X)~-(I --e--X) u, ~ > O, on  

�9 (~) = ~-,~(~ - ~ - ~ ) ~ d ~  = 
F(z + I ) F ( 8 ) ,  
r(x  + i + s) 

t ]  

0 

La fonction ~(s) satisfait  ~ routes les conditions i), 2), 3), 4) et nous avons done 
oo 

le th~orgme: si ]a sgrie ~,a~e-Xn s est sommable (R, l, ~) pour s = o  elle est aussi 
n=l 

sommable (R, l, x) pour s, R(s) > o avec l a  somme 

n n  

est ~gale 

i~(~ VT) r(,) 
o 

posant e ~ - -  u ,  A ~ ( x )  -- ~ a , . ( x - - l n )  ~ on volt facilement que cette int6grale 
ln <x 

oo 

r(. + ) 
1 

ce qui est  le second th6or~me de M. Riesz. Les ddmonstrations de MM. Riesz 

et Hardy de ces th~or~mes sont assez longues. 

Nous  donnerons un autre exemple de somnmtion (~, ~)qui est plus puissant 

que la sommation de M. l~iesz. Consid~rons la fonction 
1 

(x)  = e ",  x > o ,  ~ ( o )  = o .  

Nous ddmontrerons que la fonction de Laplace 

cr 

(I~) ~i)(8) ~- /'f e - S X - - l d x  

o 

s a t i s f a i t  ,s r ou t e s  les c o n d i t i o n s  I), 2), 3), 4), 5) du  

Y , changement  de variable x - ~ s s  s > o, on obtient 

_ h i e  ~ Yl dy, 
q)(s) = V ~  0 

lemme a). En faisant  le 
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I 
et en posant  y + -  = u nous avons 

Y 

2 _ . 

�9 9g ) 

o~ 

I I e - V ; ~ u  

. . . . . . . . .  - , / s  J G=<:; d.. 
2 

2 

Si nous posons u - -  2 + 2 .  nous aurons 

2 e. - 2 V 7  
(14) @(s)- Vs 

off l'on a pos6 

m 

J V J T - ~  z o 
~(~), 

co 

J F 2 .  + g 
0 

l ' int6grale &ant  convergente  pour  chaque z,  l t ( z ) >  o. Done la fonct ion (I4) 

repr6sente le pro longement  analyt ique dans [a.rgs[ < 0, pour chaque 0 < st, de 

1~ fonct ion (T3). Ici  par  I#s on comprend la branche de la fonct ion qui prend 

des valeurs positifs pour  s > o. D'apr~s celu il est 6vident que lu cgndit ion I) 

est satisfaite. 

Nous avons 

Donc 

/ ) / I ~7+i 

o 0 

I =:_ q- 
Z 

m 

Tq~ T2-~- (I  @T)~2;~T,;-- 0 q- ~3 (I q- T)~I 
0 0 

(,',) = o  ~ ,1~1-~o 

( i ' )  = o ( . ) =  o(.~(.)), I~'1 = ~,  * - *  ~ ,  I~rg*l < e, ,D(.) = 0 81 

et la condition 4) est satisfMte. 
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Or M. P61yu 7 u d6montr5 le thdor~me suivunt:  si f(x) est une fonct ion 

positive, non d6croissunte, o < x ~  I ,  lu fonet ion enti~re 

1 

f f(x)e~-.~'dx 
0 

u seulement  des z&os duns le d6mi-plun / t (z )=~ o. En chungeunt  x pa r  I - - t  

on voit  que si ~(x) est nne fonct ion positive, non eroissante,  lu fonet ion 

1 

f g(t)e-~tdt 
0 

u seulement  des "z&os duns le demi-plun t t ( z ) ~  o. Lu fonet ion .=:~+I est 
t" 2, +, ~ 

d6eroissunte pour  �9 > o, done lu fonct ion 

)t 

= l 

0 

n 'u  pus de z6ros duns R(z)> o. Comme les fonet ions ~p,~(z) t endent  uniform~- 

men t  vers lu fonet ion ~p(z), lorsque ~ , - + ~ ,  duns chuque domuine fini g droi te  

de l 'uxe imuginuire,  il s 'ensuit ,  d'upr&s un th6orSme connue de Hurwi tz ,  que lu 

fonet ion l imite ~(z) n 'u pus de z4ros duns le demi-plun R ( z ) >  o. Lu fonct ion  

@(s) sera # o duns [u rg s ]  < 0, 0 < z .  Done  lu condit ion 3) est sutisfuite. 

Comme (P(,v) erolt  moins  vite que e -zV*, ~ > o, on voit  imm6diu tement  que les 

condit ions 2) et 5) sont uussi sutisfuites. Alors si pour  lu s&ie 

f (~) = ~ a,~ e - ~ , ,  8 , c~, = e -]Ln 8 , 

n= 1 

on pose 

on obt ient  une sommut ion  plus puissunte que lu sommat ion  de M. Riesz, puisque 

pour  lu fonet ion f(s) on u 

f ( , )  = o z > 2, l* I 

7 G. P61ya, Ober die Nullstellen gewisser g~mzer Funktionen, Mathematische Zeitschrift, 
t. 2, 1918 , p. 352--383. 
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En appl iquant  la mgme m6thode ~ la fonet ion 

1 

(x) = ~ ~ ,  ~ > o ,  ~ ( o )  = o ,  

on obt ient  la sommation 
1 

~.n <X 

et pour la fonet ion f ( s )  on a 

f ( ~ ) = o  ~.N ~+i I ~ 1 ~  

P 

On pent  prendre  p assez grand pour  que e ~[s[p+l soit aussi pros de la fonct ion 

e ~,N que l 'on veut. 

Une sommation de la forme (q% s avec une fonct ion sp6ciale ~(x) qui est 

diff~rente des notres a 6t6 consider6 par M. G. Valiron. S 

6. Du th6orSme IV r6sulte qu'il  existe un nombre  a~r, tel que la s6rie (6) 

est sommable (qg,)~) pour  chaque s dont  R ( s ) >  a~p et ne l 'est pas p o u r / t ( s )  < a, r. 

Le hombre a~ s 'appelle l 'abscisse de sommabilit6 (q~, ~). Nous en donnons une 

expression explicite en supposant  q)(s) # o pour s < o.  

V.  S i  a~p ~ o nou~ avons 

u~p --- lira l~ [ A~(X-)-[ �9 

Soit d 'abord 

( i5)  a : lim log I Ar  A~(x) = ~ an~ ( x - -  Z,) 

et posons s = a  + 2~, , > o  et arbi t raire  

On d6duit  de 

c~,(x) = E an e--~' ~ (x-- ~n). 
~n<X 

(I5) qu'i l  existe un nombre x0=x0(e  ) tel que pour x > x  o on air 

s G. Valiron, Sur  les so lu t ions  d ' une  6quat ion  diffdrentielle fonct ionnel le ,  Bul le t in  de la 

Socidt6 m a t h d m a t i q u e  de France ,  t. 54 (I926), P. 53- -68 .  
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P o u r  Gr(x) nous  a,vons ob tenu  1~ f o r m u l e  

0 

~(x) + $(;-)- + j 

C o m m e  

l ' i n tdg ra l e  

25 

i f  

q: 

f e -'~ Ar 
0 

est  u b s o l u m e n t  c o n v e r g e n t e  et  o n  conc lu t  c o m m e  

Cr exis te  pou r  :r--~ r162 e t  es t  6gale  a ~(:~) 

I i '  e - s  ~ : t  

0 

P a r  c o n s @ u e n t  1,~ s~rie (6) es t  s o m m u b l e  (q~,).) pour  c lmque  s, avec  l t ( ~ ' ) >  a .  

R 4 c i p r o q u e m e n t  soit  donnSe lu s~rie (6) s o m m a b l e  (g0,).) pou r  s = a  > o .  

l ' on  pose s = a  + ~ >  a ,  off e es~ a rb i t ru i rc ,  e t  

G(~) = ~ ~,,~-~.,,,~(x-~,,) 
k n < .e 

o]1 d~dui~ de 1~ f o r m u l e  (9), 

o ( z ) -  r  re ,; G). a)(~) L(~.~C,,,) .... L(V~C,,,) + -6(~ . . . .  . ) - -  ~ ' ~  L ( A , / x ) )  --- a)(,.  - .~.) 

~Tous ~ v o n s  do l l c  

(IG) 

off 

4--34198. Acta mathematica. 

= 

A,Ax ) -  ~'"~ 6:(=)+ j ~'~('~-') ' "~' C~( ,  , - -  i ) 71 ( t )d t  , 

o 

(z) - �9 (z - 8 
L (V(~ ) )  = o ( ~ -  4 

63. Imprim4 Io 14 mars 1934. 

plus h a u t  que la l imi te  de 

Si 
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Si l 'on  

~) & a n t  remplies,  on obt ien t  en appl iquant  le l emme a) 

9(*)  + .q(,), g(x) = o(~(x)) v (x) - ~ ( _  .) 

I v(*)l < Mq~(.). 

fair  l 'hypoth~se  que @(s) ~ o pour  R ( s )  < o ,  les conditions, du lemme 

Oomme I G(x) l  < ;V~(x) on d6duit de (I6) 

a: 

I A r  l < Ne("+~)~'9(x) + M f e("+~)tiVqD(t)9o(x-- t)dt 
0 

pour  x > x o -~ Xo(e). 

7. VI.  Supposons la sdrie (6) sommable (q~, Z)pour s = o .  
on a un(form&nent 

(' 7) f ( s )  = o �9 

Pour R(s) > d > o 

Posons s =  b + i t  et consid6rons d 'abord  le cas I t [  < M b ,  M grant  un nombre  

fini. De 1~ formule  
c~ 

,f f ( s ) -  O(s) e-~tA'p(t)dt 

0 

on d6duit  

I.f(,41 < - - - - -  I f.-,.IA,p(t)lat, 
0 

off l ' in t6grale  est~ convergente  pour  chaque b > o et t end  vers z6ro lorsque b ~ r162 

P a r  cons6quent la formule  (I7) est  d6montr6e dans le cas I tl < M b .  Soit 

I t l > M b .  Posons 

A,p(x) = A~(x )  + < x ) ,  04.) = o(~(x)); 

o n  a 

ar  

f ( s )  = A + e-~*o)(, dz  ~ - A  + i. 

0 
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SoiiD e > o  un 

x => a on air 

J ~ o u s  a v o n s  

hombre arbitrMre e~ a un nombre 

I ~(x) I < ~ ( x ) .  

choisi de fugon que pour  

i - -  O(s) -is 
0 a 

g 

0 

o 

I je-~I~o(~)Id~ ~ j ~(~) 
a a 

Par  cons&luent 

li~, I o ( , ) i l  < ~ ( ~ )  

quel que soit le hombre ~ > o c'est-g-dire lira i @ ( s ) =  o .  

le thdor~me est d4montr& 

Comme A o 

8. V l L  S~ppo,o,,, Z~ ,~rie {6) ,om,,ab~* (~. Z) loon,'* = ~ et ,oi t  ~ ~,,. ,o ,~b , ,  

c>o,c>f l .  On a 
c+iar 

~ . a n ~ ( x - - Z ~ ) = ~  ~ " / ( ~ ) ~ ( ~ ) d , .  
an<.~ 

C - - i c ~  

D6montrons  d 'abord 1~ formule 

cTic~ 

(~8) fe~(slds=o, x = < o .  
C---i 

Lu fonction ~(s) ~ la forme 

~(,) _ _A + ~(~) , ~ > ~, 
8 8 ~ 

I~(*)l < i .  
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On 
> o un hombre a rb i t ra i rement  petit .  

qu'on air 

peut. fac i lement  mon t re r  que A - - - o .  En effet, soi~ s u n  hombre  rdel e~ 

Soit 6 > o un  hombre  choisi de fagon 

~OUS ~vons 
Iw(x)l < ~, o ~ x ~ .  

0 ~ 

0 $ 

o 0 

V < M [" ~e'-s~+q~d*-~ - -s--q--  MS-e-S(d'-q) 
.2  $ 

-~O, o < q < ~ .  

P a r  cons6quent sO(s)---~ o lorsque s--* or il s 'ensuit  que A - - o .  

Soit alors C le demi-cercle I s - - c  I : = R ,  on a d'apr~s 

Cuuchy 

On ~ doric 

c + i R  

c - - iR  6' 

e~o(s)ds. 

If I eX'~'O(s) ds < 1 ~ - i  e~c <= R ~ 5  

C 

le thdorbme de 

quantitd qui tend  vers zdro, lorsque R--~r162 ce qui d6montre la formule (I8). 

Soit l,~ < x < '~m+~ et considgrons 1~ fonct ion 

g(,$,) .... (~xs ( ,f(b0- Z anC--2n's) = 6(x--)'m+l)s h(6') . 

)~ la foncti0n h(s) correspond la s6rie de Dirichlet  

h(s) ~ am+l + am+2e -(a~+2-~.~+1)8 + "  . 

Si nous posons # , , - -  ~ndm--~m41 cette s6rie, en ver tu  de 1~ proposition 3), est so re  

mable @, #) pour  8 = ft. n lo r s  pour  R(s)  > ~ + e > t?  nous avons 

h C s )  = o - �9 
8 
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NOUS avons  a lors  

c+iaz 

2 '~i f ex*f(s) q)(s)ds 
C--i 

c + i ~  

= E ~ . ~ ( x - Z , , ) +  ' f , . < .  2 ~ i  g(*)r 

I1 faut  d 4 m o n t r e r  que 
c + i ~  

f g(~)~(.)d. - ~ - o .  

Soi t  d > c un h o m b r e  arbitraire  e t  w > o .  N o u s  avons  

(i9) 

c+im d--ioJ d §  c+ieJ 

f.l.lol.I..  f.l.lol.I..§ f.l.lol.I.. + f.l.lol.I... 
c--ira c--ie~ d--ira d + i ~  

C o m m e  

on  a pour  

(.) = e- ," h (.), t~ = z,, +,  - .  > o,  

~ ( 8 ) - -  d ,  g ( 8 )  = 0 - ~  e -b*4  - -  0 ( I ) ,  

Par  consgquent ,  si dans  (I9) on fair cro l tre  d ind~f in iment ,  on o b t i e n t  

c+io9 ~ - - i m  . c+ie} 

f,I.)~I.)~.- f,I.)~I.),.+ f,(.)~(.)~. 
c--i t~ e--i  o) or + i o~ 

E n  dSs ignant  par m le m a x i m u m  de I h(s)@(s)] pour  c ~ ~ ( s ) <  ~ ,  on a 

c--i  cJ C 

et  en  s u p p o s e n t  que e o - o ~ r  on 

ov u i r  

l i m  f g(s) @(s)ds 
C - - i  a) 

D ' u n e  umni~re  u n a l o g u e  on 

~ o .  

29 
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c+i(,~ 

--i(,) 

et  le t h~or6me  es t  d @ m n t r &  

Si l ' on  p rend  q~(x) x ~, ~ f (x )= - (~ - - e - -x )  ~, z ~ o ,  on ob t i en t  c o m m e  cas 

pa r t i cu l i e r s  les t h 6 o r b m e s  su ivan t s  de M. Riesz :  

7) Si la  sdrie (6) es t  s o m m a b l e  ( R ,  ~, z) pou r  s :--fl  et  si c >  o ,  c > f l ,  on a 

F(~. + I) .  a,, = 
gtt~-X 

c-+i~ 

f 
2~vi  j 8 • 

d~.. 

Le  th~or~me  de MM. H a d a m a r d  et  P e r r o n  es t  un  cas pa r t i cu l i e r  de ce th~orbme  

p o u r  • - - o .  

~) Si la s(h'ie (6) es t  s o m m a b l e  (R,  l, z) pore" s : ~ - ~  on a u r a  

c-ki~ 

;i--• Z (ln (J: - -  /n) • : :  I f ~ / ' (X ~A-I) 1"(.+) 
ln<x 27~i ,f(,s');s / ' (Z-]-  I + 5') 

E n  s u i w n t  la  m 6 m e  m a r c h e  de d @ m n s ~ r a t i o n  que pour  le t hgo r~me  V I I ,  on 

d 6 m o n t r e  un  th6or~me plus  g~n6ral :  

VIII[ .  Supposons  let sdrie .(6) sommablc  (q~,).) p o u r  s ft. S i s  o- - bo + it0, 

c > bo, c > ,3, on a 

cl izr 

c-- l"  ~c 

9. 5Tous d d m o u t r e r o n s  encore  un  thdorbme  sur  la  s o m m a t i o n  (~, ~.). Soi t  

la  s6rie 

(20) C 1 + 6~ -[- C 3 -]- . . .  

so,mm~ble (T, ~), la  f onc t i on  ~(x)  a d m e t t a n t  une  d6riv(~e q~'(x) te l le  que la fonc-  

t ion  

o 
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IX.  La ,r 

lorsque s ---* r oh 

soit holomorphe pour / t ( s ) ~ - - a ,  a > o et ~(x)--~ ~ pour x - * ~ .  Soit ~p(x)une 

uutre fonction positive, ~ p ( o ) = o ,  non d6croissunte pour x > o qui tend vers 

l'infini, m~is telle que lira ~p (x + a) ~p(x) - - I  pour  ehaque nombre fini a. Supposons 

que ~p(x) satisfait  aux conditions I), 2), 3) du w 3 et admet  une d~riv6e. Nous  

avons le th~or~me s u i w n t :  

(20) 6rant 80tamable (~, ~) supposon8 que lim @,(8)~-z existe 

~(8) = f e - ~ ' ( ~ ) d x .  
0 

Supposons eucore que la fonction Wl(s) 01(8) z satisfait aux condition, s I), 2), 3), 4) du 

w 3. Alors la s6rie (20) 8era sommable (~p,)~) avecla m~me somme. 
En effet, posons 

92 

A,p(x) = ~ a,,q~ (x --~,) ~- f A(x ' t)q~'(t)dt 
; tn<x 

0 

Aw (x) = ~ a,~p(x -- ~,,) -~ f A(x -- t)tp'(t)dt, 
0 

A(xl = ~ ~, 

~,n<Z 

on 

d'ofi 

L(A~) = L(A)O1(8) 

L(A~,) = L(A)T~(8), 

[~(8)  _ ~] L(&),  L(A~) = • + [o1(8) 

ce qui nous montre  que 

(2i) A,(x) = zAr + 

off 

x 

f A~(x -- t)h(t)dt, 
0 

~'~1 (8) (~(S) Z = g(s) = L(h). 
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En 6crivant la fonction g(s) sous la forme 

(i ) 
if(8) = (i0;(8) I tff 1(8) - -  X + u162 

on obtient facilement,  en remarquaut  que O,(o)~---I et en appliqu~nt le lemme 

~) (w 3) 

(22) h(x) = ~'(x) + 0(lp'(z)). 

D'aprgs les conditions du th6or~me, on a 

(23) lim A~(x) 
~ . ~  v ( x )  - *" 

De (2I), (22) et "(23) on d6duit f~eilement 

lim A ,  (x) 
. ~  ~ ( x )  

et le th6or~me est d6montr6. 

Pour  la somm~tion (R, l, p) de M. Riesz on 

~9(X) = (I - - e - -x )  p Z ( ~ ' )  = (1)1(8) ~-  F ( p  + I ) r ( 8  + I) 
' V ( p  + ~ + ~.) 

et pour la sommution (R, ;~, p) on a 

~p(x) -- x p, L(~p') = ~1(8) = I€ + I) 
8P 

La fonction O~(s) est holomorphe pour R ( s ) > -  I e t  la fonction 

(/)1(8) I - -  / ' (8  -/- I)~', "p I 

satisfait  ~ux eonditions d'inversion. En effet, pour ]s]--~ ~ on a 

F ( p  + I + 8) q, q~ q, lz(*) 
I~(~. a-, i)64) - -  I -}--8 + 8~ "~ . . . .  I + - ,  + ~ - - ,  I , ( * ) 1  < M. 

Le th6or&me IX eontient  done le thdorgme de MM. Riesz et Hardy:  Si une 

s6rie est sommable (R, 1, p), p > o ,  d ie  est aussi sommable (R, ;~,p) avee 1~ m4me 

somme. Mais la d6monstrat ion de MM. Riesz et I-Iardy n 'est  pas applicable 

dans le cas g6n6ral que nous avons consid6r4. 
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C h s p i t r e  I I .  

Une m6thode  g~n~rale de s o m m a t i o n  des s~ries d ive rgen tes .  

I. Nous nous proposons de donner  un procddd aussi g~n~rsl que possible 

de sommation des sdries divergentes qui sstisfasse sux condi t ions  I, I I ,  I I I ,  

c'est-s qui permette  de supprimer ou a jouter  des termes nouvaux  dsns une 

s4rie sommuble sans alt4rer ls  sommubilit4 et de mult ipl ier  les sdries divergentes 

sommables. 

Soient  ~0(x), h(x) des fonct ions d~finies pour x ~ o, int6grsbles et telles que 

l ' int~grale 

dtsnt  convergente.  

oo oo 

f o/x/ x=i f h/x/ x=i 
0 0 

I h( )ldx 

0 

Posons pour  n ~ I 

q%(x)-~ f q~,-l(t)h(x--t)dt= f cpn-l(x--t)h(t)dt. 
0 0 

Soit ~(x) une fonct ion positive, non d~croissante, s 'annulant  pour  x ~ o et telle 

que si ~(x) tend  vers l 'infini lorsque x - +  ~ ,  on s i t  

~) lim ~(x  + a) 
x ~ o o  ~ ( X )  - - I  

quel que soit le hombre fini a. 

Nous disons que ls  s4rie 

(I) a o + a a § a 2 + "  

est sommable (~v0, h, ~0) svec ls somme s, si ls  sdrie 

5 - - 3 4 1 9 8 .  Ac ta  mathematica.  

u(x) = F a.+l .Ix) 
n = 0  

63. I m p r i m 6  le 14 m a r s  1934. 
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est normulement  convergente duns chuque intervulle fini (o, x) e t  si l 'expression 

93 

if g(x)= ~x ~ q~(x--t)u(t)dt 
0 

tend vers lu limite s -  a0 lorsque x--~ oo. 

Comme on sait, une s~rie 

Uo(X) + ul(~) + ~,(x) + .  

est dire normulement  convergente duns (a, b) si l 'on u duns (a, b) 

] U n ( X ) ]  < Ctn~ 

lu s6rie 

ao + al  + a2 + ' "  
dtunt convergence. 

On peu~ fucilement d6montrer  que 

~ : 0 ,  I ,  2 ,  . . . 

; ~ , , ( ~ ) d x  = ~, 

0 

~t~--- I ,  2 ,  3 ,  . . .  

Nous ~tablirons cette ~galitg par induction, en supposant qu'elle est vraie pour 

~o~--l(X) c'est-~-dire que 

f ~gn--l(X)dx : I.  

o 

Alors on u 

f g~.(t)dt= f dt f h(~)9on-~(t--v)d~-;h(~)d~ 
0 0 0 0 

off l 'on u pos~ 

= f h(~)g(x- ~)dr 
0 

g(x) = f ~n_l(t)dt, g(x)~ ~, 

0 

f ~)n--1 (t -- T) d t 
,r 

pour x --* oo. 
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Soit  e > o un nombre  a rb i t r a i r emen t  pe t i t  et  x o tel que 

Alors pour  x > x o nous avons 

oo 

f lh(~)ld~ 

/ /o / 
9,~(t)dt-~ h(z)g(x--z)d ,  + h(z)g(x--z)dz. 

0 O ~o 

Si l 'on laisse x o fixe on a 

Xo ~o X 

l i m f h  f If I (z)g(x--z)dz -~ h(z)dz,  h(z)g(x--z)dz 

0 0 x o 

< ~*,  I g ( ~ ) l  < ~-, 

pour  chaque ~ > o. 

c 'esVs 

Donc  

o 

ce qu' i l  fMlait  d6montrer .  

9~(t)dt--  I I < 8 + Z8 

f 9 (~)d~ " 
o 

2. Nous ullons m on t r e r  que notre  proc6d6 de sommat ion  sut isfai t  uux con- 

di t ions I ,  I I .  

X. Si la s~rie (I) est sommable (90, h, 9) ~a s~rie 

(2) o + ao + al + a2 + . . .  

sera aussi sommable (90, h, 9) avee la mOme somme. 
P o s o n s  

U(X) ~- n=OZ a~t+lg"(X), g(X) = f ~(X - -  t ) 9 ( t ) d t  , 

o 

Z' Z f 
0 
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P o u r  la simplification de 1~ d6mons t ra t ion  supposons que a 0 -  o, ee qui ne 

d iminue pas la g6n6ralit6. D 'aprgs  les condit ions du th6orgme on a 

lira g(x) 
.~ ~ ~ (x) = s, 

il f au t  d6mont re r  que l im gl(x) - - 8 .  On obt ient  fac i lement  la fo rmule  

(3) r = f h ( ~ -  t)g(t)~t. 
0 

En effet le second m em bre  de cet te formule  est  dg~l s 

Mais 

donc 

x t 

f 
o o 

o .~ 0 

Xm.g 

~(~) d~ f ~(C)h(~ -- ~-- C)d~. 
o 

.1(.,): .. f f .(,)h(..--t),t; 
0 0 

9: 

h(x - -  t)g(t)dt  = q~(*)Ul(X - -  v )d ,  = gl(x), 

0 o 

et 1~ formule  (3) est d~montr6. 

Soit  e > o un nombre  a rb i t rMrement  pet i t  et tel que 

f lh(~)l 
~o 

d ~ < ~ .  

D 'apr~s  (3) on a pour  x > x o 

2r o 

gl  (X) I f ~(x)  - 9(x)  g ( x - -  t )h( t)dt  
0 

x 

i f  + ~(x)  g ( x - - t ) h ( t )  

~o 

d t = i + j .  
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(~ + ,~) 
Puisque ~ (x) 

Pour  j on obt ient  

-~ I pour  chaque hombre  fini 6 on 

X0 

lim i = sfh(~)d~. 
o 

IJl < f [h(~)l Ig(x-~)l < ~ ,  

XO 

et le thdor~me gnonc~ suit  imm4diutement  des in~galit6s obtenues. 

XI .  Supposons que la s~rie (I) soit sommable (9%, h, q~) et qu'il existe une 
fonctiou V(x) telle que 

f h(x--t)~Po(t)dt= v(t)9o(X--t)dt, V(x)dx 
o 0 0 

c~ 

l'int~grale f , ,(x) , dz ~ta, t conve,vente. 
o 

avec la mOme somme. 

Supposons encore a o -  o. Posons 

Alors la sdrie (z) sera sommable (~Po, h, q~) 

g(x) -- i cf(t)u(x -- t)dt, 
o 

.(~) = y.  ~.+~ ~,~(x), 
o 

gl (x) = f ~ (t)ul (x - t) d t, 
0 

U l ( X )  = Z a n + l ~ J n - ~ - l ( X ) .  
n ~ O  

Nous ddmontrerons  faei lement  1~ relat ion 

(4) 

D 'abord  on voit  que 

(5) 

g~(x) -~ i ~(t)g(x-- t)dt. 
0 

x 

~p,~+l(x) -~ f q%(x-- t)~(t)dt. 
0 
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Cela est 6vident pour n = o puisque 

,,(x) = f ~Po(t)h(x -- t)dt -= 
0 0 

q%(t)~(x -- t)dt. 

Supposons que (5) est vrai pour  ~,~(x) c'est&-dire 

~p~(x) = f 9o._~(x-- t)v(t)dt. 
0 

Alors on a 

t x 

o o 0 ,r. 

~0n- - l ( t -  ~ ) h ( x  - -  t )  d t  

x 

j '~( ) 
T 

X - - ~  X 

d~ f q~-l(u)h(x-v~--u)du = f v(~)qMx--v)d~. 
o 0 

De (5) il s 'ensuit  que 

(6) 

Donc nous avons 

93 

u, (x) - f .  (t)u (x ' t)d t. 
0 

ff~ t 
q~(x--t)u~(t)dt= /q~(x--t)dt f 

o 0 0 

/ / = ,l(*)d* 

0 

~ ( t -  ~)v(~)d~ 

g~ 

0 

et la formule (4) est d6montr6. 

En suivan~ une m6fhode d6jg employ6e p a r  nous (chapitre I, w 3 )o n  conclut 

faci lement  en vertu de la re la t ion (4) que de 

g(*) 
lim ~ - ~  = s  

d6coule 

et  le th6orhme est d6montr6. 

r g,(.)  
~ ~ r (*) 
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x I I :  8i ~a sdrie (2) est sommable (To, h, 9) la sdrie (I) est sommable (~0o, h, ~p) 
avee la m~me somme, si l'on pose 

~g x 

~Po(x)-~ f q~o(t)h(x--t)dt= q~l(x), ~p(x)-~ f qD(t)dt. 
0 0 

S u p p o s o n s  encore  que ao ~ o et  posons  

0 0 

0 1 

C o m m e  ~ o ( X ) - - ~ , ( x ) ,  on a ~p~(x)=  ~)n+l(X), donc  

(7) u(~)- -u~(x) .  

Alors  nous  avons  

/ /  g(x)= d~ q~(t=~)u(x--t)dt 
0 

0 0 

/ / = g~(x-- ~)d~ ~- g~(t)dt. 
0 0 

P u i s q u e  - ~  s, oil ~ g~(~) = s~(x)  + ~(~), ~(x) 

g(x) = s~p(x') § / s(t)dt, 
0 

f s + j, 
0 

et  c o m m e  W'(x)--q~(x) on o b t i e n t  fac i l emen~ 

lira j = o .  
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X I I I .  Supposons la s6rie (2) sommable (9%, h, 9) et posons 

~p(x) = f qD(x-- t)v(t)dt, %@) = q%(t)h(x-- t)dt = qh(x), 

0 0 

V(x) dtant une fonction telle que V(x + 6) --(X'i --'''-~ I pouY chaque hombre fini 6. 

sdrie (I) sera sommable (~Po, h, tp) avec la m~me somme. 
P o s o n s  

x 

0 0 

c~ oo 

u ( ~ )  = Y , . . + l ~ . ( x ) ,  . ~ ( ~ )  = 5',  ~ . ~ , ~ ( x ) .  

Alors la 

C o m m e  ~Po = ~~ on a pour  chaque  n,  ~Pn = q~n+l, donc  u(x )= ul(x ). 

avons  

Alors  nous  

x t f / 
0 0 0 

u, (x--  t)qD(t-- ,)d t 

0 0 0 

�9 . ~1(~) 
D'apr~s  les cond i t ions  du  th6or~me on a mn ~ = 

~ ~(x) 

thdor~me I on conc lu t  que 

~(x) 

et le th6or~me est  d6montr6 .  

s. E n  se bas~nt  sur  le 

3. A v a n t  de d 6 m o n t r e r  le thdorSme sur  la mul t ip l i ca t ion  des s6ries som- 

mables  nous  d o n n e r o n s  quelques  th~orgmes  pr61iminaires.  

a) Supposons  que ~(x),  ~p(x) son t  des fonc t ions  posit ives,  non  d6croissuntes ,  

d6finies p o u r  x > o e t  telles que 

lira ~ (x  + 6) ~ ( x  + 6) - -  I ,  lira - -  I 
~ ~ ~ ( x )  x ~  ~ ~ ( x )  
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pour  chaque nombre  fini d. Alors si l 'on  pose 

o n  8, 

I) 

2) 

t~ 

�9 (x) = f ef(t)~p(x -- t)dt 
0 

l im ~ ( x  + d) _ I 
~(x) 

�9 (x) lira ~ ! x !  lira ~ = r162 
�9 ~ ~ �9 ~ ~ ~ ix) 

pour  chaque nombre  fini 6 

41 

En effet, 

telle fagon que 

soit P > o un hOmbre u rb i t ra i rement  pe t i t  et soit a choisi de 

i f (x)dx > P. 
0 

Alors pour  x > a nous avons  

c'est-s 

a 

~(x) > f qg(t) ~p(x-- t) dr, 
~ ( x )  = ~ ~ ( x )  

0 

a 

lira Z!~! > f 
0 

~im - ~  = ~ . 

q~(t)dt > P, 

Nous avons pour  chuque nombre  d > o 

�9 (x + 6) -- ~(x) --r + d--t) ~p(x--t)]dt + 
0 

~(x + d ) =  f cf(t)~p(x + d--t)dt + f cf(t)~p(x + d--t)dt  
o (t 

f ~(t)~(x 
x 

+ 6 -- t)dt > o 

-- f . ( , ) , / .  + , - , ) , ,  + f ,).(.-,)., =~ + 
o 0 

6--34198, Acta mathematica, 63, Imprim6 le 14 mars 1934, 
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(x + 5) 
Puisque ~ix) 

Si nous posons ~l(x)= j/ 
o 

--~ I on obtient d'aprSs le th6orSme I 

lim 

qD(t)dt, nous aurons 

__<_ ~,(~)~(x +-~)= o (~(x)), 

et la proposition est d~.montr6e. 

~) Si 1~ sdrie (I) est sommable (~o, it, ~) elle sera aussi sommable (Vo, h, ~) 

avec 1~ mSme somme, si l 'on a 

o 0 

En effet, posons 

"u(t)f(~- ~ ( ~ ) = j  t)dt, g~(x)= .,(t)~(~--t)dt, 
0 o 

~ oc  

,,(x)-- 
n=O n--0 

Oil obtient facilement 

(s) 

X 

u~ (x) = f u(x - t)~po(t)dt, 
o 

92 

gl (X) . . . .  f g (X -- t)~P0(t) dt .  

0 

D'apr~s les conditions du th~or~me on 

l im g(x) 
x ~  ~ 1 ~  ~ I .  

De la formule (8) on ddduit  facilement 

lira g' (x) ~ 8  

ce qu'il fallait  ddmontrer. 
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*() Soi l  la s6rie (I) sommable (q~o, h, q~) avec la somme s. Alors si ~P0(x), ~p(x) 

sont des fonct.ions positives, telles que 

~p(x + ~) 

0 

pour chaque nombre fin/ 6, ~p(x) 6~an~ non d6croissante, la s6rie (1) sera sore- 

mable (%, h, ,) avee la somme s, si l 'on pose 

0 

Posons en effet 

g(~) = / 
0 

~o 

u(t)q~(x - -  t ) d t ,  u(x)  = ~_j a ,+lg~n(x) ,  

oo 

g,(x) = ul(t)v(X--t)dt, u,(x)= ~ a~+,~,dx ). 
n~O 

0 

D'aprSs la d6finibion on a 

I u, (x )  = ~Po(x - -  t ) u ( t ) d t .  

0 

Si nous posons 

(9) v(x) = / g (t) ~p (x - t)d t 
0 

nous aurons la formule 

(,o) ., ( . )  - f v(,)~o(.- t)dt. 
0 

En effe~, nous  avons 

f ' i " 
0 0 0 h 

x x--h  x x 

f .(~).. f ~(;).(x-,,_;).; = f u(~)~(x_.).. = f .(.-.).(~)... 
0 0 0 0 
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Si l 'on d6signe par j le seeonde membre de (IO) on a~ 

j=  fl ~(h)dh f ~Po(X--t)u(t--h)dt= ~(h)ul(x--h)dh 
.J 
0 h 0 

= m ( x )  

et la formule (IO) est d6montrd. 

D'aprbs les conditions du th6orbme, on a 

g(x) 
lim 9 - ~  = s. 

Doric, d'aprbs le th6orbme I on a 

v(~) 
lim . - ~  = s, 

et de la relation (IO) on conclut que 

lim g~ (x) f *o (*) d, = ~ 

0 

ee qu'il fal lai t  d6montrer. 

$) Si une s6rie est sommable (90, h, 9) a v e c l a  somme s e t  sommable 

(~Po, h, ~p) avec la somme t, on aura s = t. 

Le th6orbme est 

prenant  

%(x) - / 
0 

une cons6quence imm6diate de la proposition 7) en y 

95 

9o(t)~Po(X-- t)dt, ~(x) = f g(t)w(~- t)dt. 
0 

~) Soient f~ (x), A(x), 91(x), 92(x) 

et posons 

quatre fonctions int6grables pour x > o 

bl(x) =-/f~(t)91(x-- t)dt, 
0 

x 

~o(~) = f s , ( , ) s : ( x -  t)dt, 
0 

bo(x) = / 
0 

x~ 

b~(x) = f f~(t)9.(x- t)dt, 

90@) = / 91(t)9"~(x-- t)dt, 
0 

fo(t) 9o(X- t)dt, 
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alors on a 

(,i) 

~OUS avons  

a~ 

I)o(X) = f bl(~)b2(x - -  t)d 
o 

{I2) bo(x ) = 9 % ( x - - ( % ) d g f S 1 ( ~ - - ~ , J o ( V , ~ V =  f f s o ( ~ ' m ( ~ - - V ' ~ o ( * - - " ' ~ " ~ V ,  
o o 

l ' in t6gra le  6~ant & e n d u e  au t r i ang le  A;  (o, o), (x, o), (x, x). D6s ignons  pa r  D(x) 
le second  m e m b r e  de (i i). Nous  avons  

/ i /" ~(x)= dv A(,~lq~l(y--u)du l~(v)~,(x--v--vldv 
, )  

0 o 0 

= f f f f~(u)~(y--u)f~(v)~(x--y--v)dydudv, 

l ' in tdgra le  ~tan~ & e n d u e  g la r6g ion  

o ~ v ~ x - - y ,  o ~ u ~ y ,  o ~ y ~ x .  

I n t d g r o n s  d ' abo rd  pa r  r a p p o r t  g y en laissan~ u et  v fixes, c 'est-g-dire dans  

l ' in te rva l le  u _--< y _--< x - -  v; on  a 

x - - v  

dudv f qh(Y -- u)q~(x -- y -- v) dy. 
?s 

E n  fa i san t  le c h a n g e m e n t  de var iab le  y ~ u + t, on  ob t i en t  

X - - V  X - - V - - U  

/ q~l(y--u)q~2(x--y--v)dy = f ~l(t)q~2(x-- v--u--t)dt= q%(x--v--u). 
u 0 

Si l 'on fai~ alors  la t r a n s f o r m a t i o n  

~ = ~ - ~ ,  v=~, 

on d6dui ra  de (I2) que D(x)--b0(x), ce qu' iI  fa l l a i t  d6monSrer,  
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4. X I V .  Soit la sdrie 

( I3 )  U o  + u~ + u,a + ' 

sommable (q~o, h, q~) avec la somme s, et la s&ie 

( I 4 )  V o + V 1 + V~ + ' "  

sommabIe (~Po, h, ~p) avecla somme t. Alors la s&ie produit de Cauchy 

(i5) W o -{- W 1 + tV2 + . . .~ W u ~ U o Y n  ~- ~QV,t--1 + "'" + UuVo~ 

est sommable (%, h, ~) avec la somme st, si 

%(x)-- /o%(t)~Po(X--t)dt, ~(x)= /q~(t)~p(x-- t)dt. 
0 0 

N o u s  d 6 m o n t r e r o n s  le t h6or6me  dans  le cas u o = v o = o .  P o s o n s  

a lors  on a 

(I7) 

ao 

~(X) = Z U,,q-l~,t(X), U(X) = Z V,z+l~/Jn(X), W ( X ) - - -  Z W , n + I T n ( X )  
0 0 

9: 

re(x) = f u(t)v(x-- t)dt, 
0 

w (x) = / m(.)h(x -- v)d~. 
0 

E n  effet ,  nous  avons  

~t~O m~O 
0 

q%(t)~p,,(x- t)dt. . 

Mais  on vo i t  f a c i l e m e n t  que  p o u r  c h a q u e  n e t  m,  on a 

(I9) ~,~+m(x)- f q~,~(t)~p,,(x-- t) dt. 
0 

Cet t e  r e l a t i o n  est  v ra i e  p o u r  n = m = o  d 'apr~s  les cond i t i ons  du  thdor~me.  

n + m + i  on a u r a  

P o u r  
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.Y, 

= f t) d 
0 

x t 

0 0 

~.(~)~,,,,(t- ~)~ 

=f  nl )  fhlx_t) 
0 '~ 0 0 

= f w..(~) ~,.~+l(X- ~)d~ = qgn+l(~)lflm(x--~)dq;, 
0 0 

--v)dv 

done elle est vraie pour ehaque ~ et m. 

Alors d'aprSs (I8), on a 

~t(X)  = E E ~ n 4 - 1 V m + l T n + m ( x )  --- E T)-(x) E un-~-I V~-I-l--n'-- E ?/224-2T~.(X),  

n~O m=O ) .=0 n~O ~.=0 

d'ofi il suit  
~o 93 

w(~) = ~.=o ~ w~+~,~+1(x) f ~(~)h(~--,)d, ,  
0 

et la formule (I7) est d6montr& 

Posons 

.o~(~) = f ~(t)~(x- t)dt, g~(x) = 
0 0 

go(X) = f ~(t)~(~- t)et, G(x) = 
0 0 

v( t)~p(x --  t) d t 

~(t) ~ (x -  t) d t, 

alors d'apr~s la proposition ~) nous  avons 

.qo(X) = f gl (h)g~ (x -- h) d h. 
0 

Puisque d'~pr~s les condit ions du th6or~me on a 

lira g~ (x) lira g~ (x) 
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on obt ient  en vertu de th6orSme I 

,qo(Z) 
lira Zixj- -~ st. 

On peut  faei lement d~montrer  la formule 

(20) G(x) = / go(t)h(x-- t) dt. 
0 

En effet, le second membre de cette formule est 6gal s 

f f / i h(x-- t)dt  ~(u)m(t--u)du = z(u)du 
0 0 0 u 

h,(x- t)m(t -- u)d t 

= f +),,,, f f 
0 0 0 

go(X) 
Alors de lira ,(x) - - s t  il suit que 

lim (X) :~ l im ( X ) g o ( x - - t ) h ( t ) d t = s t  h(x)dx--s t ,  
o 0 

et le thdorSme est d6montr6 dans le cas % =  v o = o .  

Le cas gdn6ral s 'obtient faeilement.  La s 6 r i e  

(2  I )  0 + 'lg 1 -[- Ue "J- " ' "  

e st sommable (~0, h, 9~) avec la somme s - - % .  La s6rie 

(22) 0 + ?;j + ~;~ "J-" 

est sommable (lpo, h, ~P) avec la somme t - - % .  

s6ries (2I) et (22) 

(23) W'o + w'l + u,'~ 4- 

La s6rie pro&fit  de Cauchy des 

est sommable (%, h, z) avec la somme 

( t -  
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La s~rie ( I ~ )  s 'obtient ,~ part ir  de la s~rie (~3) en a joutant  aux termes de celle-ci 

les termes des s~ries 

?~oVo + ?toV ] + . . .  + UoVn + . . .  

0 A- YoU 1 Jr- Vo2t 2 -~- ' ' '  "31- VoUn ~- ' ' ' .  

D'apr6s la proposition ,() les s4ries (24) et (25) sont sommables (7o, h, ~) avec les 

sommes Uot et Vo(S--Uo). Par  consequent la sgrie (I5) sera sommable (To, h, ~) 

avec la somme 
+ Uot + 

ce qu'il fallait d&nontrer.  

On a le th6or~me suivant plus g~n~ral: 

5. XV. Supposons la s&'ie (I3) so,tamable (qDo, h, qD) avec la somme s, et la 

.sdrie (I4) sommable (~Po, h, lp) avec la  somme t. Suppososs qu'il existe une fonction 

To(X) d6finie pour x > o ,  positive, i~#6grable et telle que 

%(t )h(x- -  t)dt  =- = I. 

0 0 0 

Alors la s6rie (I5) sera sommable au moi~2s par  ut~e des m6thodes 

(~o, h, ~), (~o, h, V'), (%, I,., ~) 
avee la somme st  si 

x 

= f t)dt. 

Considdrons d 'abord le cas Uo--Vo=O. Posons 

7 - - 3 4 1 9 8 .  

�9 q~ z o  

g~(x) = ] u ( x - -  t)qD(t)dt, u(x) -~ ~,  u,~--~ qg,(x), 
�9 0 

0 

g~(x) = f v(x-- t)~p(t)dt ,  v (x ) - -  ~-~o e,,+~p,,(x), 
0 

x o~ 

go(X) == f w ( x - -  t)~(t)dt, w(x) ~- ~](, w,+,v,(x). 

0 

Ac~a ~nathematica. 63. I m p r i m 6  le 15 m a r s  1934. 
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Nous avons la relation 

w(x) = f u ( t ) v (x - -  t)dt.  

o 

En effet, d'aprSs les condit~ions du thdor~me en obtient 

g2 

= f t)dt, 
0 

donc 

93 

f ~,,(t)v(x- t) 
o 

oo ~r  X 

d r =  n=oZ m=oZU"+lvm+lj "9%(t )~" t (x -  t )dt  

0 

oo r  a o  

= Z Z "n+l"Um+lTrtTm+l(x) = E ' / / ) ) ,+ IT~t (X)=  ~/)(X). 
n=O m=O 2=0 

D'aprSs la proposition 7) nous avons 

(27) ,q(x) = f g ,  (~)g~(x-  ~)d~. 

Comme 

g~(x) ~ s~(x) ,  

on aura d'aprbs le thdor~me I 

ce qui ddmontre le 

demment. 

g~(x) ~ t~,(x) 

g(~) - s t . (x) ,  

th6orbme ennoncd. Le cas g5n6ral se traite comme pr~c6- 

6. Nous avons la gdn6ralisation suivante du th6orSme classique de Mertens: 

XVI. Supposons la s~rie (I3) sommable (q%, h, q~) avee la somme s, la fone- 

tion h(x) grant non n@ative pour x :> o. Supposons la s&'ie (I4) absolument con- 

vergente et soit t sa somme. Alors la s~rie (I5) sera sommable (q%, h, q~) avee la 

somme st .  

POSOlI  8 
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2~ 

f g,(x) = w(x - t)qD(t)dt, 
o 

,~(x) = ~,,, , ,+, ~,,(.) 

et supposons d 'abord que Uo=Vo o. Nous avons 

o n-  o .~--1 

), - 1 )'z =- ), 2 = 1 m : 0 

51 

Mais on ddmontre  faci lement  que 

a. 

~,,,_a(x) = l" ~ , .  ( X  - -  t )  h).-1 (t)~ t, 

off l 'on pose pout" ) . = o ,  ha(x)--h(x)  et pour  ). > o, 

h;.(x) = j "  h~._~(t)h(x - t)dt.  

o 
Done 110118 avons 

z z  j �9 w(x) = v~. .u,,~ ~ , , ( x - - t ) h a - l ( t ) d t : -  w. u (x- - t )h; ._ , ( t )d t .  
).-=1 m=O 

0 0 

Par  cons4quent nous obtenons pour  gl(X) 

a: a" o:_ 

g l ( X )  : ; ' ~ ( t ) ~ ( ~ C - - t ) d t  ~ ; Z vth),-l('I') aT j ~9(x--t)'~,(t--.l,)d~ 
j j 2 = ~  
0 0 

- - j  g (x - -~ )d~  ~.__, ,,a h > l ( ~ ) =  g(x - z)~(z)d~, 

O o 

off Yon pose 
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o0 

(~) = F,  v~h~_~(~). 
2 = I  

C o m m e  auparavant  on vo i t  fac i l ement  que 

• o u s  d4montrerons  que 

c~ 

f h~(x) d x  

0 

f ~(x) 

0 

d x - - t .  

En effet, soit  e > o un nombre  arbitrairement pet i t  et soit  m chois i  pour  que 

Alors  on a 

~ . = m  + 1 

~.=1 1 m q -  1 
0 0 

Si l 'on fair tendre x vers l'infini, on obt ient  l im i =  ~ , v a ,  et puisque 
1 

m x 

0 

il s 'ensuit  

c'est-g-dire 

.... I/ I l im ~ ( ~ ) d ~ - - t  < 2 e ,  
x ~  

0 

V ( x ) d x  - -  t .  

0 

Mais  d'aprgs les condi t ions  d u  th6orgme on  a 

.q(x) 
l im f (x) = s. 
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En suivant une m&hodc d6j'~ employee par nous (Chapitre I, w 3) on d~duit 

alors de la formule obtenue ci dessus 

g~(x) -- f g(x --t)v(t)dt, 
. 2  
0 

.o, (x) 
que ~lim - ~  = s t  et le th~or~me est d~montr~ dans le cas Uo--V o=o. Comme 

dans la ddmonstrat ion du th~or~me XIV le cas gdndrM se ram~ne au cas parti- 

culler u o - = v 0 = o  , que nous venons de considdrer, en remarquant  que chaque 

sdrie absolument convergente est sommable (q~0, h, (f), h > o, ce qui se vdrifie 

facilement. 

C h a p i t r e  IIl. 

Applicat ions ~ quelques g6n6ral isa t ions  des sommat ions  de M. Borel  

et  Mittag-Leffler .  

I. Nous considdrerons ici quelques cas purticuliers de la sommation (~o, h, ~). 

Supposons que 

,z0(x) = ~-x, h(,~) - e - - " ,  

on obtient facilement 

La s~rie 

( ') 

e - . c  : ~ n  / \ 
~, ,~  ~ x ~  - =  - 

u o + u~ + u. 2 + . . .  

est sommable (e -'~', e -x,  ~(x)) avec la somme s, si la fonction 

. , , (x) -  e-., Y . " ' +  ix" 
0 

est enti~?re et si l 'expression 

,f  
0 

tend vers la limite s - -  t~o, lorsque x-~  ~ .  Si nous intdgrons par parties et posons 
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8n X n 

0 

8n "~-"~t o + tQ. + " ' "  + "ltn , 

l 'expression y se t ransforlne en 

0 

q) ( x  - -  t ) d g ( t ) ,  

off l ' int6grale est prise au sens de Stieltjes. Nous ddsignerons la sommation 

( c-~, e-~, 9) ainsi obtenue par  la nota t ion plus br~ve (B, 9)" C'est une gdnd- 

ral isat ion de la somnmtion de M. Borel. Donc la s6rie (I) est dire sommable 

(B, 9) avec la somme s, si l 'expression 

0 

tend vers la limite s, lorsque x--~ oo. En appl iquant  les th6or&nes X, X I I ,  XIV,  

X V I  '~ cette sommation, nous obtenons immddiatement  les propositions suivantes: 

a. Si la sdrie 

(2) Uo + u l + u~ -~ . . . .  

est sommable (B, 9) avec la somme s, la sdrie 

(3) o + Uo + ul + ~_~ T . . .  

sera sommable (B, qg) avec la m&ne somme. 

b. Si la sdrie (3) est sommable (B, 9), la s6rie (2) sera sommable (B, 9,) 

a v e c l a  m6me somme, en prenant  

.~ 
[ 

- j _ 9( t )dt .  

0 

c. Supposons la sdrie 

(4) % + ' u  1 + u ,  2 + . .  

sommable (B, 9) avec la somme s, et la sdrie 

(5) ro + vl + v,, + 
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sommsble (B, ~)) svec 1s somme t. Alors 1s s6rie produi t  de Csuchy 

(6) W o + W l + W ~ +  . " ,  w n = u 0 v , , + u l v ~ - l + " + U ~ V o ,  

est sommuble (B, ~) svec 1s somme st ,  en p rensn t  

�9 (x) = f q~(t)~p(x -- t)dt. 
0 

d. Supposons 1s s6rie (4) sommsble (B, q~) svee la somme s et 1s s~rie (5) 

absolument  convergente  et spit t ss somme. Alors 1s s6rie ( 6 ) e s t  sommsble 

(B, 99) svee 1s somme st.  
Dsns le css psr t icul ier  ~ ( x ) =  x ~, x ~ o nous obtenons tous les r6sultsts  

de M. Doetsch, qui fu ren t  le point  de d@ sr t  de nos recherches.  

2. Comme sut re  spplieution nous consid6rerons une g6ndrMisstion de 1s 

sommstion de Mittsg-Leffler,  qui possSde routes les propri6t~es I, I I ,  I I I .  

Supposons que 

xP  X a - 1  
~o(X) = ~-x  ~'(p ~/V)'  h(~) = ~-~--,r(~) " >  o ,  p >= o ,  

s l o r s  n o u s  s v o n s  

q g n ( X )  = e - ' ~  
x a n + p  

F(an +p  + I)' 

Nous d6signerons 1s sommation (e - x -  

le symbole (E~, ~). Doric 1s s~rie 

(7) Up + ul + u2 -~ . . . .  

sers dire sommsble (Ep, q~) svec 1s somme s, si l 'expression 

x 

,f q~(x) u(x -- t)q~(t)dt 
0 

e~ 

u(x) = e _ ~  ~ u~247176247 
r ( a n  + p  + I) 

X p X a - 1  ) __, ox U(p + I)' e ~ r (a) '  9~ plus br levement  psr  

converge pour  chsque x > o et t end  vers 1s l imite s - - % ,  lorsque  x -~ r1 6 2  Le 

th6or~me X nous donne slors cette proposition. 
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e. Si ia sdrie 

(8) Uo + u~ + u~ + ... 

est sommable (E~, 9~), la s6rie (3) est sommable (E~, 9) avee la m6me somme. 

Appliquons le th6or~me XI.  Soient alors 

q~o(X) = e - x  xP h(x) = -~ x~-~ xq r ( p  + i) e r(~) ~~ = e-'~'~ - - - - '  " ' ' V(q + I) 9 @ )  = ~p(x) 

Si nous prenons 
X 6 - - 1  

off ~ - - a  + q - - p  > o on voit facilement que les conditions du th6or~me XI  sont 

satisfaites, car on a la relation 

t 2 (x - -  t) ~-~ / e - t  t ~ -1  (X - -  t) p 
I ' ( ~ [ +  I) e - t  I'(C~) e - ( ~ - t ) d t =  F((~) F ( p +  I) 

0 0 

e-  ('~:--t) d t. 

Par  consequent nous avons la proposition suivante: 

f. Si la s6rie (2) est sommable (Ep, ~), la s6rie (3) sera sommable (Eq, ~) 

avee la m~me somme pour chaque q > p - : a .  

Comme cons6quenee de la proposition "() nous obtenons ce r~sultat: 

g. Si une s6rie est sommable (E~, ~) elle sera aussi sommable ~(Ep,., ~) 

avec la m~me somme pour chaque Pl > P .  

Le th6or~me X I I  nous donne celui-ci: 

h. Si la s6rie (3) est sommable (E~, ~), la s6rie (2)sera sommable (E~ +p, q~) 

avec ia m~me somme, en prenant  

~91(X ) = f q~(t)dt. 

0 

Nous avons les th6or~mes suivants pour la multiplication des s6ries: 

i. Supposons la s6rie 

(9) Uo + ul + u~ + " '  

sommable (E~, 9) avec la somme s, et la sdrie 

(Io) Vo + vl + v~ + . . .  
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sommable (E~,, ~p) avec la somme t. Alors la s6rie produit  de Cauchy 

( I 1) W 0 "~ W 1 "~ W 2 "~- " ' ' ,  "l.Vn --~ U O v n  "~- U 1 Vn--1  2[_ . . .  2[_ Un Vo , 

est sommable (E~ +~,+1, ~) avee la somme s t ,  en prenant  

x 

�9 (x) = f T( t )~p(x--  t )d t  
0 

Le thdor&me 6nonc6 s 'obtient  en appliquan~ le th~orbme XIV.  Duns ce 

cas particulier on a 

X p X p, x p  +p~ + 1 
To(x) = e -'~' , ~Po(X) -~ e . . . . . . . . . . . .  , Vo(X ) e -~ �9 I ' (p  + i) l ' (p ,  + I) l ' ( p  + p,  + 2) 

j. Supposons la s~rie (9) sommable ( E  p, T) avec la somme s, ia sdrie (,o) 

sommable (Eq, ~p) avec la somme t. Alors la s6rie (II) ser~ sommable (E~, ~) 

avec la somme s t ,  si 

f g = m a x . ( p , q , p + q - - a +  I). 
0 

L a  proposition s 'obtient  en appliquant  le th6or6me XV. 

Nous d6montrerons maintenant  un th6or6me relat if  ~ la compar~ ison  des 

deux proc6d6s ( E  p, T) et (E~, ~p). 

Soit T(x) une fonction positfive, non d6croissante pour x > o ,  lira 9~(x)--I ,  

et admet tan t  une d@iv6e, telle que la fonetion analyt ique 

oc 

L ( T '  ) = O , ( s ) =  f e- . ' tT ' ( t )d t  

0 

soit  holomorphe pour R ( s ) > - - a , a  > o, dans ehaque domaine fini. Soit encore 

~p(x) une fonetion d~rivable non d~eroissante te l le  que ~p(x),---~ ~ s i x - - ~  w, 

lira ~p(x + 6) _ _  I 

- f ,  
pour ehaque nombre tlni d, et~ posons W ~ S ) =  e-~t~ ' ( t )d t .  

0 

8 - - 3 4 1 9 8 .  Aeta mathematiea. 63. I m p r i m ~  le 15 m a r s  1934. 
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k. Supposons que lu s6rie (I) soit sommuble (E~, q~) avee la somme s, 

 ono,io  que a u x  conditions 
~1(8) 

d' inversion donn6es duns la pat t ie  I (w 3). Alors la s~rie (I) seru sommable 

(E~, ~p) avee lu mgme somme. 

Posons 

d'ofi 

g(x) = f . (~-  t)~(t)dt, 
0 

x 

y,(~) = f ,~(x-t)~(t)dt, 
0 

0 0 

off ~ / (x )=  u(x). En appl iquant  lu t ransformat ion de Laplace nous avons 

(I2) L(g) = C(v)q)~(s), C(g,) = L(v)Wa(s), L'(g,)= L(g) ~(s) )" + ~L(g). 

D'aprbs les conditions du th6orbme il existe une fone t ion  V(x) d~finie pour  x > o  

et telle que 

@1 (%i --  Z = L (7 (x)). 

Aiors de la relation (I2) nous tirons 

j (~3) g,(~) - -  ~q(,~) + ,q(~.-t)~(t)dt. 
0 

Comme la fonetion q~(s) est holomorphe pour s -=  o et O~(o) ;q~(x)dx = I, 
0 

en appliquant  le lemme 6), w 3 (ehapitre I) nous obtenons 

,;(~) = ~ ' (~ )  + o(~ ' (x) ) .  

Alors puisque ~-.lim~ ~ = s on tire faci lement de (13) 

z 

l imgl(x)=lim ~(x) f ~ ~ ~p(x) ,q(x- t)v(t)dt -= s, 
0 

et le th6or~me est d6montr6. 
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Nous donnerons une applicat ion de ce th6or~me ~ la comparaison des m6- 

rhodes de sommation de MM. Doetsch  et Knopp.  D'apr~s M. Doetsch la s6rie 

u0 + ul + u~ + - . .  

es~ sommable (B, z) si la fonct ion 

�9 (x)- y x" 
n [ 0 

est enti~re et si l 'expression 

/ z x -~ ~ (x --  t) t ~-1 d t 

0 

tend vers une limite lorsque x - +  ~ .  D'apr~s M. Knopp  la s6rie ~.~u,~ est som- 
0 

mable B~, si la s~rie 

converge pour  chaque x et f~(x) t end  vers une linfite s, lorsque x - +  ~ .  P o u r  

~ > o nous avons 
x 

0 

0 

et la sommation (B, x) est la somm~tion (B, ~) avee ~(x)--= x ~. Comme 

I /e_(S+l)~x~_ldt - I l im ~ ( x ) =  I,  L ( f ' ) =  @ j ( s ) -  F(z) ( s+  I) u' 
0 

c~ 

I ' ( Z 8  u'q- I)_~_ u ' 

0 

T,(.s') F ( x +  I) satisfai t  aux condit ions d'inversion. Nous avons, la fonct ion q)l(s) 

comme application, le th~or~me suivantg: 

9 Ce cas par t icu l ie r  a 6td considdrd pa r  n o u s  dans  u n  a u t r e  t ravai l ,  publ id  dans  J o u r n a l  ffir 

d i e - r e i n e  u n d  a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k ,  t. I66 (I932), p. 2o8- -219 ,  auss i  dans  Rendicont i  de1 Cir- 

colo ma t .  di Pa le rmo ,  t .  56 (I932), p. I - - 2 3 .  
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1. Si la s~rie ~ u n  est sommable .B~, z > o ,  elle est aussi sommable (B, r.) 
0 

avec l~t in ,me somme. 

Nous  avons encore le t~h~or~me: 

m. Supposons la s6rie ~.u,~ sommable (E~, ~o)et  soit  p l < p ,  d - - p - - p j .  
0 

La sgrie ~, u,~ sera sommable (E~', (~1) a v e c  la m~me somme, si l 'on pose 
0 

i/  
0 

En effet, posons 

. q ( x )  --: i .r u ( x -  t)q~(t)dt, g,(x) =- ; u~(x-- t)qD~(t)dt, 
0 0 

~) "r P U 1 (:F) - ~  , ~ 7( t l41  X ff it t 1~I 

(, I'(ceu + Pl + I )  

L(74) = (.~ + ,). , ,~-~-,i  

oc 

, L(u,) - :  ~ (s + I) "''+','~1 0 
L ( . u , )  _ (,~, + 1)d, L(~I  ) ..... 5(99) 

' i i ( , ~ S -  ,: ' 

L(g) - -  L(u)L(qD), L(g,) = L(Th) L(qh), 

( i 4 )  L(g,) -- L(g) LiT) �9 L(i,) -= L(g) -- L(g) + L(g) [('~' + - -  , 8 d �9 

La fonct ion 

satisfai t  aux conditions d ' inversion du chapitre  I (w 3); donc il existe une fonc- 

t ion ~(x) d~finie pour x > o et telle que 

( ~--+ [I ~- x - -  L(7]). 
s ] 

D'aprbs la formule (I4) on obtient  alors la relation 

( i 5 )  g,(=) + f a(,),(x- t)dt. 
0 
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En appliquant le lemme ~), w 3 (chapitire I), on obtient facilement l'6galit6 

Puisque V(x)~ ~-~:/i, g(x)~ s q ~ ( x ) o n  aura d'apr~s le ~h6or~me I 
Lw)  

f J 8 
g( t ) v ( x  - -  t ) d t  - 1 ~ )  9~(t)(x --  t )a - ' d  

o 0 

Mais il est facile de d6montrer que 

~,(x) 
~(x)-~ ~'  

En effet, so i t  a un nombre fixe. Nous avons 

(I6) 

t = ~9~ : (x ) .  

99~(x) - -  ~ q~(t) ( x - -  t)'J'-:dt > ["i6) 9P(t)(x d t  

0 9~--a 

x 

f ~ CI.d > r(~) (x - tT- : e t  r (~+~) ' x - : ; ~ ( ~ - ) = r ( ~ + : )  
X--t% 

61 

3. Nous d6terminerons msintensnt  is r6gion exac~e de s0mmabilit6 de la 

sgrie de Taylor d'une fonction anatytique. 

Soit f ( z )  une fonction analytGique, holomorphe pour z = o e t  donn6e par sa 

s6rie de Taylor 

(:7) f ( z )  = a o + a i z  + a~_z ~ + . , . .  

et le th6orbme es~ d6montr6. 

Si l'on prend a assez grand, le second membre de la formule (i6) peu~ devenir 

sussi grand que  l'on veut, c'est-s 

.~_~ ~(x) 

Divisons ufors les deux membres de ls formule :5) par ~l(x) et fsisons tendre x 

vers f'infini. On obtient 

lim g~ (x) 
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Dans  la m&hode  de Mittag-Leffler,  off l 'on consid~re la fonct ion enti6re 

0 ~  Xn 
r ( u . 7 f ) ,  " >  o, 

on s~it que lu s6rie (i7) est somm~ble dans une r6gion # .  ainsi d6finie: 

Soit  G.  la r6gion: z =  re"~, 

. . . . .  c c < ~ 0 < ~ ,  r <  cos 
2 , 

O 

2 2 

~ a ~ 2  

Alors #~ est la r6gion comnmne de routes les r6gions ~G~, off ~ prend pour 

valeurs les affixes de t o u s l e s  points singuliers de la fonct ion f(z) .  La s6rie 

(I7) n 'est  pus sommable par cette m&hode  en dehors du domaine ft.. 

Nous 6tudierons la sommabilit6 (E~, q~) de lu s6rie (i7) en d&erminan t  1~ 

rdgion exacte de somm~bilit& Nous avons le th6or6me su iwn t :  

X V I I I .  Supposons que la fonction q~(x) satisfasse aux conditions d'inversion, 

donn&s dans le Chapitre L Alors le domaine de sommabilit~ est la r~gion tt~ de 

Mittag-Le~ler. 

Lu d6monstrat ion du th6or6me est bas6e sur deux propositions. 

e. D6signons par I~  1~ eourbe t-=Qei~;, Q cos , [~[  ~ ,  o < a ~ 2 ,  

et o < ~ < 2 J ~  pour  a > 2 .  Soit z un point  arbi t ra i re  mais tel  que s u r l a e o u r b e  

z I"~ et g l ' int6rieur de eette eourbe 1~ fonet ion f(z) soit holomorphe.  Alors la 

s6rie (I7) est sommable (E~, ~) pour  z ~vee la somme f(z).  

On pent supposer que z i .  D6finissons g(x) par 

x ao 

g(X) = ; (f(x--t),g(t)dt, u(x)--- e-x ~ atz+lXanTp 
r ( d , ' , T v  + . ]  u 

0 

Appliquons la t ransformat ion  de Laplace, nous avons 

L(g )  = (71)(8) (8 q- I) a n + p + l  ' 
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D'uprbs le th6or~me de Cauchy nous uvons 

Done on u 

LU # ~ serle 

a n -  2:ei j ~,~+l d~. 
C 

o0 

i 0E L @ -  *( ' )  l f ( ~  ). ~ii ~-~)'~ 2:7 /~ iJ  ~ (8 -~- i) p+I d ; .  
C 

I 

0~[~ (8 + i)~J,, 

est absolument  convergente  pour  I~(s + I)'~l > q > I ,  c e  qui est sutisfuit pour I~1 

ussez grand. 5Tous uvons alors 

L(g) -- 2~iCs + l)p+l I 
I ~: ~(~. + ~)~ 

soit choisi pour  que 

est toujours  possible 

que sur C on a 

Supposons que le contour  simple C comprenne s son int6rieur  lu courbe F~, et 

sur C et duns C lu fonct ion f (z )  soit holomorphe,  ce qui 

d'apr~s les condit ions du th6orbme. I1 est facile de voir 

5 /t-;~ < i - 6 ,  

off 6 > o est un nombre fixe. Done pour  R ( s ) >  - - 6  lu fonct ion ~p(s) est holo- 

m o r p h e  duns chaque domaine fini et lu fonct ion @(s)~p(s)sutisfuit aux condit ions 

d' inversion. En applicunt le lemme ~), w 3, chupitre I, on obt ient  

(~ 8) ~(~) = ~ (~) ~(o) + o(~ (x)). 

Muis 

C ~ C G 

= f ( i ) - . .  

Donc d'upr~s (I8) la sdrie (I7) est sommuble (EP q~) pour z-~  I a v e c l a  s o m m e f ( I ) .  
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~. Supposons que la s6rie (I7) est sommable (E~, ~) p o u r  une valeur  z o 

de z. Alors la sdrie (I7) sera sommable (E~, ~ ) s u r  le segment OM,  si l 'on 

d&igne par  0 le point  z = o  et par  M le point  z-----z o. De plus la somme de 

cette s&ie sur O M  est une fonct ion analyt ique,  qui n 'a  pus de points singuliers 

dans la courbe zF~.  

On peut  na ture l lement  supposer que z = i .  Posons alors 

~ aO 
g(x) -~- .~f ~(x-- t)u(t)dt '  U(X)= e--X ~O r(~lan+lXan4-P-{-10 -~ I) '  ~lim ~g(x) = 

o 
x 

= f 

ar 
u o(x) = o - =  " r  ~ n . ~ l _ g _ _  ~ o < ( ) <  ~. 

En appl iquant  la t ransformat ion  de Laplace,  on obt ient  

(~9) G(s) = @(s)V(s), G~(s) = O(s) V~(s), 

off l 'on pose 

G(s) = L(g), G~(s)= L(.q~), V ( s ) =  L(u),  V~(s)= L(u~). 

Comme 

on aura  

UQ(X) = 01--/)~U(0~X)(?((,~--l)x, ~ = I 

0 0 

Si l 'on fair  le changement  de variable 0#x = t, on obt ient  

Is  + I - -  ##~ 

Des relat ions (I9) , (20) nous t irons 

1 q ( 8 "~- I - ~  ) 
G(s) = q)(s) V(s), G , ( s ) - -  @(s)Q-v#-,  V - Q~ ......... , 

et, en 6crivant  

#~ ] t), ~ ~ Q/~ ' 
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nous  o b t e n o n s  

a .~( , )  = e ~ 

(21) 

@ 

~ ( 8 )  (8  "J- I - -  

s + 1 - -  ~ 

0, 

, Z = , - p ~ - b ' ,  

P o s o n s  I - -  (?'8 = (~ 

t +q 

+ 

~,- 7 I 

c ' es t -g -d i re  

s + 6  
E n  p o s a n t  I _ 

= ~(,)= L(h), ~ { ~ + - q  ~ I  - -  (~ l  = L(~p), 

1' + q f~-*~V(*)d.. o \ i -  a~! = 
0 

- - z ,  on  o b t i e n t  

o~ 

0 

d ' o f i  i l  su i t  p a r  la  t r a n s f o r m a t i o n  e~x=y, 

0 

C e t t e  r e l a t i o n  nous  m o n t r e  que  

g(x)  = e 1-~ ~ 

c ' es t -g -d i re  

(22) 

D e  la  f o r m u l e  (2 I )  on  d 6 d u i t  

x 

(231 gl(X)= e~(x)+ ~fh(~--tlw(t)dt= 
0 

9--34198. A c t a  mathemat ica .  63. 

x 

e~+~e-~g(e~x) + q~+~ f h(x--t)e-~g(e~t)dt. 
0 

Imprim4 le 15 mars 1934. 
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Puisque Q < I,  6 > o, g(x) = O(q~(x)) l ' int~grale 

/ e-~tg(~t) dt 
o 

est absolument  convergente.  En appl iquant  le lemme ~), w 3, (ehapitre I) on 

obtient  la formule asymptot ique 

(24) h(x) - -  ~(x) 

~(x) 
D'apr~s  les conditions du th6or~me l 'expression ~ tend vers la limite s, 

lorsque x--+ w. Donc l 'expression 

~(~) = ~(Q~x) ~ ( ~ ) '  r  --< ~' 

t end  vers zdro, lorsque x--+ ~ .  

faci lement  de la re la t ion (23) 

l im  g' (x) __ 
~ ( x )  

Alors en se basant  sur la formule (24), on d4duit 

@ 
(I 66) o e-~tg(q~t)dt=j(~)" 

Donc la s6rie (I7) est sommable (Ep, q~) pour z : Q avec la somme j(O). 

Si l 'on pose dans .7"(r e~t= x, on obtient  

j(.o) e- i=:~'~g(x) dx. 

Si z est un point  arbi t raire  '2 l ' intdrieur de F~ on a R ( z - - ~ - - I ) >  o, l ' int6grale 

ZZ f 
f ( ~ ) -  ~(~_~_ ~) e-<"-~-l>=g(x) d~ 

0 

est done absolument  eonvergente  et repr6sente une fonet ion holomorphe duns F. .  

Cette fonet ion est le prolongement  analyt ique de la fonet ion j(o) d~finie pour  

o < Q <  I. 
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Alors en suivant  une marehe  connue, on d~duit faei lement  des proposi- 

t ions ~. et ~. le th~orgme 6nonc6: 

4. Nous d6montrerons  iei que, darts des cas assez g~n6raux, la sommat ion 

(Ep ~) permet  de sommer la s6rie de Taylor  (I7) sur le contour  du domaine de (z' 

sommabilit6. Comme exemple simple nous considdrons la sommabilit~ ( E  p, x ~) 

que nous d6signerons ainsi E P . Nous dirons qu 'un point  singulier a---= re"P 

de la fonct ion f ( z )  satisfai t  b~ la condit ion C,, z-->_ o,  si au tour  de a dans un  

espace angulaire 

9 ~ + d < a r g ( z - - a ) < ~ + 2 ~ - - d l ,  o < d < J r  ~r = = - -  o < d ~ <  - - [ z . a ]  < 2 '  ~ ,  (~ r l ,  

la fonct ion f ( z )  es~ holomorphe  g l 'except ion de a et si l 'expression ( z - - a ) " + l f ( z )  

t end  uni form6ment  vers z~ro, lorsque z---+a. Nous d6montrons le th6or~me suivant:  

XIX.  Soit  z un po in t  rggulier de la fonet ion  f ( z )  qui  se trouve sur  le con- 

tour du domaine #~, tel que la courbe z I ~  passe seulement  p a r  un poin t  s ingul ier  

a -=  re  i~~ sa t i s fa i san t  de la condition C~. Alors  la s&'ie (I7) sera sommable E~' 
r  j 

pour z avec la somme f ( z ) .  

P a r  une t r a n s f o r m a t i o n  lindaire on peut  supposer que z =  I .  On salt alors 

que sur la courbe F ,  il n 'y  a pas d 'autres  points singuliers que le point  a. Soit 

I" une courbe ferm6e, simple, qui cont ient  la courbe F~. Soit encore E un con- 

tour  simple et ferm6, qui cont ient  les points z = o  et z =  I, et dans lequel et sur 

lequel la fonct ion f ( z )  est holomorphe.  E se compose des segments E i ,  E.,, E a 

au tour  de a et de D,  d~finis ainsi: 

E1 est donn~ par  z - -  a =  Qe~V ~, ~p ~ gv + d , o < y < # < d, a + dei('P +~) ~tant 

un point  de I ' ,  

E2 par  Q = y ,  d=<~--qg=<2zc--6~,  

E~ par  y < Q < d l ,  ~p----q)--dl,  a + d e  i('p-d,) 6tent  un point  de F.  

La part ie  D est un arc de I" tel que ~0 + d =< ~ --< 2 z + ~ -- d~. 

Soit U un autre  contour,  d6fini ainsi: 

7g 

z--=ee i~, pour  - - ( I  + ~ ) 2 ~ q 9 = < ( I  + e ) 2  , 0 = r = c o n s t . ;  

pour  

bre arb i t ra i rement  petit. 
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D ' ap r6s  la fo rmule  classique de H a n k e l  on a 

f 1 I I .~ d x  

U 

Soit  x > o et  r choisi  p o u r  que r~x ~ soit  plus pe t i t  que le r a y o n  de conve rgence  

de la sdrie (I7). Alors  en  a p p l i q u a n t  la fo rmule  (25) "2 la fonc t ion  

on ob t i en t  

off l ' on  a pos~ 

U(X) = e - x  J ~- I )  

u ( x ) = z ~ i  e ' ~ F ( x  ~v ~ , 
Y 

. f ( ~ )  - ~ o  
F ( z )  = F ,  ~ , , + S  ~ = 

0 

P o u r  la s implici td de la d d m o n s t r a t i o n  on peu t  suppose r  que a o = o. En  fa i san t  

le c h a n g e m e n t  de var iab le  x~v ~= ~, nous  avons  

. ( ~ )  - f x e - z  -- , d~: 

Ua 

off U~ dgsigne le c o n t o u r  d ' i n t~g ra t i on  t ransformS.  N o u s  chois issons le con tou r  

E de telle f a?on  que les s egmen t s  de U~ a u t o u r  de z .... o a p p a r t i e n n e n t  s E .  

Alors  d 'aprSs  le th~orSme de C a u c h y  on a 

2 JI; $~ T 
E 

Si nous  d6s ignons  pa r  g(x) l ' express ion  

n o u s  a u r o n s  

g(x) -~- f (x -- t)~u(t)dt, 
0 

I [" F ( ~ )  
g(x) -~ 2~-ia- d --z- f (x-- t)~e';'dt, 

E 0 
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En changeant  d 'ordre d'intdg'mtion, on obt ient  

f U(,)f d + . 
(26) g(x)-- 2e~[a z *. -27i;-J  T h(x)dz= f(I)X ~ + 2~vic~3, 

E ): 

h(x) = f (x-- t)~-~etZdt, 
0 

puisque le r6sidu de lu fonct ion ) ~ = z - ~ - - I  pour  z ..... I est ~gal g - - a .  

Mlons ddmontrer  que lira x-~j ~-o. 

On peut  faci lement  d~montrer  les in~galit~s suivantes: 

Si z est sur E~ il existe une constante finie K ,  telle que 

Nous 

< Ke, 

Si z est sur /~  ou sur E~ il existe une constante S > o, telle que 

t t ( z - ~ -  i) < - Sq.  

Soien~ alors j ' ,  j "  les intggrales de la fonct ion  'f(z)-h(x~ prises sur les contours  

E'--  E, + E~ + E 3 et D .  

En appl iquant  1~ t ransformat ion  de Laplace sur lu fonct ion h(x) on 

d'ofi il suit 

L(h)--H(s)= F(• 
8 ~ 8 - - ~ '  

h ( . )  - 

c+i~ 

F(z) )) ds. ~i f ex~ s ~ (s 
C"--i oo 

En appl iquant  le lemme ~), w 3 (chapitre I) et le th~or6me de Cauchy, on obt ient  " 

la formule asymptot ique 

eXi t (z )  
h ( x ) -  X~ F(z) x: t - lx  + o(xX-1). 

Done nous aurons 

- . + O(x~-~). 
E' 
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Soit m l e  m a x i m u m  de z?-)~ pour  .Ei, i =  I, 2, 3 et #(r le m a x i m u m  de la fone- 

I 
t ion [ f ( z ) [ , [ z - - a [ = @ ,  sur E~. P renons  pour  ~ , @ = y = x ,  nous aurons  

(27) x-~[ I 

lorsque x - ~  ~ .  Pou r  E~ soit  d ehoisi de faeon que 

@xq-l#(@) < ~, 

off e > o est  un nombre  donn6 a rb i t r a i r emen t  petit.  Alors nous avons 

(28) x .... ~- " ~;~-V d z  < m ~ x  - ~  e - ' ~ e - e ; u  < mx ~ x  e -s~e de = --5r �9 
t~ t 

E 1 1 1 

x x 

On a un  r6sul ta t  analogue pour  l ' in tdgrale  6tendue sur E 3. On conelut  des 

formules  (27) , (28) que lira j - - o .  Mais, en fixant d et d~ on a l ' in6galit6 
x ~  XZ 

]e 6~] < e-"*'~, It > o, ]z] > d > o pour  D,  d'ofi il suit que l ' in t6grale  prise sur D 

tend  vers z6ro, lorsque x--* ar 

Si l 'on prend  a =  I on r e tombe  en par t icul ier  sur les rdsultats  de M. Doetsch TM 

re la t i fs  au cas off le point  s ingulier  a est  un p61e. 

5. L a  sommat ion  (Ep, qg), p >= o peu t  4tre 6tendue au cas p < o. La  d6fini- 

t ion se modifie de la manibre  suivante:  

Soit  m assez g rand  tel que am + p > o .  Alors nous disons que la s6rie 

(29) Uo + ul + u,~ + . - .  

est  sommable  (E~, 9), P ~ ~  si la s6rie 

av 
~ ' t ~ n + l X  a n + p  

, =  1 " ( a n + p + , )  

lo G. Doetsch, I)ber die Summabil i t~t  der Potenzreihen auf dem Rande des Borelschen 
Summabilit~tspolygons, Mathematische Annalen~ t. 84 (I92I), p. 245--25I.  
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converge pour  chaque x et si l 'expression 

x 

I f 
0 

tend vers une limite s, lorsque x--~ r162 Le nombre  

s +  Uo + "  +urn 

est la somme de la s6rie (29). On voit faci lement  que la sommat ion ainsi d6finie 

ne d6pend pas de m. Nous allons dgmontrer  que les s6ries convergentes  sont 

sommables par  cet te  m6thode. 

XX.  Supposons que la fonction 9(x) satisfasse aux conditions d'inversion du 

chapitre I (w 3). Alors chaque s6rie convergente est auss4 sommable avec la mOme somme. 

En effet, posons 
x 

g ( x )  = t) (t)dt. 

0 

En prenan~ la t ransform6e de Laplace,  on obtient  

oo 

~m, Un + 1 L(g) = O(s) (s + I) ~+p§ - O(s)H(s). 

Pour  I s l - ~  la fonction L(g) a la forme s ~ ,  x > o ;  donc on a 

c+ir 
I ; e~SO(s)H(s)ds, c > o. g ( x )  - 

. 2  

C'---i 

oo 

Puisque H ( o ) =  ~Un+l  = s - - u  o . . . . .  u~, en suivant  la marehe du w 3 du 
m 

chapitre.  I, on obtient  la formule  

g(x) = ~(~) ( s - -n  o . . . . .  u,,) + o(~(x)), 

c'est-s la s6rie (29) est sommable (E~, ~) avec la somme s. On peu~ facile- 

ment  voir que les th6or~mes, que nous avons d6montr~s pour  la sommation 

(E~, ~0), p ~ o sont aussi valables pour  Ia sommation (E~, ~) dans le cas p ~ o .  

Pa r  exemple nous avons le Ch6or~me: 
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XXI .  Supposons la s&'~e 

u o + u~-k- u~ + 

sommable (E~, q~) avee la somme s, la sdrie 

Vo + v~ ~- v~ + 

sommable (Ep, ~p) avee la somme t. Alors la s~r~e produit de Cauehy 

WO -~- Wl  ~- W2 -~ ' ' '  ~ Wn ~ ~o Vn ~- Ul Vn_I  "~- . ' '  -~ Un Vo~ 

sera sommable (Ep~ ~), avee 

�9 (x) = i q ~ ( t ) ~ z ( x - -  t )d t ,  pe = p  + .Pl + I ,  

0 

En effet, soit m choisi pour  que 

e m + p > o ,  a m + p ~ > o ,  e m + p 2 ~ o .  

Alors, si nous posons 

x 

= f t)u(t)dt, 
0 

g2(x) ~ f ~p(x-  t)v(t)dt, 
0 

g(x) = i z (x--  t) w(t)dt, 
0 

c~ 

u(x) = ~.~ F, u.+lx~ I ' ( . n + p +  i ) '  
m 

az yn4_ l Xan§  

V(X) = e - - X Z  ~-.(gn ..{_ p I + I ) '  
m 

ov a,~ ~ c t n + p 2  

on ddmontre  fucilemen~ la formule  

d 'oh d~coule que 

x 

g(x) = flgl(t)g (x- t)dt, 
0 

lim g ( ~  = s t  
~ ~ �9 ( x )  
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et le th6orSme est d&montr& d~ns le cas u o = Ul . . . . .  u m =  v 0 . . . . .  v~ = o. 

Le cas g&n&ral s 'obtient  par  la marche d6j~ employ&e au chapi t re  I I ,  w 4. 

Je  dois faire lu remarque que M. Doetsch ~ ~ pour  1~ premiere fois em- 

ployd la t ransformat ion  de Laplace dans des questions de sommabilit& des sdries 

divergentes 

6. On peut  faci lement  g&ndraliser le proc&d~ (~0, h, ~) pour  la sommat ion 

des s6ries de Dirichlet .  Soit h(x) une fonct ion d5finie pour  x => o, telle que 

co 

f h(x)dx = 
0 

l ' int~grale ~tant absolument  eonvergente.  Supposons que la fonct ion t ransform~e 

de Laplace H ( s ) =  L(h) satisfai t  aux condit ions suivantes:  

) o ,  > o ,  

K #~s), 
2) H(s)= s ~ +  o < d ,  z >  I pour  les grandes w leu r s  de Is I. 

Soit encore ~0(x) une uutre fonct ion ddfinie pour  x > o et telle que 

f ~o(X)(~X : I ,  

0 

L(~0) ~yant la forme 2). D'apr~s le th5or~me de MM. Pincher le  et NSrlund il 

existe pour  chaque z > o une fonct ion ~o~(x) d~finie pour  x > o, telle que 

L(qD~)= L(%)H~(s)= ~ + , # > o, z, > I. 

Elle est donn6e par  la formule 

c + i ~  

I f e~H~(s)L(q~o), c > o. 
C-- i zr  

Si l 'on pose H~(s)=-L(h~)la fonction ~v~(x) est donn~e par  

f = t)dt. 
0 

1~ G.  D o e t s c h ,  M a ~ h e m a t i s c h e  A n n a l e n ,  4. I o  4 ( I 9 3 I ) ,  p .  4 o 3 - - 4 1 4  . 

1 0 - 3 4 1 9 8 .  Acta mathematica. 63. I m p r i m ~  le 20 n ,  ars  1934. 



74 Nikola Obrechkoff. 

Soit ~(x) une fonction positive pour x > o, non-d~croissante et telle que 

lira ~ (x + a) 

pour chaque noInbre fini a. Alors nous disons que la s6rie de Dirichlet  

ar ar 

(30) Z = E e. 
n=l  1 

es~ sommable (q%, h, 9v, Z) avee la somme s, si la s6rie 

oo 

.(x/= Y, enf .(x) 
1 

est normalement  eonvergente dans ehaque ing@valle (o, A) et si l 'expression 

9~ 

I f  9o(x ) qv(x-- t)u(t)dt 

0 

tend vers la limite s lorsque x - o  ~ .  

On peut  facilelnent g~n~raliser les th~or~mes que nous avons d~montr6s 

pour la sommation (q%, h, q~). Par  exemple nous d6montrerons le th6or~me relatif  

la sommation (900, h, ~,  ).) de la s6rie produit  de Diriehlet de deux s6ries. 

XXII .  Soit la s6rie 

(3 I) al + a2 + as + 

sommable (q~o, h, q~, ~) avee la somme s, la s6~4e 

(3 2) b I + b 2 + ba + 

sommable (~Po, h, ~p, #) avec la somme t. La  s~rie produit  de Dirichlet 

e 1 + e~ + c a + . . . ,  On= Z apbq 
2 p + t t q = ~ '  n 

v,~ gtant les hombres 2p + fez ordonn6s par  des valeurs croissantes, sera sommable 

(%, h, ~, v) avee la somme st ,  si lYon prend 

2' X 

�9 o(X) = fq~o( t )~o(X- - t )d t ,  ~ (x )=  a f  qD(t)~p(x--t)dt. 

0 0 
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En effet, posons 

(33) 

x 

.q,(x) = f cf(x--t)u(t)dt, g,(x)=- f ~p(x--t)v(t)dt, 
0 0 

c~ o o  

1 1 

g3 a o  

g(x) -= f T(x-- t)w(t)dt, w(x) = ~1 C n T v ~ ( X ) .  

0 

On d6montre facilement que 

(34) w(x) -- fl u(t)v(x-- t)dt. 
0 

Des relations (33), (34) il suit d'apr~s 1~ proposition ~), w 3 (chap. II) que 

x 

g(x) -~ f g~(t)g~(x -- t)dt. 
0 

Mais, d'apr~s les conditions du th~or~me on a 

donc, en se b~sant sur le thgor~me I, on obtient 

et le th6or~me est d&nontr& 
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