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Einleitung.

Die Untersuchungen iiber Stabilitit, die Herr O. Perron im Jahre 1928
angestellt hat®, haben im wesentlichen gezeigt, dass die Mannigfaltigkeit der fiir
t— o nach Null strebenden Integrale des Differenzengleichungssystems mit kon-
stanten Koeffizienten a,,

(I) t+ I Z avﬂxﬂ + ‘Pv(t xl( )) x2(t)’ ceey x"(t)) ) (V__— L2,y 72),”'““””

=

! Dissertation, die von der Universitit Miinchen angenommen ist.
* Uber Stabilitit und asymptotisches Verhalten der Losungen eines Systems endhcher Diffe-
renzengleichungen, Journ. f. d. reine und angew. Math. Bd. 767, 1929.
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wenn die Zusatzfunktionen ¢, im Vergleich zu den linearen Gliedern absolut sehr
klein sind, im allgemeinen ebenso gross ist, wie wenn die Zusatzfunktionen gar
nicht da wiren. Die Raschheit der Konvergenz nach Null ist dabei mit der
Potenz |¢| vergleichbar, wobei ¢ eine charakteristische Wurzel, d. h. eine Wurzel
der Gleichung

Ay — X .. ._aln

Anr ... 0up — X

ist. Der Fall, der soeben durch die Worte »im allgemeinen» charakterisiert
wurde, liegt vor, wenn kein |¢|=1 ist. Wenn insbesondere bei dem linearen
System ohne Zusatzfunktionen jedes Integral fiir ¢— « nach Null strebt, was
dann und nur dann der Fall ist, wenn alle ¢, absolut kleiner als 1 sind, so ist
auch bei dem System mét Zusatzfunktionen fiir jedes Integral, dessen Anfangs-
werte z,(0) absolut hinreichend klein sind, |, (¢)] dauernd sehr klein und es gilt

sogar lim z, () = o.
t-—> o

Im Jahre 1930 hat Herr Perron eine Untersuchung iiber die Stabilitit bet
dem Differentialgleichungssystem

Az, <
dt :vaﬂ(t)x,u+¢V(t;x1w--,xn) v=r1,2,...,n)

p=1

durchgefiihrt!, wobei f,,., @, beliebige stetige beschrinkte Funktionen von ¢ bzw.
t, xy, g, - . -, Tn sind.

In der gegenwiirtigen Arbeit wird nun analog die Stabilititsfrage bei dem
Differenzengleichungssystem ‘

(2) T (t +1)= éﬁy(t)my(t) + o (b 2y (8), ..., 2 (2) v=r1,2,...,n)

behandelt, wober f.,(t), @, (¢, 2y, . . ., xn) beliebige beschrinkte Funktionen sind. Die
Variable t soll daber auf dee ganzzahligen Werte t=o0, 1, 2, ... beschrankt werden;
Jir fon, 2. sind dagegen beliebige komplexe Werte zuldssig. Falls die ¢, im Ver-
gleich zu den linearen Gliedern absolut sebr klein sind, wird man in Bezug auf
das System (2) zuniichst vermuten, dass die Mannigfaltigkeit der fiir {— o nach

Null strebenden Integrale »im allgemeinen» ebenso gross ist, wie wenn die Zu-

! Die Stabilitétsfrage bei Differentialgleichungen. Math. Zeitschr. Bd. 72, 1930.
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satzfunktionen gar nicht da wiren. Im Gegensatz dazu zeigt aber das in § 2
hervorzuhebende Beispiel ein ganz anderes Verhalten.

Um eine genaue Ubertragung auf (2) zu ermoglichen, muss man das iiber
(1) Gesagte ein wenig modifizieren. Hs ist nimlich an Stelle der Forderung,
dass keine charakteristische Wurzel g, absolut gleich 1 sein soll, die folgende

zu setzen;

Forderung A: Das lineare System
(3) L (t+ 1) Zdw% +1,Uv() wv=r1,2,...,n)

soll  fiir beliebige beschrinkie Funktionen ,(t) tmmer wenigstens ein beschrdanktes
Integral haben.

Hierdurch verliert die iiber (1) gemachte Aussage nichts an Tragweite; denn
diese Voraussetzung ist in dem Fall, den wir durch die Worte »im allgemeinen»
gekennzeichnet haben, wenn also |o,| 5 1 fiir v =1, 2, .. ., n ist, stets von selbst
erfiilllt, Zum Beweis bezeichne man die Koeffizienten-Matrix von (3) mit 4 und
die charakteristischen Wurzeln mit ¢, 0y, ..., 0n, und zwar in-solcher Reihen-
folge, dass

lodl=le:l = < |enl

ist. Dann kann man auf verschiedene Weise eine Matrix B mit nicht verschwin-
dender Determinante angeben derart, dass
0, O0...0
B—1AB= €21 09 -...0

Cn1Cn2 . ..0n
Es ist also

n f.. :l n
Z(an—dsz Zblﬁ Cous 6}”,:{1 e 2:0,

v=1 Be=ut1 o fir v£ A at1

Lu=1,2, ... n
und durch die lineare Transformation

(@, ..., 2) =By, ..., yn
geht (3) in
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{4) Yot +1) = euyn(t Z"w?/# + oo, () mit > =

w=1 1
iiber, wobei w, (f) beschrinkt ist.
Aus (4) folgt zuniichst

¥ (t) e,( ) + j ‘Z,H)

Nachdem y,(¢) bekannt ist, kann y,(f) dann y,(f) etc. berechnet werden. Das
allgemeine Integral von (4) ist also

lyv(t) ( ) + Z ~,+1 )

wobei die ¥, (f) sukzessiv zu berechnen sind.
Sei nun fiir einen gewissen Index % (k=o, 1, 2, ..., n),

los] <1 fiir »=%

loo| > 1 fiir » >k,

so sind die % ersten Integrale von (4) beschrinkt, wie auch g, (0), . . ., yx (0) gewihlt
werden mag. Denn fiir [o,| < 1 ist y, () folglich @, (7} beschrinkt, daher auch
ys (t) fiir | 0,| << 1 usw. Nach der obigen Auseinandersetzung ist @4 (z) beschriankt;
wir wiihlen daher

Dpey i (v
Yr+1(0) = 2 41
o an

dann ist yi,1(t) und folglich @4:(z) beschrinkt, daher kann

d)k+°

Jk+2 = ) a1
9;,‘.,

=0

gewiithlt werden, so dass yi+(f) beschriinkt bleibt. Allgemein wihlt man fiir v > £
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wobei ®@,(z) die in (5) gegebene Bedeutung hat und y, () sukzessiv zu berechnen
sind. Hiernach ist o
—_9222:¥:_2 (fjl_b) v=k+1,...,m
= & = O '
auch beschrinkt, was durch vollstindige Induktion bewiesen wird.

Stelle ich die Forderung 2, so lisst sich die Aussage iiber (1) auf das
System (2) iibertragen. Die obige Vermutung wird dann richtig und man darf
sogar die Worte »im allgemeinen» durchstreichen, wenn man die Voraussetzung
hinzufiigt, dass das lineare System

(6) Wt + 1) é )+ w.(b) v=1,2,...,n)

Sir beliebige beschrinkte 1, (t) tmmer wenigstens ein beschrénktes Integral haben soll.
Diese Voraussetzung ist nicht immer von selbst erfiillt. Sie ist eine wesentlich
neue Forderung. Die genauen Ergebnisse sind in § 7 und § 8 enthalten.

Die Antwort darauf, ob es immer ein beschrinktes Integral gibt, kann aus
den Integralen des homogenen Systems

@y (t -+ 1) me 2u(t rv=1,2,...,n)

erschlossen werden. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind fiir
einen Spezialfall in Satz 1 niedergelegt, und in § 7 und § 8 zeigt es sich, dass der
allgemeine Fall sich stets auf diesen Spezialfall zuriickfithren lisst.

Wir werden in dieser Arbeit nicht nur solche Zusatzfunktionen g, betrach-
ten, welche gegeniiber den linearen Gliedern absolut sehr klein sind, sondern
auch solche, die nur einer Beschrinktheitsforderung geniigen. Es handelt sich
dann nicht um die fiir {—  nach Null strebenden Integrale, sondern um be-
schrinkte Integrale.

§ 2.

Ein unerwartetes Beispiel.
Das System

—~7
2t + 1) = e, (0, (é<a<-‘i; )

2y (t + I) — e(siulog (¢+1)—2a) (t+1)—(sinlogt—2a)t xg(t)
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hat beschrinkte Koeffizienten; denn es ist nach dem Mittelwertsatz, wenn z eine
geeignete Zahl des Intervalles { <<z << ¢+ 1 bedeutet,

|(t + 1) sinlog (¢ + 1) — tsinlog ¢] = | cos log = + sinlog 7| < 2.

Das allgemeine Integral von (7) ist:

()= G
s (t) —- 020(3111 logt—2 a)t‘

Diese 2-parametrige Schar von Integralen hat die Eigenschaft, dass

(8) thm (|2 ()] + |z (B)]) =- 0
und sogar

le I +| "2_(_' —
©) Jim T e

fiir ¢ < Min (@, 2a—1)=-2a — 1.
Nun betrachten wir das abgelinderte System

Ja (t+ 1) = e zy(8),
(10) lxg (t + 1) = gloinlog (t+1) —20){t+1) — (sinlogt—20) L g (§) + g2(),

Die Zusatzfunktionen o und 2i(f) werden fiir |z, (¢)] + |z ()|~ 0 von zweiter
Ordnung gegen Null streben, so dass man fiir die Integrale von (10) das gleiche
Verhalten wie bei dem System (7) erwarten sollte.
Das allgemeine Integral von (10) ist aber
x,(t) = C et
t—1

lxi(t) - 02 e(sin logt —2a)t 4 C? e‘).ae(sin logl—Za)tZ e—(z+1)siulog(t+l).

z=0

Wir wihlen eine natiirliche Zahl » so gross und zwei positive Zahlen &,, d.» so
klein, dass einerseits die Zahlen

1 1 ;
== e(2n+ E)ﬂ‘f'E”’ T+ 1= e(‘Zn -2) a+dy,
ganzzahlic werden, anderseits

cos en — 2a + ¢ T cos O,
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oberhalb einer positiven Schranke ¢ bleibt. Wegen 24 < 1 + ¢~ 7 ist das moglich.
Fiir ein solches # und 7, ist

sin log ¢ = sin [(2 n + é)n-l— 8n] = COS &,

sin log (z, + 1) = — cos d,.
Es ist aber

7+ 0y

T, + 1=te Tt

Daher ist

t—1
e(sin logt—2a)t Z’ e—(1+1)sinlog (z+1) > e(sin logt—2ajt e (zo+ 1 sinlog (ry + 1)

7 =0
_ e(cos £, —20)t+ cos dy (7o +1) — e(cos &, — 2a + cos Sy i Jn‘fn)

b eet,

Hiernach kann ,(f) fiir {—~ o nur dann nach Null gehen, wenn O, = o ist, und
in diesem Falle gilt auch wirklich die Beziehung (8) und sogar (9) fiir geniigend
kleines ¢. Im Gegensatz zu System (7) geniigt also nicht jedes Integral von (10)
der Forderung (8) sondern nur einer ein-parametrigen Schar von Integralen

‘kommt diese Eigenschaft zu.

§ 3.
Yorbereitende Siitze.

Wir betrachten zuniichst das folgende spezielle System von linearen Diffe-
renzengleichungen

(11) ot + 1) = gl zld) + .00 =12, .. . %)

Es ist dadurch ausgezeichnet, dass die Koeffizienten g,.(f) fiir v < u gleich Null
sind. Fiir jedes » enthalten daher die ersten » Gleichungen auch nur die ersten
» Unbekannten x,(f). Fiir ein solches System wollen wir den folgenden Satz
beweisen.

Satz 1. Die Funktionen
gvy(t) ([éﬂ'é’llg’n)

seten fiir t=o0, 1,2 ... gegeben und beschrinkt. Es werde zur Abkiirzung

ﬁ Gvo(T) = Gv(’t)

14—34198. Acta mathematica. 63. Tmprimé le 28 avril 1934,
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gesetzt.  Damn besteht die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das
System (11) bei jeder Wahl der beschrinkten Funktionen w,(t) wenigstens ein be-
schrimktes Integral hat, darin, dass fir jedes einzelne v aus der Menge y=1, 2, ..., n

entweder die Bedingung

Gy (7) beschrankt
A t—1  t—1 i—1
(4) | R ral beschrdinkt (H= 1)
=0 g=r+1 t
oder die Bedingung
[ G, (t) nicht beschrinkt
" G, (1) i e — vorhanden und beschrinkt*
l < | G (z + 1)

erfillt ist.
Man beachte dabei, dass die Bedingungen (A) und (B) fiir ein und denselben
Index » sich gegenseitie ausschliessen. Ehe wir Satz 1 beweisen, wollen wir

einige Beispiele betrachten.

1. Beispiel: z(t + 1) = sin;—vtx(t) + 1. Hier ist ¢g(f)g(t — 1) =0, also

t—1  t—1

ST el =1+lgt—0)]=1+

=0 g=7+1

. 7T
sin~ (t—I)I

beschrinkt, so dass (A) erfiillt ist. In der Tat hat die Gleichung die Losung

2 (0) beliebig, - x(t):sin—;f(t—l)—l-l fiir ¢ > o,

welche offenbar beschrinkt ist.

2. Beispiel: @(t+1)—-  a(f + 1. Hier ist G(f) = o.

Tt
t— -1
ST 1l
=0 p==z+1

! Sowohl bei (A) als bei (B) kann die erste der beiden Forderungen weggelassen werden, da
gie, wie man leicht sieht, infolge der zweiten von selbst erfiillt ist.
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nicht beschriinkt, also weder (A) noch (B) erfiillt. In der Tat gibt es auch nur
die Losung
t+1

x (0) == beliebig, x(t)= )

welche sicherlich nicht beschrinkt ist.

3. Beispiel: x(t + 1)=22(f) + 1. Hier ist G (f) = 2* nicht beschrinkt
2 1
¢ t),Z:,IG(z +1)]

vorhanden und beschrinkt, also (B) erfiillt. In der Tat gibt es eine beschrinkte

Losung, nimlich z ()= — 1.

4. Beispiel: z(t+1)= ; fx(t)+ 1. Hier ist (7(t)==¢ + 1 nicht beschrinkt,

p(t)éla(’tl+—l)|:(t+ I)Z ’[l

nicht vorhanden, also weder (B) noch (A) erfiilllt. In der Tat ist die allgemeine
Losung die folgende:

z(t) — t+I(C+Z-T+2)

Diese ist fiir keine Wahl von C beschrinkt.
Den Beweis von Satz 1 verbinden wir mit dem Beweis von

Satz 2. Wenn das System (11) ber jeder Wahl der beschrankten Funktionen
wy (t) wenigstens ein beschrinktes Integral hat, wenn also die Bedingungen von Satz 1
erfillt sind, so gilt fir jedes beschrinkte Integral des homogenen Systems

1) = igv,t(t)x#(r) (v = L2, n)

die Beziehung

lim 2|xu

t - ®
=1

Dem Beweis der beiden Sitze schicken wir einen Hilfssatz voraus, der sich

spiter auch als niitzlich erweisen wird.
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Hilfssatz. Ist die Funktion

—1 i—1
> lgle)l  fiir t==1,2,...
=0 p=71+1
beschrinkt, so gilt fiir jedes feste ©
f—1
lim ] gle)=o0
t—
o=z+1
Insbesondere ust
lim G({)=o
t—

Beweis.  Verschwindet g(t) Siir kein posttives ganezahliges ¢, so ist nach den

Voraussetzungen
=1 {1 t—1 I
21 lell=te®] 3 G+ ] L
7=0 g=7+1 =0
also auch
@=L,
daher
t
ECIMES?
Hieraus folgt unmittelbar
lim G(f)=o.
{— o

Durch Division mit der nicht verschwindenden endlichen Grisse G (z + 1) er-
gibt sich

lim 1:[ gle)=o.

t—> o

o=t+1

Verschwindet dagegen g(t) fiir unendlich viele t-Werte, so ist, was = auch sei,
fiir geniigend grosse t¢:

II 9le)=o,

o=z+1
also die Behauptung richtig.

Es bleibt noch der Fall iibrig, wo g¢(f) nur fiir endlich viele ¢ verschwindet.
Bedeutet dann ¢, die grosste dieser Zahlen, so ist nach den Voraussetzungen

-

t—1  t—1

S I ls@l= T 19@13 =L
e e S | R PIT
o=ty+1
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also auch
t—1
II el =L
o=ty+1
oder
t—1 t—1 1
1T sl =L
o=ty+1 7=ty
also
t—1 9
II lell=,=;

Hieraus ergibt sich

Dividiert man diese Gleichung durch die nicht verschwindende endliche Grosse

II 9fe), so folgt ‘
(=t lim H gle

e g' z+1
Damit ist der Hilfssatz vollstéindig bewiesen.
Nun wenden wir uns dem Beweis von Satz 1 und Satz 2 zu, und zwar
behandeln wir zunichst den Fall » = 1; hier handelt es sich um die eine Diffe-

renzengleichung
(12) (¢ + 1) = g, () 2, () + w,(8),

welche das allgemeine Integral

t—1 t—1

(13) 2, (t) = ¢, G4(t) + Z w, (2) H 911(0)

7=0 e=7+1
hat.
Beweis #u Satz 1 fiir n=1: Nehmen wir den Fall G,(¢) > 0 vorweg und

setzen wir filr w,(¢) die spezielle Funktion

Gt + 1)
2= G @l

! Dabei ist G;(0)=1 zu setzen, ebenso wie spiter stets G, (0)=1. Man beachte, dass @, (!

bisher nur fiir =1, 2, 3, ... definiert war (vgl. Satz 1).



110 , ‘ ~Ta Li.

die ja offenbar beschriinkt, nimlich absolut gleich 1 ist, so erhalten wir, wegen

t—1

H 911(9) = G4(1) m ’

p=7+1

(13 )= 6, (mim)

Wenn nun G, (¢) beschrdnkt ist, dann muss, damit ein beschrinktes Integral vor-

handen ist, offenbar auch
—1

%02 1a )]

beschrinkt sein. Umgekehrt ist in diesem Fall das Integral (13 a) und allgemeiner
auch (13) fiir jede beschrinkte Funktion ,(f) wirklich beschrinkt und zwar bei
jeder Wahl von c,. '

Wenn dagegen G,(t) nicht beschrénkt ist, so kann das Integral (13 a) nur
dann beschrinkt sein, wenn fiir die Konstante ¢, der Wert

__L_M
G,(z + 1)]

HMS
=

gewihlt wird. Diese Reihe muss also konéergieren und die rechte Seite von

(13 a) geht dann iiber in
< 1
1 —'Gt _7_‘“—'

Bs ist daher notwendig, dass diese Funktion beschrinkt ist. Das ist aber auch
hinreichend, denn das Integral (13) geht dann fiir den speziellen Wert

iber in

xl() Gl() _‘Gl(’[-f-l)

und diese Funktion ist wegen der Beschrinktheit von (14) augenscheinlich fiir
jede beschrinkte Funktion w, (f) selbst beschrinkt.
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Nun bleibt noch der Fall, dass g, (f) fiir endlich oder unendlich viele ¢
verschwindet, etwa fiir

t0<t1<t2<"‘<ty<tw+1<"'.

Dann gibt es zu jedem (hinreichend grossen) ¢ ein grosstes f, derart, dass f, < ¢
und g,,(t,) = o0 ist. Dann ist

139 n@ = ek [ ol
=, o=1r+1

t—1

= II gu(())[a)l(tw)—%M%L) o wl(t—l) ]

oty 4 1 gu (ty + 1 gulte+1).. gy (t—1)
Wir wihlen
: gll(t’”+ 1) g (b + I)---gn(t_ 1)
) =1, t =guv T o —1)= .
ailt) =1, ot +1) |g11(tv "'I)l w(t=1) |911(t«' + 1)yt — I)I

dann ist

-1 t—1

lo @1 =3 T tal@l= [ 19a@)]

T=t, p=7+1 z=0p=7+1

Damit ein beschrinktes Integral existiert, muss also diese. Summe beschrinkt
sein. Umgekehrt ist dann das Integral

5= o) [ 900
7=0 o=t+1

fir jede beschrinkte Funktion w,(f) auch wirklich beschrinkt.

Damit ist der Satz 1 fiir » = 1 bewiesen.

Beweis von Satz 2 fir n=1: BEs habe nun die inhomogene Gleichung (12)
fiir jedes beschrinkte w,(f) wenigstens ein beschriinktes Integral; dann folgt
speziell fiir w, (f) =0 aus (13)

x, (£) = ¢, G4(1).

Wenn daher G,(f) nicht beschrdnkt ist, so kann x,(#) nur fiir ¢, = o beschriinkt
sein und dann ist dauernd x,(t)= o, also gewiss lim «,(t) = o.

7> ©
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Wenn dagegen (+,(t) beschrinkt und folglich nach Voraussetzung (vgl. Bed.
(A) in Satz 1) auch

t—1 t—1

Z H | 911 (o)

=0 g=7+1
beschrinkt ist, so ist nach dem Hilfssatz

lim G,(t)=-0

t—

und daher wiederum
lim z,(f) = o.
{-» o
Damit ist auch Satz 2 fiir » =1 bewiesen.
Der allgemerne Beweis von Satz r: Nunmehr beweisen wir die Sitze 1 und
2 durch vollstindige Induktion. Wir wollen annehmen, dass beide bereits fiir

das System von # — 1 Gleichungen

(IS) t+ I Zg”t xu + wy(t) (‘V = 1,..., 01— I)

=1

gelten. Fiigen wir noch die n:te Gleichung mit der neuen Unbekannten x,(¢)

hinzu
n—1

(16) @a(t + 1) = gna(t) 2a (8) + Z gnu(t) 2u(t) + walt),

n=1

so entsteht das System (r1).
Fir G, (t) > 0 ergibt sich aus (16)

(17) Z ( ) = (ln [Cn+ 2 (nz_‘ Jnu J‘u + wn( )) Gn(i—_{_ ‘I)

=0 \u—=1

—1

wobei unter G,(0) der Wert 1 unter Z der Wert Null zu verstehen ist. Wihlen

wir nun speziell
w,(t)=o0,..., w(t)=o0,

so gilt fiir jedes beschrinkte Integral z.(f), weil der Satz 2 fiir das System (15)
bereits gelten soll, die Beziehung

n—1

(18) lim > [,(t)

t+
n=1
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Wihlen wir ausserdem fiir w,(f) die Funktion

C Galtt )
o) =Gt 1)

so nimmt Formel (17) die Gestalt an

t—1 .
(17 a) Zalt) = Gu(t) (0 + 30+ IGW) ,
wobei zur Abkiirzung

n—Lt
[Galt+ 1) —

(19) Elg"&t (t)xﬂ«(t) G'n (t+ I) _H<t)
gesetzt ist, sodass wegen (18)
(20) lim H(f)=0o0

t— o

ist. Wenn daher G, (f) beschrinkt ist, dann muss, damit ein beschrinktes Integral
vorhanden ist, anch die Funktion

t—1

001 3 17501

beschrinkt sein. Umgekehrt ist in diesem Fall das Integral (17 a) und allgemein
auch das Integral (17) bei beschrinkten z,(f), ..., zn—1 (f) und beliebiger beschriinkter
Zusatzfunktion w,(f) wirklich beschrinkt und zwar bei jeder Wabl von e¢,.
Wenn G, (t) nicht beschrinkt ist, so muss in (17 a), damit x,(f) beschriinkt ist,

)

¢n einen ganz bestimmten Wert haben, nimlich ¢, = — Z 1+ H(z) m'; ]
=0 n

und zwar geht dann die rechte Seite von (17 a) diber in

— GO D1 + Ho (G v 1)

7=t

Die Existenz und Beschrinktheit dieser Funktion ist aber gleichbedeutend mit
der Existenz und Beschrinktheit von

I

(1) 0 3 gt 1]

15-—34198. Adcta mathematica. 63. Imprimé le 30 avril 1934,
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Es ist daher notwendig, dass diese Funktion beschrinkt ist. Das ist aber auch
hinreichend; denn das Integral (17) geht dann fiir einen geeigneten Spezialwert

¢y tber in

7=t L u=1

zn () = — Gnlt legnu +wn()]6n(—:+vl)

und diese Funktion ist wegen der Beschriinktheit von (21) augenscheinlich fiir

beschrinkte x, (1), . . Tn () und fiir ein beliebiges, beschriinktes wy (t) stets selbst
beschrinkt.
~ Wenn dagegen @..(t) fiir gewisse ¢ verschwindet, etwa fiir {, <t < - <
< by < by < typ1 < ---, gleichgiiltig, ob endlich oder unendlich viele, so gibt es
zu jedem (hinreichend grossen) £ ein grosstes ¢, derart, dass ¢, <<? und gua(t,) = 0 ist.
Dann ist ;
—t_zlw(f)ﬁg Hq [w +m(t +I)+
- n n'n nn n /- )
T==t, o=7+1 o=-t,+1 ynn(t T )
@y (t— 1) ]
17% +
177) Gunlty + 1) - gun (8 — 1)
r—1
Z g"M + wn( )
Wir wihlen
\ qnn(tv+ I) gnn(t )gnn(t'— I)
wntwsl,ﬁn t/,;"‘I:' ‘_“',...,wnt"”‘ == H
( ) ( ) |ynn(tw+ I)I ( ) |gnn + )gnn(t"‘l)l

dann ist
t—1 —1 t—1 {1

le@l= 3 [ lgn@l= 3 [T l9un(e)

T=t, o=7+1 7=0 p=7+1

Damit das TIntegral (17*) beschrinkt bleibt, muss die letzte Summe beschriinkt
sein. Ist dies erfiillt, so folgt auch die Beschrinktheit des Integrals (17%) fir
jedes beschrinkte cw,(f).

Der allgemeine Beweis von Satz 2: Nunmehr besitze das System (11) fiir jedes
beschriinkte w, (f) ein beschrinktes Integral und es mogen alle w,(t) gleich Null
gesetzt werden. Dann gilt fiir G, (£) # 0 wieder die Formel (18) und folglich
auch (20). Die Formel (17) geht aber jetzt iiber in

(17 b) 200 = Gal0 (e + 3 H0 )

=0
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wobei H (t) wieder die Bedeutung (19) hat. Ist dann G,(f) nicht beschrinkt, also
nach Voraussetzung (vgl. Bedingung (B) in Satz 1) die Funktion (21) beschrinkt,
so muss in (17 b), wenn x,(f) beschriinkt sein soll, ¢, einen ganz bestimmten Wert
haben, und zwar geht dann (17 b) iiber in

0

I

Daraus folgt aber wegen (20) sogleich auch lim z,(f) = 0. Wenn dagegen G,(f)

t—>®

beschrdankt und folglich nach Voraussetzung (vgl. Bedingung (A) in Satz 1) auch

beschrinkt ist, so ist nach dem Hilfssatz gewiss lim G, (f) = 0. Wegen (19) folgt
{— ©

aber aus (17 b)

i—1
I

)= Gul)+ Gall) 3 H ) i)

{y—1 n—1
__CnGn +Gn ;Oggnu W ZH IGan‘_'. I)I
Wihlt man nun nach (20) ¢, so gross, dass die Ungleichung

|H@) | <e tir t=t,

gilt, wobei ¢ eine kleine positive Zahl ist, so ergibt sich

— ty—1 n—1
1
|20 (§) — en Gu(t) | = | Gn(2) ZH |(;”;[‘_’|’_ 1) -—lGn |¢Z~0 !; Gnul?) 27 (Jn(,[+ )
—1 I for 1 1 Qn c ( )
+6|Gn(t)|2m+ é IZ 2 ‘L —) +el,.
=ty 7=0 =1

Nun ist wegen lim G, (¢} = o, auch

t— o
fo—1 n—1 I
I en Gn (t)l ¢, 12,0 MZ'I gnu wM (T*_I:*;) <&
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fiir geniigend grosse ¢, also |z, (f)] < 2¢ + ¢L,. Hieraus folgt offenbar, da man
¢ beliebig klein wihlen kann,

lim 2, (t) = o.

t—> »

n—1
Ist dagegen G (t) =0, so is wegen lim >\ [x.(#)| == 0 von einem gewissen ¢, an
t—

u=1
n—1

D gnuB) @ (0] < e
» P
Daher ist

t—1 —1

lza =02 T lonnle)l + eLy,

7=0 p=z+1
wobei C eine positive Konstante ist. Nach dem Hilfssatz von § 3 ist also

lim 2, (f) = 0.

t— o

Damit sind die beiden Sitze 1 und 2 vollstindig bewiesen.

Eine wesentliche Hrginzung zu Satz 1 ist der

Satz 3. Wenn die Bedingungen von Satz 1 erfitllt sind, so ist tn dem allge-
meinen beschrinkten Integral des linearen Differenzengleichungssystems (11) die Anzahl
der willkiirlichen Konstanten stets so gross wie die Anzahl derjenigen Indizes v, fiir
welche die Bedingung (A) erfiillt ist, und zwar diinfen diejenigen Anfangswerte
%y (0) = ¢, willkiirlich gewdhlt werden, fiir deren Index v die Bedingung (A) er-
Sllt est. ;
Wenn insbesondere fiir jeden Index v die Bedingung (A) erfiillt ist, so ist
jedes Integral beschriinkt. Wenn dagegen fiir jeden Index die Bedingung (B) erfiillt
wst, so gibt es nur ern einziges beschrdnkies Integral.

Beweis. TFalls n =1 ist, so handelt es sich wieder um die eine Differenzen-
gleichung (12) mit dem allgemeinen Integral (13), bezw. (13*), wobei ¢, gleich
x,(0) ist. Aus (13) bezw. (13*) erkennt man sogleich folgendes: Wenn die
Bedingung (A) erfiillt, also G,(¢) beschriinkt ist, so ist x,(f) bei jeder Wahl von
¢, beschriinkt; wenn dagegen die Bedingung (B) erfiillt, also G, (f) nicht beschrinkt
ist, so ist a, (f) nur bei einer eindeutig bestimmten Wahl von ¢, beschrinkt. Damit
ist der Satz 3 bereits fiir » = 1 bewiesen.

Den allgemeinen Beweis konnen wir wieder durch vollstindige Induktion

erledigen, indem wir annehmen, dass der Satz 3 fiir das System der #» —1
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Gleichungen (15) bereits gelte. Fiigen wir dann wieder die n'® Gleichung (16)
mit dem allgemeinen Integral (17) bezw. (17*) hinzu, wobei ¢, die Bedeutung
2, (0) hat, so kommen wir aus (17) bezw. (17*) folgendes schliessen: Wenn fiir
v =75 die Bedingung (A) erfiillt ist, so ist x,(t) bei jeder Wahl von ¢, beschriinkt;
wenn dagegen fiir v =n die Bedingung (B) erfiillt, also G (f) nicht beschrinkt
ist, so ist w,(f) nur bei eindeutig bestimmter Wahl von ¢, beschrinkt. Damit ist
Satz 3 bewiesen.

Bine unmittelbare Folgerung aus Satz 3 ist der

Satz 4. Wenn die Bedingungen von Sate r erfillt sind, sodass fiir k Indizes
v die Bedingung (A) und fir die n — k anderen Indizes die Bedingung (B) erfiillt
ist, so hat das lineare homogene Differenzenglerchungssystem

W(E+ 1) = ng 2 (¢ (v=1,2,..., 1)

genaw k linear unabhingige beschrinkte Integrale. Daber darf k jede der Zahlen
0, 1,2,...,n bedeuten. Der Fall k= o0 besagt natirlich, dass kein beschrdnktes

Integral vorhanden ist ausser dem trivialen x,(t)= o.

§ 4.
Stabilitit bei einem speziellen System.
Satz 5. Die gegebenen Funktionen
| gou(t) G=u=v=n

seten fiir t=0,1, 2, ... beschrinkt. Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass das Differenzengleichungssystem

L (E+ 1) ng o) + 1o b (@), ., 2n(®)) (=1,2,...,0)
@=1
Siir jede beliebege Wahl der vm Bereich
t=0,1,2,..., x; = beliebig  A=1,2,.0,0)

beschrdnkten Funktionen y.(t, 2, ..., x;) nur beschrinkte Integrale hat, ist, dass

die n Funktionen
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t 1 i—-1
Z Il lg. (o) v=r1,2,...,n),
70 p—=7i 1

beschrdnkt sind.
Ist sie erfillt und geniigen ausserdem die Funktionen y. in einem Bereich
der Iorm

t=o,1,2,... |z | < a A=1,2,...,n)
den wetteren Bedingungen

A A YDA EA v=r1,2,..., 1),

wobed y eine hinreichend kleine (von a« wund den g,,(t) abhdngende) Konstante ist, so
ist fiir jedes Iutegral, dessen  Anfangswerte x,(0) absolut hinveichend klein sind,

dauernd |2z, ()| = a und es gilt sogar die Bezichung

n
lim M, (t) = o
{» o

=1

Dass die angegebene Bedingung notwendig ist, folgt unmittelbar aus den
Siitzen 1 und 3. Dass sie hinreichend ist und dass die weiteren Behauptungen
von Satz 5 zutreffen, wird bewiesen sein, wenn es gelingt, den nachstehenden

schirferen Satz zu beweisen.

Satz 6. Ev se/ fiir t--0,1,2,... || <be *A=1,2,..., n), wenn
t—1 —1 —1
[ 9@ =G0, [] =1, D) =0 gesetzt wird,
=0 0 . 0
I Oru (t) I =K,

|G| = L, (wegen (i,(0)=1 ist L, =1)

{—1 (—1

Z. H |0 (0)] = L, wv=r1,2,..., 10

=0 p=7+1

il

B
S
Qw

1
|Z"‘(t7 x13x27 < ey xn)|=

wobet b, a, K, L, L, positive Konstanten send, fiir die

KL,
<1, . <1
—a
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ist. Bedeutet dann ¢ digjenige positive Zahl, fiir welche
¢ KL,a

¢ — > 1)
bL1+[——a 1, (also ¢<<b wegen L, = 1),

so st jedes Integral des Differenzengleichungssystems
X (t + 1) ZZgw(t)xM(t) flta @), . . o) =1,2...2),
u=1 . .

dessen Anfangswerte x,(0) den Bedingungen

|, (0)] = cam— v=1,2 ..., %),
geniigen, fiir t =0, 1, 2, ... dauernd vorhanden und geniigt den Ungleichungen
{2, (] = ber— =12 ..., 7).

Wenn die Funktionen y, noch den weiteren Bedingungen

1 K & :
I%v(t’ T 7xq})|§7~l I —-azaﬂlxﬂl (1): I, 2,. -'>n)
u=1

gentigen, so ist ausserdem

lim 3|z (f)] =o.
u=1

{—

Um Satz 6 zu beweisen, definieren wir eine Funktion i (¢, x,, ..., xn), die
in dem Bereich

t=o0,1,2, ... 2| < ba A==1,2,..., n)

iiberall mit der Funktion y, (¢, #, ..., x,) sich deckt, und ausserhalb dieses
Bereiches identisch verschwindet. Das zu untersuchende Differenzengleichungs-
system kann daher auch in der Form

xu(t + 1) = guo (O, () + ng(l‘)xu(t) + (t x (8, ..., zalt)
v=1, 2, ,n)

—1
geschrieben werden, wobei unter dem Zeichen Z stets Null zu verstehen ist.
0

Hieraus folgt‘ sogleich



120 Ta Li.

[ )= (0 2(0) + S 0, T[ g0 le

=0 =7+l
(22) -
ZJva (/'u +/v(T .1'1() ...,.’I)n(’t)).
w=1

Wegen |, (0)| = ¢e™" und ¢ < b gilt nach (22) zuniichst die Ungleichung

n
lei ()] = Lyca + Kb ¢ L= ha""‘l( L, + XL “) = b

- 1—a
fir £=1, 2, 3,.... Die zu beweisenden Ungleichungen

|z, ()] = bar

gelten also mindestens fiir v == 1. Solange sie aber fiir » < 4 — 1 gelten, ist auf
Grund der im ersten Teil von Satz 6 geforderten Ungleichungen

}zm )+ 220 ()| = S Kb K Kb

I —a I —«a
w=-1 u—1.

und aus (22) ergibt sich dann die Abschitzung:

_Kba

|| < ce"* L, +

"+ Ly = ba %,

Solange also die Ungleichung |, ()] < be" fiir v =4 —1, t=0,1, 2, ... gilt,
gilt sie auch fiir v=14,¢t==0,1,2,.... Daraus folgt, dass das Integral x,(f)
davnernd vorhanden ist und stets in dem urspriinglichen Existenzbereich der
%+ (t, @y, .., ) bleibt. Damit ist der erste Teil von Satz 6 bereits bewiesen.
Nun sei B eine positive Zahl derart, dass
{23) lim | z, (t)l < Ba"™ r=1,2,..,n)
{->
ist. Wenn dann die y, auch den im zweiten Teil von Satz 6 geforderten Un-

gleichungen geniigen, so ist fiir geniigend grosse Werte von f, etwa fiir ¢ = {,,

(24) |z, (8] < Ba™

1 K & KBa"
: (), . .. & uBar we= 2 —1,2,...,n).
(23) | % (x4, ,Tz)|<”1_a2a Ba L (ves1,2 n)

u=1
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In Formel (22) zerlegen wir nun die Summe von o bis ¢ — 1 in

1 t —1 —1
fr—to

Die erste Summe der rechten Seite ist nach dem Hilfssatz von § 3 eine kleine
Grosse ¢&,. Zur Abschitzung der zweiten konnen wir die fir ¢ = ¢, giiltigen
Formeln (24), (25) beniitzen. Hiernach ergibt sich fiir ¢ = ¢, aus (22) die Ab-

schitzung

oy K Ba"
| ()] = |Go ()] | 20 (0 I—FISVI_L[ZKB o 4 KB

=16 O] 2s(ol] + el + QJ & Bor,

Nach dem Hilfssatz von § 3 ist aber auf Grund der Voraussetzungen von Satz 6

lim G,(t)=o

t—> »

and daher folgt aus der vorigen Ungleichung sogleich

(26> 1;11; va (t)l = 2 Bat Tt —

> o I—a

KL«
[/

¢ y c. n—v
{— V-Ll) Ba— < (1 - ;bLl)Ba .

Aus einer Ungleichung der Form (23) kann also allemal auf (26) geschlossen

werden. Indem man diesen Schluss wiederholt anwendet, ergibt sich auch

_ ¢ k
lim |, ()] < (I Y Ll) Bao",

{— ®

wo k beliebig gross sein darf. Daher ist

lim z, () =0

t— »

womit auch der zweite Teil von Satz 6 bewiesen ist.

§ s.
Instabilitit und bedingte Stabilitiit bei einem speziellen Sy.stem.
Satz 7. In dem Differenzengleichungssystem

x"’(t + I):Zg"’ﬂ(t)x‘u(t) + xv(tv xl (t)a e xﬂ(t)) (1} = Ia 25 ] n)
u=1
16—34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 30 avril 1934.



122 Ta Li.

mogen dee Funktionen

Gore(8) i =u=v=a)
X“’(tvxlv"'yx’ll) (’V:I,Z,...,n)

wm Bereich
t=0,1,2,..., |xi| = ba"* (A=1,2,...,n)

den Unglecchungen geniigen:
[0 (O] = K

Kba"
2ot s o )| = R
# w1 K Q .
IX'V(t7x17 s ')xn) - X’V(tvx17 H 7x")| = 7; ;:"7(2 2 o |xﬂ‘ ——xﬂ/l'
u=1
. t—1
Ferner sei, wenn H gvr (7)== G, (1) gesetet wird, fiir eine gewisse Sorte Indizes v,
=0
die ich va4 nenmen will,
|G, ()] = L,
(A) t—1  —1
DI s lo)] = Le
7=0 p+7+1

erfillt, wnd fiir die dibrigen v, die vy heissen mdgen,

|G, (1) nicht beschrdnkt
) G S I < I
I v(t)lglk}v(zﬂf‘l')l:,ﬂ

richteg. Es kann aber moglicherweise auch die Sorte v4 oder vy ganz fehlen.

Dabei seien b, a, K, L,, Ly, positive Konstanten®, die den Ungleichungen geniigen :

KL,e

I —a

o <1

)

Bedeutet dann ¢ eine positive Zahl derart, dass ¢ =b wund, falls es unter den

Indizes v wenigstens ein vy gibt, auch

KLye _

c
plat

I —a«

! L, kommt nur dann vor, wenn es unter den Indizes » mindestens ein v gibt.
1 > 4
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ist, so hat das gegebene Differenzengleichungssystem wenigstens ein beschrdnktes
Integral; und zwar g¢ibt es, wenn man %.,{0)=c, fiir jedes v=v, im Bereich
| | = e willkdirlich vorgibt, genau exn Integral, fiir welches dauernd |z, (t)] < ba"—
fiir alle v ist.

Wenn fiir alle v ausserdem y,(t, 0, ..., 0)= 0 ist, so gilt fir die angegebene
Integrale noch die weitere Beziehung

lim ZIxM )| =o.

t— o

Nach diesem Satz ist, falls es kein »4 gibt, auch kein x,(0) willkiirlich; es
gibt dann nur ein einziges Integral, fiir welches dauernd |, (f)| =< ba™ bleibt,
und dieses ist im Fall y,(¢, 0, ..., 0) = 0 natiirlich das Integral x,(f) =o0. Das
ist also der Fall der vollkommenen Instabilitit. Falls es kein vz gibt, sind alle
xy (0) willkiirlich wihlbar; das ist der bereits im vorigen Paragraphen unter etwas
allgemeineren Voraussetzungen behandelte Fall der Stabilitit. Falls es unter den
Indizes » sowohl w4 als auch »p gibt, liegt sogenannte bedingte Stabilitit vor
{unvollkommene Instabilitiit).

Um Satz 7 zu beweisen, schreiben wir das darin auftretende Differenzen-

gleichungssystem wieder in der Form

v—1

(27) 2ot + 1) = gos O 2(t) + X ou®)2ult) + 208, 21 (1), .., 2alt))
w=1,2,...,n).
Daraus folgt:
x, (t) = ¢, G, +ZLD )ﬁ g» (0)
(28) o=7+1

Zgw ©) + (T, 2, (0), 2,(2), . .., 2(2)).

Dabei bestimmen sich die Konstanten ¢, fiir » = »z eindeutig aus der Forderung,
dass ac,(t) fir ¢— o Dbeschrinkt bleiben soll, und fur v =4 aus der Nebenbe-
dingung z,(0) = ¢,. Hiernach?' is

! Vgl. dazu insbesondere die Beweise zu den Siitzen T und 2 in § 3.
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—1
2, (t) = e, Gu{t) + Z D, (1) H gov (o) fiir » =9y
=0 o=17+1
(29) ()
y < D,\7 .. o
(E,;(t) = - (Iv(t)’% GW(’I T I) fir »= B

Umgekehrt ergibt sich auns (29) auch riickwiirts wieder (27) sowie die
Nebenbedingung z,(0) = ¢, fiir v =»,. HEs geniigt daher zu beweisen, dass das
Gleichungssystem (29) genau eine Losung ,(f) mit den in Satz 7 behaupteten
Bigenschaften hat.

Wir zeigen zunichst, dass es hichstens eine Lisung gibt, fir die dauernd
|z, (8)] = be" ist. Sind x,(f), 25 (f) zwei solche Losungen und setzt man sie in

(29) ein, so ergibt sich durch Substraktion der entstehenden Gleichungen:

{ )= 230 = 3 (@,10) — B%a) [ 0onle) B v =

=0 o=7+1
(30)
l () — 2n(t) = — G, (¢ Z G)(T +(Dl)< ) fir »=uwp,

T=f

wo @} eine analoge Bedeutung wie @, hat. Nun sind wegen |x,(f)| = ba",

|23 ()] < ba" die Ungleichungen:
(31) . () — s ()] = Ao wv=1,2,...,2)

fiir eine gewisse Zahl A sicher richtig. Wenn sie aber fiir einen gewissen Wert

von A gelten, so ist nach den in Satz 7 gemachten Voraussetzungen auch

| (6= D) = | 3 gon(8 ) — 2 0)+ 2,20, )= (8,030, ()

"=

-1
= ZKA a"— g S Za“Aa”—“ —
ni—a
p=1 n=1.
— 7
= KA - e ,,,‘f a v - KA& KA 0{ it
I —a I—a I —a

und aus (30) ergibt sich dann die Abschiitzung

K’Aozo‘n_vL2 KLQO:

I —« I —

A n—

faen(t) — a3 ()| =
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Die Ungleichungen (31) bleiben also auch richtig, wenn man die Konstante A
durch die nach Voraussetzung kleinere Konstante ]f—%gfl ersetzt. Durch wieder-

holte Anwendung dieses Prozesses kann man die Konstante 4 beliebig klein

machen; aus (31) folgt dann aber
x(t) — 2o (£) =0,

sodass die Losungen x,(f) und z;(¢) in der Tat zusammenfallen.
Wir wollen jetzt zeigen, dass das System (29) auch wirklich eine Lisung

der verlangten Art hat. Dazu wenden wir sukzessive Nédherungen an, indem

wir setzen:
.Z‘v()(t) =0
T k1 (t) = G Z@”’“ H gvolo) filr v =,
(32) | o=t+1
o Dwi .
2y g1 () = — Gy(t)Z a (1%12) - fir v=13
1:t Vv [

wobei natiirlich analog zu (28)

(33) Out) = 3 guule) musle) + 10, 234 ), - -, 201 0)

u=1

ist. Man sieht leicht, dass die Funktionswerte von |z,i(t)| stets = be"* sind,
also im Definitionsbereich der Funktionen %, bleiben, sodass die Funktionen
Zy,k+1(t) wirklich sukzessive gebildet werden konnen. Denn jedenfalls trifft das

fir £=0 zu. Wenn es aber fiir einen gewissen Wert £ zutrifft, so folgt zunfichst

aus (33)

y—1
Kbo" _ Kba
= Ak od o
| @, 1(0)] = Zle + =t
w=

und daher aus (32) fiir » =94

| 20,141 (8)] = ca "L, +

Kbo; i Ly = (CL + K_L_aa )a"‘” = bov

und noch einfacher fiur » = vp:
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Kbha
|0, 1(t |<T_a "V Ly < b,

Die Funktionen z,:(f) konnen also wirklich fiir alle % gebildet werden, und es ist
(34) |z < b (w=1,2,...,n; k=0,1,2,...).

Nun zeigen wir weiter, dass
k—1
(33) [l = 2] = (1225 b =12,

ist. Da x,0(f) = o ist, trifft das nach (34) jedenfalls fiir Z=1 zu. Wenn aber
die Formel (35) fiir einen gewissen Wert von % gilt, so ist nach (33) und auf

Grund der in Satz 7 gemachten Voraussetzungen

v—1 E—1 n k—1
[ @ 1(0) — @y 10| = D) (K:&E) Kbt + LI at (IS'LZ(Z) boh Tt =

721_0{ I —a

-m (K73 )

u=1

K Lya\s—1 gn—v+1
(I~a) 1—a

Daher folgt aus (32) fir v =», und fir v =,

t—1

Z. (@,1(7) — @y, 11 H gvr(o

7 =0 p=rc+1 I
<
Gw(t)gt(dhk(z)—dhx —1(7)) o r+1 J
n - +1
(A (e
1 —« I —a I —a

Damit ist die Formel (35) allgemein bewiesen. Aus (35) folgt aber sofort, dass

die Grenzwerte

(36) lim 2,1 (f) = 2, (t) (v=1,2,...,8),
k— o
fir t=o0, 1, 2, ... gleichmiissig vorhanden sind. Wegen (34) ist dann auch

(37) |z.(8)] = b (v=r1,2,..:n).
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Die Funktionen x,(f) bleiben also absolut unter der in Satz 7 behaupteten Schranke.
Sie geniigen aber auch dem Gleichungssystem (29). Das ergibt sich sogleich

)

wenn man in (32) zur Grenze k— o iibergeht, wobei nur die Formel

- klini G (1) th(r +1) Z:t?}v(r + 1

7=

fir » = 173

einer genaueren Begriindung bedarf. Nun folgt aber aus (33) und (36) leicht

Joe (8) — 20 ()| = 11m fr, k41 () — 20 & ()] = lim Z [0, k4a(t) — @0, 112 ()| =
I+ 1
KLy\b.. & (KLye\*! [KLya\* I
< Ry | 222 : e 22 Ny .
=lbe (I—oz)zlir::lz;(lma) (I—a) ba IM_ELQQ

I —a

Daraus ergibt sich zuniichst die Abschitzung

KL,a\* ba™
| ®.i(e) — @ Z;K(I—a)l KL20:+
i e
I —a

7 n

KL\t ba" (KL2a)k Kba et
__lf[i%a_ I—u« __E{/_g_gl——a

I —« I —«

nl— I"*‘(X

n=1

und folglich ist fiir » =,

) S (@) — 0.0

T=1

KLA a\* Khe o
< 2 —
= () MR

I—a

Plamatt

Gt + ﬂ

I —«

Daraus folgt unmittelbar die Giiltigkeit der zu beweisenden Limesformel.

Von Satz 7 bleibt daher nur noch iibrig die Behauptung zn beweisen,
dass fiir
(38). %(t,0,...,0)=0 w=1,2,..., %)

stets lim M|a.(f)|=o0 ist. Um dies als richtig zu erkennen, bemerken wir zu-
t—oo =

niichst, dass aus (38) auf Grund der anderen in Satz 7 in Bezug auf y, gemach-
ten Voraussetzungen folgt:

1 K
(39) I%v(t,xlv"‘ax")lézl__aza‘u"xﬂil'
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Nun sei B eine positive Zahl derart, dass

(40) lim|z,(#)] < Ba' ™ wv=1,2,...,n)

t—w
ist. Fiir geniigend grosse Werte von ¢ ist- dann
|z, ()} < Ba™ p=1,2,...,n
und folglich mit Riicksicht auf (39) auch

K Z a* Bot# = KBa,

u=1

|75V(tyx17--~ )I<*

ni-—a 1 —a

Nach der in (28) gegebenen Definition von @,(t) ist daher fir geniigend

grosse Werte von ¢

v—1
KBo" KBe*—"t!
Nt —
|(Dv(t)|<MZ:IKBa =

Folglich nach (29) zunichst fiir v =»,:

KBa"—"1! KLa
|z ()] < p— Ly, = ; __QaB(x“_” (v=1r,)

und analog fiir »=»,, weil dann nach dem Hilfssatz von § 3 gewiss lim G, ()= o ist,
t—> ®

n—v+1 .
|:ch(t)|<£+KBa LQ:KLZO‘Ba"—*'+e (=12,

I —a I—a«

wo ¢ beliebig klein sein darf, wenn nur ¢ geniigend gross ist. Aus den beiden

letzten Ungleichungen folgt aber sowohl fiir » = v, als auch fiir v = :

mlxv(tléKLaB o < |/ Elsa
t— o I —a I——a

Bna

Die Ungleichung (40) bleibt daher richtig, wenn man B durch die kleinere
Zahl ~I—” ® B ersetzt. Durch wiederholte Anwendung dieses Prozesses kann
B Dbeliebig klein gemacht werden, woraus folgt:

lim z,(f) = o0 v=r1,2,...,n).

t— o

Damit ist Satz 7 vollstindig bewiesen.
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§ 6.
Eine Matrixtransformation.

Ehe wir das allgemeine System (2) uhtersuchen, wollen wir eine Matrix-
transformation behandeln. Wir betrachten die quadratische Matrix
Sult) o finl®)
Fy={- ... ...,
Jar() . fan(?)

deren Elemente Funktionen einer Variablen {=o0, 1, 2, ... sind. Die Funktio-
nen fi.(f) diirfen dabei beliebige komplexe Werte annehmen.

Eine Matrix F(f) heisst »beschrdnkt>, wenn ihre Elemente beschrinkte Funk-
tionen von ¢ sind. Endlich soll die Matrix F(#) sreduziert> genaunt werden,
wenn die Elemente oberhalb der Hauptdiagonale lauter Nullen sind, wenn also
fiir 1 < u stets f3,(f) = 0 ist. Fiir die beschrinkte Matrix F(f) beweisen wir den

Satz 8. Zu jeder beschrinkten Matriz F(t) ldsst sich auf unendlich viele
Arten eine beschrinkte Matriz P(t) mdt beschrankter Reziproken P~'(t) angeben
derart, dass die offenbar wieder beschrinkte Matrix

Pt + 1)F(t)P(t) = G(t)
reduziert ¢st.
Um den Satz zu beweisen, betrachten wir die folgende Matrixgleichung:

(41) ' F) Q)= Qt + 1)G(2),
wobei
qu(t) ... ¢ ()
Q=1 - - - - - . -
gn1(t) - . . qun(t)
und
gu(d o ... o
G =] I (#) ge(t) ... ©

gnl(t) gn2(t) . gnn(t)

unbekannte Matrices sind. Dabei wollen wir @(f) noch der weiteren Bedingung

unterwerfen, unitir zu zein; d.h. wir verlangen:

(42) Q) Qult) = E,

17—34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 30 avril 1934
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wenn man mit ¢, () die Konjugiertkomplexe der Transponierten von Q(f) bezeich-
net, oder nach (42), da @,(f) = Q~'(t) ist,

(43) %)) =E.

Wir wihlen etwa @(0) = E und nehmen an, die Bestimmung von G(t), Q(#)
sei bereits soweit gelungen, dass (41) fir t=o0,1,2,..., t—1 und (43) fiir
t=0,1,2,...,7 gelten; dann suchen wir (41) fiir =1 so zu erfiillen, dass die

Unitarititsbedingungen (43) auch fiir =17 + 1 gelten. Die Bedingung (43) be-

sagt aber, wenn man sie fiir {= 7 + 1 ausfiihrlich schreibt,

Sl + 1) gusle + 1)=

v=1

(44) v » {o fir w4
1 fir w=A4.

Nach (41) ist

Sule) ... finl?) qu (7). .. an(f)

(45)
Sa(@) . fun(7) @n1(2) . . . gun(7)
qulz + 1) ... qunlz + 1) gule) ... o

qrilz + 1) ... gunlz + 1) In1(T) . .. gunl7)

Unsere Frage ist, ob man die ¢iu(z + 1), ¢2.(z) so withlen kann, dass die Gleichung
(45) und zugleich die Bedingungen (44) erfiillt sind. Aus (45) und (44) ergeben
sich die Formeln fiir die Bestimmung von gn.(z) und g..(z + 1):

(45 a) Zﬁv(’”)qvn('f) = Qin(t + 1)gna(7) (A==1,2,...,n),
(449) 3 Gonlr + 1)onlr + 1) = 1.

Es fragt sich, ob man g.,{r) und gin(z + 1) so wiihlen kann, dass (45 a) und
(44a) gelten. Wenn die bekannte linke Seite von (45 a) fiir jedes A verschwin-
det, wihlen wir gna(z) = 0 und die ¢in(v + 1) irgendwie so, dass (44 a) erfiillt ist.
Man kann z. B. qin(z + 1) =1, gin(z + 1) ==0 fiir 2 > 1 wiihlen. Wenn aber die
linke Seite von (45 a) nicht fiir jedes A verschwindet, so folgt aus (45 a), indem
man beiderseits das Quadrat des absoluten Betrages bildet und dann nach 2
summiert, weil ja (44 a) auch gelten soll, dass
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2

lgnn(";)lg :lé é Qvn

sein muss. Wir wihlen daher

2

(46) gnn

Z’f/m q«:n

i=1lv=1

und dann muss wegen (45 a) fiir gin(v + 1) der folgende Wert gewihlt werden:

(47) qln('t + I 31;;7_' ZfAv Qvn ) (Z. =1,2,..., n)

Bei dieser Wahl von gn.a(7) und gin(r + 1) sind dann die Forderungen (43 a) und
(44 a) offenbar auch wirklich erfiillt.

Wir wenden jetzt vollstindige Induktion an, indem wir annehmen, die
Wahl von g,.(v) und gi.(z + 1) sei fiir » > u bereits gelungen, und wir wollen
dann auch die Grdssen g,u(z) (0=, p+1,...,7) und giu(z+1) A=1,2, ..., n)
so wihlen, dass die Gleichungen

(45 b) wa Grul® 2 0w + 1)g8u(7) = @ip(v + 1)guu(7)
B=u+1
< o fir v >pu
b + 1)giple + 1) =
(44 b) g o7+ Daap (e + 1) {Ifﬁrv:#

erfiillt sind. Multipliziert man die Gleichung (45 b) mit ¢iy(z + 1) und summiert
nach 4, so folgt, dass

(48) . gw quy'[+ 1 Zﬁv Qm firy=u-+1,...,n

sein muss. Hiernach sind die g,,(r) fir y > u bekannt. Wir versuchen nun
die Blemente gu.(z) und giu(z + 1) (A=1,2,..., %) so zu bestimmen, dass die
Gleichungen (45b) und (44 b) gelten. Verschwindet die bereits bekannte linke
Seite von (45 b) fiir jedes A, so kann man g..(z) = o wiihlen. Alsdann kiénnen
die -qiu(r + 1) s0 gewiihlt werden, dass die Bedingungen (44 b) erfiillt sind. Da
die quu(z + 1) fiir x=p+1,...,n bereits bekannt sind, braucht man nur noch
die Grossen qiu(t + 1) (A=1,2,..., %) aus dem homogenen System
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(49) ié-/lz(’[+ giu(e + 1)=0 (k=wu-+1,...,10)

i=1

mit # — u Gleichungen und # Unbekannten so zu bestimmen, dass die Bedingung
(s0) Sagule + 1)]* =
2=1

auch erfiillt ist. Das ist ohne weiteres moglich. -

Verschwindet dagegen die bekannte linke.Seite nicht fiir jedes 4, so folgt
aus (45 b), indem man beiderseits das Quadrat des absoluten Betrages bildet und
dann nach 2 summiert, wegen der Bedingungen (44 b), dass

n 2

PGS

A=1

k3

Zﬁv q«,u Z (I/a T+ 1 gaﬂ('[)

p=1 o ={+1

- sein muss. Wir withlen daher

f/a QM«( )_' j qlﬂ'.(": + I)gﬂu(z)

Y ::1 o=+l

Yup l/

und dann muss nach (45b)

l 1

(51) e + )= [iﬁv('t)qm(r)~ S gude + 1>gw<w>]

y=1 o=p+1

gewihlt werden. Man sieht leicht mit Riicksicht auf (48), dass die so gewiihlten
@iu{t + 1), guu(z) wirklich die Bedingungen (44 b) und (45 b) erfiillen.

Damit ist gezeigt, dass es mindestens eine solche Matrix () gibt, welche
deu Bedingungen (41) und (43) Geniige leistet.

Bilden wir nun die Matrix

P (t) .. APIn(t) &11 (t) v Elﬂl(t)
riy=4{ - . - - )= = @), (8),

Pnl(t) . Z)nn(t) len(t) ce &nn(t)

so sind die Elemente p;,(f) wegen (44) alle beschriinkt, nimlich

| p2u(®)| =1 qu2(t)| = 1.
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Hieraus folgt wegen Q(t)Q,(t)=FE

au () ... quat)
P =Qt=1{-- - - -}
gn1(t) . . . qunlt)
welche offenbar beschrinkt ist.

Die Matrixgleichung (41) kann daher geschrieben werden:
Pt + 1)FH)PY(t) = G(¢),

wo P(f) und P~'(f) beschrinkt sind und G(f) reduziert ist. Damit ist Satz 8
bewiesen. '

In Wahrheit gibt es aber unendlich viele Matrizes, die der Forderung von
Satz 8 gentigen. Doch kommt es darauf hier nicht an. Wir bemerken nur noch
folgendes: ‘

Satz 9. Die Elemente g1,(t) der reduzierten Matriz G(t) in Satz & kinnen
samtlich reell gewdhlt werden. Sind die Elemente von F(t) sdmtlich reell, so kann
man es sogar so ewnrichten, dass die Elemente von P(f) und folglich auch die Ele-
mente von G () simtlich reell sind. '

Der erste Teil von Satz 9 folgt unmittelbar daraus, dass wir gi,(f) reell ge-
wihlt haben. Wenn die f,,(f) alle reell sind, so werden gemiiss (51) die ga,(?)
reell, so dass ¢;,(f) fiir 2 # pu auch reell werden (vgl. (48)). Wenn aber die linke
Seite von (43a) oder (43 b) verschwindet, so ist im Anschluss an (49) und (50)
ebenfalls eine reelle Wahl fiir ¢1,(f + 1) moglich, nachdem die qix(t + 1) fiir

% > n bereits reell gewihlt sind.

87
Stabilitiit bei dem allgemeinen System.

Nun sind wir in der Lage, das allgemeine Differenzengleichungssystem (2)
der Einleitung durch Zuriickfiihrung auf das in § 4 und § 5 behandelte spezielle
System zu erledigen.

Satz 10. Die Funktionen
f““(t) ] (117;“:1127"'»,”)

seten fir t=o0,1, 2, ... gegeben und beschrinkt. Dann besteht die notwendige und
hinreichende Bedingunyg dafiir, dass das Differenzengleichungssystem
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n

(I) mi’(t + I): Zf’”ﬂ(t) %‘M(t) + ¢1’(ta xl(t)a ] .’L‘n(t))

fiir jede beliebige Wahl der ¢m Bereich

t==0,1, 2, ..., z; beliebig (A=1,...,n)
beschrinkten Funktionen @s(t, @y, .., x0) nur beschrinkte Integrale hat, darin, dass
das lineare System '
(I1) &t + 1) = D\ frult)walt) + vt) v=1,2,...,n)
n=1

Siir beliebige beschrdnkte ,(t) stets lauter beschrinkte Integrale hat.
Wenn sie erfiillt <st und wenn dann die Funktionen @, in einem DBereich
der Form

t=o0,1,2,..., |z | < a v=1,2,...,n)
den weiteren Bedingungen

| @u(t, 2y, - )| = 7 DY [l v=1,2,...,n)
pu=1

geniigen, wo y eine hinreichend kleine (nur von a wnd den Funktionen f,.(t) ab-
héngende) Konstante wst, so gelten fiir jedes Integral, dessen Anmfangswerte x,(0)
absolut hinreichend klein sind, sogar die Beziehungen

ERGIEY v=r1,2,...,n).

lim 3 |z.(f)|=o0.
n=1

t-—»

Beweis. Nach § 6 gibt es zu der beschriinkten Matrix
Ju(t) ... fin (2)

F(t):

./;ll(t) v f’nn(t)

eine beschrinkte Matrix
pult) .. pralt)
Pty=¢{. .- - - ..
poilt) .- pnl?)
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mit beschrinkter Reziproken
qu (f) ... ¢ (?)
Pify={. - ...
gn1(t) - . . Guaf?)

derart, dass @(¢) unitir ist und die wieder beschriinkte Matrix P(t+ 1) F($)P(t) =
= Gt) reduziert ist, also
gu(t) (o] e (o]
P(t+ VFHP(t) = G(t) = | 91() g2t} ... o

gn1(t) gn2(t) ... Gua(t)

Fiithren wir nun vermdige der Transformation

[ 0l = 3 prult)alt) b=1,... 1)
(52) ”:
] x(t) = Z @ u(8) yu(t) v=1,..., )

neue Unbekannte y,(¢), . . ., ya(f) ein, so transformiert sich das Differenzengleichungs-
system (I) in

(La) Wt + 0= 3 gm0+ e 0, ) =12, n),

p=1
wobei

) n
ot Yoo Ya) = zpw(t T gty @y, @) v=1,2,.., ),

pu=1
(33) )
Polty 21, o @) = D Gult + Dult 2y, @) =1,2,...,7)
n=1
[ Yv = pr(t)xu
=1
(52 2) '

7
Ly == Z %M(ﬁ?/ﬂ
u=1

ist. Analog geht das System (II) iiber in
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(IT a) Wt + 1) Zgw g F o)y =12 m),
wobei
— 3 pealt + )0 =12, )
(54) MZI
Pl = 3 gt + 1uld) b=1,2... )
=

ist. Die Forderung, dass das System (I) fiir beliebige beschrinkte ¢, (¢, zy, . . ., zn)
lauter beschrinkte Integrale haben soll, ist daher gleichbedeutend mit der For-
derung, dass das System (I a) fiir beliebige beschriinkte x.(¢; ¥y, .. ., ¥a) lauter be-
schriinkte Integrale haben soll. Letzteres trifft nach Satz 5 dann und nur dann

zu, wenn die # Funktionen
t—1 t—1

(55) 2 11 lawlel v=1,2,...,n),

=0 p=7+1

beschrinkt sind. Nach Satz 3 ist das aber die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass das lineare System (II a) fiir beliebige beschrinkte w,(t)
nur beschrinkte Integrale hat und damit ist offenbar gleichbedeutend, dass das
lineare System (II) fiir beliebige beschriinkte v, (f) nur beschrinkte Integrale hat.

Damit ist der erste Teil von Satz 10 bewiesen', der zweite Teil ergibt sich
alsdann vermoge Transformation (52) unmittelbar aus dem zweiten Teil von

Satz 5.

§ 8.
Instabilitit und bedingte Stabilitiit bei dem allgemeinen System.
Satz 11. In dem Differenzengleichungssystem

(1) xu(t + 1) :iﬁﬂ(t)xﬂ(t) + @t 2y (t), .., xa(t) (v=1,....n)

n=1

seten die Funktionen

! Der erste Teil ist eigentlich trivial. Denn jede Losung von (I) erweist sich, nachdem man
sie in die Funktionen ¢, von (I) cingesetzt hat, auch als Losung eines Systems der Form (II), ist
also auf Grund der Voraussetzung beschrinkt. Der Beweis des Textes hat aber den Vorzug, dass
er ein Mittel gibt, um das Erfiilletsein der Voraussetzung zu priifen. Fiir den Beweis des zweiten
Teils ist die Transformation (52) wohl nieht zu umgehen.



Die Stabilititsfrage bei Differenzengleichungen. 1387

Sould) v, u=1,2,...,n),
ooty 2y, ... x) v=1,2,...,n),
tm Bereich »
t=0,1,2,..., |lzi| = a A=1,...,7)

beschréinkt. Speziell die f,.(t) seien so beschaffen, dass das lineare inhomogene System

n

(1I1) 2t + 1) = me(t)x,‘(t) + Y, (?) r=1,...,n)

=1

fiir beliebige beschriinkte Funktionen ,(t) stets wenigstens ein beschrinktes Integral
hat und dass das homogene System

(LI1) ot + 1) = D fou(t)u(t) p=1,2,...,m)
u=1
genau k linear wnabhéingige beschrinkte Integrale hat (k=o, 1, 2, ..., n).

Wenn dann die Funktionen @, den weiteren Bedingungen geniigen

|q)4’(t’x17"‘)xn)|§71 (v:I,Z,...,n),
. n
lult, @y, ooy ) — oty af, o @) | =9 D) |aw — ]
un=1
v=r1,2,...,n),

wo y,, y, zwer hinreichend kleine (nur von a wnd den Funktionen f,.(f) abhdngende)
positive Konstanten sind, so bilden diejenigen Integrale wvon (1), fiir die dauernd
|z, (t)| < @ blecht, eine Schar mit genau k willkiirlichen Konstanten; und ewar kann

man k linear unabhingige Verbindungen der Anfangswerte
n
Z Anyx/.e(o) = Oy (X =1,2,..., k)

in einem hinreichend Ekleinen Bereich |a.| < ex willkiirlich wihlen®, wodurch das
betreflende Integral dann eindeutiy bestimmt ist.

! fir &k = o hat das System (ITI) kein beschrénktes Integral ausser dem trivialen x,(f) = o.

In diesem Fall besagt der Satz, dass es nur ein e1nz1ges Integral der verlangten Art gibt, dessen
Anfangswerte a,(0) also vollig eindeutig sind.

18—-34198, Acta mathematica. 63. Imprimé le 20 juin 1934.
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Wenn fiir alle v ausserdem ¢,(t, 0,...,0)=o0 4st, so ist fiir dieses Inte-

gral - sogar

n

lim Z {z.(t)] = o.

t—>w a=1
Beweis. Genau wie im vorigen Paragraphen wenden wir wieder die Trans-
formation (52) an. Die Differenzengleichungssysteme (I), (IT), (ITI) gehen dadurch

uber in bezw.

() il 0= S gD+ 206 0, -l =1, )
(IT a) ¥yt + 1) = i v (Byult) + w,(2) p=1,..., 1),
(T a) it + 0= grullyult) )

wobei die Funktionen y,, w, wieder durch die Gleichungen (53), (52'a), (34) be-
stimmt sind.

Die in Satz 11 iiber die Funktionen f,.(f) gemachten Voraussetzungen sind
dann gleichbedeutend damit, dass das System (ILa) fiir beliebige beschrinkte
,(f) stets ein beschriinktes Integral hat, und dass das System (III a) genau k

linear unabhiingige beschrinkte Integrale hat. Nach Satz 4 ist also, wenn wieder
t—1

I 9+(2) = G.(¢) gesetat wird, fiir genau % Indizes

7=0
—1 =1

(A) 2 11 lgw(el beschriinkt, also auch @,(f) beschrinkt
7=0 p=z+1 ) ‘

und fiir die anderen # — % Indizes » ist

G, (0 nicht beschrinkt

(B) =
Gw(t)zwmexw vorhanden und beschriinkt.
= Gz + 1)

Wir bezeichnen* wie in Satz 7 die & Indizes der ersten Art mit »,, die n —k
anderen mit v .
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Durch die Transformation (52 a) y, = Z Pru(t)z, geht der Bereich

u=1

(56) leléa (l:I,2,3,...,7’2),

in dem die Funktionen ¢, gegeben sind, tiber in einen mit ¢ veriinderlichen Be-
reich B fiir die y;, der jedenfalls, wenn man die Gleichung (52 a) und die Uni-
tarititsbedingung von Q(t), also | p,u(H)] = 1, | g1, ()] = 1, beriicksichtigt, ganz in
dem Gebiet:

ly:]| = na A=1,2,3...,n)
enthalten ist und den Teilbereich:
a
p < —
lyal =,
umfasst, da nach Binsetzung von
a
‘ Iyu I = n

in der zweiten der Formeln (52 a) die Ungleichung:

|zi| = a
erfillt ist.
Um Satz 7 anwenden zu konnen, wihlen wir eine zwischen o und 1 lie-
gende Zahl ¢ derart, dass mit der Benutzung der dortigen Bezeichnungen

KLy

I —c

a <1, <1

ist, wobei K und L, gewisse obere Schranken sind, die nur von den g¢.,,(f) also

letzten Endes nur von den f,.(t), abhiingen. Setzen wir nun %: by, na = b a",

so liegt der Bereich B innerhalb des Bereiches

(57) lyi| = byem* (A=1,2,...,%)
und umfasst den Teilbereich '
(58) | 2] = byom—? A=1,2,...,n).

Die Funktionen 4, sind dann zunichst nur im Bereich B gegeben. Um sie in

dem Bereich (57) zu erkliiren, bilden wir die Funktionen:

@ity 2y, o ) = @u(t, Sy, o, Fnn)y
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wobei
1 fir | = a
3M: a £ | | (‘LL:I,Z,‘.,,’H)
— fir |z, |>a
| 2| .

ist. Die so definierten Funktionen @; geniigen offenbar den Ungleichungen:

|¢f(t1 Ly ---axn”é}/l

(59) ® ® * R S #
| @ity @y, ..y mn) — @ilt, @b, ., a) | = 70 D@ — 2],

u=1

(v=1,2,...,7)

was nach geometrischer Veranschaulichung leicht einzusehen ist. Die vermoge
(32a) und (53) aus den Funktionen ¢i(t, @, ..., x,) entstehenden Funktionen
25t ¥4y ..., yn) sind dann ebenfalls iiberall, also auch im ganzen Bereich (57),
gegeben. In dem Teilbereich B, also erst recht im Bereich (38), decken sie sich
mit den fritheren Funktionen y,. Aus (52), (53), (59) folgen die Ungleichungen:

|%:5(t’7/1»77/n)|§"71 (’V:I,Z,...,n)
T n
Lt (b vas o ya) — 286wty w) | Sy D | — 2] =0y D e — v
‘ u=1 u=1
v=1,2,...,70).

Wir nehmen y,, 3, so klein gegeben an, dass die Ungleichungen

Kb,a™ 1 Ka®
< o 0z, 8y - T
"= =0T
gelten. Dann geniigen fir ¢=o, 1, 2, ... die Funktionen
2 (A TR v=1,2,...,n)

im Bereich
(57) ly:] < by =12, ..., n)
den Ungleichungen

Kby Kb«
|25 (¢ vy, ...,yn)|§~1-*_°—a( : 7 wegen b1>b)
#= & % <I K e l,
L (6 yes oy = boot, i) = Za’ Yo — i

(’};1?2! n)
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Nun kann man auf das System (I a) sowohl fiir den Bereich (57) als auch
fiir den Bereich (58) den Satz 7 anwenden. Hiernach gibt es, wenn man ¢, (o) fiir
die % Indizes » =, in einem hinreichend kleinen Bereich |#,(0)| = ca™ will-
kiirlich vorgibt, genau ein Integral y,(f) des Differenzengleichungssystems (I a),
fiir welches dauernd |y.(f)| = b,e"* bleibt, und fiir dieses Integral gilt sogar
E L1 -+ Eéﬂ <1

|,(8)| = Boe™, wenn die Zahl ¢ so klein gewiihlt wurde, dass , —
0

erfiillt ist. Vermége der Transformation (52) ergibt sich dann aus diesem Inte-
gral des Systems ([ a) genau ein Integral xz,(f) des Systems (I), fiir welches
dauernd |z,(f)| = @ bleibt. Dabei darf man also

1(0) = 3 poul0) 24 (0)
u=1
fir die £ Indizes » =», im Bereich

g e an—v

3, o) (o)

willkiirlich vorgeben. Wenn ¢,(t, o, ..., 0)=o01ist, so ist nach(53) (¢, 0, .. ., 0)=0.
Daraus folgt unmittelbar der letzte Absatz von Satz 11, indem man den letzten

Teil von Satz 7 anwendet. Damit ist Satz 11 bewiesen.



