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Introduct ion .  

Les g6ndralisations dont il s'agit duns ce Mdmoire portent sur des questions 

se rapportant ~ des figures contenant des ~16ments orthogonaux, et, plus sp6- 

eialement, des rdseaux et des congruences orthog0naux. 

Nous nous demanderons ce que deviennen~ cer~ains problOnes relatifs ~ des 

congruences ou 's des r~seaux orthogonaux, ou comment se transforment certaines 

propridt~s de ces congruences ou de ces r~seaux lorsque, s l'angle droit qui serf 

�9 s les ddfinir, on substitue un angle constant ~o arbitraire. 

Nous appellerons co~gruences (~), les congruences telles que les deux plans 

foeaux issus d'un m~me rayon quelconque fassent l'angle constant w; de m~me, 

les rgseaux (@, serdnt les r6seaux tels que les tangentes aux courbes eonjugudes 

issues d'un m~me point quelconque, forment l'angle constant w. 

Si, avec C. Guichard, nous appellous r6seaux parallbles des r6seaux se cor- 

respondant avec parall61isme des tangentes homologues, et congruences parall~les 

des congruences se correspondant avec paralldlisme des rayons homologues et 

Correspondance des d~veloppables, nous pouvons dire que t~ut r5seau (ou route 

congruence) parall~le g u n  rdseau (~) (ou '~ une congruence (w)) est un rdseau (w) 

(o. nne eongruence (~)). 
Un rdseau et une congruence sont orthogonaux (C. Guichard), s'il existe entre 

les points du rdseau et les droites de la congruence une correspondance telle 

que chaque droite de la congruence soit orthogonale au plan correspondant du 

r6seau (plan ddtermin6 par les tangentes aux courbes du rdseau issues du point 
19--3932. Acta mathematica.  71. Imprimd le 3 juillet 1939. 
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correspondant), et si, en outre, les d6veloppables (u,v) de la congruence corres- 

pondent aux courbes (u, v) du r6seau. 

Si un r6seau et une congruence sont orthogonaux, et si l'on applique des 

transformations successives de Laplace, duns un sens d6terrnin6 (u par exemple), 

au r~seau et ~ la congruence, on obtient deux suites d'616ments tels que deux 

616ments de m~me rang duns les deux suites (i'un est un r~seau et l 'autre une 

congruence) soient orthogonaux. I1 r6sulte imm~diatement de 1s que tout  r6seau 

orthogonal ~ une congruence (to) est un r6seau (w) et inversement. 

Le num6ro (5 )de  ce M6moire porte sur une nouvelle g6n6ralisation des 

congruences d'Appell, congruences normales admettunt  un point pour envelopp6e 

moyenne (enveloppe des plans perpendiculuires aux segments focaux en leurs 

milieux). L. Bianchi ~ a 6tudi6 les congruences, plus gdn6rules, assujetties seule- 

merit s avoir un point pour envelopp6e moyenne, et les congruences d'Appell 

ainsi g6n6rulis6es interviennent duns de nombreuses questions g~om6triques. Duns 

le M6moire ac~uel lu g6n~ralisation porte s la fois sur l'angle des plans focaux 

(que nous supposerons simplement constant), et sur la propri6t6 de l'envelopp6e 

moyenne (les plans moyens seront remplacds par les plans perpendiculaires aux 

segments focuux partageant ces segments duns un rapport constant). L'6tude 

luquelle on est ainsi conduit fournit, elle aussi, de nombreuses propri6t6s 

g6om6triques, dont certuines peuvent ~tre formul6es en 6nonc6s particuli~rement 

616gants. Nous nous permettons ici d'attirer l 'attention sur les propri~t6s des 

cycles de transformations T(o,a)  6tudi6s "~ la fin du num6ro (5). 5Iotre 6rude 

repose sur des formules g6n6rules 6tablies duns un M6moire de la Socidt6 v~ath6- 

matique de Moscou ~ auquel nous aurons E nous reporter. 

I. - -  R6seaux et congruences (~o). 

Toute surface S non sph6rique porte, quelque soit l'ungle constant ~o 

( �9 o < ~ o <  , deux reseaux ((o)que l'on peut eonstruire de la fa~on suivante. 

M X  et M Y  ~tant les deux tangentes ~ux lignes de eourbure en un point quel. 

eonque M de S, il existe, duns l'angle X M Y  et son oppos6 par le sommet, deux 

droites MT1, MT~, faciles fi, d6terminer si l'indicatriee des conrbures de S est 

eonnue en ehaque point, faisant l'ungle co uvee leurs eon.~ugu~es MT~, MT~. 

Les deux families de courbes de S, tangentes en chaque point M ~ MT~, MT~, 

1 L. Bianehi. Lezioni di geometria differenziale, 3 e 6dition, t. I. 

P. Vincensini .  Recueil de la Soc. math. de Moscou, 4o, I933, p. 467. 
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forment un r~seau (w); de m~me MT~, MT~ d~finissent un deuxi~me r~seau (co). 

Ces deux r6seaux sont les seuls r6seaux (co) port ,s  par S, et, en faisant varier S, 

on obtient t o u s l e s  r~seaux (w) de l'espace. Ces r~seaux peuvent ~tre r~els ou 

imaginaires; si S est ~ courbures oppos5es, les deux rgseaux sont toujours r~els 

quelque soit co. 11 est clair d'ailleurs, qu'en un mSme point M, les tangentes 

aux courbes de l'un des r~seaux sont symgtriques des tangentes de l 'autre par 

rapport  aux axes de rindicatrice relative au point M. Le r~seau des lignes de 

courbure de S apparalt comme un r~seau (w) double. 
Si S est d~veloppable, les  deux r~seaux (w) port ,s  par S ont une famille de 

courbes en' commun, savoir la famille des g~n~ratrices rectilignes de S; les deux 

families de trajectoires des g~n~ratrices rectilignes sons l'angle w ach~vent de 

d~terminer les deux r~seaux. Dans tout ce qui suit, les surfaces S que nous 

envisagerons ne seront ni d~veloppables ni sph~riques. 

Considgrons une congruence quelconque C orthogonale h u n  r~seau (co), c'est- 

s comme on l'a rappel~ dans l 'Introduction, telle que chaque rayon de la 

congruence soit orthogonal ~ un plan tangent du r~seau ct que les dgveloppables 

de la congruence correspondent aux courbes du rgseau. Les deux plans focaux 

de la congruence C, issus de l'un quelconque de ses rayons, sont orthogonaux 

aux tangentes correspondantes du r~seau (co) envisage. I1 en r~sulte que l'angle 

des plans focaux de la congruence C est constant et ~gal s co; C est une con- 

gruence (~o). L'ensemble des congruences (w)es t  associ~, par orthogonalit~, 

l'ensemble des r~seaux (w). 

La d~termination des congruences orthogonales '~ un r~seau donn5 dgpend, 

comme l'on salt, d'une ~quation de Laplace, que ron  sait former d~s que le 

rSseau est connu. A route surface S, et pour une valeur d~termin~e de l'angle ~o, 

on peut donc associer deux familles de congruences ((o) dgpendan~ de deux ~qua- 

tions (distinctes) de Laplace El, E~, les congruences des deux familles s'associant 

par couples s plans focaux sym~triques par rapport aux plans principaux de S. 

Lorsque l'angle ~o varie, les deux 5quations ~ ,  E~ varient en restant distinctes, 

pour se confondre lorsque ~o ~ - - .  
2 

Comme surfaces S dormant lieu ~ des r~seaux (co) particuli~rement faciles 

construire, nous signalerons les surfaces minima et, d'une fagon plus g~n~rale, 

R1 les surfaces pour lesquelles ~ - c o n s t . ,  R~ et R~ ~tant les deux rayons de 

R~ 
courbure principaux en chaque point. Pour  une surface S telle que ~ ~ K (const.), 
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les indicatrices aux diffdrents points sont semblables; si donc on considbre une 

famille quelconque de courbes isogonales aux lignes de courbure de l'un des 

systSmes (et par suite aussi s celles de l'autre), la famille conjugude est isogonale 

s la famille initiale, et l'ensemble des deux familles constitue un r6seau (w). 

Si S est minima, les diffdrents r~seaux (~o) port6s par S sont constitu6s par 

les diff6rents couples de familles de courbes coupant un systSme d'asymptotiques 

sous des angles ~gaux et de sens contraires. 

2. - -  Congruences et r6seaux de u et de Guichard g6n6ralis6s. 

Pour donner un premier exemple des g6ndralisations auxquelles il est fair 

allusion dans l 'Introduction, substituons les rdseaux (w)aux rdseaux orthog0naux, 

dans la ddfinition des congruences (de Guichard)dont  les ddveloppables ddcoupent 

sur les deux nappes focales les r6seaux des lignes de courbure. Nous sommes 

ainsi amends ~ &udier les congruences dont les deux r~seaux focaux sont (w), 

ou, ce qui revient au m&ne, les r6seaux (~o) se transformant en rdseaux (w) par 

une transformation de Laplace. 

Conform6ment h u n  proc6d6 de repr6sentation des congruences dfi ~ C. 

Guichurd (voir, par exemple, L. Bianchi, gdometrie diffdrentidle, t. I, 3 ~ edition, 

chap. X, p. 483 et suivantes), supposons une congruence r6pondant ~ la question 

rapportde ~r ses ddveloppables (u, v). Soit 

(I) do 2 - - c ~ d u  ~ + 2 a ~ c o s O d u d v  + fl2 dv2 

l'dldment lindaire de la repr6sentation sph6rique de la congruence; 0 est l'angle 

des plans focaux, et tr, t~, ~ sont trois fonctions de u, v v~rifiant l 'dquation de 

Gauss qui exprime que la eourbure de la forme (I) est dgale k l'unit6 

OuOv + ~ sinO + Ov sinO + a f l s i n O = o ,  (2) 

off l'on a 

(3) 

0~a _ Cos e 0fl 
0v  J u  

a = {112} = asin~O 

- -  - -  C O S  0 - - - -  

t) u 0 v 
b = {Y}  = si 
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Prenons pour surface de d6part de la congruence la surface moyenne, et 

d6signons par x , y , z  les cordonndes du point moyen sur le rayon (u,v) et p~r 

2 r la distance des deux foyers F 1, F~ port6s par ce rayon. Si F~(xl, y~,z~) et 

F~ (xe, y~, z~) correspondent respectivement aux courbes u ( v =  const.) et v(u-~ const.), 

les deux nuppes focMes (F~) et (T�89 de la congruence sont d6finies par les 6quations 

/7) xl = x + oX, y~ = y  + Q :Y, z~ = z + (JZ, 

G) x~ = x - -  oX, y~ = y - -  Q Y, z~ = z - -  eZ, 

X, Y, Z 6tant les cosinus directeurs du rayon (u, v) c'est-~-dire les coordonn6es 

du point (u, v) de la sphgre unitaire donnant ~ l'616ment lindaire de celle-ci la 

forme (I). 

En exprimant que les d6veloppables de la congruence correspondent aux 

variations respectives de u et de v, on est conduit, pour Q, s l%quation 

O~Q + + b  + (  + -aaf leosO)  (4) 0 O OQ Oa Ob 
OuO~ ' ~  ~ ~ ~ ,  Q = o .  

T0ute solution de (4) fournit une congruence, rapport6e s ses d6veloppables, dont 

la surface moyenne est d6finie par le systbme int6grable 

(4') 

IOx OQ OX 
O u - - ( O u +  2bQ) X - - O ~ - u  ' 

Ox (OQ ) OX 
b-;.-- b-~ + 2~Q x + e G, 

Les 616ments lin6aires des deux nappes focales (F1), (F2) sont 

avec 

(5) 

ds~ -= el du ~ + 2 f~ du dv -~- gl dr2, 

ds~ = e2 du ~ + 2f2 du dv + g~ dv ~, 

/0Q \2 
e ,=4 t~uu  + be) ,  

e~ -- 4 0 ~ (b ~ + a~), 

) f l - - -  4aq  ~ + be , .ql = 4e~(a ~ + ~), 

f ~ - - - 4 b ( ~  ~ t v + a Q  , g 2 = 4  ~vv+aQ " 

Les gquations (5) montrent que, pour les congruences qui nous intgressent, et 

en ddsignant par ~o l 'ungle constant sous lequel se coupent les courbes des deux 

r6seaux focaux, on doit avoir 
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ce que l'on peut dcrire 

a ~ b 2 
- -  - -  C O S  2 O ) ,  

a ~ + fl~ b ~ + a ~ 

a b tang w. 

En tenant compte des expressions (3) de a, b, l 'dquation 

s'dcrit 

fl +_a 
a - - b  

Oa + Off 
Or--  Ou 

d'ofl l'on dSduit, ~0 ~tant une nouvelle fonction inconnue 

= Ou '  

__ + 0 ~ .  
--Ov 

Le double signe n'a pas d'influence sur la forme g~n~rale de l'~l~ment lin6aire 

de la representation sph~rique. Moyennant un changement de notations, cet 

51~ment lin~aire peut toujours 5tre mis sous la forme 

\Ou/ 20uuO-vC~ + \ o v !  

O~ O qD ; 
Dans la suite nous nous bornerons ~ prendre a = O u '  f l=Ovv le probl~me est 

alors ramen~ s l'int~gration du syst~me formd par l'une des deux 5quations 

(ou ~ ) =  tang w e t  l'~quation (2) de Gauss, soit en explicitant ees deux 
a \ f) ] 

~quations et en tenant compte de la premiere dans l 'dquation de Gauss 

' 0 3 r  ~ - 2 c o t g o c o s  ~ 0 0 T O ~  
OuOv 2 0 u  Ov'  

(7) 0~0 0 0~~ + s i n 0  0~ 0T + 
0 - ~ +  zcotg~osin  Ou Ov O u O v 

(Oq~ OO Oqg O0) 
+cotg~cosO OvvOuu +OuOv = ~  
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Toute solution (q~,0) du syst~me (7) d~finit une infinitd de congruences du 

type envisagd, routes parall8les entre-elles, et dont la d~termination effective exige 

l'int~gration de (4), (4'). 

Le syst8me (7) met en 6vidence, pour les congruences qui nous int6ressent, 

un proc6d6 de transformation analogue ~ la transformation de Sophus Lie pour 

les surfaces pseudosph6riques. Si [q~(u,v), O(u,v)] est une solution de systSme (7), 

on a imm6diatement une nouvelle solution [~0~, 0~] ddpendant d'une constante at- 

bitraire k, en posant 

La transformation prdc~dente fournit, s partir d'une congruence ddtermin~e du 

type envisage, ~1  congruences du m~me type d~finies au parall~lisme pr~s. 

Nous n'entrerons pas dans le d~tail de la recherche explicite des congruences 

dont les deux rdseaux focaux sont (oJ), recherche qui, m~me clans le simple cas 

(;)  de Guichard to = , ne peut ~tre effectu~e compl~tement. Nous nous con- 

tenterons ici, de voir ce que deviennent certaines proprigt~s g~om~triques des 

congruences de Guichard, lorsqu'on passe aux congruences plus g~n~rales que 

nous envisageons. 

I1 est bien connu que les congruences de Guichard sont des congruences de 

Ribaucour, c'est-~-dire des congruences dont les ddveloppables d~terminent sur 

la surface moyenne un r~seau conjugud (s invariants ndcessairement dgaux). 

L'image sphdrique des ddveloppables d'une congruence de Ribaucour est celle des 

asymptotiques d'une certaine surface, dire g~ndratrice de la congruence (condition 

n~cessaire et suffisante), et, pour les congruences de Guichard, les surfaces 

g6ndratrices sont les surfaces pseudosphdriques. I1 est facile de voir que la 

propri~td que poss~dent les congruences de Guichard de rentrer dans le type de 

Ribaucour, est dfie ~ l'dgalit~ et h l'invarianee des angles des eourbes des deux r~seaux 

focaux, et ap39artient par suite aux congruences plus gd~drales dtudides ici. 

Avec les notations employdes, la condition necessaire et suffisante pour qu'une 

congruence soit de Ribaucour est 

Oa Ob 
_ _  , 

Ou Ov 
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Pour  les congruences envisag~es on a 

a == fl cotg eo I 

b ~ a cotg ~o, 

d'ofi, en t enan t  eompte des expressions de u et  fl c ~ = ~  

0 a _ 0 b cotg ~o 03 q~ 
O u O v O ~ b v v  ' 

' ~ = o ~  " 

ee qui prouve bien que les congruences sont de Ribaucour. 

U 

Fig .  i .  

Les d~veloppubles de ces congruences udmet ten t  m~me image sph6rique que 

les asymptot iques de certaines surfaces (g~ndratrices), qu'il serait intdressant  

d'dtudier,  et qui peuvent, en un certuin sens, ~tre considSr~es comme une g~n~- 

ralisation des surfuces pseudosph~rlques. 

En liaison intime uvec les congruences de Guichard sont les rdse~ux de Voss, 

constitugs par deux families de ggoddsiques de certaines surfaces (surfaces de 

Voss). Consid4rons une congruence de Guichard (MAT). Soient  (M) le premier 

r~seau focal (celui sur lequel les courbes u sont ar~tes de rebroussement) et (N) 

le second (fig. I); les deux r6seaux (M) et (N) sont orthogonaux,  et l 'on passe 

de (3[) '2 (N) par une t ransformat ion  de Laplace effectu6e dans le sens u. D~si- 

gnons par (PQ) une congruence quelconque orthogonale au r6seau (3I), (P)5tant 
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le premier rgseau focal de la congruence et (Q) le second; cette congruence est, 

comme l'on salt, normale. Si 1'oll transforme simultandment, par la mdthode de 

Laplace, dans le sens u, le r~seau (M) et la congruence (PQ), on obtient, comme 

~l~ments transform~s, le rdseau (N), et la congruence (QR) fortune par les tan- 

genres aux courbes u du r~seau ((2). (QR) et (N), premiers ~l~ments transform~s 

de Laplace, dans le sens d'une mSme variable, d'une congruence et d'un r~seau 

orthogonaux, sons orthogonaux. La congruence (QR), orthogonale au r6seau (N) 

qui est orthogonal, est doric normale. Le r6seau (Q), deuxi~me r~seau focal de 

la congruence (PQ), a pour tangentes les rayons de deux congruences normales; 

c'est un r~seau de Voss, port~ par la surface (de Voss) Q sur laquelle les courbes 

u et v sont gdod~siques. 

Le proc~dd par lequel les r~seaux de Voss sont rattach~s aux congruences 

de Guichard peut 8tre appliqu~ aux congruences dont les deux rSseaux focaux 

son~ (w); il permet alors de rattacher s ces dernibres congruences les rdseaux 

(gdndralisant ceux de Voss) dont les deux congruences focales (fortunes respective- 

mer i t  par les tangentes aux courbes u et v) sont (co). 

Supposons que dans la figure (I) la congruence (M_N) jouisse de la propri~td 

indiqude Iles rdseaux (M) et (~V) sont (w)]. La congruence (PQ), orthogonale au 

r~seau (M) est (~o); sa transform~e ((2R) de Laplace dans le sens u, est orthogonale 

au r~seau (N), e t  est par suite aussi (w). Le r~seau ((2), associ~ 's la congruence 

(M_N), jouit  donc de la propridt~ que ses deux congruences locales sont des con- 

gruences (co). 

Les supports des rdseaux tels que ((2)sont des surfaces sp6ciales, g~n~ralisant 

les surfaces de Voss admettant un syst~me conjugu~ formd de g~oddsiques, et 

qui peuvent ~tre caract~ris~es par la propri~t~ g~om~trique sui~ante permet~ant 

une dtude directe des r4seaux envisagds. Les deux plans focaux de la congruence 

(PQ) sont, le plan tangent s la surface portant le rdseau (Q) consider6, et le 

plan osculateur en Q s la courbe v de cette surface. Ces deux plans se coupant 

sous l'angle w, on peut dire que, sur la surface (Q), les courbes v sont telles que 

leurs diff~renfs plans oseulateurs jbnt l'angle constant w avee les pla~s tangents 

correspondanfs; les courbes u jouissent de la m~me proprietY. Les surfaces de 
~rg 

Voss correspondent ~ w = - .  
2 

Les rdseaux de Voss restent tels, comme l'on suit, par une d~formation 

continue convenable de leurs surfaces supports. I1 n'en est pas de m~me pour 

les r~seaux ((2) qui les g~n~ralisent. Ces derniers admetlent cepe~Mant une d~for- 

2 0 - - 3 9 3 2 .  Acta mathematica. 71. Zmprim6 ]e 3 ju i l l e t  1939. 
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marion iufinitdsimale. La reprdsentation sph6rique de Fun de ces r6seaux est en 

effet celle des ddveloppables de la congruence (MN)correspondante,  et, pour 

cette repr6sentation, on a, comme on l'a vu plus haut 

Oa Ob 
Ou Ov ' 

ce qui est la condition n6cessaire et suffisante pour l'existence d'une d~formation 

infinit~simale de la surface support du r6seau, au cours de laquelle le r6seau 

reste conjugu6. 

3. - -  Congruences (o~) du type de Ribaucour.  

On pourrait so demander s'il existe des congruences (o~) dont les deux r6seaux 

focaux sont (co) (les angles constants w~, ~% des plans focaux d'une telle congruence 

et de ses r~seaux focaux grant ou non 6gaux). On eonstate, qu'en dehors des 

congruences paraboliques, eorrespondant s ~o~ =-w2 = o, il n'existe aucune con- 

gruence du type indiqu& On peut obtenir des problgmes int6ressants en laissant 

Fun seulement des deux angles w~, ws constant, et en substituant g l'invariance 

de l 'autre des conditions g~om6triques convenables. Demandons nous quelles son1/ 

les congruences (~o) appartenant au type de Ribauc0ur. 

Pour ees congruences, les surfaces g6n6ratrices jouissent de eette propri~t6 

que leurs lignes asymptotiques se coupent sous un angle constant w. Les g6n6- 

ratrices sont done les surfaces (S) pour lesquelles le rapport des rayons de courbure 

prineipaux est eon~4ant (n~gatif). 

Un exemple particuli6rement simple et int~ressant de congruences du type 

pr6c6dent est constitu6 par les congruences (oJ) s surface moyenne plane. Ces 

congruences sont 6videmment de Ribaucour (comme toutes les congruences 

surface moyenne plane). On les obtient, "~ partir des surfaces S correspondantes, 

en projetant orthogonalement chaque point M de S en m s u r u n  plan fixe P, en 

faisant tourner m, dans P, d'un angle droit, dans un sens d6termin6, autour d'un 

point fixe du plan, et en menan~ par la nouvelle position de m la parall~le ~ la 

normale en M '~ S. L'ensemble des droites obtenues constitue une congruence 

(~o) [wes t  l'angle constant des asymptotiques de la surface gdn6ratrice S] ad- 

mettant  P pour surfacemoyenne.  
7Y 

Pour o J - = -  on a l e s  congruences normales '~ surface moyenne plane. 
2 
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Si S est un h~licoide ou une surface de rdvotution, la congruence (r la 

construction ci-dessus rappelde lui associe [le plan P dtant perpendiculaire ~ l'axe 

de la surface] e,vt de r~'olutio~. Pour w ~-~-, la famille des h~lico~des minima 

fournit  (une homo~h~tie ~tant nggligde) r162 l congruences normales ~ surface 

moyenne plane; ces congruences, que nous avons ~tudi5es en dgtail dans un 

M~moire antdrieur ~, appartiennent ~ la famille des congruences d'Appell (~ 

enveloppde moyenne point). Nous avons montr~, dans le m~moire cit~, que le 

cat6noide fournit une congruence pour laquelle le point moyen est dans le plan 

moyen, et que les autres surfaces minima h~licoides fournissent des congruences 

pour lesquelles le point moyen est extdrieur au plan moyen, la distance du point 

moyen au plan moyen dtant d'ailleurs dgale au pas rdduit de l'hdlico~de envisagd. 

Cherchons ici, d'une fagon gdndrale, les congruences (~o) h surface moyenne 

plane et s enveloppde moyenne point. N o u s  allons voir que la gdn~ralisation 

consistant s remplacer ~par2 w ( ~ ) '  rdduit, pour chaque valeur de l'angle ~o, 

I1 es~ facile de v~rifier que le fai~, pour une congi'uence, d'admet~re un point 

pour envelopp~e moyenne et un plan pour surface moyenne, entraine, pour eette 

congruence, la proprigt6 d'gtre de rdcolution, l'axe de r6volution ~tant la perpen 

diculaire abaiss6e du point moyen sur le plan moyen. Les congruences eherch~es 

seront done de r6volution, et par suite les surfaces S assoei6es seront de rdvolu- 

~ion au h61icoidales. La forme hglico~dale se ~rouce exclue par la propri~t~ qui 

serf de ddfinition aux surfaces Sac~uelles ( R ~ K ,  K ~ o  et ~ - - ~ ) .  Les sur- 

faces ggn~ratrices des congruences (~o) s enveloppSe moyenne point et ~ surface 

moyenne plane, sont donc les surfaces S de rSvolution engendr5es par la rotation, 

autour d'un axe O z, des courbes (de Ribaucour) telles que, si I e s t  le centre de  

courbure en un point quelconque M e t  ~u le point off la normale coupe O z, on 

M [  
air _ _ - - K ( <  o). Sur deux surfaces correspondant s des valeurs inverses de 

M N  
K les asymptotiques se coupent sous le m~me angle r il existe donc, pour 

ehaque valeur de ~o r  , deux congruences (~o) ~ surface moyenne plane et ~ 

envelopp~e moyenne point. 

P. Vincensini. Sur trois types de congruences rectilignes. An~ales de la Facultd des Sciences 
de Toulouse, 3 e S6rie, I9, I927. 
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Les deux nappes loca les  de ces congruences  sont sym6triques par  r appor t  

au plan moyen. Pou r  w = -  ce sont  (volt  le mdmoire citg plus haut) les couples 
2 

de paraboloides de r6volut ion homofocaux  sym6triques par  r appor t  au plan moyen.  

Nous  allons effectuer leur d6terminat ion  pour  w quelconque,  en che rchan t  direc- 

tement ,  sans passer par  l ' intermSdiaire  des surfaces g~n6ratrices de Ribaucour ,  

Ies couples de surfaces de r6volut ion sym6triques par  r appor t  au plan x O y  telles 

que, pour  la congruence  de leurs t angentes  communes,  l 'angle des plans focaux 

air une valeur  cons~ante w. 

Soit  

l '$quat ion 

question. 

x + = f ( z )  

de l 'une, ~, des nappes locales d 'une congruence  C r6pondant  ~ la 

L ' a u t r e  nappe, E', au ra  pour  6quation 

x + 

et  il s 'agit  de d6terminer  la fonct ion  inconnue f ( z ) .  

Envisageons la section a de ~ par  un plan  parall~le s O z quelconque,  que, 

pour  simplifier, nous prendrons  perpendiculaire  s l 'axe O x au point  P d'abscisse 

Z, e t  menons  par  P nne t angen te  ~ a t ouehan t  ~ en F.  Cette  t angen te  touchera  

a' en /" ' ,  sym6trique de F par  r appor t  s 0 x ,  et, pour  expr imer  que la congruence 

C est du type  (co), il suffira d ' expr imer  que les plans t angen ts  ~ :2 et 2~' en F 

et F '  se coupent ,  quelque soit 2, sous l 'angle cons tant  ca. 

La  cote de /~ ~tant d~signge par  z, l a  condi t ion pour  que la t angen te  en 

/ ;  ~ a coupe O x  au point  P d'abscisse )~ se tradui~, comme il est ais6 de le volt, 

pa r  la re la t ion  
2 If(z)  - -  h e] - -  z f '  (z) -= o ; 

on en d6duit,  en fonct ion de z, l 'abscisse x = Z et  l 'ordonn6e y de xW: 

k ~ f  -- z f '  Y z.f' 
2 2 

Les coordonnSes des points F et F '  sont  donc 

1/ V- F) 
2 - -  2 

V V F') 2 f - z f ' ,  _ z f ' ,  - z. 
2 - -  2 
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En 4crivant que les plans tangents 5, ~ et ~' en T' et F '  font 1'angle to, on est 

conduit 5, l%quation de Lagrange 

I c o t g  =_~f,2+_ z f , ,  
(8) f =  4 2 - e sin=~ 

2 

qui d4termine les couples de surfaces chereh4es. 

L'int4gration de l%quation (8), fournit les 4quations des premibres nappes 

focales, Z, des congruences (~o) 5, surface moyenne plane (plan xOy)  et 5, en- 

veloppde moyenne point (le point 0); on trouve, une homoth&ie &ant n4gligde 

1 

(1/z~ + f s i n  ~ ~o -- z) - ~ 1 7 6  = zcos ~o + l / j  + f s i n  2 ~o, (x ~. .+ y 2 - - f ( z ) ) .  

~0 I 
Le eas off a~ est tel que tg z ] /~  donne lieu 5, une construction ~16gante, 

fournissant une congruence (to) d'une d~finition g5om&rique tr~s simple. Prenons 

pour surface g~ndratrice S la surface engendrde par la rotation, autour de O z, 

d'une parabole de directrice Oz. Cette surface est une surface de Ribaucour 

correspondant 5, K = -  2, et, si co es~ l'angle de ses asymptotiques, on a 
f9 I 

tg 2 - - l / ~ .  Supposons la parabole m&idienne P de S situde dans le plan x O z, 

l'axe dtant 0x ,  et ddsignons par p son parametre. Pour avoir la congruence 

(so) relative 5, S, il suffira de construire ceux de ses rayons qui correspondent 

aux diff~rents points M de S situds sur P, puis de faire tourner l'ensemble de 

ces rayons autour de Oz. 

Soient M un point quelconque de P e t  m sa projection orthogonale sur le 

plan x 0 y  (m est sur 0x). Conformdment 5, la construction rappel~e au d~but 

de ce hum&o, faisons tourner m de + ~ aurora" du point 0, dans le plan x Oy; 
2 

m vient en m> 'projection d'un certain point M 1 de la parabole P1 d~duite de 

P par la rotation + z autour de Oz. La parallSle men@ par m, 5, la normale 
2 

M N  5, P (Nes t  le point off cette normale coupe 0x), est le rayon L/ de la 

congruence correspondant au point M de P. On a m N - ~ p ,  et, si l'on soumet 

P1 5, la translation N i n e - - p ,  ce qui amine -Pl en P~ et M1 en .M2 (sur P2), 

on voit que M~ est sin" d .  L'ensemble des rayons z/ issus des diffdrents points 

de Oy constitue donc le cono~de droit d'axe Oy dont les ggn~ratrices s'appuient 

sur la parab01e P 2 .  On peut par suite ~noncer le r~sultat suivant: 
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Etant donn& une parabole Pa d'axe O y de directriee O z et de param~tre p, 

amenons la en P~ par une translation d'amplitude p normale ~ son plan, et envi- 

sageons le cohoS'de droit (C) d'axe Oy dour les g6n&atrices s'appuient 8ur P2. ~'n 

faisant tourner (C) autour de la direetrice Oz de P1, on obtient une congruence ~ 

surface moyenne plane (le plan des axes de P1 et P2) et & angle ~o des plans focaux 

constant tg 2 

4- - -  Congruences (~) de Ribaueour  dont les r6seaux foeaux se correspondent  

avec @galit@ des ang les  homologues.  

Les congruences (w) g surface moyenne plane, d6termin6es au num6ro pr& 

c6dent, sont des congruences (w) particuli~res de Ribaucour telles que les r6seaux 

focaux se correspondent avec 6galit6 des angles homologues. Sans imposer de 

condition sp6ciale g la surface moyenne, cherchons les congruences (w) de Ri- 

baucour telles que les angles homologues des deux r6seaux focaux soient 6gaux 

(sans 6tre constants). 

Ea d6signant, pour nous conformer aux notations du numdro 2, par 0 au 

lieu de co l'angle constant des plans focaux, la question revient (voir le num6ro 2) 

g mettre l%16ment lin6aire de la sphere de rayon un sous la forme 

(6) + (O=const),  \Ou] 2 ~ u  u eosO d u d v  + \Ov] " 

la fonction 9 v&ifiant, outre l'6quation de Gauss, la condition 

que la congruence est de Ribaucour. 

En explicitant les deux 6quations on obtient le syst~me 

Oa Ob 
0 u Ov exprimant 

(9) 

0 ~" log 0!p 09 0~ l~ 

Ou 0 v Ou Ov 

02 log 0~  
Ou 00qD 09~ 

+ COS t 
OuOv 2 0 u  Ov 

O. 

La premiSre 6quation s'intSgre imm6diatement, et donne 

= f ( u  + v), 
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off U et 

'h~ V OD- 

It ~ u + v] v6rifiant 

f6rentielle ordinaire : 

V sont des fonetions respeetives de u et v. En changeant  les variables 

peut prendre ~0--=f(u + v), et il reste "& ddterminer la fonct ion r  

la deuxibme 5quation (9). On a 's int6grer l '6quation dif- 

~ !  + cos~ o 2 ~''~ = o. 

Moyennant  un nouveau changement  des variables u, v on obtient  sans difficultd 

Ou Ov 0 
cos  ch  (u + v) 

2 

Le da" de 1~ reprdsentation sphdrique des congruences envisag6es affecte donc la 

forme 

t 
(Io) da ~ --= (du ~ + 2 du dv cos 0 + dye), (0 -~ const.). 

0 
cos  ~ cla '~ (,~,~ + v) 

2 

Cette reprdsentat ion sph6rique est celle des asymptotiques des surfaces gdn6ra- 

trices. On sait qu 'une surface est ddter~nS~ge ~'~ un d@lacement pros par la con- 

naissance de l ' image sphdrique de ses asymptotiques.  Les surfaces g6n6ratrices 

des congruences actuelles sont donc d6termin~es par le da ~ que l 'on vient d 'obtenir,  

et la forme de ce da ~ montre  que ces surfaces sont prdcisdment les surfaces de 

( r6volution d6flnies par ~r K dont  il a 6t6 question au num6ro pr6c6dent. 

On peut done dire: 

Les congruences (~o} de Ribaueour telIes que les angles homologues des deux 

rdseaux foeaux soient ~gaux, so,~t les eo~gruences parall~les aux eo~gruences (r de 

l~ibaueour h surface moyenne p la . e  et 5 e~welopp~e moye~me point  ddtermi~e8 au 

~um~ro prde~de~#. 

D'une fa~on g6ngrale, tout  probl~me relat i f  ?~ la recherche de congruences 

telles que les rdseaux foeaux se correspondent avec 6galit6 des angles, exige la 

raise prdalable de l 'dldment lin6aire sphdrique sous la forme (6). Dans le c a s q u e  

nous venons d'envisager, lu mise de l'616ment lin6aire sphgrique sous la forme 

(6) a 6t6 facilitde par les deux circonstances suivantes: 0 dtai t  constant  et la 

congruence dtait  d e  Ribaucour. 

Le fair que la ddfinition des congruences cherchges est compatible avec le 

groupe des t ransformat ions  par paralldlisme est ordinairement  une grande cause 
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de simplification; cela t ien t  "~ ce que, si l 'on n~glige le paralldlisme, l%quation 

(4) du numdro 2 n ' en t r e  pus en jeu. Cette circonstance explique, en part icul ier ,  

les r~sultats obtenus  par  M. B. Gambier  duns un probl~me du genre indiqud off, 

en dehors de l'dgalit~ des angles homologues  des r~seaux foeaux,  on exige que 

sur les deux nappes locales les eourbes non ar&es de rebroussement  des deux 

rdseaux focaux soient  gdoddsiquesL Si la solution du problSine n ' admet  pas le 

groupe du parMl~lisme, il f au t  envisager  duns leur ensemble routes les dquations 

qui in t e rv iennen t  dans la m&hode  de Guichard.  C'est ce qui arrive, par  exemple, 

dans le problSme (qui ren t re  bien duns le type  gdn~ral indiqu6 plus haut)  de la 

recherche des congruences  recti l ignes &abl issant  ent re  les deux nappes locales 

une reprdsenta t ion  confbrme. Ce probl&ne n 'a  pus encore regu de solution 

g~ndrMe; les seules solutions connues sont  cons t i tu tes  par  les congruences  "t 

nappes focMes applicables par  les points correspondants ,  ddtermin~es par  M. 

Finikoff  ~, et  les congruences  de Thybau t  "~ nappes locales minima 3. 

5. - -  T r a n s f o r m a t i o n  des cong ruences  (oJ). 

Les congruences  ~ envelopp6e moyenne  point  in te rv iennen t  dans de nom- 

breuses questions de g6om6trie. Une de leurs propri&ds les plus remarquables  

consiste en ce que, ces congruences,  sont les t ransform~es des congruences  de 

normMes, par  ce que, dans un  t ravai l  ant~rieur  ~, nous avons appel~ la trans- 

(C) ~tant  une congruence  queleonque, faisons tou rne r  ehacun de ses rayons,  

D, au tour  de sa parall~le J issue d 'un  po in t  fixe 0 de l 'espace, d 'un  angle 

d&ermind a, clans un sens d&ermind;  D vient  en D',  et l 'ensemble des droi tes  

D '  const i tue  la congruence  (C') t ransform~e de (C) par  la t r ans fo rmat ion  T ( O ,  c~). 

7g 
Si la congruence (C) est normale  et si a = - ,  (C') est une congruence ad m e t t an t  

2 

le po in t  0 pour  envelopp~e moyenne.  Les congruences  admetta.nt  un  poin t  0 

pour  enveloppde moyenne  sont  dites congruences d 'Appel l  g~n~ralis~c,% la dSmomi- 

nat ion de congruences d 'Appel l  dtant  rdservde '~ celles de ces congruences  qui sont 

normales. 

1 B. Gambier. Congruences de cercles; points foeaux; Annales de Toulouse, I933. 
S. Finikoff. Annali di Matematica, 4 e s~rie, t. I, I923--I924, p. I75, t84. 

8 Voir par ex. L. Bianchi. Lezioni di geomet.ria differenziale, 3 e edit. t. II, part. I, p. I88, 
4 Bulletin de la Soc. Math. de Moscou, 4o, 1933, p. 467. 
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Si la congruence de d&part (C) est non seulement normale mais du type 

d'Appell, routes ses transform&es par une T(O,a) [oh l'angle constant a est 

arbitraire] sont des congruences d'Appell; il suffit d'ailleurs qu'une congruence 

normale admette une transformation T(O,a) aprbs laquelle elle reste normale, 

pour ~tre une congruence d'Appell, et admettre par suite les r ~ transformations 

T(O, ~). 
Pour l '~ablissement de ces propri6t6s je renvoie au Mdmoire de la Socigtd 

mathdmatique de Moscou tit6 plus haut. Dans ce m~me M~moire, j 'ai ramend 

les probl~mes de la recherche de congruences normales jouissant de propri~t~s 

gdom6triques vari6es, & des problbmes relatifs ~ des congruences d'Appell gdnd- 

ralis6es jouissant de propridt6s g6omdtriques correspondantes. D'autre part, duns 

son Cours de r928, C. Guichard, se plaqant au point de rue, tout diffdrent, de 

la transformation des 6quations de Moutard, avait d6js 6t6 conduit ~ considdrer 

les congruences d'Appell gdndralisdes du type de Ribaueour comme transformdes 

des congruences W normales. En vue d'une comparaison avec la transformation 

T 0, 2 , . (  :w) j 'indique rapidement ici en quoi consiste la transformation de Guichard. 

Soient S, S'  les deux nappes, rapportdes ~ leurs asymptotiques (u, v), d'une 

congruence W, dont le rayon g6ndrateur (AA') touche S e t  S'  en A(xi, x~,x,) 
et A'(x'~,x'~,x'a). Les cosinus normalisds (~, ~.,,~) de la normale en A ~ S sont, 

comme il est bien connu, trois s01utions d'une m6me 6quation de Moutard 

- - M L  
cOu dv 

(~i) 

et l'on a: 
P ! 

x'~ = x~ + (~  ~', - ~, ~'.), 

x '~  = ~ . +  (~1 ~'~ - ~ ~',), 

off ~'~, ~'~, ~'3 (eosinus normalis6s de la normale 's S '  en A') vdrifient le systbme 

(iz) 
0 u  + = ~ 2, 

O u  Ou Ou 

I ._,0 ;~ 0~' O Z 0~2, 

). 6tanb une solution de l'dquation de Moutard (II) vdrifide par les ~. 

Bulletin de la Soc. math. de Moscou, 40, I933, p. 467. 
21--3932. Acta mathematica. 71. Imprim6 le 4 juillet 1939. 
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Si l'on consid~re le point P de coordonn~es (Yi = Z ~ ~, y~ ~ ~ e, y~ ~ ~), 

les formules (~2), jointes uux formules de Lelieuvre 

Ou = ~  Ou O~u ' Ou . . . .  ' Ou 

montrent sans peine que la surface ~(Yl, Ye, Ys) lieu du point P est associge s S 

avec orthogonalitd des dldments lindaires, et que, par suite, lu congruence obtenue 

en menant par P la parall~le ~/ s ]a normale s S e n  A est une co~grue~we de 

Ribaucour admetta~t ~ pour surface ~noye~ne ( P e s t  le milieu du segment focal de A). 

Cela ~tant, si la congruence W (AA') est normale, les normales ~ S e t  S'  

en A et A', de param~tres directeurs respectifs (~L, ~, ~) et (f~, ~'~, ~'~), sont 

rectangulaires, et il en est de m~me de leurs parall~les OP et zl (0 est l'origine 

des coordonn~es). Le plan perpendiculaire & J en P passe par le point fixe O, 

et la congruence de Ribaucour (d) est une congruence d'Appell gdu~ralisde. 

Lu transformation de Guichard des congruences W normules en congruences 

d'Appell gdn~rulisdes du type de Ribaucour qui vient d'Stre expos~e est, comme 

l'on volt, essentiellement distincte de la transformation T ( O , ~ )  appliquge a u x  

m~mes congruences W normales. Ii  est alors possible de transformer les con- 

gruences W normales en de nouvelles congruences ~or~nales (non n~cessuirement 

W), en leur appliquant d'abord la transformation de Guichard, puis la trans- 

Les congruences normales transform6es constituent une nouvelle famille de con- 

gruenees normales spgciales, dont l'~tude ne peut ~tre faite ici off nous avons 

seulement voulu justifier, en ee qui eoncerne les congruences d'Appel[, g~ndralis~es 

ou non, l 'opportunit~ de nouvelles g6n6rMisations. 

Substituons, aux congruences normales (dont  l'ungle des plans focaux est ~ ) ,  
] - -  

les congruences (w) dont il a gt~ question duns les num~ros qui prgc~dent (dont 

l'angle des plans focaux, w, est simplement constant). I1 est alors naturel d'dtudier 

la transformation T(O,  a) des congruences (oJ), et de voir si, pour queique valeur 

particuli~re de l'angle de transformation a, la congruence transform~e ne jouirait  

pus de quelque propridt4 g~om~trique analogue & celle qui d~finit les congruences 

d'Appell gdngralis~es, pour lesquelles le point 0 se projette, sur chaque rayon, 

au milieu du segment focal. Cette ~tude nous conduira ~ substituer aux con- 

gruences d'Appell g~n~ralisdes, les congruences telles que les projections du point 
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fixe 0 sur les diff6rents rayons partagent les segments focaux dans un rapport 

constant. Consid6rant ensuite la propri6t6 dont jouissent les congruences d'Appell 

de rester normales au cours de la transformation continue T(O, a), nous serons 

conduits ~ des congruences (co) sp6ciales (g6n6ralisant les congruences normales 

d'Appell) restant (oJ) au c0urs de la transformation continue T(O, a). 

Propri6t6s de la transformation T(O, a). - -  Nous rappelons iei quelques pro- 

pri6t6s de la transformation T(O,a) qui nous serviront dans la suite, et pour 

l'6tablissement desquelles nous renvoyons 

s notre M6moire du Recueil de la Soci6t6 

math6matique de Moscou d6jk cit6. 

(C) 6rant une congruence quelconque de 
F p, rayon g6n6rateur (D) (fig. 2), d6signons par 

F,  F '  les foyers port6s par D, et par 9~, 9~' 

les foyers situ6s sur le rayon D' homologue 

de D dans la transform6e (C') de (C) par 
r(O, ~). H 

I 6rant le p ied  de la perpendiculaire 
I abaiss6e de 0 sur D et K le point corres- 

pondant sur D', appelons S e~ P la somme 

et le produit des valeurs alg6briques des F 

segments I F  et I F ' ,  et S', P '  les quantit~s 

analogues relatives s D' 

I :  / ........ 7 
I F  + IF ' ,  S ' ~  KqD + KqD , D 

I F  • IF ' ,  P' -~ Kq~ • Kq/. 

On a, quelque soit a 

p_~ p ' ,  

(c) 

L 
# 

9" 

H 'S' a~.'" 
/ 

P 

L, 

291 
Fig. 2. 

0 

et, si z est le paraln~tre moyen de (C) relatif au rayon D 

(I3) S ' =  S c o s a  + ~ sina. 

Si ['on soumet (C') s la transformation T(O,- -a) ,  S' se transforme en S; si 

z '  est Ie parambtre moyen relatif s D' dans (C'), on d6duit aussit6t de eerie 

remarque l'expression de S au moyen des 616ments de S' 

(14) S ~ S'  cos a -- ~' sin a, 
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et par  suite la formule  de t r ans fo rma t ion  des param~tres  moyens 

ev' = - -  S s i n  a + ev c o s  a .  

(13) et (I5) donnen t  imm6dia tement  

( i6)  S 's + ev'~ ~.= S e + ev e. 

Le param~tre  moyen  de (C) a pour  expression 

(17) ev = 2 V d e _  ~e, 

2 d e t  2 ~ ddsignant,  respect ivement ,  les distances des points limites et des foyers  

por t& par  un  rayon queleonque.  P o u r  la  congruence t ransform6e on a 

(17') ev' = 2 V d  

Les angles ~o et co' des 

et  (C') sont  d6finis par  

( 1 8 )  

plans focaux relatifs  g deux rayons  homologues  de (C) 

sin w ---- ~ ,  sin co' = ~ , ,  

les expressions de e v e t  ev' peuvent  done s'dcrire 

~r - 2 d c o s c o  = 2 ~ c o t g ~ o ,  
(19) 

t ! 
ev' = 2 d' cos ra' = 2 ~ cotg oJ ; 

d 'aut re  part ,  H ddsignant  le milieu de F F '  sur D (fig. 2), on a 

et de m~me 

1 ) = I F  • I F '  = I H "  - -  H 1  ''~ - -  
8 2 

4 

L'6galit6 de P et P '  prouve que 

p v  S t  2 - -  (~v2. 

4 

(20) S e  - -  4 ~e = S ,~  __ 4 ~'~, 

et la compara ison de ( 1 6 ) e t  (20) met  en 6vidence l ' invar ian t  evs + 4 ~ e  de la 

t r ans fo rma t ion  (eve + 4 (~e = ev, e + 4 d'e) �9 D'apr~s (I7), ev,z + 4 d e = 4 de; on peu t  

done dire que la distance l imite d sur chaque r ayon  reste i n v a r i a n t e  au  cours 

d' une  t r a n s f o r m a t i o n  T ( O, a) que lco .que .  
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Transformation T(O,a) des congruences (w). - -  Supposons que, pour la con- 

gruence (C) dont il est question ci-dessus, l 'angle des plans focaux, eo, soit 

consttint. Pour la congruence (C') transform6e par T(O,a) on a, d'apr~s (~3) et 

compte tenu de (I9) 

S ' = S c o s a +  2 d c o s w s i n a .  

7g 

Si a ~ - - ,  la formule pr6c6dente devient 
2 

S' 
- -  c o s  o ) ,  

2d 

ou encore, en se rappelant l'invariance de d 

S' 
= 

2 d '  COS co. 

Si nous nous reportons s la figure 2 off, sur le r~yon D' de (C'), nous avons 

marqu6, en m~me temps que le milieu H '  du segment focal ( e t d u  segment 

limite) les deux points limites L e t  L', nous voyons que nous pouvons ~crire la 

relation (2 I) 

K H '  
- -  - -  COS 0 ) ,  

L H '  
ou encore 

K L  ~ ~o 
- -  - ~  - -  t g ' -  �9 

KL' 2 

K grant la projection orthogonale du point fixe 0 sur D', (22) permet d'6noncer 

le r~sultat Suivant: 

Les transform~es par T (0,  2 )  des congruences ((o)sont les congruences telles 

que les projections du point fixe 0 sur les dziff~rents rayons partagent les segments 

limites dans un rapport cow, start (ndgatif). 

Si (C) est normale, on a K L  + K L '  ~- o, et (C') est une congruence d'Appell 

g6n6ralis6e; d'autre part les foyers 9 et 9 '  sont confondus avec les points limites 

L e t  L', de sorte que 9 et 9 '  peuvent 6tre substitu6s aux points limites dans 

l'6noncg prdc6dent, et fournir ainsi le th6or~me rappel6 au d6but de ee num6ro 

relatif s la transformation des congruences normales en congruences d'Appell 

g~n6ralis6es. L'existence de ce thdor~me est dfie, eomme l'on void, ~ la coincidence 

des points limites et des foyers duns une congruence normale; darts la g6n6rali- 
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sation gtudi~e ici le r61e important est jou~ par les points limites et non par 

les foyers. 

Un cas particulier int~ressant est celui off la congruence (C) de d~part est 

une congruence pseudosph6rique (congruence (co) particulibre pour laquelle d e s t  

une constant@ Sur les diffdrents rayons de la congruence transform6e (C'), on a 

L L '  ~ 2d', 

L K  o~ 
K L - ~  - -  tg2-"  2 '  

lee divisions ( L K H ' K ' )  sont donc 6gales sur tons lee rayons de (C), et l'on a en 

particulier 

K H '  ~ const. ~ d cos w. 

Le plan perpendiculaire en H '  s D'  (plan moyen) enveloppe donc une sphere de 

centre 0 e~ de rayon R----d cos w, et l'on retrouve ainsi un r~sultat ~noncd dane 

le Mdmoire cit6 plus haut: 

transform6es par une T ( O , ~ )  des eongruencespseudosph6riques 
t ~ 

Lee 8ont lee 
~ F 

congruences ~ e~welopp6e moyenne sph61ique pour lesquelles la distance des couples de 

points limites associ6s est constante. 

Si l'on appelle envelopp6es limites d'une congruence lee surfaces enveloppes 

des plans perpendiculaires aux rayons en leurs points limi~es, le r~sult~t pr~c6dent 

p e u t  ~tre ~nonc~ de la fagon suivante: 

Lee 

gruences admettant pour envelopp6es limites deux spheres concentriques (de centre 0.) 

Un autre cas particulier qui m6rite d'etre signal6 est celui off la congruence 

de d~part (C) est une congruence parabolique (congruence (w) particuli~re pour 

laquelle eo = o). Pour  ]a transform~e (C') d'une telle congruence par une T (0 ,  ~)  
# 

arbitraire on a en effet, d'apr~s (2I) 

S' 
- -  dP  

2 

ce qui prouve que K est confondu avec l'un des deux points limites du rayon 

D', et que, par suite, le plan perpendiculaire s D'  en ce point limite (plan limite) 

passe par le point fixe 0. Ainsi 
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boliques sont eelles dont l'un des deux plans limites passe par un point fixe. 

En particulier, si 1~ congruence (C) est fortune par les tangentes  ~r un  

systSme de lignes asymptotiques d 'une surface pseudosph6rique, l ' une  des deux 

spheres enveloppdes par les plans limites de la congruence transformde se r~duit  

un point et l 'autre  ~ une sphere de rayon d ayant  pour centre ce point. 

Nouvel le  gdndral isaf ion des congruences  d'Appell .  - -  Demandons nous main- 

t enan t  s'il existe des congruences (co) se t r ans fo rman t  en congruences du m~me 

type par une t ransformat ion  :T(O,a). (C) dtant  une congruence (co)de rayon 

gdn6rateur D, dvaluons l 'angle ~o' des plans focaux issus du rayon D', trans- 

formd de D, de la congruence transformde (C'). 

Si, clans la formule (I5) donnant  ~r', on remplace ~' et zv par leur premibres 

expressions (I9), et si l 'on t ient  compte de ce que d ' =  d, on obtient la formule 

S 
(23) cos~ '  = cOS~ cosa  --  z d s i n  a, 

que l 'on pent  encore dcrire, d'apr~s ( I 8 )  

(4) 2 C O S  CO ~ C O S C O  C O S ~  - -  - -  
S 

z ~ sin ~o s i n a .  

(23) ou (24) mont ren t  comment  varie l 'angle co relatif  ~ un rayon d6terming D 

de (C), lorsqu'on effectue le cycle complet des t ransformat ions  T (0, a) [0 < a ~ 2~]. 

Pour  qu'il  existe une valeur de a pour laquelle l 'angle ~o' soit con~'tant sur 

S 
chaque rayon D' de (C'), il fau t  et il suffit, comme l 'on voit, que ~ soit une 

constante;  ~o' est alors constant  pour routes les congruences transformdes correspon- 

dan~ aux diverses valeurs de a (et, en gdndral, variable d 'une congruence ~ une 

autre).  

S 
La condit ion ~ = const, signifie que les projections du point fixe 0 sur les 

diffgrents rayons de la congruence (C) par tagent  les segments focaux clans un 

rapport  constant.  On pent  done 6noncer le r6sultat  suivant:  

Les congruences (co) restant telles au cours des 0r 1 transformations T (O, a) cor- 

respondant aux diffgrentes valeurs de a, sont celles pour lesquelles il  existe un po in t  

fixe de l'espace dont les projections orthogonales sur les diff~rents rayons partagent 
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les segments focaux darts un rapport constant. Le point 0 qui intervient dans la 

d6finition de la transformation est alors le point  fixe. 

Pour  que l'angle oJ, non seulement reste constan~ sur routes les congruences 

transform6es, mais soit le mOme pour toutes ces congruences, il faut et il suffit, 

comme le montre la formule (24) qui d6finit les variations de cet angle lorsque 

a varie, que l'on air 

S ~ o ,  COS ~0 ~ O, 

c'est s dire que (C) soit une  congruence normale h envelopp6e moyenne point 

(congruence d'Appell). Ainsi: 

Les seules congruences (oJ) pour lesquelles l'angle co reste invariant au cours de 

1 transformations T(O,a)  sont les congruences d'Appell relatives au point O. 

Pla~ons nous dans le cas g6n6ra[ off (C) est simplement (r sans ~tre du 

S 
type d'Appell, et voyons comment varie le rapport constant ~ lorsque a varie. 

Si l'on soumet (C'), transform6e de (C) par T(O,a),  ~ la transformation inverse 

T ( O , -  a), on retrouve (C), et l'on d6duit de la formule (23) 

S' 
cos ~ = cos ~' cos a + ~d~ sin a, 

d'ofi, apr~s avoir remplac6 cosw' par son expression (23) 

S' S 
2 d ' - - ~ c ~  cosoJs ina .  

S 
r 

Le rapport  ~ est maximum lorsque 

c o s  o) 

Lorsqu'il en est ainsi, l'expression (23) de cosw' montre que c o s w ' ~  o, ce qui 

prouve que la congruence transform6e est uormale. Dans tout  cycle de con- 

gruences (co) ~o # 2  , transform6es de l'une queleonque d'entre-elles par !es dif- 

f6rentes transformations T(O, a), figurent done deux congruences ~ormales, sym~- 

t r iques  par rappor~ ~ 0 (d6finies par des valeurs de a diff6rant de ~). Les divers 

cycles possibles peuvent done Otre d~finis par les diff6rentes congruences normales ( C) 
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telles qu'il existe un point fixe 0 dont les projections sur les diffdrents rayons par- 

tagent les segments focaux dans un rapport constant K. 

Si, dans un tel cycle, on ehoisi~ comme congruence (C) initiale l'une des 

deux congruences normales, la formule (24) donnant l'angle constant co' relatif 

aux diff~rentes transformSes prend la forme simple 

S 0) t COS ~ - - - -  s l a w ,  
2~ 

ou encore, en dvaluantfS~ [c,est g dire ~IH dans la figure (2)] en fonction du 
F H  

rapport constant K dans lequel les projections du point fixe 0 sur les rayons de 

(C) partagent algdbriquement les segments focaux 

I + K  
(25) cos o / - -  sin a. 

I - - K  

(25) nlontre que, pour les congruences (C.), (C-a), transform6es d'une m6me con- 

gruence normale (C) du type envisag6 par les deux transformations T (0 ,  a), 

T ( O , -  a), l 'angle des plans focaux est le mSme. L'6galit6 des segments limites 

sur deux rayons homologues quelconques de (Ca) et (C-.) entraine donc l'6galit6 

des segments focaux. II rdsulte alors de la propri~t6 relative g l'invariance, 

dans route transformation T(O, a), du produit des distances de la projection du 

point fixe 0 sur un rayon quelconque aux deux foyers portds par ce rayon, que 

les projections de 0 sur les diff6rents rayons des deux congruences (C.) et (C-.) 

partagent les segments foeaux des da~x eo~gruenees clans le m~me rapport. 

La remarque pr~c~dente conduit g la conclusion suivante. E tan t  donnde une 

congruence (w) tel]e que les projections orthogonales d'un point fixe 0 de l'espace 

sur ses diffdrents rayons partagent les segments focaux dans un rapport constant 

K, il existe toujours une transformation T (0, a) transformant la congruence ent:isag~e 

en une congruence de mOme ddfinition (m~me angle co et m~me rapport K). 

) Les congruences d'Appell o) - K = --  I fournissent le seul cas exeep- 
2 

tionnel, pour lequel le nombre des congruences transform~es avee conservation 

de l'angle co et du rapport  K dgpasse un, et est par suite infini. 

La partieularitg pr~sent~e par le eas exceptionnel qui vient d'Stre signal6, 

est g rapproeher de celle que pr~sentent les surfaces minima, d'admettre une d~- 

formation continue g u n  param~re au eours de laquelle elles restent minima. 
2 2 - - 3 9 3 2 .  Ac~a mabhematif, a. 71. I m p r i m d  le 4 ~uillet 1939. 
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Les deux questions sont d'ailleurs intimement li~es, comme je l'ai montr~ dans 

un M~moire des Annales scientifiques de l'Ecole normale sup~rie~tre ~)Sur certaines 

congruences de normales dans leurs relations avec les surfaces ~ courbure totale con- 

stante et leurs transformations)), (3), t. XLVII I ,  I93I. 

Dans les cycles de congruences (w) dont il vient d'etre question figurent deux 

autres congruences remarquables (symgtriques par rapport "s 0), s savoir, les con- 

gruences ~ enveloppde moyenne point et ~t angle de plans focaux constant, d~duites 

des deux congruences normales du cycle par la transformation T ( 0 , ~ ) .  Ces 
F 

congruences spdciales peuvent 5tre prises comme congruences de ddpart pour 

ddfinir les diff~rents cycles. 

La relation (zS) prouve imm6diatement, que le rapport constant K, attach6 

congruence normale d6duite par T ( O , ~ )  d'une congruence s envelopp6e ~ l a  

moyenne point dont les plans focaux font l 'angle constant r est K = -  tg 2-w. 
2 

Si, en particulier, on consid~re une congruence ~ envelopp6e moyenne point (0) 

parabolique, c'est s dire, comme il est ais6 de le constater, une congruence 

form6e par les tangentes aux asymptotiques sph6riques d'une surface admettant 

un syst~me d'asymptotiques situdes sur des spheres concentriques de centre O, le 

rapport constant dans lequel les projections de 0 sur les diff6rents rayons de la 

congruence normale transform6e partagent les segments focaux est zgro. Pour 

la congruence transform6e, les projections de 0 sur les diff6rents rayons coin- 

cident avec les foyers situ6s sur l 'une des deux nappes focales. Cette nappe 

focale admet donc un syst~me de g~od~siques sph~riques situ6es sur des spheres 

concentriques de centre 0, et la congruence elle mSme est form~e par les tan- 

genres s cette famille de gdodgsiques. 

Cycles complets et incomplets de congruences (w). - -  Si 1'on a ~gard ~ la 

r~alit~ des plans focaux (des d~veloppables) d'un m~me cycle de congruences ((o), 

on est conduit s envisager deux types de cycles: ceux pour lesquels l'angle 

constant ~o des plans focaux est rdel pour toutes les valeurs de l'angle de tra~s- 

formation ce, et ceux pour lesquels il n'en est pas ainsi. 

Le cycle ~tant d~fini, ' comme on l'a expliqud plus haut, par une congruence 

normale (C) telle que les projections du point fixe 0 sur les diif~rents rayons 

partagent les segments focaux dans le rapport constant K, la formule (25) (off 

nous avons supprim~ l'accent prime) 
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I + K  
(25) cos r -- sin a 

I - - K  

d6finissant l'angle constant r relatif  s la congruence (C,), montre que, pour que 

l'angle r soit rdel pour routes les valeurs de a, il faut  et il suffit que K ~ o, 

c'est s dire, que les projections du point fixe 0 sur les diff6rents rayons de la 

congruence normale de d6part (C), soient sur le segment focal lui m6me; nous 

dirons alors que le cycle est complet. 
Si K >  0 le cycle est incomplet; seules, donnent des congruences (w) 

nappes focales r6elles, les valeurs de a pour lesquelles 

I - - K  J 
Les valeurs ~ et ~ + a donnant des congruences sym~friques par rapport ~ 0, 

on peut se borner s faire varier a entre -- ~ et +-~ ;  si a o est l 'angle compris 
2 2 

entre o e t  z d6fini par l'6galit~ (26), on voit que les seules congruences du cycle 
2 

s ddveloppables r6elles sont celles qui correspondent aux angles de transforma- 

tion a tels que 

- - % ~ a ~ a  o . 

Pour les valeurs limites a ~- + %, on a ]cos w]-~ I; les deux congruences limi- 

rant  la portion de cycle ~ ddveloppables r~elles sont donc des co~gruences para- 
boliques. 

Dans le cas du cycle incomplet, les congruences du cycle s enveloppde 

moyenne point, qui correspondent "s a : + - ,  ~ sont s dgveloppables imaginaires. 
2 

Dans le cas du cycle complet elles sont s ddveloppables rdelles, mais alors les 

congruences paraboliques n'existent plus. 

par T ( O , ~ ) d e s  congruences paraboliques ~tant, comme Les transform~es 

on 1'~ vu, des congruences telles que les plans limites de l 'un des syst~mes 

passent par le point fixe 0 (l'une des enveloppdes limites est le point 0), on peut 

dire que dans tout cycle incomplet de congruences (co) figurent, en dehors des 

deux congruences normales (symdtriques) des quatre congruences paraboliques 

(deux s deux symdtriques) et des  deux congruences s envelopp~e moyenne point 

d~veloppables imaginaires (symgtriques), q~ctre congrue~wes (deux ~ deux symd- 

triques) dont l'une des envelopp$es limites se r~duit s un point (le point 0). 
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Celles de ces quatre nouvelles congruences qui correspondent s des valeurs de 
7g  ~ . 

a comprises entre - - Z e t  + - z  sont d6finies par a o - - - e t - - - a 0 ,  elles sont 
2 2 2 2 

d6veloppables r~elles ou imaginaires suivant que a 0 > ~ - -  ou que a 0 < - .  
4 4 

Les deux tableaux suivants indiquent les particularit6s remarquables que 

pr~sentent les deux esp~ces de cycles complets et incomplets. La premiere 

colonne de chaque tableau indique la valeur de l'angle de transformation, et  la 

deuxiSme les particularit6s de la congruence (~o) correspondante. Duns les deux 

eas la congruence fi~ partir de laquelle on commence ~ effectuer la transformation 

(a = o) est la congruence normale. 

7g  

2 

0 

+ - -  
2 

Cycle complet (K< o; nous r~servons le cas off K =  o): 

Congruences (~o), routes s d6veloppables r~elles, 

Congr. s envelopp~e moyenne point, 

Congr. normale, 

Congr. s envelopp~e moyenne point. 

Cycle incomplet (K < o): 

Nous supposerons a o < - ~ ;  si n o < -  il faut intervertir a o - - -  
4 4 

m~me que . . . .  a o et ~0. 
2 

et --  a0, de 
2 

2 

6t 0 - -  

- -  n o 

r o 

7g  

2 

q - -  
2 

Congruences (co), 

Congr. t'l en,~eloppge moyenne 2Joint (s developpable imaginaires), 
Congruences '~ d6veloppables imaginaires, 
Congr. dont une envelopp6e limite est un point (d6veloppables imaginaires), 
Congruences ~ d6veloppables imaginaires, 
Congr. parabolique, 
Congruences ~ d6veloppables rdelles, 
Congr. normale, 
Congruences s d6veloppables r~elles, 
Congr. 2~arabolique, 
Congruences s d6veloppables imaginaires, 
Congr. dont une envelopp6e limite est un point (d6veloppables imaginaires), 
Congruences s d6veloppables imaginaires, 
Congr. ~ envelopp6e moyenne point (s d6veloppables imaginaires). 
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Cas o~), K----o. - -  Le tableau correspondant au cas o~'~ K ~  o est le premier 

des deux prdcddents, ~)fi les deux congruences ?~ enveloppde moyenne point cor- 

. 

respondant s to ~ + 2 .louisscnt en outre de la propridt6 d'Stre paraboliques (done 

form~es par les tangentes aux asymptotiques sph~riques d'une surface admettant  

un systbme d'asymptotiques situdes sur des sph8res concentriques de centre 0), 

et oh la congruence normale est telle que l'une de ses enveloppdes limites est 

le point 0 (done formic par les tangentes aux gdodSsiques sph~riques d'une 

surface admettant  ~ g60d~siques situ~es sur des spheres concentriques de 

centre 0.) 

La nappe focale (~2) portant les g~od~siques sphSriques de la congruence 

normale (C), et l 'unique nappe focale (~) de la congruence (C') transform~e de 

T ( 0 , 2 ) ,  sont dans une relation (C) par telle qu'il existc une m~me famille de 

sphbres concentriques d6terminant, sur (-q) une famille de g6od6siques et sur (Y,) 

une famille d'asymptofiques. Les g6od6siques sph4riques de (.Q) et les asympto- 

tiques correspondantes de (~) sont 6videmment deux ~ deux polaires l 'une de l 'autre 

sur une m6me sphbre de centre O, et, lorsqu'un rayon de (C)reste tangent  ~ une 

g6od6sique sph6rique de (Y.), ]e rayon homologue de (C') reste tangent ~ l'asymp- 

totique polaire. Les deux congruences (C) et (C') sont don c telles qu'unc fi~mille 

de ddvcloppables de l'une correspond~ h u~w famille de dgvelot~pables de l'autre. La 

propri6t6 relative 's l'invariance du produit des distances des projections de 0 

aux foyers situgs sur un m~me rayon, au eours de la transformation continue 

T(O,a),  montre que, sur routes les congruences transform~es, ce produit est rod, 

et que par suite, pour toutes ces congruences, l'un des deux syst~mes d'ar~tes de 

rebroussement des d4veloppables est form6 de courbes sph6riques. Toutes les 

courbes sph6riques situ6es sur une mSme sphbre sont 6videmment paral!bles sur 

cette sphbre; en outre, routes les congruences transform6es 6rant des congruences 

(w) [l'angle constant to 6tant d~fini, ~ partir de la congruence normale, par la 

relation (25) qui s'6crit ici cos to =: sin a], on voit que, toute nappe focale de l'une 

quelconque des ~r congruences transform6es portant des ar8tes de rebroussement 

sphdriques jouit de cette propri~t~ que les plans osculateurs aux diffdrentes courbes 

,sThdriques e .  leur.s, d~it[~;re~#s poi~ts font  le m~me angle acec les plans tange~#s cor- 

re.sTo,dants fi la ~a)~2pe locale. Chaque congruence normale (C) du type actuelle- 

ment envisag6 fournit donc une configuration de ~ t  surfaces jouissant de la 

propri6t6 suivante: 
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II existe ~ 1 spheres concentriques ddterminant, sur chacune des r162 1 surjhces, 

~1 courbes le long desquelles le plan osculateur coupe la surface sous un angle 

constant, eet angle grant le m~me pour une m~me surface et variable d'une surface 

l' autre. 

Le tableau relat i f  au cas 4u cycle incomple t  mont re  qu 'une  nouvelle circon- 

stance in~6ressante surgi t  si a 0 = - .  Darts ce cas, en effet, les congruences para- 
4 

boliques correspondan~ k a = ! ~ jouissent  en outre  de la propri6t6 d'admettre 
4 

une enveloppde limite point (le poin t  0). 

La  valeur de K dormant  a o - ~ 4  est, comme le mont re  (26) 

2 - 

2+V  

On peut  donc 6noncer  le r6sulta~ suivant:  

transform~es par T ( O, • ~ ) ,  des congruences normales telles que les pro- Les 

jections du point .fixe o sur les d~tf~rents rayons partagent les segments focaux dans 

2 - V - 2  
le rapport constant , sont des congrue~wes paraboliques admettant une enve- 

2*V  
lopp5 limite point (le point 0). 

Y 


