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1. In der vorliegenden Arbeit soll eine von Herrn Caratheodory geiusserte

Vermutung bewiesen werden, die wir folgendermassen formulieren wollen:

Hauptsatz: Eine geschlossene Fldiche § vom Geschlechte o mit stetiger Tan-
gentialebene und stetiger Kriimmung hat mindestens einen Nabelpunkt S. Ist § im

Punkte S und seiner Umgebung regulir analytisch, so hat §F noch mindestens einen

zwetten von S verschiedenen Nabelpunkt.

2. Im Teil I haben wir gezeigt!, dass schon aus topologischen Griinden

! Vgl. Teil I, Einleitung, Abschnitt 1—4.
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erstens jede geschlossene Fliche § vom Geschlechte o mat stetiger Tangential-
ebene und stetiger Kriimmung mindestens einen Nabelpunkt hat,

zweitens die FEuxistenz eines zweiten Nabelpunktes auf einer solchen Fldche
aus der Abschéitzung fiir den Index ts eines isolierten Nabels:

(1) 132 0
unmzttelbar folgt.

Hierbei ist der Index ¢g als eine einfache geometrische Eigenschaft des
Netzes der Kriimmungslinien in der Umgebung des isolierten Nabels S definiert
worden. Ks sei ndmlich p ein geschlossener doppelpunktfreier Polygonzug von
endlich vielen Seiten, deren jede aus einem Kriimmungslinienstiick besteht, und
der § im Inneren enthilt. Dann sind die Winkel an den Ecken, als Winkel
zwischen zwei Krimmungslinien, Rechte. Man bezeichnet ferner eine Ecke als
ausspringend, wenn die Verlingerungen der beiden sich in ihr treffenden Seiten
ins Aussere des Polygonzuges zeigen, als einspringend, wenn sie ins Innere zeigen.

Nunmehr wird der Index ¢s5 gleich der Differenz der Anzahl der aussprin-
genden Kcken des Polygonzuges p vermindert um die Anzahl der einspringenden

Ecken von p. Diese Differenz erweist sich als unabhingig von der speziellen
‘Wahl von p.

3. Bereits in Teil T haben wir die Behauptung (1), das eigentliche Ziel
unserer Untersuchungen, unter gewissen speziellen Voraussetzungen bewiesen,
die im Zusammenhang mit der analytischen Darstellung der vorgelegten Fliche
in der Umgebung des Nabels formuliert worden sind.

Es sei pimlich Wi{p, 9) eine im Bereich 0 < g < g, — % <4 < + o defi-
nierte Funktion, die dort stetige partielle Ableitungen nach ¢ und 9 bis zur 3.
Ordnung besitzen moge. Ausserdem sel

(2) W, 9 =0, Wi, 3+ 2a)= W, 9)
Werden jetzt die Koordinaten
u=gcos? v=¢sind

eingefithrt, so lassen sich g, ¢ als Polarkoordinaten in der u, +-Ebene deuten, in
welcher die Funktion TV mit Riicksicht auf ihre Periodizititseigenschaft (2) ein-
deutig bestimmt ist.  Mit Hilfe dieser Funktion TV konstruiere man eine Fliche
&, indem man

12
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IVgcosﬁ—%sin«&
x=¢9cosF—2 W QW._,
1+ Wi+ —
4
(3) PV(,sinﬁ-f—%fg
y=psin$—2 W Wi
1+ Wot —5
4
. 2w
2
1+ W+ VZj

setzt, unter W,, W, wie iiblich die partiellen Ableitungen 1. Ordnung von W
nach ¢ und &4 verstanden.

In Teil 1, § 5, war bewiesen worden, dass sich jede regulire Fliche in der
Umgebung eines konvexen Punktes in eindeutiger Weise durch die Formeln (3)
darstellen lisst, und wir hatten ferner die einfache geometrische Bedeutung der
Funktion W auseinandergesetzt (vgl. Figur 4 des Teils I).

4. Nunmehr. setzen wir voraus, dass sich die Funktion W (g, &) in eine fiir
0=¢ =9, und fir alle reellen Werte von < absolut und gleichmissig konver-
gente Potenzreihe von ¢

9 @
— L 1 1
(4) Wie &)= g + e Zo wu (9 e (m= 3)
=
entwickeln lisst. Hierbei seien die Funktionen w, () simtlich in jedem reellen

Punkte % regulir analytisch, und ausserdem sei mit Riicksicht auf (2)
we (9 + 2 7) = w () firr alle u.

Endlich mdge w,(3) nicht identisch verschwinden. Dann liisst sich leicht zeigen,
dass die Fliche (3) im Punkte u =0, v =0, d. h. fiir ¢ = 0 einen Nabelpunkt
hat, in welchem eine Schmiegungskugel vom Radius R die Fliche (3) von der
Ordpung m — 1 berithrt (vgl. Teil 1, § 7, Abschnitt 25). Umgekehrt folgt, dass
jede Fliche in der Umgebung eines isolierten Nabels, wenn sie dort analytisch
ist, auf eine Funktion TV fiihrt, die sich in der in Formel (4) angegebenen Weise
entwickeln liisst (vgl. Teil I, § 7, Fussnote 16).

' In Teil I ist iibrigens {iber die Funktion 11, #) wesentlich weniger vorausgesetzt worden.
Vgl. dort die Einleitung Abschnitt 7, insbesondere Formel (5).
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5. Der Vorteil der Darstellung (3) fiir die Fliche § besteht darin, dass
sich aus ihr die Differentialgleichung der Krimmungslinien in einer besonders
einfachen Gestalt ergibt (vgl. Teil I, § 6); diese lautet nimlich

(5) A{de® — 0*d 9% + 2Boded 3 =o,
wobel
a=Ter Wo_ 5.(—) (Eo) =" D) (m— 1 + )y (9 e,
0 0 e\ o ~ :
g =
Wf)g» W,
2B=——W,,+ —*
l 92 00 0

zu setzen ist.

Da nach Voraussetzung der Punkt S ein isolierter Nabelpunkt der Fliche
ist, muss ein Bereich 0 < ¢ = J = ¢, existieren, in dem 4 und B an keiner ein-
zigen Stelle gemeinsam verschwinden.

6. Nunmehr gelingt es auch einen analytischen Ausdruck fiir den Index 7y
zu bestimmen, der nur von den Koeffizienten 4 und B der Differentialgleichung
(5) abhiingt {vgl. Teil I, § 4). Xs sei 9 =0,(p) eine reelle Losung der Gleichung

(7) 4(e, 9)=o
und s, der Vielfachheitsgrad dieser Losung derart, dass

Ao, 9)= (& — 0. (@)uAu(e, 9)

gesetzt werden kann, wobei
Aulo. 0.00) + 0 fir o<o<4

ist. Ferner werde das Interwall o << ¢ = d so klein gewihlt, dass in ihm zwei
verschiedene Zweige 6,(g) und 0. (¢) ausser fiir ¢ = o keinen gemeinsamen Schnitt-
punkt haben.
Sind jetzt
(8) P <Gy < < Iy
dw, .

simtliche reellen Nullstellen der Funktion ', (3):d—3~ im Intervall — v =9 <+=x

und damit gleichzeitig alle Stellen, an denen die Funktion w,(3) selbst in diesem
Intervall ein Extremum oder einen Wendepunkt hat, so muss, wie aus der spe-
ziellen Gestalt (6) des Koeffizienten A folgt, lim 6, (o) gleich einer der Nullstellen

¢=>0
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(8) der periodischen analytischen Funktion «’y(%) werden (vgl. Teil I, § 8, Ab-
schnitt 29), d. h. man hat
liII(l) 0.(0) > % + 20
o
Es sei nun voritbergehend der Punkt J = 0 so gewiihlt, dass w'y(— n) =
=w'y(+ n) & 0 ist. Betrachten wir nun nur diejenigen Kurven & = 6,(g), fiir
welche

(9) 11[1'10#(@)—)19'7 (1}:1)2"": N)
¢—>0

wird, so werden alle diese Kurven, deren Anzahl gleich # sein moge, im Bereich

0 < ¢ = 0 sich der Grosse nach ordnen lassen derart, dass dort

(10) —mw <6 (o) <b,(0) < - <9u(9)<0/t+1(9)< <0u(9)< + 7

wird.

Dies vorausgeschickt, wird (vgl. Teil I, § 4, Formel (18))

0% A (o, 3)

J Fu !
(11) ’is=ng e
0{’«(9) 2 B (9) 3) I = 0‘“ (Q)

Dabei ist die Summation nur iiber diejenigen Funktionen (10) zu erstrecken,
welche von ungeradem Vielfachheitsgrad s, sind, withrend Kurven 6, (¢) mit
geradem Vielfachheitsgrad s, fortzulassen sind. (In Formel (18) aus Teil I, § 4,
ist iibrigens der Vielfachheitsgrad der Kurve & = 6.(¢) mit k. statt mit s, be-
zeichnet worden.)

7. Wir suchen nunmehr den Ausdruck rechter Hand von (11) als Summe
von Teilsummen darzustellen. Wenn wir unter ¢(&,) die Teilsumme aus allen
denjenigen Gliedern von (11) verstehen, bei welchen das zugehorige 6, (o) der
Beziehung (9) geniigt, so erbiilt man

N

(12) b5 = D\ i (%),

p=x]

wobei &, alle in Formel {8) angegebenen N Nullstellen von 'y () im Intervall
— = d = + n durchliuft.

! Hierbei ist, unter @ eine reelle von o verschiedene Zahl verstanden, sga=+1 oder =—1
zu setzen, je nachdem ¢ > o oder a <o ist.
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Nun fithren aber elementare Uberlegungen {vgl. die Abschnitte 33 und 34
von Teil I, § 9) zu dem Ergebnis, dass

(13) 2(3) = + 1, wenn die Funktion w,($) fiir & =139, entweder ein positives
Maxemum oder etn negatives Minimum hat,

(14) 2(3) =0, wenn die Funktion wy(9) fiir 3 =3, einen Wendepunkt hat und
gleichzeitig w,(3,) =& o ist,

(15) 2(%) = — 1, wenn die Funktion wy(3) fiir 9 =3, entweder ein negatives

Maxsmum oder ein posttives” Minvmum hat;

und hieraus wird dann leicht das Hauptresultat von Teil I abgeleitet, dass ndm-
lrch is = o 14st, wofern nur wy(F) ausschliesslich Nullstellen erster oder zweiter Ord-
nung, aber keine Nullstellen dritter oder hoherer Ordnung besitet.

8. Es bleibt nur noch iibrig den Fall zu untersuchen, dass auch eine Null-
stelle ;5 von wy(9) der Ordnung k + 1 = 3 auftritt. Wir behaupten jetzt: wenn
wir annehmen, dass sich fiir diesen Fall

(16) 9= —1

bewersen ldisst, so ldsst sich aus der Annahme (16) unmittelbar die Abschitzung
is = 0 folgern.

Und in der Tat: Da nach Voraussetzung w,(%:) = o ist, so ist das nichste
&5 vorhergghende Extremum wund das néchste auf 9, folgende Extremum von
w,(?) entweder ein positives Maximum oder ein negatives Minimum; diese Ex-
trema mogen an den Stellen 3 = 3, bezw. § = ¢, angenommen werden. Dann
folgt aus {13)

)= +1, 2(F)=+1.

In der Reihe (8) der N Nullstellen &, von ', (:3) streiche man jetzt die-
jenigen Stellen %,, an welchen die Funktion w,(3) einen Wendepunkt hat, ohne
selbst zu verschwinden; an solchen Stellen ist nach Formel (14) ¢(%,) = 0. Dann
nimmt die Funktion 1,(9) in den nach dieser Streichung noch iibrig bleibenden
Stellen &,, die wir mit 9'; bezeichnen wollen, offenbar entweder ein von o ver-
schiedenes Extremum an, oder aber w,(#) verschwindet fiir & = &';. Mithin
erhiilt man anstelle von (12)

(17) is = > 1(33), (4 = N),

da sich die Summe {17) von der Summe (12) nur durch das Fortlassen solcher
Glieder unterscheidet, welche wegen (14) gleich o sind.



182 Hans Ludwig Hamburger.

Der Wert der einzelnen Glieder 7(9';) wird entweder durch Formel (13) be-
stimmt oder durch die Formeln (15) bezw. (16) abgeschitzt. Sind jetzt die 9;
der Grosse nach geordnet, so kénnen nach den oben gemachten Bemerkungen
zwei aufeinanderfolgende Glieder der Summe (17) 7 (9';) und 7(9;+1) nicht beide
gleichzeitic den Wert — 1 annehmen. Denn damit ¢(9;) = — 1 ist nach den
Beziehungen (13), (14), (15) und (16) notwendig, dass die Funktion w, () fir
3 =9’ entweder ein negatives Maximum oder ein positives Minimum annimmt,
oder endlich, dass w,(9";) selbst verschwindet. Ausserdem kénnen auch nicht
i(9';) und (9 4) (erstes und letztes Glied der Summe von (17)) beide gleich —1
sein, da auf Grund der Periodizititseigenschaft von w, (%)

19‘,A+1 == 0’1 + 2 7T, 7;(19”,14_1) - 2(3’])

ist, 9, mithin als die unmittelbar auf 34 folgende Stelle aufgefasst werden kann.

Aus diesen Bemerkungen folgt aber offenbar, dass die Summe (17) fiir ¢s
immer = o bleibt. Damit wire das Ziel unserer Untersuchungen erreicht und
die Caratheodorysche Vermutung unter den Voraussetzungen, die wir im Haupt-

satz zu Anfang formuliert haben, unter der Annahme (16) bewiesen.

9. Die Behauptung (1) erscheint somit hier als unmittelbare Folgerung aus
der Abschitzung (16). Folglich haben wir den Beweis der Caratheodoryschen
Vermutung auf den Beweis der Abschiitzung (16) zuriickgefiihrt. Und daher ist
auch die vorliegende Arbeit der Untersuchung des Index 7(&;) gewidmet.

Der einfachen Bezeichnung halber denken wir uns die mehrfache Wurzel
&; der Gleichung w,(%)=o0 an die Stelle & = o geriickt, sodass sich die be-
hauptete Abschitzung (16) in der Form

0 Ale, )
’ 0 9

(18) ifo) = Z() B0 N/ 5=6()

v
\

schreiben lidsst. Hierbei ist die Summation iiber alle diejenigen Losungen 9 =8,(o)
der Gleichung (7) zu erstrecken, welche

erstens von ungeradem Vielfachheitsgrad s, sind,
zweitens der Bedingung

(19) lim 6, (¢) » o

e—0

gentigen. Ausserdem wird vorausgesetzt, dass w,(3) fiir 9 = o von der Ordnung
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k+ 1= 3 verschwindet. (Fiir % + 1 =2 ist die Abschiitzung schon im Teil I,
§ 9, bewiesen, wihrend sie fiir %+ 1 =1 sinnlos wird, da dann % = o keine
Nullstelle von ', (9) ist.)!

10. Zur Untersuchung der Summe (18) hat man die Puiseuxschen Ent-
wicklungen derjenigen Losungen & =0,(0) der Gleichung (7) heranzuziehen,
welche der Nebenbedingung (19) geniigen. Nachdem man in dem Koeffizienten
A in bekannter Weise die uniformisierende Substitution

e=0ad!, I=0crw
ausgefithrt hat, seien

(20) 6, (g) = 0?2, (0) = 0P D\ &y, 0"
u=0

die Puiseuxschen Reihen fiir 6, (o).

Wir betrachten nun wieder Teilsummen der in Formel (18) angegebenen
Summe. Zu diesem Zwecke fiihren wir den Begriff des Kurvenverbandes ein,
und verstehen unter einem Kurvenverband der Ordnung o die Gesamtheit der

! Um die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit iibersichtlicher zu gestalten, wird im fol-
genden ein fiir alle Mal die in Formel (4) eingefithrte Funktion W{p, 9) als regulir analytisch
vorausgesetzt. Eine genauere Betrachtung zeigt indessen, dass man in Wahrheit bei den Beweis-
fihrungen nur wesentlich allgemeinere Eigenschaften der Funktion W heranzieht. In der Tat
geniigt es, iiber die Funktion W die hier angegebenen drei Voraussetzungen zu machen:

I. die Funktion W sei von der Gestalt

2
Wio, 8= 5 + em(wu(® + 0 Feo, 9)
wobei m eine Zahl > 2 ist und die Funktionen w,(9) und F(g, §) alle stetigen Ableitungen nach
¢ und & beliebig hoher Ordnung besitzen mogen.
2. Es mogen nur endlich viele reelle Kurvenziige

4 = Gulo)

existieren, fiir die gleichzeitig
A, Bu@) =0, —m=6bulo)<+m o0=9¢=d

3. Zu jedem u mdge eine Zahl L'y > o gehoren derart, dass

tim 2B 0@ .,
o—0 o &

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, dass es fiir unsere Untersuchungen sogar geniigt, die
Existenz stetiger Ableitungen der Funktionen w,(%) und F(g, 9) nur bis zu einer gewissen end-
lichen Ordnung I vorauszusetzen. Diese Zahl L hingt allerdings von der Gestalt der vorgelegten
Fliche in der Umgebung des Nabels S, insbesondere von den in der Voraussetzung 3. auftre.enden
Konstanten L'y ab.
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reellen Funktionen 8, (g) aus Formel (20), die zum gleichen Exponenten p, gehoren,
unter einem Kurvenverband der Ordnung g die Gesamtheit der reellen Funk-
tionen (20), welche im Exponenten p, und den u ersten Koeffizienten der Potenz-
reihen £, (¢), nimlich

Oy, 0, Oy 1y « « oy Gy, u—i

iibereinstimmen. Weiter verstehen wir unter dem Index eines Kurvenverbandes
diejenige Teilsumme der Summe (18), welche iiber simtliche Funktionen 6, (o)
erstreckt ist, die diesem Kurvenverband angehdren und von ungeradem Vielfach-
heitsgrad s, sind.

11. Nach einigen einfachen vorbereitenden Betrachtungen in Kapitel I
werden in Kapitel IT die Indices der Kurvenverbinde der Ordnung o untersucht,
und man gelangt bereits hier zu einem Krgebnis von allgemeinerem Charakter.

Um dieses Ergebnis zu formulieren, bilde man fiir alle » die Entwicklungen

(21) 2B (0 otv w) = o™ D\ ©,,;(w) o,

2=0
wobei &, o(w) ein nicht identisch verschwindendes Polynom von w bezeichnet.
Dies vorausgeschickt, wird in Kapitel II die Abschitzung 7(0) = — 1 fiir den
Fall bewiesen, dass die vorgelegte Fliche in der Umgebung ihres isolierten Na-
bels S auf eine Differentialgleichung (5) fithrt, deren Koeffizienten 4 und B den
Bedingungen

2 B(0", 0?» 2, (0))
UL

(22) lim - (., %0

c—+0 v

fir alle » geniigen’; hierbei ist unter L, der in der Entwicklung (21) auftretende

Exponent zu verstehen.

12. Ist die Bedingung (22) nicht fiir jedes » erfiillt, so fithrt die Betrachtung
der Kurvenverbiinde der Ordnung o allein noch nicht zum Ziele, und man ist
gezwungen, die Indices der Kurvenverbinde hiherer Ordnung zu untersuchen.

Das hierbei auftretende Hauptproblem besteht darin, eine Aussage iiber das

Vorzeichen von

! Darither hinaus wird in § 11, Kapitel II ein Ausnahmefall betrachtet, in dem sich der
Index des Kurvenverbandes der Ordnung o abschiitzen und damit die Behauptung i{o) = — I be-
weisen lisst, obgleich

2 B (07, 6P £.(0)

—* 0,
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(23) 2 B(¢9, o Q,(0)

fiir solche » zu machen, fiir welche die Beziehung (22) nicht gilt. Zu diesem
Zwecke haben wir den Ausdruck (23) in eine Potenzreihe von ¢ zu entwickeln
und ihren ersten von o verschiedenen Koeffizienten zu bestimmen. Das gelingt
mit Hilfe eines von Herrn Enriques angegebenen Algorithmus’, dessen wichtigste
Bigenschaften im Kapitel III angegeben werden. In Kapitel IV werden dann
Sitze tiber die Indices gewisser spezieller Kurvenverbinde hoherer Ordnung ab-
geleitet, die in Kapitel V, zunichst in § 27, zur Abschiitzung der Indices aller
Kurvenverbinde der Ordnung = 1, dann aber auch, in § 28, zur Abschitzung
des Index des allgemeinsten Kurvenverbandes der Ordnung o fithren. Hieraus
folgt dann schliesslich die Behauptung ¢(0) = — 1 fiir den allgemeinsten Fall
einer in der Umgebung des Nabels analytischen Fliche.

Wie kompliziert der Sachverhalt in Wahrheit ist, erkennt man an einer sich
bei der Untersuchung ergebenden Eigenschaft: Wihrend ndmlich die Indices der
Kurvenverbinde der Ordnung o siimtlich = — 1 sind, gilt fiir die Indices z,
von Kurvenverbéinden der Ordnung g = 1 nur die Abschitzung 7, = — 2, wobei
die untere Grenze — 2 von dem Index ¢, in speziellen Fillen auch wirklich
angenommen wird.

Einen Bericht, der das Ziel der Untersuchungen in den Kapiteln III, IV
und V noch priziser formuliert,.findet der Leser im letzten Abschnitt des Kapi-
tels I1, d.i. Abschnitt 66, § 12.

KAPITEL 1
Einfiihrende Betrachtungen, Bezeichnungen und Definitionen.
§ 1. Das Newtonsche Polygon der Gleichung A (g, 3)=o.

13. Indem man von der Potenzreihenentwicklung (4) fiir die in der Ein-
leitung eingefiihrten Funktion W (g, &) ausgeht, erhilt man

(24) ——="! 2 w'u (3) ¢“.

! Eine ausfithrliche Darstellung dieses Algorithmus findet sich in dem Werke von F. EX-
RIQUES—O. CHISINI, Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle funzioni algebriche
(Balogna, 1918) Bd. II, 8. 4590—477.
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Entwickelt man auch die als analytisch vorausgesetzten Funktionen w’,($) in
Potenzreihen,

(25) W', (9) = i Wy, 1

%=0

so ergibt sich aus den Formeln (6) und (235)

0 x @w
A:&—é %:Qm'ﬂz Z (WL— 1+ [J«)W‘u,n'&x@u-

n=0 x=0

(26)

14. Man denke sich jetzt alle Puiseuxschen Entwicklungen (zunichst ein-

mal die reellen und auch die komplexen)

P, @ #
(27) 3= 0'v (Q) = Q? Z, Uy, 10 Qq (O!vo + 0)
(=0
aufgestellt, die den beiden Gleichungen
(28) A(e, 6, (e)) =0, lim#,(g) >0

¢—>0
geniigen. Diese Funktionen 4 =6, (¢) mdgen kurz die Nullkurven von A genannt

werden. Hierbei seien die positiven gebrochenen rationalen Zahlen % nicht

notwendig irreduzibel; vielmehr sei, wenn man unter Pr 3ie irreduzible Form

»

des Bruches versteht, ¢ der Hauptnenner (kleinstes gemeinschaftliches Viel-

fach) der Zahlen g,.
Die Existenz der Reihen (27) ist durch den oft zitierten Wierstrasschen Vor-
bereitungssatz gesichert, und zwar kann 4 auf die Form
~
(20) Ale, 9 =g 9] & — 0@ 4%(e, 9)
v=1
gebracht werden; hierbei bezeichnet A* (g, ) eine Funktion, die fir¢=o0,3 =0
nicht mehr verschwindet. s, heisse der Vielfachheitsgrad der Nullkurve.
Unter den N Zahlen p, mdgen nur 7' Zahlen untereinander verschieden sein,

die man der Grosse nach ordne:

(30) PPy > > pr>o. (T=N)



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 187

Man erhiilt die 7' Zahlen p; in bekannter Weise, indem man das zu der Gleichung
(28) gehorige Newton-Polygon konstruiert, von dem weiter unten die Rede sein
wird. T ist dann die Anzahl der Seiten dieses Polygons.

15. Um den ersten Koeffizienten «,, der Reihen (27) zu bestimmen, be-
trachte man alle Funktionen 6,(¢), die zu einem und dem gleichen Exponenten
% gehdren, und fithre in der Potenzreihe (26) fiir 4 die Substitution

(31) 0e=101, $=0c%ow
aus. Dann ergibt sich aus (26)

(32) A=3 3 =1+ w)uwyc0r gr s,

w=0 x=0

Nunmehr sei l; — ¢ das Minimum aller Exponenten von ¢ in der Reihe (32),
d. h. das Minimum aller Zahlen

qlm— 2+ u) + xp,

die man erhilt, wenn man fiir u, » alle diejenigen Zahlenpaare einsetzt, zu welchen
ein von o verschiedener Koeffizient w,, gehort. Ferner bezeichne man mit u;, ;
alle solche Zahlenpaare, fiir die

erstens Wy, «, O

(53) zweitens qm — 2 + p;) + wuapr =1l —q + A (A=o0,1, - —>®)

wird. Dann lidsst sich die Reihe (32) auf die Form

(34) A=0793 Fiilw)d
s
bringen, wobei
(35) Fz,l(w) = 2 (’m —1 + [u) Wy, x; O
g

gesetzt ist. Die Funktionen F};(w) aus (33) sind offenbar simtlich Polynome
von , da die Gleichungen (33) nur eine endliche Anzahl positiver Losungen
2, %, besitzen. Haben ¢ und p: einen von 1 verschiedenen grossten gemein-
samen Teiler d, so ist d auch Teiler von %;, und die Gleichungen (33) besitzen

nur dann Losungen, wenn d ausserdem auch Teiler von 4 ist. Der Koeffizient
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a, o der Potenzreihe (27) ergibt sich jetzt offenbar als Nullstelle des Polynoms
E,o(w).

16. Um die Anzahl der von o verschiedenen Wurzeln von F;,(w) zu be-
stimmen, werde in diesem Abschnitt das zur Gleichung (28) gehdrige Newton-
Polygon konstruiert. Zu diesem Zwecke ziehe man in der u, »-Ebene die T
Geraden g

(36) qu+pr=1InL—qlm—1) (t=1,2,...,T)

dann bilden diese T Geraden das oben erwihnte Newton-Polygon. Dieses hat
bekanntlich drei Eigenschaften, durch die es eindeutig festgelegt ist, und die zu

seiner Konstruktion auch dann fiithren, wenn die Exponenten Z;—t noch nicht be-

kannt sind.

1. Alle Punkte mit ganzeahligen Koordinaten w, x, zu denen von 0 verschiedene
Koeffizienten 1wy, . gehoren, liegen entweder auf einer der Geraden g, (das
sind die Zahlenpaare py, ), oder rechts von simtlichen T Geraden ¢, (das
sind die Zahlenpaare u;, x; mit 1= 1).

2. Zwer aufeinander folgende Geraden g und gi4y haben einen Schnittpunkt
met den positiven ganzzahligen Koordinaten my, ki, wober der zugehorige
Koeffizient wmp,r, < 0 7st. Ausserdem schneidet die Gerade gr die x-Achse
im Punkte mit den Koordinaten u = o0, x = kr, und zwar ist £r gleich
der Ordnung der Nullstelle ¢ =0 von w'y(#). (Diese Grosse war in der
Einleitung, Abschnitt 8, einfach mit £ bezeichnet worden.) Die Gerade
g, geht andererseits durch einen Punkt mit den Koordinaten p ==m,,
x = ky unter k, wieder den in Formel (29) auf der rechten Seite auftre-
tenden Exponenten von J verstanden.

Auf diese Weise ergibt sich

o<k <k < - <kr
My > WMy > - > mr = 0.

bt — ki— ist die Anzahl der Nullkurven & =6, (¢) die zum Exponenten ‘%

gehoren, jede entsprechend ihrem Vielfachheitsgrad s, gezihlt, und hier-
aus folgt schliesslich

N
k0+28v:k7‘.

y=]
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3. Der Streckenzug, den man erhalt, wenn man die T+ 1 Punkte mit den
Koordinaten my, kv (t=0, 1, ..., T) jeden mit dem folgenden verbindet, ist
konvex. (K ist das eigentliche Newton-Polygon und besteht aus T Strecken,
von denen jede auf einer der 7' Geraden ¢; gelegen ist.)

Man bemerkt endlich, dass die Zahlenpaare p,, %, tiber die bei der Bildung
des Polynoms Fj,(w) summiert wird, der Abschitzung

(37) kt—l é Ly é ]Ct, Wg—1 Z o Z mg

geniigen. Somit hat Fjo(w) (vgl. Formel (35)) genau ki — kr—1 von Null ver-
schiedene Wurzeln.

§ 2. Die Potenzreihen ¢ (s, ) und @ (o, w).

17. Aus (24) und (25), § 1, folgt

(39) L D

¢ p=0 x==0
Fithrt man auch in dieser Potenzreihe die Substitution (31) aus, so ergibt sich,
wenn man ebenso wie in der Reihe (32) nach Potenzen von ¢ ordnet (vgl. For-

mel (34)),

W o .
(39) s =1 fia(w)d,
¢ i=0
wobei’
(40) Sii (@) = D) wuy, 1, 0

%)

gesetzt ist, und die Summation ebenso wie bei Formel (35) iiber alle diejenigen
Zahlenpaare p;, »; zu erstrecken ist, welche positive ganzzahlige Losungen der
diophantischen Gleichung (33) liefern.

Eine leichte Rechnung fithrt mit Riicksicht auf (33), (35) und (40) zu den
fiir unsere Zwecke grundlegenden Beziehungen

(41) g F, ()= + ) fi1(0) — profio),

(42) ¢ P (o) = + & — xp) f17} (0) — pro f17) (o).
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18. Man setze nunmehr

(43) 70, 0) = 3 fir(0) @,
(44) Do, ) = 3| Fiz(0)o*

Beriicksichtigt man ferner, dass wegen (31) § 1.

(45) o0 _1 0
45 79 i

ist, so ergibt sich aus (34) und (39)

(46) A (0% oPtw) = "9 D1 (o, w),
W,
(47) =0 (o w)

& 3. Die Potenzreihe fiir den Koeffizienten B (o, 3).

19. Die Gleichung (6) der Einleitung fiir 2 B schreibe man in der Form

9
Wsa ( Wg.'?‘) (W(, )/
8 2B=—5 — Wioos— dad+|\——W, .
(48) 2 f eod 0 0 I e=0
0

e

Den Ausdruck auf der rechten Seite fasse man als dreigliedrige Summe anf und
entwickle, nachdem man die Substitution (31) ausgefiihrt hat, jedes einzelne der
drei Glieder in eine Potenzreihe nach ¢ und w.

Nunwmehr folgt aus (43) und (47) § 2, in Verbindung mit (45)

(49) I/Z: ¢ = o (l%—(:; ©)_ g D fia(w) o
=0
. . W, . . . .
20. Die Funktion o Weo 5 ist eine Potenzreihe von ¢ allein.
=0

Wir setzen nach der Substitution ¢ = o?

VV(’ 03‘ y
(50) (~—‘; - WQQ)/&:o = o V(o) = ot 12, v; 0%,

=0
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wobei ¢, 0 ist. Der Exponent L ist eine durch ¢ teilbare Zahl, und v; ist
h6chstens dann von o verschieden, wenn A durch ¢ teilbar ist.

Beriicksichtigt man, dass nach Voraussetzung (vgl. Abschnitt 9 der Einleitung)
w,(0) = 0 ist, so bemerkt man leicht, dass

L=(m—r1)q.
Ist V(o)=o0, so setzen wir L = .

21. Wenn man von der Potenzreihe (38) § 2, ausgeht, so fiihrt eine ein-
fache Rechnung zu der Entwicklung

folglich

3

) Wos - © o ® g1
f(Wee»»— Pe)as =t 3 3 on w= 00— ) 0
0

pw=0 x=0

Die Substitution (31), § 1, ergibt, wenn man wieder wie in Abschnitt 15, § 1,
nach Potenzen von o ordnet, mit Riicksicht auf Formel (34), § 1,

5
W oIt
(s1) f(WeeS“ ()99)(13:72 g1, 2{e) 0%,
h i=0
wobei
) w tl
(52) g a(w) =¢g* D (m + pa— 1 — I)wm,xx——‘m T

i %2

gesetzt ist und die Summation iiber die gleichen Zahlenpaare ui, 2 wie in For-
mel (35), § 1, und (40), § 2, zu erstrecken ist.

22, Setzt man noch zur Abkiirzung
(53) Yi(o, w) = 2 g1 (0) %,
=0

se erhilt man wegen (48), (49), (50) und (51)

Jdw

(54) 2 B (09, 0Pt w) = oMt Igilo, @) o'rItP E_P_t%ﬂ + o V(o).
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23, Zum Schlusse suchen wir noch eine Beziehung zwischen g;;(w) und
Ji,1(w) herzustellen. Zu diesem Zwecke bemerke man, dass aus Formel (33), § 1,

glm— 1+ p) =1l + po+ 4 —p o + 1)
und weiter nach einfacher Rechnnng

Flm—1+pl—1)=L+p+ 20— —2p(le +pe + Az + 1) + pi (0 + 1)°
=0 +p+ A= — o+ D+ p) 0+ 1)+ piwala + 1)

folgt. Dies ergibt aber in Verbindung mit (52) und (40), § 2

(55) () = f Firl0)do — 600 fi 3 (0) + 7 0* £ (0),
1]

wobei

(56) a=U+p+ A —q° cao=:zpll+ A+ pi

gesetzt ist.

§ 4. Kurvenverbiinde und ihre Indices.

24. Im folgenden betrachten wir (ausgenommen in § 14, Kapitel III) aus-
schliesslich diejenigen von den in § 1 Formel (27) eingefithrten Kurven 9 =6, (o),
deren Entwicklungskoeffizienten «,,, sidmtlich reell sind, und welche daher fiir
¢ =0 nur reelle Werte annehmen. Diese Kurven, deren Anzabhl K offenbar
= N-+1 ist (vgl. Formel (29), § 1), denke man sich der Grisse nach geordnet
derart, dass nach Wahl einer hinreichend kleinen positiven Grosse d

(57) 0,(0) > 0;(0) > - >0x(0) firo<oe=9

ist. In der Reihe (57) der reellen Kurven 6, moge dabei eine Nullkurve vom
Vielfachheitsgrad s, (vgl. Formel (29), § 1), auch wenn s, > 1, nur ein einziges
Mal auftreten, darunter auch die Gerade % =0, wenn %k, =1 ist.

Hat dann die Kurve 3 =0 den Index K, d.h. ist

3201&’0(9)50)
80 ist
Oo) >0 tir 1=x=<K,— 1

und fiir o <9 £ 4.
O.(0)<o fiir K+ 1 =x<K
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Ist andrerseits %, = 0, so existiert offenbar eine Zahl K, derart, dass im Inter-

vall o< =
6.(0) >0 tir 1=z=<K,

0.(0) <o fir K, + 1 =x = K.

Anstelle der Produktzerlegung (29) aus § 1 erhilt man nunmehr
X
(57) Ale, 9) =" |] (9—0.00) Ale, 9),

x=1

wobei die Funktion A (¢, 9) in einem hinreichend kleinen Bereich
—s=Jd=+e 0Z0=0

nirgends verschwindet, ausser hochstens im Punkte ¢ =0, 4 =o.
25. Wir fithren jetzt folgende Definitionen ein;

Definition 1: Die Gesamtheit der reellen Kurven 9 = 0,{0) die zum gleichen

t .. .. ,
Exponenten% gehiren, und deren Koeffizienten «,, o0 dasselbe Vorzeichen haben,

nennen wir einen Kurvenverband (K. V.) o-ter Ordnung,; abgekiirzt schreiben wir

+ —
K. V. {pt} bezw. K. V. {pt}, je nachdem die a,,0 positives oder negatives Vor-
zeichen haben.

Definition II: Die Gesamtheit der reellen Kurven 3 = 0,(p) die zum gleichen

Exponenten% gehiren und ausserdem in den p ersten Koeffizienten a, 0, €1, ...
@y, u—1 threr Entwicklungen (27) iibereinstimmen, nennen wir einen Kurvenverband
pter Ordnung, abgekiirzt einen K. V. {a, o—1}.

Da die Kurven % =6,(p) der Grosse nach geordnet sind (vgl. Formel (57)),
so durchlaufen die Indices » der Kurven & =0,(g) eines beliebigen K. V. {a,, i}

+
der Ordnung u =1, bezw. eines K. V. {pt} oder {p,} der Ordnung o eine fort-
laufende Zahlenreihe, etwa v, v, + 1, v, + 2, ..., v, (v, <y

Es sei 3 =20;(p) eine Kurve des K. V. {« } der Ordnung u. Dann ist

v, u—1

{e; ,,} als Teilmenge in geeignet gewiihlten Kurvenverbinden der Ordunung

4 — 1, 4—2, ..., 1, 0 enthalten; und zwar sind das die K. V. {ce;,ﬁ_g}, {a;,,ﬂ_;%}, e
i v
lag o}, 1, wenn @; o >0 bezw. \pf, wenn a; (<o ist.
Zieht man auch Kurvenverbinde in Betracht, die sich nur aus einer ein-

zigen Kurve zusammensetzen, so lisst sich offenbar der K. V. {«; , ,} der Ord-
13
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nung u seinerseits immer als Summe von Kurvenverbinden der Ordnung g + 1
darstellen, da ja jede Kurve des K. V. {ab’,u—l} gleichzeitig Kurve eines gewissen .
in {“w“,u—1} enthaltenen K. V. der Ordnung u + 1 ist, welcher selbst wieder durch
den p-ten Koeffizienten «, , dieser Kurve bestimmt ist. Mithin lisst jeder K. V.
eine Zerlegung in Summanden zu:

(58) {%,#_1} = 2 {av, )

k4

+ p—
und da entsprechendes auch fiir die X. V. {pg} bezw. {p;} gilt, so hat man ebenso

{d = 3 tenal veaw. {pf = S tanl.

26. Definition III: Die BMdichtigkeit eines K. V. ist gleich der Anzahl der
in chm enthaltenen Kurven 9 =0,(o), jede Kurve s,mal gezihlt, d.h. so oft, wie
thr Vielfachheitsgrad betrdgt.

Insbesondere st ein Kurvenverband wvon gerader oder ungerader Mdchtigkert,
je nachdem die Anzahl der in ihm enthaltenen Kurven gerade oder ungerade ist.

Eine s,-fache Kurve & =0, (g) liisst sich immer als ein K. V. der Ordnung n
von der Michtigkeit s, auffassen. Dabel ist die Zahl u so gross zu wiihlen,

dass simtliche von & = 0,(p) verschiedenen Kurven & == 0;(p) die zum gleichen
Exponenten %t wie 8, (o) gehiren, sich mindestens in einem ihrer u ersten Koeffi-

zienten a0, @11, . . ., @2, .—1 von den n Koeffizienten e, o, o1, .. ., &, 1 un-
terscheiden.

Ist die Zahl %y = 1 (vgl. Formel (29), § 1), so ist auch die Kurve 4 =o0 als
ein K. V. der Ordnung o von der Miic.htigkeit k, aufzufassen. Wir bezeichnen
diesen K. V. mit {p,}.

+ —_—
27. Definition IV: Wir definieren den Index i{e; , .} bezw. i {pt} oder z{pf}

+ —
. . . .
eines K. V. {a;)y__l} bezw. {pt} oder {pt}, indem wir setzen

o) oo
== ! s

(59 2 ]kmmgQBmﬁ) 2=0,(¢)
v {l’f}

Dabet ist die Summation iiber alle diejenigen Kurven 9 =0,(g) des K. V. {ay; _ |}
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bezw. {pg} oder {pg} zu erstrecken, welche von ungeradem Vielfachhertsgrad s, sind,
aber derart, dass jede dieser Kurven mur einmal (also nicht s,-mal) vorkommt. Die
Kurven mit zugehorigen geraden s, sind hingegen bei der Summation fortzulassen;

(vgl. Formel (11) und (18) der Einleitung).
Es sei 9 =0, (p) eine Kurve von ungeradem Vielfachheitsgrad s, des K. V.
{e; .} und 9 =06,(o), (W =+ +1) die auf 9 =0, (¢) unmittelbar folgende
Kurve von ungeradem Vielfachheitsgrad s, aus {“a,y-—1} derart, dass 8. (g) >
> 0, (g} und dass zwischen & = 0, (o) und =0, (g) keine weitere Kurve $=86,(o)

von ungeradem Vielfachheitsgrad s, mehr gelegen ist. Dann ist

0 Ao, 9) / 0 A (o, 9) /
60 8g o = — g
(6o) S0 [o=u( o [o=d,00).

Und in der Tat: Ist g, (0<g, <) ein fester Wert von g, so liefern die
Werte & =0, (g,) mit zugehorigem ungeraden s, simtliche Nullstellen ungerader
Ordnung innerhalb eines geeignet bestimmten Intervalls ¢ > & > 9" der jetzt
nur noch in 9 verinderlichen Funktion A (g,, %), d.h. aber siimtliche Stellen des
Zeichenwechsels von 4 {gy, ¥).

Nun hat man aber

sg 6%5‘,4 (gf“i)/ =+ 1,
g 9 9 =0, (g,)

wenn 4 (g,, ¢) in der Umgebung des Punktes & = 6, (o,) monoton zunimmt,

> QSW‘A;.(&_OL}Z.)/ = — 1
09 3 = 06, (eo) ’

wenn A (g,, 3) in der Umgebung des Punktes 9 = 6,(g,) monoton abnimmt; und
hieraus folgt die behauptete Beziehung (60) unmittelbar, die wir im folgenden
die alternierende Grundeigenschaft der Definitionsgleichung (59) nennen wollen.

28. Aus (59) in Verbindung mit Formel (58) folgt unmittelbar

(61) Z'Jl%,ﬂ_l}zzé{a«',.u};

hierbei ist ebenso wie in Formel (58) die Summation iiber alle diejenigen K. V.

der Ordnung u + 1 zu erstrecken, deren Gesamtheit den K. V. {« | ergibt.

¥, =1

+ P
Entsprechend ergibt sich fiir den Index < {pg} bezw. z'{pf}
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(62) ilpd = Sitanel, ilad = Sitanol.

%,0>0 %,0<0

Schliesslich erhélt man, indem man noch Formel (18) der Einleitung her-

(i {;r} +4 {;t})

anzieht,

DM =

(63) 2(0) = ¢ {po} +

T

1

§ 5. Kurvenverbiinde erster Art,

29. Definition V: Wir nennen einen K. V. einen K. V. erster Art, wenn die
Funktion B o, 9) fiir alle Kurven des K. V. das gleiche Vorzeichen hat.
Aus. dieser Definition folgt unmittelbar der

Satz 1: Ist ern beliebiger K. V. {a, 4} tn einem K. V. erster Art der Ordnung
= u enthalten, so ist dieser K. V. selbst von erster Art.

30. Weiter bebaupten wir:
Satz 2: Ist ein K. V. erster Art von gerader Mdchtigkeit, so ist der zugehirige
Index ¢ = o0, ist er von ungerader Mdchtighkeit, so gilt fiir den zugehirigen Index ¢

entweder ¢ = + 1 oder ¢ = — 1.

Beweis: Aus der Definitionsgleichung (59), § 4, folgt in Verbindung mit der
in Definition V angegebenen charakteristischen Eigenschaft eines K. V. L7

erster Art
) . i @A((L 3)
(64) g pah = sg 2 Blo 00) 2se =g, 0

6, (0)
wobei »; den kleinsten der in der Summe (59) auftretenden Indices » bezeichnet.

Andererseits ergibt sich aus der alternierenden Grundeigenschaft (60) der

Summenformel (59), § 4,
0, wenn die Anzahl der Summenglie-

(65) > sg 9 Ale, ’9)/ ) { . der gerade,

g . .
o 09 1, wenn die Anzahl der Summenglie-
(

der ungerade ist.

Ist nun aber der vorgelegte K. V. {«, u~1} von gerader Miachtigkeit, so ist
mit Riicksicht auf die Definition III, § 4, auch die Anzahl der Summenglieder
in (65) gerade, daher ergibt sich fiir diesen Fall aus (64) und (63)



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 197

Ist hingegen der K. V. {¢;, .1} von ungerader Miichtigkeit, so ist auch die
Anzahl der Summenglieder in (65) ungerade, und wman erhilt, wie eine leichte

Uberlegung zeigt,
O A (Q, 19)

) 09
66 11U, =8 {9y
(66) {ag, u»l} 2 B(e, 9) 9 =48,

= + 1.

+ p—
Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir i{p;} und i{pt}. Damit ist der

Satz 2 vollstindig bewiesen.

31. Wir fiigen jetzt noch eine Bemerkung hinzu, die sich nur auf den
Index eines K. V. {awonu__l} erster Art der Ordnung pu = 1 von ungerader Mich-
tigkeit bezieht.

Es sei, unter g, einen festen Wert von ¢ (0 < g, < 6) verstanden, 6., (g,) >
> 60,,(0,), 'y <»,) die auf 6, (g,) unmittelbar folgende Stelle des Zeichenwechsels
der nur noch von ¢ abhiingigen Funktion A4 (g, ). Dann gilt offenbar

o (7&"1 A (th 3)

6w = Al ) i 0,0 <8 < 0ol

Nun folgt aber aus der Eigenschaft der Kurve & = 6, (¢) die Kurve mit kleinstem
Index » der Summe (65) zu sein, dass 6, (¢) nicht mehr in dem K.V, leg o}
enthalten ist, d. h. aber nach Definition II, dass 6, (¢) entweder zu einem anderen

Exponenten If als 0, (¢) gehort, oder aber dass unter den u ersten Koeffizienten

@y, 0, @'yl -« Oy w—1 von B, (0) mindestens einer von den entsprechenden
Koeffizienten von 0, (¢) verschieden ist. Es lisst sich mithin eine hinreichend
kleine positive Grosse ¢ bestimmen, derart dass fiir o<<p =4
Pt ",Tl u~—2 %
6., (e) < o ((au, w1 tee ! + e e") < 0y, (e)

1=0

und nunmehr ergibt sich aus (67)

Oy, [1 (Q, 19') gl u—1 u—2 3
o no = g — 4 V1, X q .
Sg d 19"“1‘; 19- = 6,,1 (Q) Sg ‘4 Q’ Q(I (a’h, 14 1 + 6) Q + 2 a,b Q

x=0

In Verbindung mit Formel (66) lisst sich daher der Satz formulieren:

Zusatz zu Satz 2: Es se; ein K. V. {a } erster Art von ungerader Mdch-

v, {1
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tigkeit vorgelegt, und es set pw = 1. Dann ust, unter e eine hinreichend kleine positive
Zahl verstanden,

e a—t a2 4
(68) ifa; , i} =sg 2Ble 0,,(@) sg A (e, 04 ((avl, p—t teje ? + a«-.,ue‘?))-
%#=0

§ 6. Kurvenverbinde zweiter Art.

32. Definition VI: Setzt man in den Koeffizienten B (o, ) fiir & nachernander
alle Kurven & = 0,(g) eines vorgelegten K. V. in threr natiirlichen Reihenfolge ein
(vgl. die Beziehung (57), § 4) und wechselt dabei B e, 6.(0) nur ein einziges Mal
sein Vorzeichen, so sagen wir, der K. V. sei von zwester Art.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar der

Satz 3: Ist ein beliebiger K. V. {a,, .} tn einem K. V. zweiter Art der Ord-
nung = u enthalten, so ist dieser K. V. la, .} selbst entweder von erster Art oder
von zweiter Art.

33. Weiter behaupten wir:

Satz 4: Ist ein K. V. zweiter Art von ungerader Michtigheit vorgelegt, so ist
der zugehorige Index i entweder = + 1 oder = — 1. Ist aber der vorgelegte K. V.
zwerter Art von gerader Mdichtigkert, so ist der zugehirige Index 7 enticeder = + 2
oder = 0 oder = — 2.

Beweis: Es sei {aa,u—1} der vorgelegte K. V. zweiter Art, und es werde sein
Index ¢{a; , ,; durch die Summenformel (59), § 4, bestimmt. Es seien »; der
kleinste, », der grisste der in der Summe (59) auftretenden Indices », webei die
Vielfachheitsgrade s,, beaw. s,, der Kurven ¢ = 6, (o) bezw. & = 6,,(¢) offenbar
beide ungerade sind.

Nunmehr ergibt sich aus Definition VI die Existenz einer zwischen », und ,
gelegenen Zahl », derart, dass B (g, ) auf allen Kurven & = 6,(p) dasselbe Vor-
zeichen annimmt, wenn » =<» =<y, dass B(p, 9) ferner beim Ubergang von
$=20,() zu &=0,.:(0) sein Vorzeichen wechselt, und dass endlich B(g, &)
wieder auf allen Kurven & =6,(9) fiir »,+ 1 =v =, das gleiche Vorzeichen
behilt.

Es bezeichne nunmehr {e die alle Kur-

" die Teilmenge aus allen Kurven

s, ) die Teilmenge des K. V. {«
ven ¢ =0,(¢) mit » = » <, enthiilt, {a; _}
9 =0,(0) mit v, + 1 = » < »,. Offenbar Lisst sich auf jede der beiden Teilmengen

{e; 4} und {“«‘?,,«,»~1}" einzeln der Satz 2, § 5, anwenden.

i
£, u—10
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Ist nunmehr der K. V. {a@’#_l} von ungerader Michtigkeit, so ist von den

beiden Teilmengen {z; M_l}' und {e }" die eine von gerader und die andere

¥, u—1
von ungerader Michtigkeit. Somit folgt in diesem Falle aus Satz 2

5{“;,y_1} =+ 1 oder —I.

Ist aber der K. V. { } von gerader Michtigkeit, so sind die beiden Teil-

a3, u—1

mengen {o; , ,}" und {e, «—1! ~entweder beide von gerader Michtigkeit oder

beide von ungerader Michtigkeit. Sind {« } und {ai’,u—l}" beide von gerader

5,[1——1

Michtigkeit, so folgt aus Satz 2
Z’ {a{,‘”u-—l} = 07

sind die Teilmengen beide von ungerader Michtigkeit, so ergibt sich aus Satz 2

=+ 2, oder =0, oder =-—21

? {a;}ﬂ_l}
+ [—
Das gleiche gilt offenbar auch fiir die K. V. {pg} und {pt}, wenn sie von

zweiter Art sind. Damit ist der Satz 4 vollstindig bewiesen.

34. Ebenso wie die Beziehung (68), § 5, fiir einen K. V. erster Art beweist
man fiir einen K. V. zweiter Art den

Zusatz zu Satz 4: Damit der Index eines K. V. zweiter Art von gerader
Miichtigkeit gleich — 2 ist, ist eine notwendige (aber nicht hinreichende) Be-
dingung, dass

9 A (o, 9) 9 4 (o, 9)

09 . T 09
° 2B, 9) [ 9=10.,0(0)

wobei », den kleinsten und », den grossten der in der Definitionsgleichung (59),
§ 4, auftretenden Indices » der Summenglieder bezeichnet.

! Der Leser iiberzeugt sich leicht davon, dass, wenn die Teilmengen {«; , ;}’ und {e; ,_}"
beide von ungerader Michtigkeit sind, nur die beiden Fille

i{oc;yﬂ__l} = 4 2 oder =— 2

eintreten konnen. Da dieser Umstand aber im folgenden nicht hendtigt wird, verzichten wir hier
auf die Ausfiihrung des Beweises.
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KAPITEL II.

Die Kurvenverbinde der Ordnung Null und ihre Indices.

§ 7. Die drei Typen von Kurvenverbinden der Ordnung Null.

+
35. Betrachtet man einen K. V. {pt} bezw. {pt} der Ordnung Null, so hat
man drei Fille zu unterscheiden, je nachdem

) L<li—q—pe
(IIY) L= —q—p:
wobei I; die in § 1 Abschnitt 15 (vgl. auch Formel (33)), L die in Formel (50)

§ 3 eingefithrte Konstante bezeichnet. Diesen drei Fillen entsprechend, sagen wir,
der K. V. nullter Ordnung ser vom Typus I, vom Typus II oder vom Typus IIL

36. Es sei jetzt 9 =0,(0) eine beliebige Kurve des vorgelegten K. V.

+ - o
{ p,} bezw. { pt}. Man substituiere wieder ¢ = ¢? und setze ausserdem in Uber-

einstimmung mit Formel (27) § 1

(69) 6,000 = 2(0), 2(0)= S ot

Ist der K. V. vom Typus I, so ergibt sich aus (50) und (54}, § 3,

14
iy 2B (07, 0% 2, )

o0 O'L —~ o,
mithin
(70) sg 2 Blo, 0,(0) = sg v,

fiir alle Kurven 9 = 6, (p) des vorgelegten Kurvenverbandes. Nach Definition V,
§ 5, ist mithin wegen (70) der K. V. nullter Ordnung vom Typus I immer von
erster Art; fiir seinen Index gilt folglich der Satz 2 des § 5. Mit diesem
Ergebnis iiber den Index der K. V. nullter Ordnung vom Typus I wollen wir
uns hier begniigen. Ein abschliessendes Resultat findet sich in § 12 dieses
Kapitels.
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+ —_
37. Ist der vorgelegte K. V. {pt} bezw. {pt} vom Typus II, so folgt aus
(49) und (54), § 3, wenn man fir Q,(¢) die Reihe (69) einsetzt,

2 B (a7, o™ O, (0)) N

gt— 9Pt

(71) lim St 0(es,0).

c—90
Hierbei sind nach den Ausfiihrungen des Abschnitts 15, § 1, fiir @,, o die positiven
bezw. negativen Wurzeln der Gleichung

P‘t, 0 (w) = Q0

+ p—
einzusetzen, je nachdem es sich um die Kurven des Verbandes { pg} bezw. { p,}
handelt.
Wegen Formel (41), § 2, lidsst sich die Beziehung (71) auch in der Form
q P
(72) lim 2B 0" Q) = b fiolaw o)

G—0 gt —a—ne Pravo

schreiben.

+
Definition VII: FEin K. V. {pz} heisst vom Normaltypus 11, wenn
erstens: L>l—q—p:

zweitens: das Polynom fio(w) fiir alle positive Wurzeln ., o der Gleichung
Fio(w) =0 von Null verschieden ist.

Ist hingegen die zweite Bedingung nicht erfiillt, d. h. verschwindet fio(w) fiir
mindestens eine der positiven Wurzeln a,, der Gleichung Fyo(w)=o0, so sagen wir

+
der K. V. { pz'} ser vom allgemeinen Typus II, wenn L >l — g — py.
Entsprechend wird der K. V. {;t} vom Normaltypus II, bezw. vom all-
gemeinen Typus II definiert.

38. Fiir die Kurven & =40,(g) = 0 Q,(0) eines Verbandes nullter Ordnung
vom Typus III ergibt sich nach (49), (50) und (54) des § 3

. 2B a* 2, (o) . A
(73) T =g bt Sueland = w4 o

Jto (“v, 0)-

Ebenso wie in Definition VII formulieren wir nunmehr
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+
Definition VIII: Ein K. V. { pt} heisst vom Normaltypus I1I, wenn
erstens: L==1,—q— pt

zweitens: fiir alle positiven Wurzeln a, o der Gleichung Fyo(w) =0 der Aus-

I . .
druck vy + }—?—t; Sro(w) von Null verschieden ist.
4

+
Erfiillt hingegen der K. V. { p,} nur die erste Bedingung L = 1l; — q — pt, so sagen
+
wir, { pg} sei vom allgemernen Typus 111

Entsprechendes gilt fir den K. V. {;Jz} vom Normaltypus III bezw. vom
allgemeinen Typus IIL.

39. Zum Schluss noch eine Bemerkung iiber den in Abschnitt 26, § 4,
eingefithrten K. V. {p,}, der sich, wenn %k, =1, aus der k,fachen Kurve & = o
zusammensetzt.

Bs sei p, eine beliebig gewihlte positive Zahl > p,. Nunmehr bestimme man
l, derart, dass

| o , wenn k,= 2

[— — ==
74) o Pod Vom—2 +my)g, » k=1

Dann ergibt sich aus Formel (24) und (23), § 1,

o, wenn ky=2
W (09, 9)
(73) - 2q G = T e a—1 B Gle—mg) ko=
¢ =0 laﬂ o N W1 0 J, wenn k,=1,

w=my

R0

andererseits aus der Entwicklung (26), § 1,

o% A (07, 9) -
o0 e peo=
. A09,9) _ < _
= kolégno —:(972—" =kolo7m=24md N (m — 1+ p)ewy,r, 07T

w=my

Ist jetzt L <I,— q — p,, so ist der K. V. {p,} als vom Typus I anzusehen

und man hat

07) tim 2B170)

g—>0 [1)
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Ist aber L >1,— q—p, was wegen (74) nur fiir den Fall £, =1 eintreten
kann, so ist {p,} als ein K. V. vom Normaltypus Il aufzufassen, und es folgt
aus Formel (75) mit Riicksicht auf Formel (54) § 3

. 2B{0%0
%) lim 2By,

Ist endlich L =1, — q — p,, was nach Fml. (74) auch nur fiir den Fall k,=1
moglich ist, so sagen wir, der K. V. {p,} sei vom Typus III. Dann ist
2B(0%,0)

OJO‘_(IR:‘POV

(79) lim

g0

-> ’Uo + Wmm 1.

Ist ausserdem auch noch v, + wm, 1+ 0, so soll der K. V. {p,} vom Normal-
typus III heissen.

§ 8. Die Verteilung der reellen Nullstellen der Polynome F:,(w) und f;,(w).

40. Man setze zuniichst voraus, dass Fio(w) und fio(w) fir o > 0 nirgends
gleichzeitig verschwinden. Sind jetzt o < g, < <+ < B die simtlichen posi-

tiven Wurzeln der Gleichung f; (w) = 0, so folgt aus Formel (41), § 2, dass alle

+
diese N Wurzeln einfach sind.
Um weiter die positiven Nullstellen a0 von Fjo(w) geeignet zu ordnen,

filhre man eine neue Art der Numerierung fir die a. 0 ein, und zwar seien
“+
e, w=1,2,..., M,; v=0,1,2,..., N)

simtliche der Grisse nach geordneten zwischen @, und 8,4 gelegenen Nullstellen
ungerader Ordnung, d. h. Stellen des Zeichenwechsels von F;,(w), wihrend die
Nullstellen gerader Ordnung von Fjo{w) bel dieser Betrachtung zunichst un-
beriicksichtigt bleiben mdgen; insbesondere sei

o<elh <8, (x=1,2,..., My); ﬂl+v<a£fvo)<oo, (x=1,2,... M}).

_‘
Es ist demmach ! die Kkleinste, a(,}v)
y My,0

N

die grosste der positiven Nullstellen

ungerader Ordnung von Fjo(w).
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41. Nunmehr setze man

oy b fiola),
(80) St o(w) “n o

Dann bemerkt man leicht, dass aus der Gleichung (41), § 2,

(81) liM:(h—Pt)fth(w)‘*ptwf%(w)
b w
folgt. Ausserdem haben f7o{w) und f; o(w) die gleichen positiven Nullstellen.
Ferner bezeichne man mit 7., (A=o0, 1, 2, ..., P,), diejenigen Stellen des
Intervalls 8, < w < @841, in welchem |ffo(w)| ein relatives Maximum und mit
¥o.2, A=1,2,..., P,) diejenigen Stellen des Intervalls, in welchen |ffo(w)| ein

+
relatives Minimum hat. Offenbar ist fiir 1 <» < N —1 die Apzahl der Stellen

¥»,2 genau um eins grosser als die Anzahl der Stellen 7, ; und man erhilt
ﬂo‘ < 71:,0 < }"v,l < %,1 <. << 7;,}’,, < 7«),1’,, < ﬁv—H )
(82) SEolyw ) =fiolh 1) =o.

Mithin sind wegen (81) alle y,,; und 7,,; von simtlichen el verschieden.
Im Intervall ﬂ; < w ist andererseits das letzte relative Extremum von |f7 |
ein Minimum w =14 ; es ist somit in diesem Intervall die Anzahl der relativen
NP
¥
Maxima gleich der Anzahl der relativen Minima und man hat

Br <py <Vi <yp < <yg <y, <o,
¥ ‘No ‘N1 ‘N3 NFy NPy
N1 ~

Fir das folgende ist es bequem,-;ﬂ\q p = zu setzen. Enthilt zum Beispiel das
SE 4
pe
Intervall g+ < w tiberhaupt kein Extremum, so wird y+ =y+ = oo,

N N, 0 N, Py

N
Im Intervall o < w < 8, kann die Reihe der relativen Extrema von | fFo(w)}
sowohl mit einem Maximum als auch mit einem Minimum beginnen. Im ersten

Fall numerieren wir

(83) 0<}’0,0<}’6,1<?’0,1<"'<7(I),P0<70,P‘,<(31;
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dann ist die Anzahl der Maxima um eins grosser als die Anzahl der Minima;

im zweiten Fall numerieren wir
(84) 0 <701 <p0,1< <70, p<y,p<Bi;

dann sind die Anzahl der Maxima und die Anzahl der Minima einander gleich.
42. Nunmehr folgt aus (81) und (82)

[sg Frolye, ) =sgftolyn, ) =3 flo(B + &) = sg fToBrs1— &),

8
3 ngFt,o(”/Iv,l) =sgfrolyn, ) =sgfto(8 + &) =sg flo(Brs1— ¢

+
fir o =» = N, wobei §,= o, ,3}4_1 = o gesetzt ist.

Ferner ist wegen (81)

(86) SgFt,O(m):_ngz’()(ﬂv):'"sé’fzo(ﬁ ):_ngtfo(ﬂvﬂ—t?)

y + €
+
N

IA
IA

fir 1=y

und wegen (35), (37) § 1, (40) § 2

(87) ng,,O(oo):ngt,o(er ):sgwmt’ktzsgfzo(;/;g})
N, Py

N, P
e

)~ sg. /708y + ¢),

N

(88) sg Fro(0 + &) =sg wn,_,, r, ,=sgflolo+ e).

0

Fiir die Nullstellen a) von Fyo(w) ergibt sich endlich wegen (81)
(89) sg fho(a))) = sg flo(aly).

Diese letzte Beziehung gilt offenbar auch fiir positive Nullstellen gerader Ordnung
von Fio(w), die wir mit e} o bezeichnen wollen, ohne ihre genaue Lage niher
zu fixieren, Thre Anzahl sei gleich M.

43. Aus (8g) folgt nun aber unmittelbar, dass sowoh! die Nullstellen
)y als auch die aj o nur in den Intervallen

+
B<w<%,0, w=1,2,...,N), 0<w<yyoim Falle (83)

+
,
Yo i <@ <P, Ww=o0,1,2,..,N; A=1,2,..., P),

aber nicht in den Intervallen
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+
Vo, <0 <Bs1, wW=0,1,2,..., N—1)
, +
Vo i <@ <¢yi+1, @=0,1,2,..., N;A=o0,1,2,... P, —1),

0<w<y1 im Falle (84)
gelegen sein koénnen.

Genauer ergibt sich weiter, dass in den Intervallen

+
B <w<pwo, w=1,2,...,N)

wegen (85) und (86) eine ungerade Anzahl von Nullstellen ungerader Ordnung
al)y; in den Intervallen

+
, v=o0,1,... N
S O<inn A1y o P

wegen (85) und (87) und, im Falle (83), auch im Intervall

O<w<}/0,0

wegen (85) und (88) indessen eine gerade Anzahl von Nullstellen ol bezw. gar
keine Nullstellen gelegen sind.

Daraus folgt zusammenfassend:
+
Die Anzahl M, der Nullstellen o ist immer ungerade fiir v=1,2,..., N;
hingegen ist die Anzahl M, eine gerade Zahl.

44. Es seien unter den positiven Nullstellen 8, von ffo(w) jetzt auch Null-
stellen hoherer Ordnung vorhanden, welche dann wegen (81) auch gleichzeitig
Fto(w) zum verschwinden bringen. o) mégen wie in Abschnitt 40. die von den
B, verschiedenen positiven Nullstellen ungerader Ordnung von F} ¢(w) bezeichnen,
fiir die somit f7o(w) nicht verschwindet, und die y, ; bezw. 7, 1 wieder die rela-
tiven Maxima bezw. Minima von |f7¢(w)|, soweit sie von den 8, verschieden sind.
Auch unter den neuen Voraussetzungen bleiben die Beziehungen (82), (85), (87),
(88) und (89) bestehen.

Nur anstelle von (86) ergibt sich nach einer einfachen Uberlegung mit Riick-
sicht auf Formel (41} und (42) § 2

{90)  sg Fio(8 +&)=—sgflo(8 + &), sgFio(8 —e =sg/lold —e¢),

+

(v=1,2,..., N)

eine Beziehung, welche indessen genau das gleiche leistet, wie die Beziehung (86).
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Damit ist aber gezeigt, dass die im Abschnitt 43. angegebenen Sitze tiber
die Lage der Nullstellen ungerader Ordnung o von f7¢(w) innerhalb der Inter-
valle 8, < w < 8,41 auch dann noch giiltig bleiben, wenn f7¢(w) Nullstellen 3,
von hoherer Ordnung besitzt; denn diese Sdtze wurden dort aus den Beziehungen
(83), (86), (87), (88) und (89) geschlossen, die jetzt genau so gelten, nur dass

anstelle von (86) die mit ihr dquivalente Beziehung (9o) tritt.

45. Wir beschreiben noch kurz die Anordnung der negativen Nullstellen

von Fio(w). Es seien
0>8,>8,> > p5
die simtlichen negativen Nullstellen von f7,(w); wir lassen dabei von vornherein

auch Nullstellen hoherer Ordnung zu. Ferner seien

0 — = o 5 = ) - - 0 3
o> & > @y > >ay > B> > “g,)o > >y, o > B

7 §% IS
Br>dN >aN > . >dd > o
. , My, 0

simtliche negativen Nullstellen ungerader Ordnung von Fio(w) und 7, 2 bezw.

7v,2 die relativen Maxima bezw. Minima von |f?o(w)| derart, dass

Br > Fro > o1 > P> >, 5 >, 5 > By, =120, N—1),

By > I RO R R S 7N,17§ >‘}7N,ﬁ§»:-°°

und endlich

{o1) 0> Fo,0 > 0,1 > Fo,1> > Fo 5,> To, 5, = B
oder
{92) 0 >Fo,1>Fo,1> > 7y 5> 7 5, > B

wird, je nachdem das dem Nullpunkt am niichsten gelegene relative Extremum
von | f#o(w)| fiir @ <o ein Maximum (im Falle (91)) oder ein Minimum (im Falle

(92)) ist.
Nunmehr erhilt man aus (81) anstelle von (85), (90}, (87), (88), (89) die
Beziehungen

sg Fo oo, ) =— sgfho(n 1) =—sgflo(B — &) = —sgfo(Bis1 + &),
(93)

sg Iy o (70, 2) = — sg flo (e ) =—sg fo(y — &) =— sg fEo (81 + &),



208 Hans Ludwig Hamburger.

(58 Foolf— o) =—sgfiolh — = sgfiald — o),
Lsg Foo B+ o == sg /206, + ) = s /o B + o),
(95)  sg Fro(—o)=sg Fro(75 5,) = (— 1)t 5g t6my, 1, =

=58 fio(75 p5) =~ 82f10(75,5,) = s¢f10 (85 — &),
(96)  sg Fiolo— &) = (= 1fitsg tem 4y =5 fiolo — &) =—sgflolo—e),
(97) sg fro(al) =— sg £ (@),
und diese fithren nun zu entsprechenden Anordnungssitzen fiir die negativen,

von Ey verschiedenen Nullstellen ungerader Ordnung C_l:)() von Fi,(w):

In den Intervallen

Foa>w>F a1, W=o0,1,...,N; A=o0,1,..., P,—1), 0>e>7 im Falle (g2
Fop,>w>B1 (¥=o0,1,... N—1)
liegen tiberhaupt keine Nullstellen (75:)0 (wegen (97)).

In den Intervallen

Foi>w>7a, W=o0,1,.., N; A=1,2,..., P), 0>w>7j im Falle (91)

liegen eine gerade Anzahl von Nullstellen o‘ei”"o oder gar keine (wegen (93), (95)
und (96)), wihrend in den Intervallen
B> w > a0 (v=1,2,..., N)
eine ungerade Anzahl von Nullstellen &’ gelegen ist (wegen (93) und (94)).
Daraus folgt wieder zusammenfassend:
Die Anzahl M, von Nullstellen ungerader Ordnung ‘—’,(:)0 ist enuner ungerade
Sfirv=1,2,... TV; hingegen st die Anzahl ﬂo cine gerade Zahl.

§ 9. Der Kurvenverband der Ordnung Null vom Typus II und sein Index.

+
46. Es sei ein K. V. {p,} vom Typus 1I vorgelegt. Wir fragen zunichst

+
nach den in {p,} enthaltenen K. V. der Ordnung Eins, welche uns durch die
Gesamtheit der positiven Wurzeln der Gleichung F}o(w)= 0 geliefert werden.
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Dazu gehdren zuniichst die in § 8 mit &) bezw. mit e}, bezeichneten positiven

Nullstellen ungerader bezw. gerader Ordnung von I (w), fiir welche ffo(w) nicht

verschwindet. Sind ferner wie in § 8 die 8, (v =1, 2, ..., N), simtliche positiven
Nullstellen von f{o(w), so bestimmt 8 nur dann einen K. V. erster Ordnung,
wenn f, gleichzeitic Wurzel der Gleichung I} o(w)= o ist, d. h. wegen Formel
(81) § 8, wenn @, eine Nullstelle der Ordnung = 2 von f7,(w) ist.

Um Formeln zu erhalten, die sich bequem handhaben lassen, ist es niitzlich
die Grosse 7{8,} auch fiir den Fall zu definieren, dass 8, eine Wurzel erster
Ordnung der Gleichung fi ¢(w)= 0 ist, dass somit gar kein K. V. {8,} existiert,
und zwar setze man in diesem Falle

(98) {8} = o.
Dies vorausgeschickt, ergibt sich aus Formel (62) § 4

: I\t i, M JJC
(99 il = S itatl + S ifatol + i s

v=0 x=1 u=1 v=1

47. Mit unseren bisherigen Hilfsmitteln wird es uns leicht gelingen, die
+

u ¥ o,
beiden Summen Zi{“;,o} und Z Zi{aﬁﬂo} zu berechnen, wihrend die Summe
+ u=1 v=0 %=1

p
Zi{ﬁv} fiir den allgemeinsten Fall erst in Kapitel V der Untersuchung zuging-

v=1
lich werden wird.

Ist 3 =6:(g) bezw. 3 =0,x(g) eine Kurve des K. V. {al} bezw. {af, o}, so
ergibt sich aus der Beziehung (72) § 7

(100) sg 2 B(0,0:(0) = sg /1o (aly), sg2Ble, 0 (e) = sg flolei,o).

Hieraus folgt aber, dass mit Riicksicht auf die Definition V, § 5, siimtliche
K. V. {a} und {azo} von erster Art sind. Ausserdem sind (vgl. Definition IIT,
§ 4) nach bekannten Eigenschaften der die Gleichung A (o, #) = o auflssenden
Puigseuxschen Entwicklungen die K. V. {ai”,)o} von ungerader Michtigkeit, die
K. V. {as, 0} von gerader Miichtigkeit.

Man erhilt mithin nach Satz 2 § 5

(ro1) i{afo} =0

14
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und nach dem Zusatz zu Satz 2 Formel (68) § 5 in Verbindung mit Formel (100)

Pt
q () )
i{al)} = sg A(Q’Q* @i ¥ e
’ ft. 0 (az)o)

Da aber nach der Entwickiung (34) § 1
sg A (0%, a7t + &) = sg Fio(al, + ¢),

so ergibt sich schliesslich

el =g e
%, 0
Wir suchen jetzt
M, M, ] ( (%) + +
S holaly + &) . -
(102) ilal} =D gg—tpn0 L fir v=o0,1,..., N
él 0 gl c e (ax,)o)

zu berechnen, und bemerken zuniichst, dass (vgl. Formel (85) und (87) § 8)
sg Fro(al) o+ &) =sg Frolp, p) = sgflolyn p) =sg flo(al o

ist, wenn, wie in § 8, af;[')no die letzte Stelle des Zeichenwechsels des Polynoms

+
Fio(w) im Intervall g, <w < f41 (w=0, 1, ... N) und y,, p, das letzte Maximum

der Funktion |f#o(w)| im gleichen Intervall bezeichnet.
Hieraus folgt aber unmittelbar

Fiolef) +é)

i, 0
(103) 8¢~ =+ I,
= f:o(ai’;iﬂo)

Andererseits hat, da das Polynom F}o(w) nur in den Stellen w = af:y)() im
Intervall 8, < w < 8,41 sein Vorzeichen wechselt, die Summe (102) rechter Hand
die gleiche alternierende Grundeigenschaft (vgl. Formel (60), § 4) wie die Summe
(59) § 4, und man erhilt

{1o4) sg Feolal) | o+ &) =—sg Fyolal), + ¢).
Ausserdem ist

(ro5) sg fo(elg) = sg fTo(B + &)
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Beriicksichtigt man noch, dass, wie im Abschnitt 43 § 8 gezeigt wurde, M,

+
eine gerade Zahl oder o, aber M, eine ungerade Zahl fir »=1,2,..., N ist,

so ergibt sich schliesslich aus (103), (104) und (105)

%o Frele® +e)
Z sg fzo(agg)o) =0

(106)

My 1120 +8) +
ZS =1 fir w»=1,2,... N
fto )

Setzt man die Ergebnisse aus den Gleichungen (101) und (106) mit Riicksicht
auf (102} in die Beziehung (99) ein, so erhilt man

+
Satz 5. FEs ser {pt} ein K. V. vom Typus II und
0<481</32<’”<19;

seien samtliche positiven Nullstellen der Funkiion fio(w). Dann st

(107) il =8+ it

Entsprechend beweist man

wenn {;t} ein K. V. vom Typus II ist und die Em (v=r1,2,..., N), simtliche
negativen Nullstellen der Funktion f7¢(w) bezeichnen.

48. Ist { ;;} ein K. V. vom Normaltypus II, so miissen alle 14\-7 positiven
Nullstellen w =g, von fi,(w) einfache Nullstellen sein, da nach Definition VII
§ 7 fio(w) und F,o(w) keine gemeinsamen Nullstellen haben, und es folgt aus
(98) und (107) der

+
Satz 6. Ist {jpg} ein K. V. vom Normaltypus 11, so st

i{;t}:ﬁzo,

+
unter N die Anzahl dev positiven Nullstellen von fio(w) verstanden.
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Ebenso beweist man
) { pt} = N=z=o,

wenn { 1;:} ein K. V., vom Normaltypus IT ist, und li; die Anzahl der negativen
Nullstellen von f7o(w) bezeichnet.

49. Wir fiigen hier eine Bemerkung iiber den K. V. {p,} vom Normaltypus
IT hinzu, der in Abschnitt 39, § 7, definiert worden ist. Da in diesem Fall
ky =1 ist, so ergibt sich aus den Beziehungen (76) und (78), § 7,

(108) i{po}zsgf%({:}%/ﬁzos-}' I.

§ 10. Der Kurvenverband der Ordnung Null vom Normaltypus 1II und
sein Index.

+
50. Es sei {pt}, (t=1), ein K. V. vom Normaltypus III (vgl. Definition
VIlL, § 7). Indem wir die Bezichungen der §§ 8 und 9 beibehalten, finden wir,

+
dass auch in diesem Falle der Index z{ pt} durch den Ausdruck (99), § 9, dar-
gestellt wird. Hierbei sind die in (99) auftretenden K. V. erster Ordnung, die

{al)}, die {aio}, die {8,}, simtlich von erster Art; denn, wenn man bertick-

sichtigt, dass { ;t} als ein K. V. vom Normaltypus IIT vorausgesetzt wurde und
somit nach Definition VIII, § 7, die Funktion v, + ffo(w) fiir jede positive
Wurzel der Gleichung Fj.(w) =0 von Null verschieden ist, so ergibt sich aus
Formel (73), § 7,

(109) sg 2 Be,0:(0) = sg (v, + f1o(al))
fir jede Kurve & = 6:(¢) des K. V. {a'},

(110) sg 2 B(e,0:2(0) = sg (15 + f10(all,0))
fiir jede Kurve 9 = 0;+(g) des K. V. {a}, o},

(r11) sg 2 B(e, 6. (e) = sg v,

fir jede Kurve ¢ = 6.(0) des K. V. {8,}.
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Man lasse jetzt in der Summe (99), § 9, diejenigen Glieder fort, die nach
Satz 2, § 5, gleich Null sind, d. h. die Indices der K. V. von gerader Michtigkeit.
Auf diese Weise erhilt man anstelle von (99)

o d |
(112) i{od =3 Sty + 3 (g

wobei die zweite Summe nur tiber diejenigen B8, zu erstrecken ist, welche Null-
stellen gerader Ordnung von f7,(w), d. h. wegen Formel (81), § 8, Nullstellen
ungerader Ordnung von Fjo(w) sind.

Wendet man jetzt ebenso wie in Abschnitt 47, § ¢, den Zusatz zu Satz 2,

§ 5, an, so ergibt sich schliesslich aus (112) in Verbindung mit (109) und (r11)
entsprechend Formel (102), § o,

+ kg (#)
+ ¢

. 7, 0 %0 ) ’ }?t,o(ﬂv + &)
(113) { } 2 ZS m +; Sg—wT-‘

p=0 x=1 By

51. Nunmehr haben wir zwel Fille zu unterscheiden.
1. Fall. Es ist

(114) sg (v, + ft’fo(aif)o)) =sg 1, Sg, + frolas )= sgv,
tiir alle positiven Wurzeln o0’ und «f¢ von Fio{w).

2. Fall. Die Beziehung (114) ist nicht fiir alle positiven a&‘:)o und «f; o erfiillt.

+
Im 1. Fall ist der K. V. {pt} nach (109), (110) und (111) in Verbindung mit
(114) offenbar von erster Art. Mithin ergibt sich aus Satz 2, § 5, in diesem

+
Fall ein befriedigendes Krgebnis fiir den Index z{ pt}.

Im 2. Fall Lisst sich offenbar eine Grosse v, bestimmen derart, dass gleich-

zeitig
[ N
0, 1,2
(115) sgvl =sg vy, |vil= /2o (el (xZI,z, M)
| fiolanol, (w=1,2, ..., M)

Dann ergibt sich

(116) = sg V.

{ g (V) + fiolal) ]
(U(, +fto(ﬂ'u0)J
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Mit Hilfe von v konstruiere man nunmehr eine Funktion B*, indem man in
der Darstellung (54), § 3, fiir B den Koeffizienten v, der Entwicklung (50), § 3,
fiir ¥V (o) in v} abindert, und setze entsprechend Formel (3g), § 4,

0 Ao, 9)
I 9 91
(117) 0 {pt}—z ng/ﬁzﬁg(g)’

6; (o)

+
wobei die Summation iiber alle diejenigen Kurven & = 6; (o) des K. V. { pt} zu
erstrecken ist, welche von wungeradem Vielfachheitsgrad s; sind.

+ +
Mit anderen Worten: ¢* {pg} ist der Index des K. V. {pt}‘ bezogen auf eine
Differentialgleichung der Gestalt (5) mit den beiden Koeffizienten 4 und 2 B*.

+
Somit ergibt sich leicht fiir ¢* { pt} der der Beziehung (113) entsprechende Aus-
druck

¥ oo +
. , o B
(118) Z{ } ZZng::ftza(ve +Z,S £,0 ﬂv+€)_
=0 %=1 By

Andererseits ergibt sich aus den Beziehungen (116)
sg 2 B* (0, 0:(0)) = sg v,
+ +
fiir simtliche Kurven 9 =0;(g) des K. V. {pe}. Mithin ist der K. V. {pt} bezogen
auf die Differentialgleichungskoeffizienten 4 und 2 B* von erster Art, und es

+
lidsst sich auch auf Index i‘{ pt} der Satz 2, § ¢, anwenden.

52. Wir behaupten jetzt, in diesen Fillen gilt der

Satz 7: Der K. V. {pf} (t= 1), sei vom Normaltypus III, d. h. es ser
L=li—q—p, und es sei v, + fto(w) fiir alle positiven Wurzeln der Gleichung
Fio(w) =0 von Null verschieden. Dann ist

(119) Aptz 1o

+
hierbei ist z'*{ pt} der durch die Gleichung (118) definierte Index eines K. V., der,
auf die Koeffizienten A und 2 B* bezogen, von erster At ist.
Eine entsprechende Abschitzung durch den Index eines K. V. erster Art gilt

auch fiir ¢ {1—71}, (t = 1), wenn der K. V. vom Normaltypus III ist.
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53. Beweis: Um einen bestimmten Fall ins Auge zu fassen, setzen wir
voraus, es sei

(120) Sg v, =sg Uy =+ I.

Wir bemerken, dass die beiden Summen iiber 8, auf den rechten Seiten der
Gleichungen (113) und (118) iibereinstimmen. Es geniigt somit, die erste Summe
in (113), d. i. die Doppelsumme, zu untersuchen.

Zunichst betrachte man ein einzelnes Glied dieser Doppelsumme

Fio (e, + ¢
o+ flo (] )’
dann erhilt man mit Riicksicht auf (120) im Falle v, >— f70(a,)
Fgo( +8) Fto(a(”)o + 8)
= ’ % = (¥) .
(121) e e s Fyalel)y + o),

im Falle v, <— f7o(a,) (wobei offenbar fo(e?)) <o)

Fto( +£) Ffo( 0+£)
vo+m<a<v> =5 ()

x®

(122) sg —sg Fio(al), + ).

Hieraus folgt, dass sich der Ausdruck rechter Hand von (113) auch in der
Form schreiben lidsst:

Fio(e, + ¢ Fio (@™, + & ’ ,
(123) { S = 2 Sg_“’_,__)+2 Sg_?_f.%_)+2ﬁﬂ%‘_+ﬁ,
(e4) " (47,) RO
%,01 %, 0/11

wobei die Summe Z itber alle diejenigen &) zu erstrecken ist, fiir welche

(o)

(]

vo > — fholel)) (vgl. Formel (121)),

die Summe > iiber alle diejenigen ), fiir welche

%, 0
(ax, 0)11

(124) v < — fholel) (vgl. Formel (122)},
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Da nach Formel (120) und (122)

Fio (afjo + &) o (el )O + &)
2 o 22 0 T Y "o o T
L TAPEN

p ’ %, 0 2 0
(ai,)O)II (agc )0>
ist, so ergibt sich aus (123) in Verbindung mit (116) und (118)
Fio ((Z('VO -+ 6‘)

l{;t}=l*{;t} +2 > sg Ay‘.“zm)

(a(V) ) jZO (a“ 0
%, 0/11

Mithin haben wir zum Beweise von Behauptung (119) nur noch zu zeigen,

dass
Fio(a + e
w T00 Wao U
(12s) -~ i Sholey) =
(o)

54. Nunmehr mogen a , diejenigen Nullstellen ungerader Ordnung von

Fio(w) bezeichnen, welche
erstens der Bedingung (122) geniigen,
zweitens im Innern des Intervalls
(126) B <al)  <pso, bezw. ;/W)«\a( 0 < Ini r=0 s I
/1:1,2, ...,Pv

gelegen sind. (Vgl. die Bezeichnungen aus Abschnitt 41, § 8, und die Sitze
iiber die Lage der Nullstellen aus den Abschnitten 43 und 44, § 8).
Insbesondere sei ol?) =~ diejenigen unter den Nullstellen «f ’0, welche 7, ; am

niichsten gelegen sind. Da.nn lisst sich D) in (125) in der Form

("‘Lv,)o)n
P, F ( () + )
t, 0\ &
(127) D=2 D s
v A=0 (7} éx';' ft,o(a,,;u ())

schreiben. Hierbei ist offensichtlich- die Summation nur iiber solche » und i zu
erstrecken, zu denen «f) , gehoren, welche den beiden Bedingungen (122) und

(126) geniigen. Nun ist aber (vgl. Formel (83), § 8)

sg Fiolal) |+ &) =sg Froly, ) =sg flo(ps, 1) = sg flo(al) ),
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mithin
I;to(a;:/0+ 6‘)_
T f: o((l%Ao) -
und hieraus schliesst man in Verbindung mit (104) und (105), § 9, dass simt-
liche Teilsummen
Z Fgo(al/)yo'f‘ﬁ)
g

—= =0 oder + 1 (A=o0,1,... P)
LT ft()(ax/ )

sind, je nachdem die Anzahl der Glieder dieser Teilsumme gerade oder ungerade
ist. Hieraus folgt aber die behauptete Abschiitzung (125) in Verbindung mit
(127) unter der Voraussetzung (120) sg v, = + I.

Ist sgv,=— 1, so filhren die gleichen Uberlegungen zum Beweis der Ab-
schitzung (125) und der mit ihr #quivalenten Behauptung (119).

Offenbar ldsst sich fiir einen K. V. {pt} vom Normaltypus III eine (119)

entsprechende Abschitzung < {1—0;} =1 {]jt} ableiten. Damit ist Satz 7 vollstindig

bewiesen.

55. Zum Schluss bemerken wir noch, dass die Abschitzung (119) auch fiir
den K. V. {p,} gilt, unter der Voraussetzung, dass {p,} von Normaltypus IIT ist.
Denn in diesem Falle ist wegen Formel (76) und (79), § 7, und wegen %, =1

_ o As(e, ) _
(128) o =g 250 )/9=O—s

Ist nun ausserdem

Wy, 1

= to + Wn, 1 +F O).
L.O + ZUmo'l ( ° ° )

)

8g Vo = S8 Wm,, 1
so folgt fiir jedes beliebige ¢ von gleichem Vorzeichen wie v

Wing, 1 Wmy, 1
8g =8 w7 = + 1,
W, 1 T ¥ Uy T W 1

mithin
2 {pot = 2" {po}-
Ist hingegen
8g Uy = — 8g Wm,, 1,

so wihle man v} derart, dass gleichzeitig

sgvo=-sgvd, ¥ >]wn, 1l
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Dann wird

8g (U3 + wm,, 1) = sg V; = — S Wy, 1,
mithin
(120) o) =sg oMl — [ <i{p,} wegen (128).
Vo + Wmy, 1

Damit ist die Behauptung (119) von Satz ;7 auch fiir den K. V. {p,} vom
Normaltypus II1 bewiesen.

§ 11. Der Kurvenverband der Ordnung Null vom allgemeinen
Typus III und sein Index.

56. Es sei der vorgelegte K. V. {;,} (¢t = 1) vom Typus IIT wie im vorigen
Paragraphen, aber nicht mehr vom Normaltypus III; d.h. es sei zwar L =], —
— q — pi, aber es verschwinde v, + fro(w) fur mindestens eine der Nullstellen
ungerader Ordnung o)) oder gerader Ordnug a; ¢ von Fio(w). Wir werden in
diesem Paragraphen zeigen, dass sich auch unter diesen allgemeineren Voraus-
setzungen die Abschitzung (119), § 10, beweisen lisst.

Man bezeichne etwa mit ¢ eine Nullstelle gerader oder ungerader Ordnung
von Fj o(w), fiir welche gleichzeitig

(130) vo + fho(a) =o.
Wir bemerken zunichst, wenn man die Definitionsgleichung (59), § 4, fiir

+
den Index i{p,} betrachtet, dass sich auf der rechten Seite von (59) 2 B{p, %)
durch

= _ q Afe, 9
(131) 2 B(e, %) =2 B, Nt s
ersetzen lidsst, da wegen A (g, 0,(¢) = o0
(132) 2B(e, 6.0) = 2 B(e, 6, (0)

ist.

Nunmehr untersuchen wir zuniichst den Index

9% A (g, 9)

e ’ 7 A
(133) i{a} = D sg —=— ,
2% B -0
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wobei die Summation iiber alle diejenigen Kurven & = 6,(g) des K. V. {a} erster
Ordnung zu erstrecken ist, welche von wngeradem Vielfachheitsgrad s, sind (vgl.
Definition 1V, § 4), und behaupten: der K. V. {a} erster Ordnung ist von zweiter
Art (im Sinne der Definition VI, § 6).

57. Um diese Behauptung zu beweisen, haben wir nach Definition VI, § 6,

nur zu zeigen, dass 2 B(o, 9) und damit wegen (132) auch 2 B(p, #) genau ein
einziges Mal das Vorzeichen wechselt, wenn 9 = 0, (p) alle Kurven des K. V. {a}
durchlduft.

Nach der Substitution
e=10% F=c"w

ergibt sich offenbar aus Formel (131) (vgl. auch Formel (34), § 1, und (49), (50),
(54). § 3)

B P
tim 2B ) )

oo OC9TP P

=1, + fro(w) (wegen (41) § 2 und (80) § 8).

+ @ Frolw)

(134)

Andererseits ist aber nach Formel (130)
(135) lim 2 B(% 0 &)

G0 Ult_q_lg_
d. h aber, dass

) +f;:0(5‘):0

f‘t*,o(&) = UO :;: Oy
und damit wegen (81), § 8, und wegen F; o{a) =0 auch

U

Pol@) = T le@+o
ist.

Jetzt lidsst sich aber mit Riicksicht auf den Fundamentalsatz iiber die Exi-
stenz und FEindeutigkeit impliziter Funktionen leicht zeigen, dass eine und nur

eine Funktion o (g} existiert derart, dass gleichzeitig

~

B(0?, ?t@ () = 0, lim o (o) > a;
o—+0

denn es ist mit Riicksicht auf (134)

.0 2B, oPtw) e
i 57, S i) o,

o
w— o
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Das bedeutet aber, dass nach Wahl eines hinreichend kleinen positiven ¢ das
Rechteck ¢ —e < w =&+ ¢ 0=0=4 der g, w-Ebene durch die Kurve w = w (o)
in zwei Teilgebiete zerlegt wird, wobei in jedem dieser Teilgebiete die Funktion
I;’(a@, o’ w) von einerlei Vorzeichen ist, andererseits ihr Vorzeichen nur beim
Uberschreiten der Kurve w = o (6) wechselt,

Es seien jetzt

3 =8,(0) = 0" 2, (0) fiir v, <v =9,

die séimtlichen Kurven des K. V. {¢} erster Ordnung der Grosse nach geordnet,
s0 wie es in Abschnitt 24 Formel (57), § 4, beschrieben ist. Dann existiert
offenbar ein zwischen », und », gelegener Index », derart dass nach Wahl eines
hinreichend kleinen ¢

2, (o)

v (0) > @ (o) fiir v = v,
2,(0) < wlo) fiir v=w, + 1

}o<0§6.

Beriicksichtigt man ausserdem noch die Sitze iiber die Lage der Nullstelle
a von Fio(w) aus Abschnitt 43, § 8, so ergibt sich aus der soeben bewiesenen
Eigenschaft der Funktion (o) (vgl. auch Formel (130) und (133))

(136)  sg 2 B(07, o?t 2,(0) =

[sg (o + flola + &) = sg fio(é) fir v, =v =9,

Lsg vy + fole — &) = sg 1ty = — sg [0 (&) fiir vy + 1 v .

Die Beziehung (136) lisst aber unmittelbar erkennen, dass der K. V. {a}, wie
oben behauptet, von zweiter Art ist, und es folgt ferner aus (133) und (136)

o Afo, 9) / o Ao, 9) /
99 [9=0,(0 . § 297 [9=0,();

(137)  ité) = Dsg 5

YIErSay

rot 1=,
hierbei ist die Summation ebenso wie in (133) nur iber diejenigen Kurven
¢ =0,(p) zu erstrecken, welche zu einem uwngeraden Vielfachheitsgrad s, gehiren.

58. Nunmehr wihle man, unter & eine positive kleine Zahl verstanden,
v, — v, + 1 Zahlen a,, v, =v <y, die alle im Intervall ¢ + ¢ > a, > a — ¢ gele-

gen sind, derart dass

(138) @A ey, > Ty 1 > U A g > S Uy, >0 — &
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A P,
und bestimme zu diesen Zahlen &, Kurven 9 =6, () = o0 £, () welche den Be-

dingungen

lim © W |0 Q. (o) < EVEY
Lim Q,(0) > @, | 2(0) = 2.(0)| = ¢ 0o =o=34

(139)

A

2, 1(0)> 2,00)> Do1(0)> - > 8, (0)> @(0) > Quyr1l0) > -+
> 321’2 (U) > ‘Q"’z‘*‘l (0)

genligen. Ferner konstruiere man eine Funktion 21(@, $) indem man in der
Produktdarstellung (57'), § 4, des Koeffizienten A (g, 9) die Funktionen 6, (g)
fiir v, = v < v, durch die entsprechenden é(g) ersetzt.

Indem man die alternierende Grundeigenschaft (60), § 4, der Summen (133)
heranzieht, tiberzeugt man sich leicht davon, dass

ovdle9) TR
o

fur », = v = v,.

(140)  s¢ =550, /19:6%(9):8” 99 = 0, (c)

Endlich setze man entsprechend Formel (133)

7% 4 (o, 9)
o9
2B, 9) [ 9 =20.(0).

(141) i) =se

VIEVE Y

Da ausserdem nach Formel (134) in Verbindung mit (138) und (139)

(142) 8g 2 E(Um om Q, (@) = sg (v + fi; o (@) =
[sg fiola) fir », = v <,
T sg vy= — sg fio(d) fir v+ 1 = v =< 9,

ist, so folgt mit Riicksicht auf (137), indem man in Formel (141) fiir

w2 ‘i(,@:f?) / .
899 [9=0,()

bezw. sg 2 B (o, 6(¢) ihre Werte aus (140) und (142) einsetst

(143) ila} =ifa}.

59. Ws seien jetzt ¢ (x =1, 2, ..., %) alle positiven Nullstellen von F} o(w),
fur die
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v + fLol@™) =0

ist und es bezeichne ferner A(g, 3) die Funktion, die man erhilt, wenn man in
der Produktdarstellung (57), § 4, alle diejenigen Funktionen 6, (g), fiir welche

Pt
lim ¢ ¢ 8, (o) ~ & (x=1,2,..., %)

e—0
durch geeignet gewiihlte Funktionen 6, (¢) mit den in Abschnitt 58 Formel (138)

und (139) geschilderten Eigenschaften ersetat.
4

Aft ;
Nunmehr sei i{p;} der Index des K. V. {pt} bezogen auf eine Differential-
gleichung der Formel (3), bei der an die Stelle der Koeffizienten 4 und B die

Funktionen 4 und B treten. Dann ergibt sich wegen (143)

A

(144 b =ilod — S itay + S item—ifad.

Nun hat aber der auf A und B bezogene K.V. {;t} die gleichen Eigen-
schaften, wie der in § 10 behandelte K. V. der Ordnung Null vom Normaltypus
ITI. Denn, ist wieder 7 die Konstante, die den Bedingungen (115), § 10, gentigt
und B* die mit Hilfe von ) abgeiinderte Funktion B des Abschnitts 51, § 10,
so ergibt sich aus der in den Abschnitten 52, 53 und 54 entwickelten Schluss-
kette, entsprechend der Abschitzung (119), § 10,

(145) b = 1o

N +
wobei 2* {pt} den Index des auf die Differentialgleichungskoeffizienten

A und 2 B* =2 B* (o, 9) +J% A—(%’@ (vgl. Formel (131))
Pt
+
bezogenen K. V. {pl} bezeichnet.

Wenn man jetzt mit der in Formel (138) und (139) auftretenden Grosse e
e +
zur Grenze ¢ — 0 ibergeht, so bemerkt man leicht, dass dabei i*{p,} in 7* {pt}

+ e
itbergeht, unter ¢* ‘{pt} den Ausdruck (r117) in § 10 verstanden. Da aber ¢* {pt}
bei abnehmendem ¢ unverindert bleibt, so ist

(146) ot =itlnl.



Mit den Beziehungen (144), (145) und (146) haben wir nun aber ein Gegen-

stiick zu Satz 7, § 10, bewiesen, niimlich den

+
Satz Ta: Der K. V. {pt} (t = 1) sei vom allgemeinen Typus I11, d. h. es werde
nur L =1l ~ q — p¢ vorausgesetzt.
Dann st

(147) z{;;} =7 {;z};

+-
hierber ist ¢* {pt} der Indexr eines in Abschnitt 51, § 10, definterten K. V. der
Ordnung Null von erster Asrt.
Eine entsprechende Abschitzung durch den Index eines K. V. von erster Art

gelt fiir 77{1;}, wenn der K. V. {Z—Jt} vom Typus III 7st, d.h. wenn fiir den K. V.
{1;} die Voraussetzung L =1l — ¢ — p: erfullt ist.

60. Um endlich zu zeigen, dass die Abschitzung (147) auch fiir den
K. V. {po} gilt, wenn {p,} vom allgemeinen Typus III ist, beriicksichtigen
wir, dass (147) in Abschnitt 55, § 10, im Falle des Normaltypus III, d. h. wenn

¥y + Wn, 1 7 O, bereits bewiesen wurde. Ist nun andererseits

Vo T Wiy, 1 = O,
so folgt

Sg Vg = — Sg W, 1.

Bestimmt man nunmehr eine Grosse v}, die den Bedingungen (115), § 10,

geniigt, so hat man wieder

*®
3 (Uo + Wm,, 1) = 8g Uy, = — S Wm, 1
und mithin
. Wi, 1
(148 * {p,) =sg =—1
) 0 BV A+ g1

v

— 1

b

. . A5 (e, 9)
(149) i {py) = sg ;*~5)/& Y

und damit ist die Abschitzung (147) des Satzes 7 a auch fiir den K. V. {p,} vom
allgemeinen Typus TII bewiesen.
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§ 12. Der Index der Gesamthet aller Kurvenverbiinde der Ordnung Null
vom Typus I und vom Typus III.

61. Den Betrachtungen dieses Paragraphen schicken wir den Beweis eines
einfachen Hilfssatzes voraus.

Hilfssatz 1: Haben die Zahlen I, &, ny, p; und ¢ die in § 1 auseinandergesetzte
Bedeutung, so ist immer
b1 —pe—1 >l — pt
ausgenommen, wenn A ;= I; dann ist

by —pra=h—p.

Beweis: Indem man beriicksichtigt, dass die in Gleichung (36), § 1, einge-
fithrte Gerade der », u-Ebene durch die beiden Punkte x = k;, p = m; und » = kg,
w=ms—y geht, erhélt man fir [, die beiden Ausdriicke

; _falm—1+m) + peke
=

lq(m — 1+ 7723_1) + Pt lct_l;
es ist folglich

flo—pe=q(m—1 + me) + pe(kt— — 1),

(150)
s —pr1=gqm—1 + my—) + pe—1 (ke—1 — 1),

und hieraus ergibt sich durch Subtraktion

(b1 — pr—1) — (I — po) = (P11 — po) (bea — 1).
Mithin ist, da nach Formel (30), § 1, pt—1 > p
It —pt—1 = b — py,
wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn k&—1 = 1, was zu beweisen war.
62. Nunmehr sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Fall. Simtliche K. V. der Ordnung Null sind vom Typus II. Dann folgt
aus Satz 6, § 9, bereits die Behauptung (18) der Einleitung ¢(0) = — 1, wenn
ausserdem noch jeder K. V. vom Normaltypus ist.

Ist hingegen einer der auftretenden K.V. vom allgemeinen Typus II, d.h.
hat auch nur eins der Polynome f; ¢(w) fiir 1 = ¢ =< T mindestens eine von Null
verschiedene reelle Nullstelle der Ordnung = 2, so lisst sich mit unseren bis-

herigen Hilfsmitteln iiber 7(0) noch nichts aussagen.
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2. Fall. Nicht alle K.V. der Ordnung Null sind vom Typus II. Dann
existiert nach Hilfssatz 1 eine Zahl ¢, = 7, derart dass

(151) [l—q—p=L, fir oSt =<t
llt—q—pt<L fir f, + 1 <t=<T,

+ —
d.h. aber es sind die {Pz} und {p,} vom Typus II, wenn ¢ = ¢, + 1, hingegen
vom Typus I oder vom Typus III, wenn ¢ =<¢,. Wir behaupten nunmehr: es ist

it + 3, (ot + ifod) = —

t==1
oder in Worten, wenn wir abkiirzend mit {f,} die Gesamtheit der K.V. {p/},

(s, {p} fir 1=t =1, vezeichnen.

Satz 8. Der Index i{t,} der Gesamtheit aller K. V. der Ordnung Null, welche
entweder vom Typus I oder vom Typus III sind, tst = — 1. Dabei ist eirie not-
wendige (aber nicht hinreichende) Bedingung dafiir, dass dieser Index seinen Mini-

malwert -—— 1 annimmt:

Wiy, ke,
(152) ki, ungerade, sg o
0

= T

b

oder anders formuliert: es ist

i{t} =0, wenn ki, gerade

(153) Wy,

t{te = + 1 wenn ky, ungerade und sg

[ kto

v

= + 1.
%o

+ pa—
63. Beweis: Nach Hilfssatz 1 sind hochstens die K. V. {pto}, {pto} und

{;tu—l}, {;50—1} vom Typus III, wihrend alle anderen vom Typus I sind. Man
bestimme nunmehr fiir die K. V., soweit diese vom Typus IIl sind, die Konstante
v5, die den Bedingungen (115), § 10 geniigt, und konstruiere ebenso wie in Ab-
schnitt 51, § 10, mit dieser Konstanten ¢ die Funktion B*(g, 4). Aus den
Beziehungen (70), (73), § 7, und (116), § 10, folgert man leicht, dass

(154) sg 2 B* (e, 0.(0)) = sg v,

ist, und zwar fir alle Kurven ¢ =6,(g), die zu einem der betrachteten K. V.
+ —_—

{ Do}, {pg}, {}9{} filr 1 =t=+, gehdren, mogen diese vom Typus III oder aber

vom Typus I sein.
15
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f+
Bezeichnen wir mit {#,} die Gesamtheit der K. V. {p,}, 1]9[}, {pt} fir1=t=<4,
und mit ¢*{f,} den auf die Differentialgleichung (5) mit den Koeffizienten A
und B* bezogenen Index des K. V. {#}, so ergibt sich nach Satz 2, § s,

* {t,} = — 1, oder o, oder + 1,

da wegen (154) der auf die Koeffizienten 4 und B* bezogene K. V. {f;} von
erster Art ist.

64. Nunmehr suchen wir, indem wir die Ausfithrungen des Abschnitts 31,
§ 5, heranziehen, die genauen Bedingungen anzugeben, unter denen ¢* {f,} = — 1
ist. Es habe, wie in dem zitierten Abschnitt, die Kurve 4 =6, (¢) von ungera-
dem Vielfachheitsgrad s,, die Higenschaft, dass im Intervall o <e¢=4d

(153) 6., (o) > 0. (o)

ist, fiur alle von 6,,(¢) verschiedenen Knurven 0,(g) von ungeradem Vielfachheits-
grad s, des K. V. {#}; ausserdem sei & = 6, (o) > 0,,(¢) (', > »,) die auf 3=8,,(o)
unmittelbar folgende Stelle des Zeichenwechsels der Funktion A4 (e, #), wobei
wegen (155) 9 =0, (¢) dem K.V. {t,} nicht mehr angehort. Endlich bemerkt
man leicht, dass der K. V. {/,} dann und nur dann von ungerader Michtigkeit
ist, wenn %; ungerade ist.

Jetzt ergibt sich fiir ungerades #k; unmittelbar aus den Beziehungen (66)

und (67), § s,
. Ao, 9) .
{(156) 7t {ty} =sg B 0. 0. @) . 6, @) » wobei 8, (o) < 3 < 6, (o).

Nun ist aber offenbar mit Riicksicht auf Formel (34), (35) und (37), § 1,
(157) sg Ao, 9) =sg F, 0() =sg ttm, 1,

und hieraus folgt weiter, indem man die Werte aus (154) und (157) in (156)
einsetzt:

Mt =o0 fiir gerades ki,
(158)

w
it =sg "Mty iy ungerades K
o) 7 ®p ) r > fo
0

Diese Beziehung gilt, wie man leicht einsieht, auch dann, wenn sich {f}

nur aus dem einzigen K. V. {p,} zusammensetzt.
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65. Zerlegt man endlich wieder die Gesamtheit {{,} in die einzelnen K.V.

{Po}, {;t}’ {1;1}, 80 hat man

ol = (oo + 3, @ 1o + o).

t=1
Andererseits ist nach Satz 7 a

(159) o {;t} = i{;t}, * {;’t} = Z{]_O—t},

+ -
wenn die K.V, {pt} und {pt} vom Typus III sind; ausserdem ist
(160) " {;t}'"; i{;t}a * {1—%} = 5{;!},

+ —
wenn die K. V. {pt} und {pt} vom Typus I sind, da in diesem Falle offenbar
wegen (154) und wegen (70), § 7,

sg 2 B (o, 0,(0) = sg 2 Be, 0,(0)) = sg v,
ist. Ebenso erhilt man aus (129), § 10, (148) und (149), § 11,
(161) 2" { o} = 7 {po}.

Aus den Abschiitzungen (159), (160) und (161) ergibt sich nun aber

it =itk + 3 Glad + ilp) = 10,

t=1
und damit ist mit Riicksicht auf die Gleichung (158) fiir ¢* {f,} der Satz 8 voll-
stindig bewiesen.

66. Zusammenfassend bemerken wir, dass aus Satz 6, § 9, und Satz 8, § 12,
das Ziel unserer Untersuchung, nimlich der Beweis der Abschiitzung 7(0) = — 1,
unter der Voraussetzung folgt, dass simtliche auftretenden K. V. der Ordnung
Null entweder vom Typus I oder vom Typus 1II oder vom Normaltypus IT sind.
Treten aber unter den K.V. der Ordnung Null auch solche vom allgemeinen
Typus II auf, so steht uns zur Abschitzung ihres Index nur Satz 35, § 9, zur
Verfiigung, nach dem
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+
Hierbei sind die N Grossen B, simtliche positiven Nullstellen des dem K. V.

+
{ p,} zugeordneten Polynoms f; o (w).

+
l\T

Die Untersuchung von Z ¢{8,} ist die einzige Aufgabe, die in den folgenden
=1

drei Kapiteln des Teils III noch zu lésen ist. Dieses Problem ist aber schwierig.
Nachdem in Kapitel 1II mit Hilfe einer Enriguesschen Methode ein Algorithmus
entwickelt ist, der einen rechnerischen Zugang zu den K. V. héherer Ordnung
er0ffnet, wird in Kapitel IV zunichst eine Reihe von Sitzen iiber den Index
gewigser K. V. hoherer Ordnung mit speziellen Eigenschaften bewiesen. Dabei
tritt ein erschwerender Umstand auf. Wihrend wir bisher fiir die K. V. der

+
Ordnung Null immer z{pt} = — 1 zeigen konnten, gilt fiir die K. V. der Ordnung
A=1 nur ¢{e, 1—1} = — 2; und zwar sind leicht Beispiele zu konstruieren derart,

dass der Index 7 {w, 1—1} seinen Minimalwert — 2 wirklich annimt.

Der Nachweis der Abschitzung z{;,} = — 1 auch fir solche K. V. der Ord-
nung o, die vom allgemeinen Typus II sind, gelingt dann schliesslich im Kapitel V,
§ 28, auf Grund zweier Eigenschaften der K. V. erster Ordnung {g.}, die in
Satz 7 bezw. Satz 18, Kapitel V, § 27, bewiesen werden:

erste Eigenschaft: Es ist immer ¢ {8} = — 2.

zweite Eigenschaft: Es seien §, und 8.+ zwei unmittelbar aufeinan-
derfolgende positive Nullstellen ungerader Ordnung von f; o(w) derart, dass
im Intervall 8 << w < B, hochstens Nullstellen gerader Ordnung, aber keine
Nullstelle ungerader Ordnung von f ¢(w) gelegen sind; dann kénnen die
beiden Beziehungen

it =—2 if}=—2

nicht gleichzeitig bestehen.
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§ 24. Der Index eines Kurvenverbandes hoherer Ordnung vom allgemeinen
Typus IIL

Kapitel V. Beweis des Hauptsatzes.
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KAPITEL IIIL
Einfiihrung des Enriquesschen Differentialoperators.
§ 13. Die Grundformeln fiir den Enriquesschen Operator.’

67. Es sei @(o, w) eine analytische Funktion der beiden Verinderlichen o
und w. Substituiert man fiir w eine analytische Funktion w{s) und bezeichnet
mit w® (g), wie iiblich, die u-te Ableitung von w(s), so ist offenbar

d®@(o, wle) 0@ 0D . /
P —00+w0w—wl(a,w(o),w(a)),

@%@ = @, (0; w0, 0’ ), ... ™),

unter @, einen passend konstruierten Ausdruck verstanden, und es ergibt sich

weiter
drti @ o - ) D ,
(r do.fg;lw SR 0@ on + D @ty (0):960[:) = @11 {0; w©0), &' @), ... o™ ().
Man setze nunmehr
(w)
(2) =0, o=

und fithre die folgende Reihe von Differentialoperatoren ein:

! Dieser Paragraph enth#lt einen Bericht tiber den Inhalt von Band II, S. 459—469 des
Werkes von F. ENRIQUES—O. CHISINI, Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle
funzioni algebriche.
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0
40 0—0"
7 , 0 0
(3) 41—%‘{‘60060—06‘{'601 wa
7} < i} < d
h=5s z dw(’_l %Jré””aw,._l’

dann erhilt man mit Riicksicht auf die Rekursionsformel (1)

n )
M(%}"—(“'—) = dn s ... 4, @0, 0 (0).

Man iberzeugt sich leicht, dass sich dieser Ausdruck auch in der Form

d" @0, » (@) _

(4) o

= 4" Do, (o)

schreiben lisst; denn ist u eine ganze Zabl < »n, und @, ein Ausdruck, der
nur vou 0; w,, @y, . .., Wu—1, aber nicht mehr von w,, w41, ..., wa—1 abhingt, so

ist offenbar mit Riicksicht auf die Definitionsgleichungen (3)
dn (p{‘-‘—l (0‘, Wy, Wy, « .y C()(,e—l) = JH q)Au—-l (0', W, Wy, .. o, w!’«“l)'

Aus dieser Formel folgt auch unmittelbar
(5) 4@ =440 fir n = p.
Endlich setze man noch

Ay @ =450 = D (0, v (0)

6 n
(6) " — ot @ (0 w)
dg" w=w(a)

68. Wir stellen jetzt die wichtigsten Formeln znsammen, die Herr Enriques
L c. entwickelt hat, um mit dem Differentialoperator , bequem rechnen zu kon-
nen. Sie werden fiir unsere weiteren Untersuchungen von grundlegender Be-
deutung sein.

Durch Schluss von 4 auf 1 + 1 beweist man leicht’, dass

! 1. e. Fussnote S. 230, 8. 462—463. Der Unterschied zwischen Formel (7) unseres Textes und der

ENRIQUESschen Formel (III) auf S. 463 erklart sich daraus, dass nach Formel (2) unseres Textes
i

Y, d .
w0, == ist, wenn wie bei ENRIQUES ¥y, = ey gesetzt wird.
v p! » dwv
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g A" @ A.Z_-Z 00@
¢ = w =>u=
7) dw; n! (. — A (nzp=z4),

und hieraus folgt, indem man Formel (7) x-mal hintereinander anwendet,

ox A D Jn—”laan o
% “w w*
»L_ —_ i f.. — 2
(8) 0w} n! (n — % A)! ron—xlzo
0 fir n — x4 <o.

Nach einigen weiteren Rechnungen' ergibt sich fiir o £ 1 = p— 1 die funda-

mentale Entwicklungsformel

n p 3 % *, u—>4
() JM(P_ g 47D e WF, 9 ’
n! Z Owt hl 2l %l %y—2!
Hys Az, o - oy x‘u__z 4

Hierbei ist gesetzt
(10) r=oy Fxy+ - g, h=n—( + 2%+ - + @—Duua)

ausserdem ist die Summation auf der rechten Seite von (g) iiber alle diejenigen
Wertesysteme x,, ,, . .., x,—1 zu erstrecken, fiir die k = o wird.

Speziell folgt aus (9), indem man A=yu — 1 setzt?,

473 q) n % AR’—X q} ({)l
(11) | i Z o e R
n! _Oﬂwz_l (n—x)! !

und hieraus ergibt sich weiter, indem man ¢mal nach w, differentiiert,

- > O3 p 450 o
dw, nl dw*_ (n—x)! (x — )

x=t u—1

Setzt man andererseits in (9) A ==0 und beriicksichtigt die Definitionsglei-

chungen (6), so erhillt man?®

! 1.e. Fussnote 8. 230, 8. 464—468, vgl. insbesondere Formel VI, S. 468.

® 1.c. Formel V, 8. 465.

! 1.c. Formel VII, 8. 469. Eine (13) sehr #hnliche Formel ist bereits angegeben bei S. F.
LAcrorx, Traité du caleul différentiel et du calcul intégral. 2. Aufl. (1810), Bd. I, 8. 315—326,
Bd. III, 8. 629. Eine besonders durchsichtige Ableitung der LACRo1Xschen Formel findet sich in
einer Arbeit von U. AmMALDI, Forme isobariche ¢ cambiamenti di variabile. Giorn. di Mat, di
Battaglini 32 serie, Bd. 56 (1918), S. 1—41. Siehe insbesondere 8. 12—14. Vgl. auch dort die
ausfithrlichen Litteraturangaben S. 13, Fussnote 17.
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n 2 x %t
(13) Ll > R G
n! h1O6" 0w n,! ! %!

%1, %2,---,7‘#

b

wobei wieder x und h durch die Gleichungen (10) bestimmt sind.

§ 14. Der Enriquessche Operator und die Koeffizienten der
Puiseuxschen Entwicklungen.!

69. Die Funktion @ (g, w) moge sich als ein Produkt von der Gestalt
k
(14) (0, 0) = [[ (0 — 2:0)- 0" (5, )
y=1

darstellen lassen. Hierbei seien die £,(0) beliebige, in einem gewissen Bereich
0 = |o6] = J konvergente Potenzreihen mit reellen oder komplexen Koeffizienten:

(13) Q,(0) = Z @y, u 0% @0 O

=0

und @*(o, w) sei eine im Bereich o =|o|=96, |w|< © regulire analytische
Funktion derart, dass @ (0, w) fiir keinen von Null verschiedenen reellen oder
komplexen Wert von w verschwindet. Die Produktdarstellung (14) fiir @ (o, )
besagt aber nichts anderes, als dass die zur Gleichung @ (s, w)= 0 gehbrigen
Puiseuzschen Entwicklungen gewohnliche Potenzreihen sind. Man bemerkt leicht,
dass die in Formel (44) und (46), § 2, eingefiihrten Funktionen @;(s, w) die von
@ (0, w) verlangten Zerlegungseigenschaften haben.

Unter den Kurven w = ,(0) greifen wir eine bestimmte Kurve w = 2;(0)
heraus. Dann verstehen wir in diesem Paragraphen unter dem K. V. [a; | die

Gesamtheit derjenigen (reellen oder komplexen) Kurven w = 0, (s), welche mit

£ (6) in den u + 1 ersten Koeffizienten @5 g0 Q5 gy v @5y iibereinstimmen; die

Michtigkeit des K.V. [a
jede ihrem Vielfachheitsgrad entsprechend gezihlt, werde gleich r, gesetzt. Offen-
bar ist dann 7y = = - Zr,= ---. Zum Unterschied von den in den Defini-

tionen II und IIT des § 4 auftretenden K.V. {o; | werden somit hier auch die
komplexen Potenzreihen mit beriicksichtigt.

5. d.1. die Anzah] der in (e, u] enthaltenen Kurven,

! Dieser Paragraph enthiilt einen Bericht von ENRIQUES, 1. c., S. 460—474.
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70. Es gelingt nun Herrn Enriques l ¢. mit Hilfe des im vorigen Para-
graphen eingefiihrten Differentialoperators .7, alle Gleichungen aufzustellen,
welchen die Koeffizienten «,, der Potenzreihen (15) geniigen miissen.

Wir formulieren den Satz von Enriques zunichst fir g =o.!

Ist der K. V. [a; || von der Mdchtigkeit 1o, so ist ag , eine Wurzel der Ord

nung ro— n einer jeden der ry Gleichungen in w

o @
4;‘@/6:():—-«75;—’60—)/ =0 fir n=0,1, ..., 75— 1.
=0

Es ist mithin

(16) @ (g, w)/

=o0 fiir n+x=ry—1.

n L4 o=0
06" 0w o~

Hingegen ist vmmer

Aus (13) § 13 folgt in Verbindung mit Formel (16), wenn man beriicksich-
tigt, dass dort wegen (10), § 13, immer s + x < # ist, fiir o=7n =<1, — 1 und
fiir beliebiges u

4 (D/d=0 = 0 identisch in w,, w,, ..., W,.

=qeo

v,0

71. Um den Enriquesschen Satz fiir allgemeine Koeffizienten o , zu formu-

lieren, setzen wir
u—1

(17) no = O, 71‘ = 710, 72# == Z 72
A=0

unter 71 wieder wie in Abschnitt 69. die Michtigkeit des K. V. [a; ] verstanden.
Ausserdem benntzen wir im folgenden durchgehend eine weitere abkiirzende
Bezeichnungsweise:
Es set F= F(o; w,, @, ..., w,) eine Funktion von u + 2 Veranderlichen. Dann
schreibe man kure
(18) [F), fiir F(0; ay,o, a1, - - - @, u),

Jerner, wenn 0= A=
(19) [FL, i(wis1, wass, - . ., @) oder auch einfach [, 2

ﬁi?" F(O; Gy 0y Op, 1,y « « oy Qy 2y Wit1, Wity .. ., wy).

! Vgl. ENRIQUES, L ¢c., S. 470.



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 235

72. Dies vorausgeschickt, lautet der

Satz von Enriques.' Fs ist o . eme Wurzel der Ordnung 1, — % einer jeden
der r, Gleichungen in w,

(20) [4’1“* o] (W) =o0 fir o= x=<r, —1;

17. u—1

oder anders formuliert: Es ist

01
(21) A*@) =o0 fir v +x = w41 — I,
Ow* & o s
“w »
und zwar gilt Gleichung (21), auch wenn n < n, — 1 ist, sie besagt mithin noch
mehr als die Gleichungen (20).
Andererseits ist tmmer

Ou
(22) seo| +o
6(0’.“’ w o
“w 14
Suchen wir jetzt 4}, , @ als Funktion von wu+1, @uta, - . -, Wusa zu bestimmen,
wihrend 6 =0, wy=o0; (, 0, =a; |, ..., 0= @y, gesetzt ist, so ergibt gich aus

(9) und (10), § 13,

B )
[dzu q;] _ Z o A, Pl iy, 02, %
n! i aw; AN PR R N %!

Kyy Ay ooy %]

Ist jetzt n < mu+1— 1, so folgt aus (21), da andererseits wegen (10), § 13,
h+x=n=mnu1—1 ist,

(23) [ (D]f;,u =0 tdentisch 1n wui1, Outa, . . ., Outr filr 0 =0 = ny41— 1.

73. Wir wenden nunmehr die Formel (9), § 13, noch einmal auf den Aus-

n . .
druck J;f—? X (D];, u—t A1, den wir als Funktion von wy, wuyy, - . ., W+ darzustellen
versuchen.
Es ist

n x

(2 o h x %3 1+1
(24) [____4‘“ (D]W—_l = > 0 Ju Pl W Wiy ura

7y, ! 0 w* h! sl gl xi41!
Ay, Aoy oy ARG u—1 v

' Vgl. ENRIQUES, l.c., 8. 473—474.
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Nun folgt aber aus (10), § 13
(25) h+x=ng— 0+ 2+ - + ws1);

andererseits ist wegen (21)

6%
[7— A cD] =o fir h + »x = n, — 1,
J w* g1 o
n—1 v
mithin sind in der Summe rechter Hand von (24) wegen (25) nur alle diejenigen
Glieder von Null verschieden, deren Exponenten x,, #,, ..., #1+1 simtlich ver-

schwinden, und es ergibt sich aus (24) in Verbindung mit Formel (10), § 13,

B P B 4JL"® o
(26) % Eé ; lx)l o

%!
! Wy, (12 Hp #!

identisch in ., wet1, . . ., Vet

Ausserdem verschwmden aber die Ausdriicke [4 Pl g firo=n=ma—1
mit Riicksicht auf (23) identisch in w,—;, und somit verschwinden die Glieder
der Summe rechter Hand von (26) fiir n, — x < 2,1 — 1, d.h. wegen (17) fiir
%= T L

Mithin erhilt man schliesslich aus (26) die Beziehung

il

123 n Ly " %
{27) [d ,}i;_fp];,;t; [4 COL i (w_) MZI [ o AL (D] D
My ! 2!

1 , O — %)t s !
identisch in wy, wui1, ..., werz. D.h. aber: es wird [JZ{;Z (D];;’M”1 gleich einem

Polynom in w, vom Grade #,—;, und hingt gar nicht mehr von wu+1, @u+se, . ..
Wu+d ab.
Der Koeffizient des Gliedes vom héchsten Grade 7, ist hierbei wegen (22)

gleich
1
1 OTu—1 ,ui‘—-l Y
. ! ) Tu—1 1 . + 0.
Yu—11]10 w‘u/: Hy—1'" M
Sind U5 0 05 1y v Oy bereits bekannt, so lidsst sich der Koeffiziente ,, . einer

beliebigen Potenzreihe £,(s), die zum K. V. [ag
man den Ausdruck (27) gleich Null setzt.

@y ) gehort, bestimmen, indem
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§ 15. Beziehungen zwischen den Ausdriicken .7, @, und 77 ¢;

74, Bs seien @,(0, ») und (0, w) die in § 2 Formel (44) und (43) einge-
fithrten Potenzreihen. Ausserdem setze man ein fiir alle Mal zur Abkiirzung

) 8 : w w .
e gl f ilo, ) dw, frl(w)= f frolw)do
0 0

Man substituiere jetzt in @, (¢, w) und ¢ (0, w)

(29) o=0l)=3 w0,

=0

wobei die w, zuniichst unbestimmte Koeffizienten sind. Dann wird

' () /
I = Wy.
e o=0

Hilfssatz 2. Fiir 0 =0 st identisch tn wy, wy, .. ., Wy
A" (p A" @ u P J“ ¢
ot . R ¢
(30) - = (I + 7) g ;’O (pe + 4) wig n'

Beweis: Fiir = o fiilhrt die Behauptung (30) auf die Gleichungen (41), § 2
denn nach den Definitionsgleichungen (6), § 13, ist

A" Dy 50 A% @il =0
__n’!___pm(wo} _‘77’—

= fi,n(@)-

Nunmehr nehmen wir an, dass die Relation (30) bereits fiir ein festes u
bewiesen sei. Um unter dieser Annahme Gleichung (30) auch fiir 4 + 1 zu be-
weisen, gehen wir von der Darstellung (11), § 13, aus:

i 4 . t/ o=0

%

%
D1
(n—o)!  =!

n!

(31) g L _1e=0 ,u+1 t/a 0 zn‘

x!

. 0* - 0 n_x‘Pt/ W1
__Zawz((lt‘l“n—“x 2pt+lwlﬁw)m(n—x)'
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n w* o* w* % w* %
. wt1 07 L _ ut1
(31) _Zl ((lt_'_n) x! 0(01’: * %! 6(0; (e + w)x %! Ow;

w* “ or+1 A% P/ 5=
— ““gﬁ(pﬁl)waa ) 5 P emg

x! w, 0] (n—x)!
o 0% A4 P/ 5—0 Dyyy o o A P/ oo “’,::i
IR D v e e P T T ey iy}
L a & o 42—,‘ q)t/ —0 Wy iq
_Z(pt_*—)')wl(?_anzbw“ T
i=0 *=0 [

Beriicksichtigt man noch, dass nach Formel (12), § 13,

d 424—19’:_ o o 4T, w;‘;}
Owus1 ml = O} (n—x)! (x— 1)!

ist, so folgt aus (31) in Verbindung mit (11), § 13

At a)/ A" (P/ _ utl d A" w/ _
“+1 Tt a=0= utl Ftlo=0 Y T+l zr—o'
n! (e + ») ! lz_-lo(pt-’_l)wldwl n!
Damit ist die Behauptung (30) vollstiindig bewiesen.
. . . 4, 9,
75. Die Beziehung (30) formen wir um, indem wir auf T Formel (7)
1 !

aus § 13 anwenden, und erhalten so schliesslich (vgl. auch die abkiirzende Be-
zeichnung (28))

20/, By A gy,
1 ta~—0= “w ta——O_ “w ta;()
(32) T (i + n)— I go (pe + 2) wa (n— )
identisch in w,, w,, ..., w,.

Endlich ergibt sich nach leichter Rechnung aus (32) fiir alle x = 1

o* JZ D/,

B3 4G

ot A Pil oo
0wy (n — p)!

=l +n—x(p + w)

& " 43_190;/:0
— 2 et e S

A==0
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76. Durch wiederholte Anwendung von (32) gelangen wir zu einer neuen
Relation, die fiir die Untersuchungen des folgenden Kapitels von grundlegender

Bedeutung ist.

Hilfssatz 3: Durch ein System von Rekursionsformeln fithren wir ein System
rateonaler Funktionen der Verdnderlichen w,, wy, ..., w. ein, indem wir selzen

_t e b2

(34) ay = D@,
o Jir x=p + 1,
a — (pt—_‘_ma" Sir 1=x=
(33) at,, = 3, x+1 i, i1 =x=U
o] Jir x = p+ 1.

Durch diese Beziehungen sind die Funktionen af , fir alle pz1, x=1, A=o0
bestimmt. Weitere Eigenschaften dieser Funktionen werden in Hilfssatz 4 dieses
Paragraphen zusammengestellt.

Ferner setze man
ltﬂ’ s :lt‘*‘n—%au— .
pt W, n, % Pt Wo *—1, 1

(36) bﬁ,o =

Dann ist, wenn man wieder fiir w die Potenzrethe (29) substituiert, identisch in

Wy, By, .., Wy flir 0=A=n

4;: ¢;/a=0 + q (dz a)t/zr:O é\ “ dz,—x ml/u:o)

+
n! Prw,

(37) n! & B, (n— x)!

x=1

A n—-x n—/—x%
971/,;_ a ‘J q)l/a 0
Z: % (e — x)! +Z‘ A n—l—‘%).

Hierbei ist #7—* @, = 0 zu setzen, wenn 7 — A —x < 0 wird.

Mithin erhilt man aus (37) fir A==n

A" ! Jn n—x _ n n——x _
(38) _uq’t/ =0, q ( t/a~—0 n Z o, T D/, s ) 5‘ . 9"1/;'
%=0

n! P, (n — x) n——x)'

In dieser Beziehung kann bei dem Operator 4,7 nach Formel (5), § 13, u

durch #» — x ersetzt werden, wenn n — x = u ist.
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Beweis: Fiir =0 stimmt die Behauptung (37) mit Gleichung (32) wegen
(34) und (36) iiberein. Unter der Annahme, dass Formel (37) fiir ein festes
bereits bewiesen ist, addieren wir zu (37) die aus (32) folgende Gleichung

O e R (AP SN T
pewg 2L r—h— 0 prag\ (n— &~ 1)l
73 4n~2——1~u ¢’/ \
. ; I t/ =0
Z:lo(pz * u)w,‘(n —A—1— x)!)

%4 ;:_7'—1 %/ =0 __ 4 Zﬁz—l 97;/ 0=0
At (g — A — 1)l #l{p — 4~ 1)l

w dn——i,—l—x q)'/

\I2 “ t/ o=0
+ Z (a‘/'fi-l,nm al}f,ﬁ-l)(n —A—1— %!
x=1

wegen (35) und (36). Nach Ausfiihrung der Addition erkennt man unmittelbar,
dass die Gleichung (37) auch fiir 4 + 1 richtig ist, und damit.ist Hilfssatz 3

vollstindig bewiesen.

77. Hilfssatz 4: Das durch die Gleichungen (34), (35) und (36) definierte
System der Funktionen af , und b  hat die beiden Eigenschaften:

1. Ist A+ x=p, so hingt af  wur von w, o, ..., we; ab, und es st fiir

jedes w = v + A

(39) ay = a;t} ddentisch in wy, wy, .. ., Oeri
2. Es ist
(pt + ,,(,) Wy
° at = et y gy ey W
(4 ) Ay U—% Pty + [wu, 1 23 IJ

L+ n—x)(p: + =
— w

3 3
Dt g

(41) by = v+ (W, Oy oy 0] fiir 1= 2= p
unter [wy, @, ..., wu—1] einen Ausdruck verstanden, der nur von wy, wi, ..., Gu—1,

aber nicht mehr von w, abhdngt.

Beweis der Eigenschaft 1. Die Richtigkeit der Behauptung folgt unmittel-
bar aus (34) fir A=o0, 1 =x =u. Unter der Annahme, dass die Eigenschaft 1.
fir ein festes 4 und 1 ==x < u — 1 bereits bewiesen ist, schliesst man aus
der Rekursionsformel (33), dass diese Eigenschaft auch der Funktion af , ,
(1 =% =u—21) zukommt.
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Beweis der Eigenschaft 2. Nach (34) ist die Behauptung (40) fiir x =0
sicher richtig. Ist (40) bereits fiir ein festes x bewiesen, so folgt aus der Re-
kursionsformel (35) die Richtigkeit von (40) auch fiir x + 1 wenn » + 1 =pu —1
ist. Damit ist Formel (40) bewiesen.

Andererseits ist nach der Definitionsgleichung (36)

__Zt+n—xM b+ n—ux

at = —a*
pl W, x*»—1, 1 pt w, x—1, 1

bM

n, %

fiir » < u wegen (39)

und nunmehr folgt die Behauptung (41) aus (40). Damit ist Hilfssatz 4 voll-

stindig bewiesen.

§ 16. Beziehung zwischen den Ausdriicken a5, und 4,9,

78. Es sei (o, w) die in Formel (53), § 3, eingefiihrte Potenzreihe. Um
die Beziehungen zwischen den Ausdriicken 3, und 4} ¢, aufstellen zu konnen,

fithren wir ein System von Konstanten ein. Wir setzen
(42) o=l + p+nff — ¢
(43) tnu=2(pe+ p){le + n—p) + (e + p)?

(vgl. die Formeln (56), § 3, wo bereits cp und ¢, o definiert wurden). Offenbar
ist ¢, >0 fiir jedes =, da bereits die Zahl !, — ¢ nach ihrer Definition in Ab-
schnitt 15, § 1, immer positiv ist.

Zwischen diesen Komstanten bestehen leicht zu verifizierende Identititen, die

wir im folgenden heranziehen werden. Es ist ndmlich
(44) enn—hewn o+ h(h— 1) (P + 0 =co—henpsr + h(h— 1) (pe + p + 1),
(45) Cnnx— 2R (pe+ @) (pr + %) = cne— 2 h{(pe + o+ 1) (pe + %).

79. Indem wir die abkiirzenden Bezeichnungen aus Formel (28), § 15, be-

nutzen, formulieren wir den

Hilfssatz 5: Setzt man in (0, w) und ¢ (0, w) die Grisse w gleich der

Potenzreihe (29), § 15, so ist fiir o =o0 identisch in wy, wy, ..., Wu

A" w/ - u“ 9 W (92 A q)—l/ _

4 T o=0 _ —_ P ; wIt [o=0
nl = (Ciz Zocn. x Wy 9 w, + 20 go(pt + x) (pl + 2') Wy 3 0 0.0 w; nl

16
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Beweis: Fiir g=o0 lautet die Behauptung (46) wegen der Definitions-
gleichungen (6), § 13

Loty ) 0, e N1 f
nl 90" /GZO-—(Cn 0 5w TP g n! @ o® 90, 0)fsod o,

0

d. h. aber mit Riicksicht auf Formel (43), § 2, und (53), § 3

9t n (w) = Cnfft n (w) dw—cno00f,n (w) + pi w2ﬁ: n (w):
0

und diese Formel stimmt mit der bereits bewiesenen Gleichung (55) aus § 3
iiberein.
Da somit die Behauptung (46) fiir u=o0 richtig ist, hat man diese Identitiit

nur noch fir g + 1 unter der Annahme zu beweisen, dass sie fiir ein festes

u gilt.
Wir setzen voriibergehend zur Abkiirzung den Differentialoperator
g g {‘ 02
(47) (T; Cn—n ch—k * Wx ; -é(l) (pe + 2 (p: + Do PP = D.

Dann wird nach Formel (11), § 13,

J,Z%-l wt/a— 21 o Jn_‘é y/t/a 4 L

n!

(48)

n—h
= Z Dy P Vom0 G (nach Formel (46) und (47)).
 (n—R)! h!

Nun formen wir zuniichst den Ausdruck (47) fiir D, um, und zwar ergibt

sich
o & 0h+1 uooou oh+e
Du=eomaggn = 2 ennxongy o+ 3 2 (ot x)mt Deawen go 5050
# x=0 x=0 A=0 “w
o & o+t
_hé’n—h,;b 0(0 +2}L pg-f‘[,t pt+x (/Jxa xb_;z
M x=0 Fi2
ot

=)t
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=(en—henu+1 +hth— 1) (pr+ p + 13 (vgl. Formel (44))

J ot
p
—ﬁ (en, x —2h(pe+p+ Di(p + x))wx—é}il-—— (vgl. Formel (43)
~ Ow,(?a):; ‘
Lo oht+2
§ g P+ %) pz+l)w,¢wza nm

Substituiert man diesen Ausdruck fiir den Operator D) in (48), so erhilt man

A" W gm0 # & o*

w+l

£ =len— D enxny + , + + ) oy 0 57—
n 2_} 1, % O PP e+ (p+Ne L5 0, O w2

ad 0
— (cn,,hq Wyt1— 22 (pe+ o+ 1)(p + %) wus1 w,.b—c—o—)

x=0

T Gk dn——h 1/~
; 2 .2 I . 4 ,u+1 R
et D o }éawg =B 2l

Beriicksichtigt man noch, dass nach Formel (11) und (12), § 13

< o Jﬁ_h%“l ‘”Z?l _ o dn+1¢t (=0, 1,2 )
o, (n—Hk! (h—0! do,, n! ’ ’

h=1

ist, so wird aus (49)

Ay Wlo=o ud 8 0
——7‘2!— = {Cp — ;0 Cn, x Wy m — On, u+1 @ut1 0w,t+1
[l “ 92
+2 Z(pt-f-x)(pt—kl)wnwlm—l-f-
=0 A==0 *

12 02
+ 22 (}9; + X)(p: + u + I)w%wuﬂ

%=0

0wy 0wu+l
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(92 ) dz+1 9);——1/(7:0

-+ (pt + 122 + I)zw;iﬂ ps

0 wpi1 n!
uw+1 s+l p+1 9 A" —1
7] 7] +1Pe /:o
=(Cn_20n,nwub—w—x+2ZZ(pl+x)(pt+]‘)w”wlawxawz) : n! =
% =0 x=0Q A=0

D. h. aber, dass Formel (46) auch fiir u + 1 richtig ist, und damit ist der Hilfs-
satz § vollstindig bewiesen.

80. Nunmehr formen wir die Gleichung (46) um, indem wir auf

d A" @t 02 A" —1
) u Pt and u Pt
dwy, n! dw, 0w, nl

die Formel (7), § 13, anwenden, und erhalten so fiir ¢=o0 identisch in w,,

Wy, .

A" wt/ _ A" w—l/ _ I AV qu/ _
“ 0=0 _ u 7t =0 __ e a=0
(50) n! = On n! Z Cn,x On (n —x)!

“ @ A2 ¢' /a=
+ 2 Z (pe + %) (00 + /'L)wxwl*(%ﬁ'

Bilden wir endlich die Summe

d;:—" @ /

o=0

a0y ¢
u =0
+ q”g,o(.pt—l_ x)w" (n___x>! ’

nl

80 ergibt sich, wenn man beriicksichtigt, dass nach Formel (32), § 15,

“ A D @ @]
j ——1O=0 - Tn TUo=0
qzlo(pt+x) O ] éo(pt+x)(lg+n %) @y =
6o A/
_ 1 v t/ o=0
go%(pt-i—u)(pt ‘ A)w%wl (n——x~l)!

ist, aus (50)
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3
N\

4, ;_x m‘/ a=0

dnw G
—ﬁ—n—t!/*—o (p:+x)wx—(

ta n—x)!

A" ¢_1/ N I3 A q)t/ -~
_ u It [o=0 ’ 14 =0
= Cp nl 2 Cn,x Wy (n-—x)' ’

x=0

x=0

wobei
C;a,n = Cn,x — (pt + x)(lt + n— X)

=(pet®)(le + n— %) + (p. + %)° wegen (43)
= (p + %) (Il + pr + n)

gesetzt ist. Ausserdem kann in (51) ebenso wie in der Identitiit (38), § 15, bei
dem Operator 4~ nach Formel (5), § 13, u durch % — x ersetzt werden, wenn

n—x=p ist

§ 17. Hilfshetrachtungen.

81. Wir fassen eine bestimmte der in § 1 Formel (27) eingefithrten Kurven
(vgl. auch Formel (69), § 7)

(52) 3 = 0,(0) = o?t 2, (0) = 0Pt ) vy 0" e=0d9)
p=0

ins Auge. Da nach Formel (28), § 1, und (46), § 2, @i (o, 2.(0) = o ist, so ist
auf die Koeffizienten ¢, , der Potenzreihe (52) der Satz von Enriques des § 14
anwendbar. Somit gehdrt zu jedem der Koeffizienten e, , eine Zahl r, ,, die
die Michtigkeit des in Abschnitt 69, § 14, eingefiihrten K. V. [a,,] angibt;
ferner setze man entsprechend Formel (17), § 14,

u—1
(33) My, 0 =0, My, 1="1%,0, 17.,,M=Zn,1.
1=0

Nunmehr bilde man nacheinander die Ausdricke

. . 4]
[48 ‘Pt]v = lpt(O, av,O) =Jt0 (av, o), [ ¢I]v = ‘;.)‘l%/u=0 = fi1 (av, o)

W=ay o

orv, o—1

I I R / =0 = (ry 0 — 1) fir, g1(@s,0)

a O.Tv, o1 w=ey, g

(nach Formel (43), § 2)
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[£ 1), [47 14 @,, ..., [4 1317 g,

allgemein

[ 17 @], firo=x=r, i1—1,

wobei das Zeichen [ ], wieder die in Formel (18), § 14, angegebene Be-
deutung hat.

Es bezeichne ferner [, diejenige der Reihe (52) zugeordnete Zahl, welche
durch die beiden Eigenschaften

erstens [d;i’ @ds == o,
(54)

zweitens [47 ), = o, fir osnslh—1

eindeutig definiert ist. Hierbei ist der zu I, gehorige Index p durch die Ab-
schitzung

(55) oy S Uy = My i1 — 1,
der zu n gehorige Index A durch die Abschitzung

(s6) Moy SN My, 41— 1
‘bestimmt.

Die zur Kurve & =06,(¢) gehirige Zahl I, ist somit gleich einer ganzen
Zahl zwischen o0 und %, und zwar ist I, =0, wenn (0, & 0) = fio(as o) & O;
I, = » wenn [47 ¢, = o fiir alle ».

82. Wir suchen jetzt in diesem und dem folgenden Paragraphen eine
Reihe von Hilfssitzen zu beweisen, die das Ziel haben, aufzuweisen

I. in welchen Fillen man aus den Voraussetzungen (54) auf das Ver-
schwinden des Ausdruckes [} gpi]., schliessen kanmn,

2. in welchen Fillen sich unter den Voraussetzungen (54) der Index 1
in den Ausdriicken [47 ¢il., [47 @lv, [47 97!, verkleinern lisst.
Hifssatz 6: Unter den Voraussetzungen (54) se:
Lzi osn=l—1

Bestimmt man den n zugehirigen Index i vermittels der Abschitzung (56),
so st

o , ..
(57) [ -A;‘qu] =0 firn+u=Zm 141 — 1.

; H
dw'z
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Bedient man sich ferner der in Gleichung (19), § 14, definierten Schreibweise,

so st ausserdem fir n = ny 111 — 1 und fiir jede positive ganze Zahl ¢
i4 . . .
(58) [}, @i, = [22 @il, = 0 ddentisch tn w11, @ita, .. ., Wit

Beweis: Fiir =0 lauten die Behauptungen (57) und (58), da nach For-
mel (56) auch A gleichzeitig mit » verschwindet,

d*
(59) d—ﬁ;fgo(w)/w:%,ozo firo=x=mn:—1,

(60) A Pife=o =A@l = fi0(@r,0) = 0 identisch in w;, @,,..., w,.
W=, g
(59) folgt aber aus Formel (42), § 2, wenn man beriicksichtigt, dass nach
dem Satze von Enriques § 14, Abschnitt 70. (vergl. Formel (16), § 14, und For-

mel (44), § 2)
F;:‘)O(a,v’o)zo fiir O§X§7‘v,0_1:

wobei nach Formel (53)7, 0=, ist. Weiter folgt dann Formel (60) aus der
Definitionsgleichung (6), § 13.

Unter der Annahme, dass die Formeln (57) und (58) bereits fiir alle 0 < n <n, -
unter # eine feste Zahl <[, — 2 verstanden, bewiesen sind, suchen wir zu zei-
gen, dass (57) und (58) auch fiir » = # + 1 richtig sind. Wir unterscheiden

zwei Fille, je nachdem # + 1 =1, ; oder n,,; + I1=n+ 1 <n,, 141 — I ist.

83. 1. Fall: n=mn,,1— 1, nt+t1=mn,;=0,—1, A= 1.
Es ist nach Formel (32) und (33), § 13,

[dit+1 (Dt]v . [d§.+l g’t]v [4§»+1 ¢£Jy
A TR G ot TR (1 e T
i [d;;l‘*'l——L @2]4,
— 2o Gl

und fir x =1

o 4§»+1 o, . - 4§f+1—1¢;
6 T | = — W71 —
(62) q[ﬁwz(n+ nt, Uit n+1—xip+2) Owi= (n+ 1=},

o A g x o Ay,
“f"“"’[aT); Tl 2 dedgL eS|

=1
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Nach dem Satz von Enriques Formel (21), § 14, ist nun aber wegen

;l+ I=nv,x

(63) [66w" di‘“ ‘Dt] =0 firn +1+x=m 41— 1;
A »

ferner ist nach Voraussetzung (54)

(64) [47¢), =0 fiir alle n <n + 1.
Endlich folgt aus der Annahme, dass (58) bereits fiir » < » bewiesen ist,
(65) [42 @il =[4"_, gil, = o identisch in wy fiir alle n = n, ) — 1.

Da somit hier [4} @tls,»—1 gar nicht mehr von w, abhingt, so ist auch fiir

alle x = o

g* ; . . . .
(66) [0 ezl gpt] =0 identisch in w, fir » < n,,, — 1.
X

v, A—1

Setzt man die Ergebnisse aus (63), (64) und (66) in die Gleichungen (61)
und (62) ein, so folgt wegen n + 1 =,

0% o , .
(67) [aw,dg“q)t] =0 fir v+ 1 + 2= %y, 241 — 1,
A v

und damit ist die Behauptung (57) fiir » =% + 1 bewiesen.
Um jetzt zweitens, entsprechend der Behauptung (58), die ldentitit

(68) [ gi], = [4it gi], =0

zu beweisen, gehen wir von der Entwicklungsformel (g), § 13, aus und erhalten

N7 TR 7 R W W Y
G0l Gral T 2 Laer AL el x
Ky, Aoy o s oy .,
xz1
wobei h und » durch die Gleichungen
(70) t=o + s+ -+ %, h=n+1—( +2% + - +ex)

bestimmt sind. Mithin ist in der Summe rechter Hand

h=n=m,—1 wegen x =1
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und hieraus folgt mit Riicksicht auf (66), dass siimtliche Glieder der Summe
rechter Hand von (69) verschwinden, und damit ist Formel (68) bewiesen.

84. 2. Fall
Mo =1 S Ny 41— 2, A= 0.
Um auch in diesem Fall die Gleichungen (67) zu beweisen, gehen wir wieder
von den Beziehungen (61) und (62) aus und bemerken unmittelbar, dass die

Formeln (63), (64) und (65) auch jetzt gelten. Ferner folgt aus der Annahme,
dass die Behauptung (57) fiir 0 < n =< n bereits bewiesen ist:

o . , M iS=n+1—1=n
0[] o |
i v wH+ 1+ —t=m 41— L.

Ist aber #n + 1 —¢ < n, ; — 1, so folgt (71) bereits aus (63).

Setzt man die Ergebnisse aus (63), {64) und (71) in (61) und (62} ein, so
ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit der behaupteten Gleichungen (67).

Auch im 2. Fall folgt die Identitit (68) unmittelbar aus der Entwicklung

(69) fiir [dj{]:} (pi]w,l; denn es ist wieder in der Summe rechter Hand

k4

(72) [;w" A tpﬁ] =o fir x =1,
7.

und zwar ergibt sich fiir 5,2 =<"h <n + 1 die Gleichung (72) aus (71), da mit
Riicksicht auf (70)

h+2=n+1=n,241— 1

ist, wihrend fiir h < n, ; — 1 die Beziehung (72) aus (65) folgt.
Damit ist fiir jedes % der Schluss von #n auf % + 1 fiir die beiden Bé-
hauptungen (57) und (58) durchgefithrt, und mithin der Hilfssatz 6 vollstindig

bewiesen.

§ 18. Fortsetzung der Hilfshetrachtungen.

85. Wir leiten jetzt zunichst zwei Hilfssitze ab, die dazu dienen, den

Index 1 in [47 @, zu verkleinern, wenn A der zu n gehdrige durch die Beziehung

(56), § 17, definierte Index ist.
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Hilfssatz 7. Es se:
(73) n=h+ap,
wobei U, die durch die Bedingungen (54), § 17, definierte, einer Kurve 9 = 0,(g)
zugeordnete Zahl bezeichnet, wihrend u durch die Beziehung (55), § 17, festge-
legt ses.

Nunmehr bestimme man zur Zahl n ausser dem Index A einen zweiten Index
A durch die Beziehung

(74) Ny, 2+ iV =n=s Ny, 3 +1 T .
Dann st fir alle 1= 1
[, @ x =S} i)y 2dentisch in w41, wyta, ... Oxs..

Beweis: Aus Formel (9), § 13, ergibt sich in Verbindung mit Formel

(7), § 13,

" , n . R 7 % 2 %,
(75) [ i = (£ s Z 1 AP | Oy, By, Y
n! n! Q™ (h— 1L %! %! x,!
Kyy Hay ooy Ay
%21
identisch in WY 41y W42y v« vy OV 400

Da die Grossen h und x wieder durch die Gleichung (10), § 13, definiert
sind, so folgt in Verbindung init der Abschitzung (74)

(76) h—V4+x—1=n—2—1=n, 01— 1.

Andererseits ist auch

(77) h—¥<l—1,
denn wegen x = 1 ist fiir o= A =S pu—1
h—dVsEn—x—VEn—2V—1=Snv1— 150, —1=0,—1
wegen (55), § 17, und fiir A’ = u ist mit Riicksicht auf die Voraussetzung (73)
h—=VN=E=n—%x—p<l —1.

Mithin gilt fiir jedes Glied der Summe rechter Hand von (75)

o1 — it
[52,?:1 A ¢t] =0,
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da alle Voraussetzungen der Behauptung (57) des Hilfssatzes 6, § 17, wegen
{(76) und (77) erfilllt sind. Damit ist aber der Hilfssatz 7 vollstindig bewiesen.

86. Bestimmt man zur Zahl I, einen Index u', derart dass
(78) nvu'+ﬂ<l ’724)“+1+‘u,

so ist offenbar u' < p, unter u wieder den in Formel (55), § 17, definierten
Index verstanden. Ferner folgt aus Hilfssatz 7

(79) [d:;‘“ gvt]% W= [d;? qr)g]w identisch in wu 41, Wurs, - . . W

Aus der Beziehung (32), § 15, ergibt sich somit fiir » =1, wegen (79)

A . & 47 ),
(80) [_.l__'—] [ M ?’] Z (pe + l)a"l[ﬁfﬂT.]—.

i=0

Nun ist aber
[JL 4 (Dt]v =0 nach dem Satz von Enriques § 14
|4 *¢i],=o fir =1 nach Hilfssatz 6, Behauptung (s8);

folglich erhilt man aus (80)

(£ ¢, 1414 el
(81) ML’»' = Pty 0 Z;' -

87. Wir beweisen jetzt als eine Art Erginzung zu Hilfssatz 7 den

Hilfssatz 8: Es zst fiir alle t =1

[j,uz-—tu—*’l ] JL:-*I-M*-Iq)t]v,y(wﬂ‘*'l)
(Z+,u+l).— (I +u+ 1)!

(32) ,
[4v+u+1 ¢t]w + L+ 1 [dl q)g]
(l,w'i"u"i" I)' pt+av,0 lv[

WDy +1

identisch m Wy+1, Dut+2y « -y Oyt

Beweis: Zum Beweise gehen wir von einer der Formel (75) entsprechenden

Entwicklung von [41f”+1¢t]v,u aus, wobei aber die Glieder der Summe, bei
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denen x =1 ist, gesondert aufgeschrieben sein modgen. So ergibt sich aus
Gleichung (7), (9) und (10), § 13,

[ gl (270, g [,

(83) +u+1)t G+ ut+i)! él @+ 1—al et
BT T
Ow;—l (h—p)t], »! ! 2!

Kiy Ky 50 s
(=]

Nun ist aber

(84) [JZ”“_I tpi], =0 fiir A = 2 nach Hilfssatz 6, Behauptung (57), § (17).

Ausserdem ist mit Riicksicht auf die Gleichungen (10), § 13, fiir 2 und x
h—u=slh+p+1—x—p=l—1 wegen x = 2,

h—u+x—1=0L=mn,,+1—1 wegen (55), § 17.

Daraus folgt aber

o1 Jf&_“ w;
- & - J— ] —
(85) [(?w;_l n !‘)!]y- o fiir x= 2,

da ja die Voraussetzung des Hilfssatzes 6, § 17, erfiillt sind.
Wegen (84) und (85) ergibt sich aus (83)

[ e L4 g, | [0 i),
N O+ u+1)! 0!

Wy+1,

und hieraus folgt, in Verbindung mit Formel (81), die Behauptung (82) von
Hilfssatz 8 unmittelbar.
88. Mit der Verkleinerung des Index 4 in [47 ¢;], beschiiftigt sich
Hilfssatz 9: Es seien zwei Zahlen n und A’ gegeben derart, dass
(86) n=ny et 2841

Ausserdem set

(87) n=1+ .
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Dann st fiir alle 1 = 1
(88) [ 97 ) =14 97D,

tdentisch in

Wi 1y W42,y « o oy W40,

Bemerkung. Ist A’ der zu » gehérige durch die Beziehung (74) definierte
Index, so kann man in der Identitit (88) A" =1 setzen, da fiir A = 1" die

Beziehung (86) wegen (74) sicherlich erfiillt ist.

Beweis: Aus der Beziehung (9), § 13, ergibt sich in Verbindung mit Formel
(7), § 13, entsprechend der Entwicklung (83)

[4'l11+b¢;_1]v,1” [df”wt—- I]v ¢ [4;}’.’_;”_1 th]v
(89) nl T n! + 2 R Y i

7=1

_ hae 2t 7 % Ko x,
o= A g ] Wiy Wge Oy,
k4

+ ./ G
Z [d w2 [h— 2 4! ! ! !
Hpy U2y + v oy Ky,
=2

Aus (87) folgt

n—R3 —e=l—1,

d. h. aber, es ist wegen (54), § 17,

[J;f,,—"*"_’g)t]_w =0 fir 1=
Andererseits folgt aus (10), § 13, in Verbindung mit (86) und (87) fiir x =2
h—2d' =n—x—2)" =0, —2—2",

h—20" +u—2=n—2)" —2=<m, 41— L

Mithin ist nach Hilfssatz 6, § 17,

[ a”-_z h A 4

- T2 gl =o0
x—2 2 ¢

J %’ )

Nunmehr folgt die Behauptung (88) unmittelbar aus (8g). Was zu be-

weisen war.
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89. Zum Schluss formulieren wir noch einen etwas anders gearteten

Hilfssatz 10: Es sei n, :=1,, A=1. Dann gilt identisch in w;, w41, ..., 01+,
i 2
[JZ:—’LZ i ¢t]w, A—1 — [‘dzv, ¥ wt]v,l-—l (0)1)
(mo, 2+ 1 (s, 2 + A)!
2 FA »
— [41). 2 q)t]v + lt + Ny, 2 [A:—'i' wt]v ((,0 —a )
(90) T (w2 + A J ) 7w, 2] P
oy
o el e,
LR 7y, 1!

Beweis: Wir beweisen zunichst den ersten Teil der Behauptung (9o}, das ist
die Identitat

(908') [d'::_';' + @t],,, 1— ((D},, Wi+l o+ o wl+L) = [dzv’l+l¢t],,’l__l (wl)

indem wir uns ebenso wie beim Beweis der Hilfsitze 7. und 9. auf die’ Formeln
(7) und (9), § 13 stiitzen. Aus diesen Formeln ergibt sich nimlich die Ent-
wicklung

ny 3+ ] [ ny 3 +2 ]
[AHL Pl a—1 _ 4, Pily 21

(o, 2+ ) (e + A
— ’ x ' 3
+ Z [0""1 45{ lq’t] w,11+1 wl+2..‘wlb+b.
e dwt=t (h—=N L1 %! %l %,
k3

Nun ist aber nach (10), § 13, und wegen x = 1

h+x= Ny, 5+ A,
folglich

h—A+x—1=mn,,—1,
h—Ads=nai—2r=1l —1.

Mithin lisst sich auf die einzelnen Glieder der Summe Hilfsatz 6, § 17, an-
wenden, und man erhilt

[ o=t A7 g
O (h— !

] =0 fir x=1,
v, i—1
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da nach Formel (38), § 17, der Ausdruck [#—* @il 1—1 gar nicht mehr von w;
abhingt. Damit ist die Identitit (9o®) bewiesen.

Um nunmehr die Behauptung (9o0) in vollem Umfange zu beweisen, gehen
wir von der Bemerkung aus, dass (9o) offenbar fir w; = @, ; richtig ist. Der
Beweis von (90) ist somit erbracht, wenn jetzt noch die nach w; differenzierte
Gleichung (go) verifiziert wird. Die Differentiation von (90) nach w; ergibt nun
aber mit Riicksicht auf Formel (7), § 13,

[J:V’l¢;]w,z—1(“’l) — Iy + n4,2 [‘/fv—’% ‘}"5]@ 9 [_4:»,2 ‘Dt]v,z-q(“’l)‘

Ny, a! Pt Gy 0 Ny, 2! Ditr 0 Ny, il

{o1)

Um nunmehr (91) zu beweisen, gehe man von der aus der Identitit (32),
§ 15, abgeleiteten Beziehung

. [, s (@) ) EAST AN

(92) 7y, 2! = e+ s Ny, 2!
7+ g, s S [+ gi], oy (@)
— (e + A) w2 T — g(,](pt + ey, Ep—T

aus. Nun ist aber nach Hilfssatz 6, § 17, Behauptung (58) wegen der Voraus-
setzung 7, ; < I,

{93) [J;_’”J_‘q:); (@)= [.4;113——qu2 y=0 fiir 1=<:=1;
ferner ist nach Hilfssatz 7, da wegen (74) fiir n = n, ; offenbar A’ <A —1 ist,
(04) AR N CAES PAST

wobei iibrigens nach den Definitionsgleichungen (54), § 17, [dl’”_ Y|, # o nur
fir n,,:=10,, (aber nicht fiir n, ; <1I,) ist. Setzt man die Ergebnisse aus (93)
und (94) in (92) ein, so folgt die behauptete Beziehung (91) unmittelbar. Damit
ist aber Hilfssatz 10 vollstindig bewiesen.
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KAPITEL IV.
Die Kurvenverbinde hoherer Ordnung und ihre Indices.

§ 19. Die Funktion B* und ihre Entwicklungskoeffizienten.

90. Um brauchbare Sitze iiber die Indices der K. V. hoherer Ordnung
abzuleiten, suchen wir zunichst, gestitzt auf die im Kapitel IIT getroffenen
Vorbereitungen, die Funktion 2 B (¢, 0 2, (0)) mit Hilfe des Enriquesschen
Differentialoperators in eine Potenzreihe nach ¢ zu entwickeln und einen brauch-
baren Ausdruck fiir den ersten, von Null verschiedenen Xoeffizienten dieser
Potenzreihe zu bestimmen.

Um die hierzu erforderlichen Rechnungen zu vereinfachen, fiilhre man die
Funktion

(05) 2B*(0% " w (@) = 2 B (0%, 0" w (@)

_ 2 7 A—2
Pt @ i1 P+

7 i
+ g A (09, 0”t w (o) + M g N w, 0"t Pt
P 3% S )

=

ein, unter w(s) die Potenzreihe (29), § 15, und unter a} , die in Hilfssatz 3,

Formel (34) und (35), § 15 eingefithrten Funktionen verstanden.
Es werde ferner

(96) Li=L—(li—q—p)

gesetzt, wobei L die Konstante aus Formel (50}, § 3, bezeichnet.
Bs sei jetzt

(97) Li= 1,

denn die Fille L; <o, die auf K. V. der Ordnung o vom Typus I oder III
fithren (vgl. § 7), sind bereits in Kapitel II, § 12, erschopfend behandelt worden.
Dann wird nach Formel (46), § 2 und (54), § 3, aus (93)

a*P

2 Bt = gh—a—w (g}é (0, w (@) — i Wi (o, w (@) + o't V(o)

I d ‘li—x 1 Fln Pt ox N
(08) + q @ (0, w (0) (p + e — D) R 0* “’t)

%=1 %=0

o
= gt— 1P B} gn
ot tZ B o

n=>0
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91. Es sei, indem man wiederum an die in Gleichung (18), § 14, definierte,

abkiirzende Schreibweise ankniipft,

[2 BY], = 2 B* (01, 6% Q,(0)),"

wobei £, (6) die Potenzreihe (52) aus § 17 bezeichnet, und ausserdem auf der
rechten Seite von (935) bezw. (98) simtliche Grossen w, = @, , gesetzt sind.
Entsprechende Bedeutung modgen die Symbole [B],, [4], haben. Nunmehr ist
offenbar fir jedes 4

(99) (2 BY, =[2 B], identisch in o,

wobei [2 B], in die Potenzreihe

(100) [2Bl,=d""1"% 3 B, 0"

n=0

entwickelbar sei; denn nach der Definitionsgleichung {(52), § 17, fiir die Potenz-
reihe 2,(0) ist mit Riicksicht auf Formel (28), § 1, und (46), § 2,

A, =dt—9[@], = o.

Statt der Potenzreihe [z B], kénnen wir somit die Potenzreihe [2 B, untersuchen,

was erhebliche Vereinfachungen in den Rechnungen gestattet.

Wir suchen zuniichst den n*» Koeffizienten Bj der Potenzreihe (98) fiir 4= n

zu berechnen. Dann ist nach Formel (4) und (5), § 13,

~ n n n
B = 1 d iB ::LJ”—I—z:B
nl do* gt—9 om0 ml met—a—wf

ﬁ‘}’ya:o + q (dn q)t/a 0 + Z 1_1142::@/0:0)

O T n! Pt wy n! (n— x)!
—2 n—=2 —2p;—
; ( - ’2‘" v tD,/UAo)
¢\ m—z2p)! ta (u+ %) * m—z2p—x)!

! Wir weisen aunsdriicklich darauf hin, dass bei den in § 14 eingefiihrten Symbolen [_/IZ b,

6%
[0 %AZ (p] ausserdem auch noch ¢=o0 gesetzt ist, wihrend die hier auftretenden Symbole
w v
"

(B2, [4],, [B], weiter von ¢ abhiingen.
17
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oder aber, indem man Hilfssatz 3, § 15, Formel (38) und die Identitit (51), § 16
heranzieht,

< AnZ ¢t/ 0
n—x o=
(101) B1,~—vn_11+ Zb"% )]
%=0
n—2pt 1/ n—2 py Jn~—2pt /
1 — = — Pt/ o=0
—thmgLﬁﬁw° S theapyn e i)
q (n—2p)! = (n—2p — x)!

dabel ist zu setzen:

Vn—p,=0 fiir n—ILi<o,

(102)
A"—Z;’i p;l=o0 fir n—2p <o

n—

92. Nunmehr substituiere man in 2 B* fiir w (o) die Potenzreihe

~Ser+ S oo
x=2+1

und bezeichne, #hnlich wie in den Definitionsgleichungen (19), § 14, mit [2 B, ;
die Funktion 2 Br {07, a7t Q, ;1 (6)), wobei ausserdem auch alle iibrigen auf der
rechten Seite von (98) auftretenden Grossen w, fir o = x = i gleich «, . gesetzt
werden mogen.?

Entsprechend erhilt man den n*** Koeffizienten [BZ].,,; der Entwicklung fiir
[2 1;’“]1),1, indem man in Eﬁ die Grossen w, fir o =x =<1 durch e, , ersetzt.
Statt [f?;i]v 1 schreiben wir auch mitunter ausfithrlicher [f?mv 2 (0141, ©ise, ..., @a10),
um anzudeuten, dass dieser Ausdruck von w;i1, wite2, . . ., Wi+, aber nicht mehr

von w;4.+1 abhingt,
93. Unter den in § 1 eingefithrten Kurven
& = 6, () = o™ 2, (o)

fassen wir jetzt eine feste, reelle Kurve & = 6; (o) ins Auge, und es sei I3 die in

§ 17 Formel (54) eingefiihrte, der Kurve & = 0; (¢) zugeordnete Konstante, u der
zu [; gehdrige durch die Bez1ehung (55) § 17, definierte Index.

! Vgl. die Fussnote S. 237.
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Ferner sei » eine Zahl <13 + u, und A’ der zu »n gehorige Index, der durch

die Beziehung (74), § 18, eindeutig festgelegt ist. Wir suchen nunmehr auf
Grund der Beziehung (101) einen Ausdruck fiir [Bi];, . zu bestimmen.

Nun ist aber nach Hilfssatz 7 bezw. Hilfssatz 9, § 18,

[Jn—n ¢t]ﬁ' o= [Jitl—‘% qu]; fir o=x = ”n,

n—x
45 o] =45 0
identisch in wiy1, Wi, ..., Wa—y, DEZW. wWp—gp,.
Da ausserdem nach Formel (54), § 17,
[d",“"(pg];, =o firn—x=10l —1,
so ergibt sich aus (101) (man beachte Formel (102)!)

o—2p L7729

¢ (n—2p)!

(103) [E::]f',l’ = Un—p;, — iros=ns l;‘; — 1.

Fir I; <# =<10; + 1 hat man mit Riicksicht auf (55), § 17, und (74), § 18,

o < po e < ) "<y —
s=np gt A —ny =4, wenn A =pu—1,

n—1Is<u, wenn A =pu.

Daraus folgt aber in Verbindung mit Hilfssatz 4 Formel (41), § 15, dass b} ,
firo=zx=n— l;-, nur von w,, w, ..., wy, aber nicht mehr von wyy1, wirse, ...,
u. s. w. abhingt.

Mithin ergibt sich aus (101) fir L =n <l + pn

n—I's
P N—x
» d'l ¢t >
G0 Bl =ums 3 VR [_(é—:;)]r”
. _ n—2 py—l'o —9 py—
B A
q? n—2py {n ~ 2 p)! %=0 nTERe T, “(n — 2 pr— x)!

Die Formeln (103) und (104) lassen unmittelbar erkennen, dass die rechten

Seiten der beéiden Gleichungen gar nicht mehr von wyy1, @Wite, ..., W 8. W.
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abhingen. Daraus folgt aber in Verbindung mit der Identitit (9g) fiir den
Koeffizienten B; , der Entwicklung (100)

(103) B; , =B =Bk,

Diese Tatsache fithrt zur Formulierung von

Hilfssatz 11: FEs ser gleichzeitig

n=lh+u, ng A V=n=n ., 1
Dann ist
B;,n = [B;;]v,«,
wober [ﬁﬁ]vx etne Grisse ist, die durch die Werte 05 45 5 s ey 5 vollstandig
bestemmt ist, und wnicht mehr wvon den Verdnderlichen wyii, wyie, ..., 0. 8. W.
abhdngt. '

94. Wir kommen jetzt noch einmal auf den Fall

14 ’
n=mny . tAh, 1=L=p

zuriick und suchen aus (101) einen Awusdruck fiir [E::]ﬁ,z'—1 abzuleiten.

Aus m—x=n; .+ 2A—1 fir x =1, folgt nach Hilfssatz 7, § 18, bezw.
Hilfssatz g, § 18
I[d}zl";(pg];} fir 1<x<n—1

M—x o .
(106) [dn-x q)t]v, V—1 =
lo firx=n—10+1,
n—2 py '—1]., =[ n—2p; —17] .
(107) [dn—zpt 7B P TR v T
identisch in wy, wi+1, ..., Wp—y bzw. Wn—a p,.

Wir setzen jetzt ausserdem mnoch n» <[; + u voraus. Dann ist der Fall

A= p nur moglich, wenn n; w < Is. Man erhilt somit

— Is = pe g o . — ge ! g i Ty —
n—ly=mn; , + 4 L=ng p—my +FA=L—1 fir1==p—1,

n—ly=un; +u—Il=p—1 fir =g

Mithin hiingt in dem sich aus (101) ergebenden Ausdruck fir [Brl; ., die
Grosse by fir o=x = n—13 =1 —1 nach Hilfssatz 4 Formel (41}, § 13,
héchstens von U5 o €5 45+ -+ @5 5 aber nicht mehr von wy, wriy, ..., U. 8. W.
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ab. Da ausserdem nach Formel (106) diejenigen Glieder, welche den Koeffi-

zienten b::,x fiir x=#n—10; + 1 enthalten, verschwinden, so ist (vergl. Formel

(36) § 15)

o L, +4
n ° ° v b A ’f" . c]v
Uil by [0,
n, 0 ’IZ! ptai,o (1?;;‘)_’ + l,)'

das einzige Glied in dem Ausdruck fiir [f?::]v —y1, das von wy abhingt, und
man erhilt nach Hilfssatz 10 Formel (9o), § 18, mit Riicksicht darauf, dass

ne ., .
[//l?"" q),]; =0 wegen nj y < I

~ T Z,+ft' g Z'+1I
(108) [B"i,,z'“'] = [B",’;.'+j,‘]o , l(w;r)

v v, i'—
UJZ_’
7.0 ’ o
gl + ny . + ) [dl,’";‘ ‘pt]v,,l’—l
s — ' dw)_r—}-[a;’o, 7 ST a;’l,]
Pe (Z;,’ 0 7’11‘;’ Iz
B u
unter [e; ., @3 |, ..., @ ,], wie in Hilfssatz 4 Formel (40) § 15, einen Ausdruck
verstanden, der durch die '+ 1 Konstanten o o % 1 -+ @3 , bestimmt ist,
aber nicht mehr von der Verinderlichen wy abhingt.
Der bequemeren Schreibweise halber setzen wir jetzt zur Abkiirzung
UJI’
q+ny ,+ 2 (1457 0);
gl 5w 470% @l 1 —1(or)
(109) lPi-, Py (wﬁ') = ? o dw;.
bt aﬁy 0 ny ).'!
e/
X
Um endlich auch noch den Ausdruck [‘"1‘3,07 @y g G ) explizit anzuge-

ben, gehe man von der Tatsache aus, dass nach Formel {g9)
(B2, i (e ,) =Bl = B,

ist, und so erhilt man schliesslich aus Formel (108)

Mmoo+ 2
(I IO) [Bn:;: ; + }.;];’ Y ((l)),r) = B;l, n;' l'+ i zPl‘B, ry (w],')a



262 Hans Ludwig Hamburger.

wobei B, n, .+ je nachdem #n; . + X z1; oder =13 — 1 durch Formel (104)

oder Formel (103) vollstindig bestimmt ist.

Unsere Ergebnisse fassen wir zusammen in

Hilfssatz 12: FEs sel
n=mny ,+ A <l+p

nur von wy, aber wicht mehr ton

e A
Dann héngt der Koeffizient [B % ]

et
Wi+, Wrg2, ..., WS W. ab und wird durch Formel (110) dargestellt.
Ist

> =0y (g) = 0™ D\ ar, x 0"
=0
eine belichige Kurve des K. V. {ag ,_}, d. h. ist oy, x=05 , fiir o= x =V —1,
so wird offenbar
~n;’l+i’

(111) Bv,n;’ RSN [B"i",,z'+"]i’;,z'—1<av’ V)

Formel (111} liefert somit den n;',—{-l"en Koeffizienten von 2 B{d9, ),
wenn man in diese Funktion fiir 9 eine beliebige Kurve des K. V. {“5,1'—1}
einsetzt. Hierbei ist nach dem Satz von Enriques, § 14, die Grosse ay ;' eine

Whurzel der Gleichung vom Grade r; ,,_,

(112) [4:1"‘ @t]o {wx) = o,

v, A'—1

deren explizite Gestalt in Formel (27), § 14 angegeben ist. Ausserdem ist die
Gleichung (112) nach Formel (109) mit der Gleichung

(113) ’P;;, ! (wl') =0

diquivalent,
95. Hs sei jetazt
n=mng o+ u, Ly = xy

e

Um einen expliziten Ausdruck fiir []}Z];;Jhl aus der Beziehung (101) ab-

zuleiten, bemerken wir zuniichst, dass auch in diesem Fall die Identititen (106)
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und (107) fiir A= u gelten. Ferner folgt nach Hilfssatz 4 Formel (41), § 15,

dass b,  fir o=x=p — 1 nur von «; ,, ; ,, ..., @5 .y abhingt, wihrend

(le + n— p)(pe + )

(114) b= pial ou t [ 00 @5 0 25 )
(Is + g V(pe + 1)
_ v, 1 (wu — a;”u) + [ai,ov @5 e ey B g (Z;,,M]

2 2
Pt G,

wird. Ausserdem verschwinden wegen n — {3 = u nach Formel (106) alle Glieder

mit einem Koeffizienten b7 , wenn x = pu + 1 ist.

n
k4

~Ne tu
Mithin hingen in dem sich aus (101) ergebenden Ausdruck fiir [B L +H]°
v, u P, u—1

nur die beiden Glieder

o0k, w00 [Ti9ds
n! e (n— )]

n
bn, 0

von w, ab.
Zieht man noch Hilfssatz 10, § 18, heran, so erhilt man schliesslich in
Verbindung mit Formel (36), § 15, und Formel (14)

N oy ~ne tu
v, v,
[B “ ]° = [B‘no M-Hu]a (wr“)
L U] v,u U Av,u—1
n

b+mny Ye+n —op [d e gl
b, —a gl
piej 5, ! o .

+ [atz,{)’ a?:',l’ e v,gz];

unter lI’,‘;’M(wu) den in Gleichung (109) definierten Ausdruck fiir ' = p verstan-
den. Schliesslich ldsst sich der Ausdruck [«
bestimmen, wenn man beriicksichtigt, dass wegen (99)

~ne ty N
v, u Y, p
B (5 )= [B ] = B;
[ n;;”,ﬁ'” ° YV, u n M+/.L 5 ‘V,'nvnu-ﬂt

Y, u—1 v,

500 @ gs a;’y] leicht explizit

wird und der Wert fiir B; , durch Formel (104) gegeben ist.

bout

Wir fassen das Ergebnis dieses Abschnitts zusammen in
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~mne ot u
Hilfssatz 13. Es sed I3 = ng Dann héingt der Koeffizient [B n ]
v, u—1

N n;,Mﬂ»
nur von wy, aber wnicht mehr von @ui1, Wets, ..., W. 8. W. ab, und es ist
~Me
v, 4
ws) BRG] =B,
"v,u+” Y, p—1 Vit Wt
[dﬂ; ]
o o — '!L o
+(l‘+"v,u)(2‘+"v,u ) |4, 59 Ylog—az ) ~F  (w,)
9 2 w.’“ av L) Y, 0 w(“ .
pia, ne | i f o
v,0 v, u

Ist 9=06,(p) (vgl. Hilfssatz 12) eine beliebige Kurve des K. V. {a; .}, s0

Y, u—1
wird offenbar wieder wie in Hilfssatz 12 Formel (111)

~ﬂ;,ﬂ+ﬂ
(116) B‘V,‘n;,!"'*'#: Bne + @ ;,#—_1 (av“”')'

¥, 1
Hzerbet ist ebenso wie in Hilfssatz 12 die Grisse ay, , eine Wurzel der Gleichung

lP},’M(w‘u)=O.
~l';+u+l

96. Zum Schluss suchen wir den Koeffizienten [Bl,, +att
v

]., mit Hilfe
v, p

von (101) zu bestimmen.

Avs L +pt+1—x=L+pu=xn; ., —1+p fir x=1 (vgl Formel (55),

§ 17) folgt mit Riicksicht auf Hilfssatz 7 bezw. 9, § 18,

Uotuti—x .
I'o 4 pt1—x [d v ¢t], fir1=x=p+1,
d ¥4 q)t = " v
l’;+y,+1——n o

e o fir x = u + 2,

dl'; +u+1—2 pg 1 _ l';, tuti=2pp
l’o+‘u+1—2ptq)t . dﬂ P s
14 Y, u

identisch in wy41, Wese, ..., W 8. W.
HERFES |
Beriicksichtigt man, dass nach Hilfssatz 4, § 15, die Grossen bl';+u+l,n fiir
O=x=p nur von O s O pr s B aber nicht von wus1, wu4e, ..., W 5. W.

abhiingen, wihrend nach Formel (41), § 15,

(117) bl';,+ﬂ+1 _ U+ LY (pe+ 1+ 1)
7 Ustptlutt = pias o

wust + (o5 0, @50, oy ot;;”u],
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~l13+u+1

wird, so erhilt man als einzige Glieder des Ausdruckes fiir [Bl’°+y,+1
v

:I° , welche
Vp

von wyy1 abhingen:

dl';-i-[ﬁ-l y
t 5 .
Us+utl l';+;c+1¢ . Vst ptl [4#?’ ()pt],,
. 7 —  un ‘. i
Vg +ut1, 0 (l; +u+ 1) Us+utl, u+l Z;;!
Vst utl Ustutl

Zieht man noch zur Berechnung von b bezw. von A, Formel

'3
p+u+1

Vatut1,0
(36), § 15, besw. Hilfssatz 8, § 18, heran, so ergibt sich schliesslich aus (1071)

in Verbindung mit Formel (117)

(118) [~l';+u+1:| [-l’;}+y+1 ( )
118 B, =18, . Wiy+1
vsterily Vprwut1y 0K

’ ’ Ve
B 1 —p) |2 e
— I a}, ) 1;3! Wut1 + [0!;}0, 5P a;,‘u],‘

wobei u' < u durch die Bedingung (78), § 18, bestimmt ist.
Da wegen (99)

[ Vot ( ) Vst

B, o = | B, =B .
RG] PR vetptt|s P Ustutl
ist, so lisst sich die Beziehung (118) auch in der Form

(119}

JUstutt (I + l;,) (L + l;‘; — 1)
[ ]; = Bﬁ,l;¢;+y+1

Vet pu+1l P ]
pH pees

. [dli{m]f}

ol (pt1 — a5, 41

schreiben. Unser Ergebnis fassen wir zusammen in

e+ u+l

Hilfssatz 14: Der Koeffizient [B v ] hingt nur von wyy1, aber nicht
v, u

Vo +utl
mehr von wuye, ®Wuys, ..., W.s. w. ab und wird durch die Formel (119) dargestellt.
Ist 9 =10,(0) eine belicbige Kurve des K. V. o V}, so tst, entsprechend
Hilfssatz 12 Formel (111)

Vot utl
4
(120) Bv’l;°:+“+1 = [Bl’;+,u+l]; !L(“v, #+1)'
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Hierbei 7st nach dem Satz von Enriques, § 14, in Verbindung mit Formel (109)
die Grisse ay, u+1 eine Wurzel der Gleichung

2/

qfﬁ?’, e (wﬂ+1) = 0.

§ zo0. Die vier Typen der Kurvenverbiinde hoherer Ordnung.

97. Im Kapitel II hat sich bereits fiir die Indices fast aller K. V. der
Ordnung o eine Abschitzung beweisen lassen, aus welcher die Behauptung
i(0} = — 1, das eigentliche Ziel unserer Untersuchung (vergl. die Ausfiihrungen

der Abschnitte 8. und 9. der Einleitung), leicht abzuleiten war; ausgenommen

+ —_—
war jedoch dort der Fall, dass der zu untersuchende K. V. {pt} bezw. { pt} vom

allgemeinen Typus II, d. h. nicht vom Normaltypus II, ist. In dem folgenden
Paragraphen dieses Kapitels haben wir uns ausschliesslich mit diesem Fall zu
beschiftigen.

Nach Definition VII, § 7, existiert dann eine Wurzel a; , der Gleichung

Fi,o(w) =0, derart dass gleichzeitig fio(e; )=o0 ist. Ist jetst 3 =0; (o) eine
Kurve des K. V. {e;,} so ist nach den Definitionsgleichungen (54), § 17, die

dieser Kurve zugeordnete Zahl I3 = 1 wegen
[£gid; = fio(e; ) = o (vgl. Formel (6), § 13).

Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf die Beziehung (72), § 7, fiir den ersten
Koeffizienten B; , der Entwicklung (100}, § 19,

(121) B: =lim [2 B] L

V0T L, gt _'pt o, Jio (“13,0) = 0.

98. Ausser der in § 17 Formel (54) und (55) eingefithrten Zahl I3 ordne

man jetzt der Kurve 9 = 0; (¢) eine zweite Zahl I zu, die durch die Gleichungen

(122) B;

»

= i <’o’— o
=0 firo=ns1; I,Bv,l;;+o

definiert wird.
In dem hier betrachteten Falle ist immer I§ = 1 wegen (121). Ausserdem

ist I; eine endliche Zahl; denn aus I = o wiirde Blg, 6;(¢)) = o folgen und
somit jeder Punkt der Kurve &4 =0; (o) ein Nabel sein, im Widerspruch mit

der Voraussetzung, dass der Punkt ¢ =0 ein isolierter Nabelpunkt ist.



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 267
Endlich werde durch die Abschitzung

173
(123) np,trEh=n ot

ein zu [ gehoriger Index 7 eindeutig festgelegt.

99. Die K. V. {“5,1} der Ordnung A + 1, deren Index wir im folgenden

zu untersuchen haben, mogen so, wie sie in der Definition II, § 4, eingefiihrt
wurden, wieder nur reelle Kurven & = 6,(¢) enthalten, zum Unterschied von
den in § 14 betrachteten K. V.[a;,]. Der K. V. {o; ,} setzt sich somit aus der

Gesamtheit der in [a;’j] enthaltenen reellen Kurven zusammen. Bezeichnet wie-

der, wie in § 14 und § 17, 7; , die Michtigkeit von [e; ], 7§ , die Michtigkeit
von {a; .}, so ist offenbar 3 , <; ,, und ausserdem sind r; . und 73, beide ent-
weder gleichzeitig gerade oder gleichzeitiy ungerade. Wir erinnern endlich daran,

dass nach dem Satz von Enriques, § 14, 73 , ausserdem gleich der Ordnung der

.2
Wurzel o , der Gleichung

[JZ;’, i (Dt];’ 1—1 (wi)) =0
ist.

100. Dies vorausgeschickt, gehen wir dazu iiber, gewisse Typen von Ver-
binden héherer Ordnung zu charakterisieren.

Definition IX: Ein K. V. {e; ,_,} heisst, fir A= 1, K. V. vom Typus 1,

wenn er wm Sinne der Definstion V, § 5, von erster Art ist.

Definition X: Der K. V. {a; , |} heisst, fir A=1, K. V. vom Typus II, wenn

erstens B: =o fir o=n=<ns.,+ A—1
v,n v, 4

zweitens fir alle Kurven 9 =0, (o) des K. V. {a; , ,}

(124) Bv,n;’ 1= O0—%; (a,3).

2

Hierbei bezeichnet ¥; ,(wi) die in Formel (109), § 19, definierte Funktion und
C eine Grosse, die durch die Werte @ g @5 4, - - - & , bestimmt ist, aber nicht
von @, ; abhingt (d.h. sich beziiglich ¢, ; wie eine Konstante verhilt). e,,2

selbst ist offenbar eine beliebige Wurzel der Gleichung

(123) 'P’;J(w;)———o (vergl. Gleichung (112) und (113), § 19).
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Definition XI: Der K. V. {a; ,_,} heisst fiir A= 1 K. V. vom Typus I1I, wenn

. =0 fir < e -
erstens B; =o firo=n=mn; , +4i—1

zweitens fir alle Kurven 9 =0,(p) des K. V. {a

13,;.—-1}

(126) Bv,n;’l-i-l =0 + Cyey 2 — q’i,z(aﬁ,x)'

Hierbei bezeichnen C, und O, Grossen, die (ebenso wie die Grosse C in Defini-
tion X) sich beziiglich «, , wie eine Konstante verhalten. «,, ; selbst ist eine
beliebige Wurzel der Gleichung (125).

Definition XII: Der K. V. {a; } heisst fir w=o K. V. vom Typus IV, wenn

erstens B; —=o firo=n=10;+upu
zweitens fiir alle Kurven 9 ==0,(p) des K. V. {a; B

(127) Bv,l;t; tur1=C + Cyay, ui1,

wobei unter €, und C, Grossen derselben Art wie in Definition XI zu verstehen
sind. @, x+1 selbst ist eine beliebige Wurzel der Gleichung

(128) ZP';‘M+1 (w#+1) = 0.

Die drei Typen I, II, III von K.V einer Ordnung = 1 erweisen sich als
sinngemisse Verallgemeinerungen der in Kapitel IL, § 7, eingefithrten drei Ty-
pen der K. V. der Ordnung Null. Der in Definition XII formulierte Typus 1V
hat bei den K. V. der Ordnung Null kein genaues Analogon.

101. Die Hilfssiitze des § 19 reichen bereits aus, um alle diejenigen fiir
unsere Untersuchung wichtigen Fiille zu charakterisieren, in welchen die oben
definierten vier Typen auftreten.

Um die Tabelle der Typen aufzustellen, haben wir, indem wir an die Ab-
schitzung (55), § 17, erinnern, die beiden Fille zu unterscheiden, dass

(129) erstens ny , +1 =15 <n 1 (u=o0) aber [; = oo,

13,(/,+1 -
(130) zweitens [y =mny , (u = 1) wird.

Zunichst behandeln wir den durch die Beziehung (129) charakterisierten
Fall. Ausserdem geniige die zu Beginn dieses Paragraphen in Formel (122}

definierte immer endliche Grosse [° der Abschiitzung

[19] 1= =10 +u,
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sodass fiir den zu 5 gehorigen, durch die Bezichung (123) bestimmten Index <
o=T=u
ist.
Dann sind alle K. V. {e; , |} fir o<1—1=7—1 und auch der zuge-

+ —
horige K. V. {pt} bezw. {pt} vom Typus II. Dies folgt fiir den K. V. der Ord-
nung Null aus der Bemerkung zu Beginn dieses Paragraphen in Abschnitt 97;
fiir die K. V. der Ordnung = 1 gilt, wie in Definition X gefordert wird,

— il << Mo — 3 < pe g < ] —
Bv’n ofuralle12=77v’l+l 1=n, tr—1=l;—1.

, T
Ferner lisst sich nach Hilfssatz 12 in Verbindung mit Formel (110) und (111),

§ 19, der Koeffizient By,ng +i fir 1 <1 <7 auf die Gestalt (124} bringen.
Andererseits ist der K. V. {¢; | vom Typus I. Dern B; ,, der nach der
’ "

Definitionsgleichung (122) erste von Null verschiedene Koeffizient der Potenzreihe
(2 Bl; = 2 B(07, 0 2; (0)), ist wegen (123) nach Hilfssatz 11 in Verbindung mit
der Beziehung [1%] durch die Zahlen «;

o
7,0 %o

ab. Bs ist somit fiir jede Kurve 9 =0, (p) des K. V.

a; , bereits bestimmt und hiingt

nicht mehr von ep 1
{e;

sg 2 Ble, 0y (0) =sg B;
v

d.h. der K. V. {a;;’t} ist nach Definition V, § 5, von erster Art, oder aber nach
Definition X vom Typus I, was zu beweisen war.

102. Es sei jetzt wieder die Beziehung (129) erfiillt, aber es sei ausserdem
[18] L=l +p+ 1

Dann iiberzeugt man sich ebenso wie im Falle [1% davon, dass alle K. V.
{a;;’ syt fir o=A—1=p—1 nebst dem dazugehorigen K.V. {;t} bezw. {1—%}
vom Typus 1T sind.

Der K. V. {e; ,} ist nun aber vom Typus IV. Denn wegen [16] ist erstens

,=0 fir o =n=10; + u, zweitens folgt aus Hilfssatz 14 in Verbindung mit

B:

vi

Formel (119) und (120), dass der Koeffizient B von der Gestalt (127)

v, ;;3 +a+1
ist. Mithin sind die beiden Bedingungen der Definition XII fiir den Typus IV
erfiillt.

103. Nunmehr sei zweitens
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ausserdem sei

(27] 1sEshtpu—1=n , +tp—1,

sodass der zu I gehorige, durch die Beziehung (123) bestimmte Index = der

Abschitzung
osT=pu—1
geniigt.

Dann zeigt man ebenso wie im Falle [1°], dass die K.V. {o; , ,} fiir
+ —
fir o<A—1=<7—1 nebst {p,} bezw. {pt} vom Typus II und der K. V. {e; }
vom Typus I ist.

104. Es sei jetzt wieder die Beziehung (130) erfiillt, es sei aber ausserdem
[2f] l;{;l,’;-hu:n;,#—}-y.

+ -—

Dann sind die K. V. {e; , |} fir o<1 —1=<pu— 2 nebst {p;} bezw. {pt}
vom Typus II, wie man ebenso wie in den vorherigen Fillen erkennt. Der K. V.
{eg .} ist aber jetzt vom Typus III. Denn es ist erstens B; ,=o fir

os=n=mn; ,+u—1 wegen [2f], zweitens folgt aus Hilfssatz 13 Formel (115)
und (116), dass der Koeffizient Bv,,,; e von der Gestalt (126) ist, mithin sind

die beiden Bedingungen der Definition XTI erfiillt.
Hat man anstelle von [2f] die schirfere Abschiitzung

Gzht+p+ti=mn , +utr,
so ldsst sich ausserdem noch ebenso wie im Falle [1#] zeigen, dass der K. V.

{a;,' ﬂ} vom Typus IV ist; doch werden wir im folgenden von dieser Tatsache

keinen Gebrauch machen.

105. Zum Schluss fassen wir die Ergebnisse der Abschnitte 101, 102, 103
und 104 der besseren Ubersicht halber in einer Tabelle zusammen:

1. n;’#+1§l';§n;’#+l—-1, g =0 oder [ = .
. 1=L=0+p, {e; ,_,} vom Typus II firo=A—1=7—1,
[x 0=T = u; {e; } vom Typus I;
el Lzl+p+1 {e; ;) vom Typus II firo=i—1=p—1,
T= U {e,,} vom Typus IV.
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2. L=n; , p=1
2 Iél;{éw;,y-l—y-—l, {e; ,,} vom Typus Il firosi—~1=0—1,
2a
O=ST=p—1; {e; ,} vom Typus I;
- 5= ny T o {“5,1—1} vom Typus Il firo=d—1=pu— 2,
T=u; {a,;‘ﬂ__l} vom Typus III.
L=

ny et {e; , vom Typus IV.

v

§ 21. Der Index eines Kurvenverbandes hiherer Ordnung vom Typus II.

106. Es sei {e; , ,} ein K. V. der Ordnung A= 1, und es sei gleichzeitig

v,
ng A<l +p; omg, +AST

dann folgt aus der Tabelle am Schluss von § 20, dass der K. V. {“1‘7,1—1} vom

Typus IL ist, d.h., unter 9 =0,(g) =72, (o) eine beliebige Kurve des K. V.
{e; ;,} verstanden, es geniigen die Koeffizienten der Entwicklung

[2 Bly = 2 B(07, 0" 2y () = 077 > By, a0
n=0

nach Definition X, § 20, den Gleichungen

B,,=B; ,=ofirosn=n, +i—1
(131)

Bv,n; 2+;.= C— q‘ﬁ,z(“i.a)'

Hierbei ist nach Formel (113) und (109), § 19, @»,; eine reelle Wurzel der Gleichung

gt + n5 , i@[d’“ ]

(152) q[;;’l(wi)z Py on5 ;! 05, (i) =o;
v, e

ferner ergibt sich mit Riicksicht auf (110) aus Hilfssatz 12 Formel (111), § 19,

(133) C=B;,. .

Py, 2

Um nunmehr den Index z{ey , ,} zu berechnen, gehen wir von der Beziehung
(61) des § 4
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(134) ifay )= Sila, ;)

v

aus, wobei die Summation auf der rechten Seite von (134) iber alle reellen
Wurzeln ay ; der Gleichung (132) zu erstrecken sind.

107. Wir untersuchen hier zunichst den Fall:

yi=Bs . L Fs (e, ) F O

i Py,

Bv, ne
v!

Dann wird offenbar, wenn % =6,(p) eine beliebige Kurve des K. V. {ay i} ist,
wegen (131) und (133)

(135) sg (2 B, =sg (Bi,n; Y ’P{J,z(“v, 1));

hieraus folgt aber in Verbindung mit Definition V, § 5, dass der K. V. {e; i}
von erster Art ist.

Da ¥; ,(w,) fir v, =a, , verschwindet, so hat die Funktion

(I 36) Bi', e A+3. - lp‘;,l(wl)

fir w;= a1 entweder ein Extremum oder einen Wendepunkt, je nachdem die

Ordnung 7

y,» der Nullstelle o, ; von ‘Pv ;(»,) ungerade oder gerade ist. Nach

einer Bemerkung aus Abschnitt 99, § 20, ist nun aber auch der K. V. {ay, ;}
von gerader oder ungerader Michtigkeit, je nachdem die Ordnung »,; gerade
oder ungerade ist. Mithin ist nach Satz 2, § s,

ifay, i} =o,
wenn ay,; ein Wendepunkt der Funktion (136),
ey, 3} = 1t 1,
wenn oy, ; ein Extremum der Funktion (136) ist.

108. Um im Falle ¢{ay,;} = + 1 auch noch das Vorzeichen eindeutig zu

bestimmen, gziehe man den Zusatz zu Satz 2, Formel (68), § 5, heran. Danach
11

hat man sg 4 (0%, 0% o) fiir w =(q, , + ¢)¢* + D ¢;  0* zu untersuchen. Nun ist
x=0

aber
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w={(ay, ;_+e)d;‘+ > o*
=

sg A (0%, oPtw) i—1 = sg [d’;;},; (Dt];,, 1 (a,,, Lt e)

e

(137) =sg (¥} ;(e, ; + ¢)) wegen (109), § 19;
denn entwickelt man mit Riicksicht auf Formel (46), § 2, die Funktion

P
A (0"; aPt ((av , T e)ot + 2, as o“)) in eine Potenzreihe nach g, so bemerkt man,

Y, %
*=0

dass nach dem Satz von Enriques Formel (23), § 14,

[4:@); (e, , &)= [47_,@]); =0 fir n<n; ,— 1.

i—1 v, 4

Nunmehr ergibt sich aus Formel {68), § 5, in Verbindung mit den Glei- -
chungen (135) und (137)

(138) t{ay, 2} =sg

wofern die Funktion (136) fir wi= ay,; ein Extremum besitzt. Andererseits ist
offenbar ¥ (e, ; + &) > o0, wenn die Funktion (136) fiir , = @, , ein Maximum,
¥ (e, , + &) <o wenn die Funktion (136) fir w, = «, ;, ein Minimum hat.

Und somit erhiilt man aus (138) den

Satz 9. FEs ser {a; , ,} ein K. V. der Ordnung 4= 1 vom Typus II, und es

ser {a, ;} ein dn {ag .4} enthaltener K. V. derart, dass die Funktion (136) fiir
w; == ay_; micht verschwindet.

Dann st

t{oay,2} = 0, wenn die Funktion (136) fiir w;= ey, einen Wendepunkt,

i{ay,2} = + 1, wenn die Funktion (136) fiir wy= ay,; entweder ein positives Mazxi-
mum oder etn negatives Mintmumi,

i{ay,1} = — 1, wenn die Funktion (136) fiir wi=ay,: entweder ein negatives Mazxi-

mum oder ein positives Minimum hat.

109. Wir suchen jetzt ein Gegenstiick zu Satz 5, § 9, zu beweisen, d. h. wir
suchen einen Ausdruck fiir den Index eines K. V. héherer Ordnung vom allge-
meinsten Typus IT zu bestimmen, welcher der Formel (107), § 9, entspricht.

Es seien

Bi<f<- <Bs

18
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simtliche reellen Nullstellen der Funktion (136). Ist w, =8, eine Nullstelle der
Ordnung = 2, so ist 8, gleichzeitig eine Nullstelle von lP;‘;’Z(wi). Mithin gehort
zu diesem 8, ein K.V. {8} und ein Index ¢{@.}. Ist aber 3, eine Nullstelle
erster ordunung der Funktion (136), so existiert offenbar kein K.V. {8}. In
diesem Falle setzen wir der bequemeren Formulierung halber entsprechend For-

mel (98), § 9,
(139) ) {ﬂx} = 0.

Um nun den Beitrag zu berechnen, den die im Intervall 8. << wi << fBe41 ge-

legenen Nullstellen «, ; von ¥ ,(w,) zu dem Index 7{e; , ,} (A= 1) mit Riick-

i
sicht auf Satz g liefern, ziehen wir eine einfache Bemerkung iiber reelle stetige
Funktionen heran.

Es sei f(x) eine reelle stetige Funktion, die im Intervall x, < z < x, defimtiert
sei und dort nur endlich viele (relative) Extrema haben moge. Ausserdem sei
Slx)) = flx;) = 0, hingegen sei f(x) fiir innere Punkte des Intervalls von Null
verschieden.

Ist jetzt fir x, <z <, die Funktion f(z) > 0, so ist die Anzahl der im
Innern dieses Intervalls gelegenen Maxima um eins grosser als die Anzahl der
dort gelegenen Minima. Ist hingegen fiir x, <<z < x, die Funktion f(x) <o, so
ist die Anzahl der dort gelegenen Minima um eins grosser als die Anzahl der
Maxima.

Hieraus folgt aber in Verbindung mit Satz 9, dass jedes der N — 1 offenen

Intervalle 8, <w, <@ ., zum Index 7z{e; , ,} den Beitrag + 1 liefert. Ent-

®+1 v, —1

sprechend zeigt man, dass jedes von den beiden offenen Intervallen
-0 < w<f, A<om<+ n

zu dem Index ¢{e; , .} den Beitrag o liefert.

Fassen wir die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammen, so gelangen wir zur

Formulierung von

Satz 10. ILs ser {ay , ,} ein K. V. der Ordnung 4 =1 vom Typus II und

es seien P, fiir v =1, 2, ..., N simtliche veellen Wurzeln der Gleichung
(140) B;,ﬁ; ',{+7._ qj’:’,l(wl)zo’

Dann ist der Index
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(141) iley , b =N—1+ X8}

110. Wir wollen jetzt entsprechend der Definition VII, § 7, einen beson-
ders einfachen Spezialfall des Typus II betrachten:

Definition XIII: Der K. V. {e; ,_,} (A= 1) vom Typus IT heisst vom Normal-
typus II, wenn die beiden Funktionen

B; ..
v,

+2 IP;;",' (w;,) und qf;j,l(w;,)

keine gemernsamen reellen Wurzeln haben.
Ein K. V. vom Typus II, der diese Bedingung nicht erfiillt, heisst vom all-
gemeinen Typus I1.

Nach dieser Definition sind somit, wenn der K. V. {e; , |} vom Normal-
typus II ist, simtliche reellen Wurzeln 8. der Gleichung (140) von der ersten

Ordnung; es ist somit nach Formel (139) ¢ {8.} = o fiir alle x.

5

Mithin ergibt sich aus Formel (141) des Satzes 10 der

Satz 11. Es ser der K. V. {“1‘5,;.—1} der Ordnung % =1 vom Normaltypus II.
Dann ist ¢ {e; ,_,} gleich der Anzahl N der reellen Nullstellen der in Satz 10 auf-

tretenden Gleichung (140) vermindert wm 1; d. h. es st

ey, )=N—12Z—1

Zusatz zu Satz 11. Unter den Voraussetzungen von Satz 11 idiber den
K V. {a } enthaltene K. V. {av, 14x}

(x=0,1,2,...) von erster Art, mithin nach Definition IX, § 20 vom Typus I.

51—} tst mach Satz 1, § 5, jeder in {ey ,

§ 22. Die Indices von Kurvenverbinden héherer Ordnung vom Typus I und
vom Typus IV,

i11. Es mogen jetzt die der Kurve ¢ = 6;(g) in Formel (54), (55), § 17,
und Formel (122), (123), § 20, zugeordneten Zahlen 7} und 73 auf einen der beiden
in der Tabelle am Schluss von § 20 mit [1%] oder [2%] bezeichneten Fille fiihren.
Dann ist, in beiden Fillen der K. V. {e vom Typus IT und der K. V. {e; |

vom Typus I, d. h. er ist nach Definition IX, § 20, von erster Art.

13,1—1}
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i’ » Xy 3 .
Ist &g =mn; , + 7, so ist B;,_n;‘ 1“#0, und es lisst sich der Wert von ¢ {e; }

mit Hilfe von Satz 9, § 21, angeben. Ist aber ny  +ov+ 1= =n; ., +7,
so ist By =0, und der K. V. {« ist nach Definition XIII, § 21, jeden-

V,n; t-{— T ;1, 1—1}
falls nicht mehr vom Normaltypus IL

Zur Bestimmung von ¢{e; } stiitzen wir uns jetzt auf Satz 2, § 5, und
erinnern an die in Abschnitt 107, § 21, gemachte Bemerkung, dass der K. V.
{e; ,} von gerader oder ungerader Michtigkeit ist, je nachdem die Funktion

B ¥; ,(w) tiir o, =a;  einen Wendepunkt oder ein Extremum hat.

;J,n;,z+ z
Da diese Funktion offenbar an den gleichen Stellen Wendepunkte bezw.
Extrema hat wie die Funktion : 43 ,(w), so ergibt sich der

Satz 12. Es ser der K. V.{e; .} vom Typus Il und der K. V. {e; .} vom
Typus 1.} Dann ist

) {“1‘3,1} =0,

wenn die Funktion ¥ (w.) fiir w,= a;  einen Wendepunkt,

ilay p=11,

wenn die gleiche Funktion fiir w.= ey , ein Extremum hat.

112. Nunmehr sei $=6; (o) eine Kurve, deren zugeordnete Zahlen I3 und [y

auf den in der Tabelle § 20 mit [1f] bezeichneten Fall filhren mogen, d. b. es sei

ny +1=h <

bu 5= 1, Lzl+u+r, u=o.

n‘;’,y-f-l -

+ pu—
Dann ist der K. V. {“5,,4—1} (bezw. im Falle u=o0, der K. V. {pt} oder {pg})
vom Typus 1I und der K. V. {a;,”} vom Typus IV.
Man hat somit nach Definition XII, § 20,

B; ,=o fir osn=10+up,
(142)

Bv,l;«; sur1=C + Cyap yt1.

! An die Stelle der engeren Voraussetzung von Satz ¢, dass
Bi'l,no +1-¥;13,z(“17,1)=B5,n° +270
v,t v,z

sein moge, tritt jetzt die allgemeinere Voraussetzung, der K. V. {a; 1} sei vom Typus I
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Hierbei ist ey ,+:1 eine beliebige reelle Wurzel der Gleichung (128), § 20, ferner
ist nach Hilfssatz 14 in Verbindung mit Formel (119) und (120), § 19

(L + l;,) (L + l’;, — i) [JL? g"]ﬁ

(143) 2 = }7? ag l’°| 7é0 Wegen (54) § 17:
v,0 y*
Cl:B;,l’;+u+l_C2a‘;,,u+1_

113. Wir behaupten zunichst, der K. V. {a;’#} sei entweder von erster Art
oder im Sinne der Definition VI, § 6, von zweiter Art.

Die Behauptung lisst sich als eine unmittelbare Folge der Gleichungen (142)
einsehen, wenn man noch voraussetzt, dass die lineare Funktion C, + Cywu1
aus Formel (142) fiir keine reelle Wurzel w,+1= ey 41 der Gleichung (128), § 20,
verschwindet; denn dann ist sg (2 By = sg By, vy + 4+ 1= s (C, + Cyap, pt1). Wir
wollen aber den Beweis auch fiir den Fall fithren, dass fiir ein gewisses v =

der Ausdruck C, + Cyay, 1= 0 ist.
Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass nach Hilfssatz 14 Formel (119), § 19,

Vet pu+1
(144) [Bl';+y+1]; #(wyﬂ) =0, + Goun

ist, und dass ferner die Groésse (144) als erster von Null verschiedener Koeffizient
der Entwicklung der in Formel (98), § 19, eingefithrten Funktion®

~Iﬂ M
2Bl‘v+‘u+l(0'q,0pt(w(b+lou+l + 2 o xox))

(143) =

mlle e +1

aufgefasst werden kann; denn die zu einem Exponenten n =1[; + p gehdrigen

Koeffizienten dieser Entwicklung hingen nach Hilfssatz 11, § 19, nur von
@5 00 @ 1r e B s aber nicht mehr von wu+1 ab und verschwinden wegen der

Gleichung (142).

! Den Zusammenhang zwischen Formel (98), § 19, und Formel {145) stellt man her, indem
man in Formel (98) o, = @, firo=x=p o, =ofirx=zu + 2 setzt, wihrend ©,,, verinder-
lich bleibt. '
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114. Nunmehr suchen wir eine Funktion wui1= yu+1(0) zu bestimmen, die

der Gleichung

~ g “
(146) 2Blp+ﬂ+1(aq’opt (wﬂ+lo1u-+-l + 2“1‘; %G”)) =0
x==0
geniigt.
Setzt man

lim 2,41(0) = @p41
g—sQ

so folgt auns den Beziehungen (144), (145) und (146), erstens, dass wu41 durch
die Gleichung

Oy + Cydus1 =0, (G # 0 wegen (143))

eindeutig bestimmt ist, zweitens, dass nach Formel (145) in Verbindung mit

(143) und (144)

=V 4+ u 41
i) 2B
; —
~—q-—p3+l;+u+l

lim C, 5 o
o0 0wy+1 0‘13 :

Op+17" Yy +1

ist. Mithin ist anf Grund des Fundamentalsatzes iber implizite Funktionen die
Funktion wy+1=y.41(6) durch die Gleichung (146) eindeutig bestimmt, und hat
die Eigenschaft, den Streifen o< o¢=4J der o¢,w.+1-Ebene in zwei Gebiete zu
teilen derart, dass der Ausdruck (145), als Funktion von ¢ und w,.+1 betrachtet,
in jedem der beiden Teilgebiete von konstantem Vorzeichen ist und nur beim
Uberschreiten der Kurve w1 = Xu+1(0) das Vorzeichen wechselt.

Andererseits ist nach Formel (g99), § 19,

(147) [2 Bly = 2 B3 T # 1 (g7, 67 ©, ().

Folglich kann die Funktion

w
(148) o % (0) = oPt (%uﬂ(‘f) ov*t + 2“’7’“0%)

unmoglich gleich einer der Funktionen
& = 0y (¢) = 0" Oy (0)

des K. V. {a;,’ﬂ}

verschwinden wiirden, im Widerspruch mit der Voraussetzung, dass die vorgelegte

sein, da dann wegen {146) 2z B und A4 fiir ¢ = o% (o) gleichzeitig
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Fliche fiir ¢ =o0 einen isolierten Nabel hat. Somit kann man die Kurven
3 =0y (0) = 0Pt (6) des K. V. {e; ,} in zwei Klassen einteilen, je nachdem im
Bereiche 0 = ¢ = ¢ die Funktion 2y (0) > y(0) oder £, (0) < (o) ist.

Es mogen jetzt die Funktionen 9 =&, (), wenn » das Intervall v, <»v <,
durchlduft, simtliche Kurven von wungeradem Vielfachheitsgrad sy des K. V.
{as u} der Grésse nach geordnet darstellen (vgl. Formel (57), § 4), wihrend die
Kurven aus {a;’ﬂ} von geradem Vielfachheitsgrad mit Riicksicht auf die Defini-
tionsgleichung (59), § 4 fortgelassen sind. (Die Nummerierung der Kurven
& =0, (g} ist somit hier voriibergehend gegeniiber der in § 4 Formel (57) ein-
gefithrten Nummerierung abgeindert). Dann existiert eine ganze Zahl », derart

dass », — I =<y, =, und dass im Bereich o <6 =6
(149) (o) > (o) fir », <v =, Qo) <y(o) fiir v+ 1 v <w,.

Nunmehr folgt aus der oben bewiesenen Eigenschaft der Funktion w,4==
= gu+1{o) in Verbindung mit den Beziehungen (146), (147) und (148), dass, wenn
v die ganzen Zahlen des Intervalls », =» =< », durchliuft, der Ausdruck [z B)y
hochstens einmal, nimlich beim Ubergang von », zu »,+1, sein Vorzeichen
wechselt. Damit ist bewiesen, dass der K. V. {a;‘#} vom Typus IV von zweiter
Art ist, ausgenommen in den beiden Grenzfillen vy=» — 1 und v,=w, In

diesen beiden Fillen ist der K. V. {e; | sogar von erster Art, denn dann gelten
im Falle vo=9 —1 fiir alle 2, (o) des K. V. {¢; | die Abschiitznngen (o) <ylo),

Vo

im Falle v, =4, die Abschitzungen 2, (o) > y (o).

115. Nach Satz 4, § 6, ist

[+

AU I,

wenn der K. V. {“i?,,b} von ungerader Michtigkeit ist, d. h. bei ungeradem

7 dann hat nach einer Bemerkung aus Abschnitt 107, § 21, die Funktion

Vw0
B’;,na +u
v, u

ein Extremum.

—¥; (0., und damit auch die Funktion ¥; o (wg) selbst, fir ., =q; “

Andererseits ist

¢{a; }=+2, oder =0, oder =— 2,

wenn der K. V. {a;,’y} von gerader Michtigkeit, d. h. wenn 7, gerade ist, die

Funktion ¥; (w,) somit fiir w, = a; . einen Wendepunkt hat.
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Aus dem Zusatz zu Satz 4, § 6, leiten wir jetzt eine notwendige Bedingung
fiilr das Eintreten des ungiinstigsten Falles ¢ {a;,’ #} =— 2 ab, indem wir die dort

angegebene Bedingung

0%1 A(Q, 19')
(150) sglﬁ;
2Be,9) [ 9=0,10

=-—1

in geeigneter Weise umformen.
Da nach unserer Festsetzung £, (c) unter allen Funktionen £,(o), bei denen
v, = v =, die grosste Funktion ist, so ist offenbar mit Riicksicht auf (143),

(144) und (147)
(151) sg 2 B, =sg O, =sg[4} pl];,

ausser im Falle vo=v, —1, d. h. im Falle @, (o) < g (o) fiir alle » des Intervalls
v =v=v,; doch dann ist der K. V. {e; ,} von erster Art und der Fall ¢ {e J=—2
kann nach Satz 2, § 5, gewiss nicht eintreten.

8 A (o, 3) .
Um sg W/9=8“(9) zu berechnen, gehen wir von der Formel (67), § 5,

aus, und folgern

7 A(Q, 19') d x
(152) sg o9 | o=0,0 =sg A {o; (@, u+1 + k) oPetrtl 4 Z a; , oPttx),

%=0

unter % eine positive (beliebig grosse) Zahl verstanden.
Nun ergibt aber die Entwicklung von 4 nach Formel (46), § 2,

o
(153) 4 (9§ (%,,M+1 + h)oPetetl 4 Z a; . a"’t“"”)

x=0

No
[/Iv‘y+1 (Dt]‘; ay +1+h no
:g’lt“"q( a4+l aM(O}sM )O.V,,u+l+... ,

o {
Ny !

da nach dem Satz von Enriques, § 14, die Entwicklungskoeffizienten aller

Glieder von (153), welche zu einem Exponenten n = My i1 gehdren, nur von
@ 4y @4y - - - @5 ,, aber nicht mehr von @, 441+ h abhingen (vergl. insheson-

dere Formel {23), § 14) und somit verschwinden.
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Andererseits erhiilt man aber, indem man die Entwicklung (27), § 14, von

[JZ’?;{‘“ ‘Dz]i?, o (®,,,) beriicksichtigt,

[ n; ut ] 07-:;,1‘ n;} “ . 11 h
sg | 4,517 @, 1‘3,;4(“v,,y+1 + h)=sg PYED ”AM’ @, . tiir alle A > o.
w " p
o

Mithin ergibt sich in Verbindung mit (152) und (153)

0%, A (Q, ‘!9‘) 09”,;’ w n;'
—_— = »
(r54) 89 I, 9=6y (o) 8 C d” @

r
daw? #
u

°

v

116. Setzen wir das Ergebnis aus (151) und (154) in Formel (150) ein, so
gelangen wir zur Formulierung von

Satz 13. Ist der K. V. {e; } vom Typus IV, so ist smmer ile; } = — 2

Damst der dusserste Fall i {a; o} = — 2 eintritt, muss der K. V. {e; u} von gerader

Michtigkeit sein, d.h. ry  muss gerade sein und somit die Funktion ¥;  (w,)

an der Stelle w, =0, einen Wendepunkt haben. Ausserdem muss die notwen-

dige (aber nicht hinreichende) Bedingung

7o
I's gv.u o
(155) sg [z/ﬁ? q)t]., = —gg - d:"'!‘ o,
Y awﬂ""‘ 3

erfiillt sein.
Da wie in Abschnitt 114 gezeigt wurde, der K. V. {a;;’u} vom Typus IV

immer erster oder zweiter Art ist, so folgt aus Satz 1, § 5, und Satz 3, § 6, der

Zusatz zu Satz 13. Ist der K. V. {e; o) vom Typus 1V, so ist der Index
eines jeden in {a; } enthaltenen K. V. {a, it
oy, ytx} = — 2 x=1,2,...)
Dass der Grenzfall ¢ {a; «} = — 2 wirklich eintreten kann, erkennt der Leser

leicht, indem er sich einen K. V. {a; } vom Typus IV fir p=o, [=1,7 =2

konstruiert, der nur zwei reelle Kurven enthiilt und der Bedingung (155) geniigt.



282 Hans Ludwig Hamburger.

§ 23. Der Index eines Kurvenverbandes héherer Ordnung vom
Normaltypus III.

117. Die der Kurve & = 6; (¢) zugeordneten beiden Zahlen I3 und I3 mogen
den Bedingungen

Z';,=n;,,ﬂ, l},'zn;,,ﬂ-ky, H=1
geniigen. Dann ist der K. V. {“1‘3,y—1} nach der am Schluss von § 20 in Ab-

schnitt 105 angegebenen Tabelle vom Typus III, d.h., unter 3 =6, (¢) eine be-
liebige Kurve des K. V. {e; u—l} verstanden, dass die Koeffizienten der Entwicklung

[2 Bly = o072 3} By,n0"

n=0

nach Definition XI, § 20, durch die Gleichungen

an::B,i‘,n:OfﬁrOénén; ﬁ..”__l,
, , "
(156) {

Bv,n; ﬂ+y. = 01 + 02 “v,y - lp;},y(av.u)

bestimmt sind. Nach Hilfssatz 13 in Verbindung mit Formel (115) und (116),
§ 19, ist dann ausserdem ay,, eine beliebige reelle Wurzel der Gleichung

(157) ¥ (0,)=0,

ferner ist nach Formel (115), § 19,

no
(Zt + /I’l,‘;”u) (lt + In‘; M —pt) [d,uily wt]‘; ’
(]58) 02—_— p: af,'o 'ﬂ;}‘u' —"f=0, wegen n;’:M: Z;;
01=B,; +#—~Cga;””.

s e
v, u

Ebenso wie in § 21 stiitzen wir uns bei der Bestimmung des Index ¢ {e; #__1}

auf die Beziehung (61) des § 4:

(150) ilay )= Sile, ),

wobei die Summation rechter Hand iiber alle reellen Wurzeln der Gleichung
(157) zu erstrecken ist.
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118. In diesem Paragraphen beschrinken wir uns auf die Untersuchung
des Falles

(160) Bv' fu C, + G Cy ™ qf’;,y.(av,u) +0.

v,

Man bemerkt ebenso wie in § 21, dass der K. V. {ay, .} unter der Voraussetzung
(160) von erster Art ist, und dass mit Riicksicht auf Satz 2, § s,

(161) ?;{(Zv,y} =0,

wenn die Funktion ¥; , (w,) fir w, =«,  einen Wendepunkt,
(162) 'b'{av,,,;} =1 I,

- ein Extremum hat.

wenn die Funktion ¥; H(w ) fir o, =«
In diesem letzteren Falle fithrt eine Untersuchung, die der des Abschnitts
108, § 21, nachgebildet ist, schliesslich zu der Formel (138), § 21, entsprechen-
den Gleichung:
p. (@, , + &)
(x63) i{e, ) =sg N :
Vot Ol + 02 a‘lJHu - q";},,u(av,y.)

welche das Vorzeichen in (162) eindeutig bestimmt.
Um sich von der Beziehung (163) ein anschauliches Bild zu machen, be-
trachte man in der @, y-Ebene die beiden Kurven

(164) y= Cl + 02 w,u y= IP’;, u (wu)‘

Dann iiberzeugt man sich, indem man die Ergebnisse dieses Abschnitts zusam-
menfasst, insbesondere in Hinblick auf die Beziehung (161) und (163), unmittel-
bar von der Richtigkeit von

Satz 14: Es sei {og

v, u—1
es sei {a, u} ein in {“5,,4—1} enthaltener K. V. derart, dass die Veraussetzung (160)

erfillt ist.

} ein K. V. der Ordnung p =1 vom Typus III und

Dann st
ife, 4= o, wenn die Funktion ¥ (0,) fir o, =a, , einen Wendepunkt hat;
z'{a,,.#} = + 1, wenn fir w,=@a,, die Kurve y = ‘P;’#(wﬂ) entweder ein oberhalb

der Geraden y= C| + Cyw, gelegenes Maximum, oder etn unter-
halb dieser Geraden gelegenes Minimum,
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v {av,u} =~ 1, wenn fir v, =ea, dic Kuwve y=%; (o) entweder ein unter-

halb der Geraden y = O, + Cyw, gelegenes Maximum oder exn ober-
hald dieser Geraden gelegenes Minimum besiizt.

119. Entsprechend der Definition XIII des § 21 formulieren wir jetzt

Definition XIV: Der K. V. {o; , ,}
III, wenn die Funktion C, + C, w, — ’P;,H(wy) fiir alle reellen Wurzeln w,=a,

vom Typus IIT heisst vom Normaltypus

der Gleichung ¥; ,(»,)=o0 von Null verschieden ist. "
Fin K. V. vom Typus IlI, der diese Bedingung nicht erfiillt, heisst vom all-
gemeinen Typus 111,
Ist jetzt der K. V. {e; ,_,} vom Normaltypus III, so folgt aus (159), (161)
und (163)
, Y. (@, +&
(163) ileg , o} =D\ sg o C:&‘:'(#TT;IZ(%' M);

dabei ist die Summation rechter Hand iiber alle diejenigen Stellen w, = ay,, zu
erstrecken, fiir welche die Funktion W,‘;,M(wu) ein Extremum hat, d. h. fiir welche

die Gleichung ¥ u(wu) = 0 Nullstellen ungerader Ordnung besitzt.

120. Um jetzt fir den Fall des Normaltypus III eine Abschitzung des

Index ife; ,_,

} zu bestimmen, schicken wir eine einfache Betrachtung voraus.
Die beiden in Formel (164) angegebenen Kurven mégen sich in den zu den

reellen Abscissen

wy=fx=1,2,..,N), B<B<- - <Bn

gehorigen Punkten schneiden oder beriihren. Dann sind nach Definition XIV
simtliche reellen Wurzeln ay,, der Gleichung (157) von jedem der N Werte 8,
verschieden.

Ist jetzt im offenen Intervall 8, << w, < fuix

¥ (0)> 0+ Go

ﬁ')

so ist entweder die Anzahl der Maxima von ¥;

(wu) in diesem Intervall um
eins grosser als die Anzahl der Minima, oder aber die beiden Anzahlen der
Maxima und Minima sind einander gleich; ist hingegen im offenen Intervall

/gx < w,u < ﬂn-}—l
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Py (0) <O+ Co,

so ist entweder die Anzahl der Minima von ¥; #(w ) in diesem Intervall um

u
eins grosser als die Anzahl der Maxima, oder aber die beiden Anzahlen der
Maxima und Minima sind einander gleich.

Folglich ist aber nach Satz 14

(166) D ifey,u} =0 oder 1,

Br<oeoy, p<Pyi1

wobei die Summe iiber alle reellen Wurzeln @y, , der Gleichung (157) des Inter-
valls 8, < w, < .41 zu erstrecken ist.
Zum Schluss betrachte man noch ‘P;'H(wﬂ) in den beiden Intervallen
By<w,<+ o und — » <w, <. Wie man leicht einsieht, gilt dann der Satz:
Ist fir v < w, < +

qf‘;,u(wu) > 01 + 02 w!,)

so sind entweder die beiden Anzahlen der Maxima und Minima von ’I’;’#(wy)

im angegebenen Intervall einander gleich, oder aber es ist die Anzahl der Mi-
nima um eins grosser als die Anzahl der Maxima. Der letztere Fall kann aber

nur eintreten, wenn die notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung

07;’““_1 ne
(167) sg Oy =—sgW; (©0)=—sgl——— 4 ¢ O,
Nz o u—t “ ;
ja

(vgl. Formel (22), (27), § 14, und (109), § 19) erfiillt ist.
Ist hingegen fiir gy < w, < +

lp‘;, u(wu> < 01 + 02 w#,

so sind entweder die beiden Anzahlen der Maxima und Minima von ¥;  (w,)

im angegebenen Intervall einander gleich, oder aber es ist die Anzahl der Maxima

um eins grosser als die Anzahl der Minima, doch kann auch hier wieder dieser

letztere Fall hochstens dann eintreten, wenn die Bedingung (167) erfillt ist.
Mithin fiihrt der Satz 14 auf die Beziehung

(168) 2 i{ay, u} =0 oder = —1,

oy > By
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wobei die Summe den Wert — I nur annehmen kann, wenn die notwendige
(aber nicht hinreichende) Bedingung (168) erfiillt ist.
Durch eine entsprechende fiir das Intervall — « << w, <<, ausgefiihrte

Uberlegung erhalten wir ebenso

(169) 2 t{oy, u} =0 oder = — 1,
W < By
wobei der Fall 2 = — 1 nur eintreten kann, wenn die notwendige (aber nicht
LTS it

hinreichende) Bedingung

o

v

ro 0T;! u—1 No |
(170) sg O, = sg q’i,u ("_ °°) = ("‘ I) b sg [‘T“ duﬁft—l th
O ¥ el
u—1
erfiillt ist. Offenbar lassen sich die beiden Bedingungen (167) und (170) nur fir

gerades rg

3 (aber nicht fiir ungerades 7; , ) gleichzeitig erfiillen.

v, p—

121. Setzt man nunmebr fiir C, seinen Wert aus Gleichung (158) in die
beiden Beziehungen (167) und (170) ein, so fiihren in Verbindung mit Formel
(159) die drei Beziehungen (166), (168) und (169) zu dem

Satz 16: Es sei der K. V. {a vom Normaltypus IIl. Dann ist tmmer

;,,u——l}
7’.{“1‘3,@—1} = — 2,

und zwar kann der dusserste Fall ¢ {a; u—l} = — 2 hdchstens dann eintreten, wenn

erstens der K. V. {“13,u-1} von gerader Mdchtigkeit ist und wenn zweitens

re
[ 45,0 A
’ o o= e [ —— Py
8g dy——l wt 14 sg ro du——l mt )
0 Y, u—1 ° °
u—1 4

Zusatz zu Satz 15: Der Inhalt von Satz 15 ldsst andererseits auch die Auf-
Sassung zu, dass er eine Abschitzung fiir den durch Formel (165) bestimmten Aus-
druck liefert. Hierbei wird von W;,M(wﬂ) nur benutzt, dass es eine reelle stetig
differentiierbare Funktion von w, mit endlich vielen Maxima und Minima ist
und sich fir Werte von w, von grossem absoluten Betrage wie ein Polynom
verhiilt, dessen Glied hiochsten Grades bis auf einen positiven Zahlenfaktor
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ist.
& 24. Der Index eines Kurvenverbandes hiherer Ordnung vom

allgemeinen Typus IIIL.

122. Es sei der K. V. {«
Normaltypus III; d.h. es gelten zwar noch die Beziehungen (156), (157) und

5, u—1) Zwar vom Typus III, aber nicht mehr vom
(158) des § 23, aber die Gleichung ¥;  (w,)=o0 mobge mindestens eine reelle

Wurzel w, = @, haben, derart dass gleichzeitig

(171) C, + 02ay--‘P';’u(&M)=o
ist.

Wir wollen jetzt zeigen, dass auch unter diesen allgemeineren Vorausset-
zungen fir den K. V. {a;;, #_1} die Aussagen des Satzes 15 ihre Giiltigkeit in

vollem Umfange behalten. Zunichst suchen wir aber mit der in den Abschnit-
ten 113 und 114 des § 22 entwickelten Methode zu beweisen, dass der K. V.
{a,} immer von erster Art oder zweiter Art ist.

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass nach Hilfssatz 13 Formel (115), § 109,

,,'n;,' +;L:|
(172) [Bm,;}' ::+M ;),‘u——-l (wu) = Ol + 02 w‘u - lp';,ﬂ(w(.t)
ist, und dass diese Grosse als erster von Null verschiedener Koeffizient der Ent-
wicklung der in Formel (98), § 19, eingefiihrten Funktion®

~n’l°/,u+y' 7 u—~1 .
2B " o, M w, "+ D a7

%x=0

(173)

~Te e

— ([ v, @ ] v

=g By . w o U# A
n’l/, y.+‘u Y, u—1 ( #>

aufgefasst werden kann; denn die zu einem Exponenten n = ng W T H—1 ge

horigen Koeffizienten dieser Entwicklung hingen nach Hilfssatz 11, § 19, nur

von o o

S0 G @

5, i1 aber nicht mehr von o, ab und verschwinden nach

Gleichung (156), § 23.

! vgl. Fussnote 8. 277, § 22.
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Nunmehr sachen wir mit Riicksicht auf die Beziehungen (171), {172) und
(173) eine Funktion w, = x,(0) zu bestimmen, die der Gleichung

.,n;) +u pu—1
(174) 2B"* (o% o |apet + D ey, 0*)] =0

%=0

und der Nebenbedingung
(173) lim w, > @,
g—0
geniigt.
Andererseits folgt aber aus den Beziehungen (172) und {173)

~No +u
. 0 Z_B v, u , °
lim — " > C,— ¥ (a,)=Cy+0
—q—pptns  tu 2 Y, u VT 2
U‘—’OQ 0(0‘44, olt ¢ v, u
Ve

wegen (158), § 23, und weil nach Voraussetzung a, eine Wurzel der Gleichung
%5, ,(0,) =0 ist. Mithin ist auf Grand des Fundamentalsatzes tiber implizite
Funktionen, die Funktion w, = x,(6) durch die Gleichungen (174) und (173)
eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft, das Rechteck o0 < ¢ = 4,
du—ée=w,=a,+e¢ der o; w,-Ebene, wenn ¢>0 hinreichend klein gewiihlt wird,
in zwei Gebiete zu teilen, derart dass der Ausdruck (173), als Funktion von ¢
und w, betrachtet, in jedem der beiden Teilgebiete von konstantem Vorzeichen
ist und nur beim Uberschreiten der Kurve w, = y,(0) sein Vorzeichen wechselt.
Ferner ist nach Formel (99), § 19,

ne
(176) 2By =28""" (0% %2 ).

Folglich kann die Funktion

u—1
(177) 0%t 3 (6) = o¥t (xiu Qo + “;,,0")
x=0

unmdoglich gleich einer der Kurven 4 =6, (¢) = 6”7 2y (6) des K. V. {a,} sein, da
dann wegen (174) und (176) 2 B und A fiir 9 = oPty(0) gleichzeitig verschwin-
den wiirden, im Widerspruch mit der Voraussetzung, dass die vorgelegte Fliche
fiir ¢ = 0 einen isolierten Nabel hat.

Es mogen jetzt ebenso wie in Abschnitt 114, § 22, die Funktionen 3 = 6, (g)
fiir », = v <, simtliche Kurven von ungeradem Vielfachheitsgrad s, des K. V.
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{¢.} der Grosse nach geordnet darstellen (vgl. Formel (57), § 4), wihrend die
Kurven des K. V. {¢,} von geradem Vielfachheitsgrad mit Riicksicht auf die
Definitionsgleichung (59), § 4, fortgelassen sind. (Die Numerierung der Kurven
3 =0y (o) ist somit auch hier ebenso wie in Abschnitt 114, § 22, voriibergehend
gegeniiber der von Formel (57), § 4, abgeiindert). Dann existiert ein Index v,
derart dass v, — 1 = v, =7, und dass fir o<<o=4

(178) Qo) > (o) fir v =v =19, Q) <ylo) fir v+ 1 =v =19,

Nunmehr folgt aus der oben bewiesenen Eigenschaft der Funktion w, = y,(0)
in Verbindung mit den Beziehungen (174), (176) und (177), dass, wenn » die
ganzen Zahlen des Intervalls », = v =<, durchliuft, der Ausdruck {2 B), hoch-
stens einmal, nimlich beim Ubergang von v, zu v, + I, sein Vorzeichen wech-
selt. Damit ist bewiesen, dass der K. V. {a,} unter der Voraussetzung (171)
von zweiter Art ist, ausgenommen in den beiden Grenzfillen v, =» — 1 und
vo=7;. In diesen beiden Fillen ist der K. V. {a,} sogar von erster Art, da
dann entweder @ (o) < y(o) fiir alle v, = v = »,, oder aber 2 (o) > % (o) fiir alle

v =y =, ish

123, Mit Riicksicht auf die Voraussetzung (171) haben die beiden in For-
mel (164), § 23, angegebenen Kurven einen Schnittpunkt mit der Abscisse
wy = ¢,. Man wilhle nunmehr das Intervall ¢, — ¢ < w, < @, + ¢ klein genug,
dass in ihm die beiden Kurven der Formel (164) sich einzig fiir w, = ¢, schnei-
den migen und dort ausser «, auch keine weitere Wurzel der Gleichung
‘If;g’u(wy) == 0 enthalten ist. Ferner bestimme man eine Folge von v, —», + 1
Zahlen ay, , (v, = v = »,) derart, dass

Cu T ey, u = Oy T Ay 1,0 D Oy S Oy 6,

endlich #ndere man die Kurve y = 1P;,'M(wM) derart ab, dass die neue Kurve,

die wir mit y = li’;;’u(wﬂ) bezeichnen wollen, im Intervall o, + ¢ > w, > a, — ¢

erstens {iberall stetige Tangenten hat, insbesondere auch in den Naht-
punkten fiir w, =@, + ¢ und w, = a, — ¢,

zweitens mit der Geraden y = C; + C,w, nur einen einzigen Schnittpunkt
fiir w, = &, hat,

drittens fiir alle w, = ay,,(v; =» = »,) und nur an diesen Punkten Extrema

hat,
19



290 Hans Ludwig Hamburger.

wihrend fir w,=a, + ¢ und o, < a, — ¢ die Funktion Ii’;,ﬂ(wﬂ) mit ¥, (w,)

iibereinstimmen mdge.
Setzt man jetzt

A

lI)‘;) ll« (av' ﬂ‘+ 8')
01 + 02 &V,/t - z;’.f’,u(&v,u)

’

(179) e = D sg

y=p,
wobei ¢ > 0 so klein gewihlt ist, dass

A y o

Oy, u + e < Qy —1, u,

so behaupten wir, es ist

(180) i{au} =1 {au}.
124, Zum Beweise von (180) gehen wir von der Definitionsgleichung (59)
des § 4 aus
o A (e, 9)
v
(e A a9
= E & —— 1
(ISI) ’ {a‘u} y=7, Sb 2 B(Q) ’9) 3:01}(9) ’

Dann folgt einerseits aus den Beziehungen (172), (173), (174) und (176)

e 4 sg (O + Cylau+e)— W;’M(&H-Fs)) fir vy, =v =,
sg [2 Bly = sg [2B s ]v =

sg (Ci+ Cylau—e) — ¥y (au—e) Hir v+ 1= v =,

~

und weiter mit Riicksicht auf die Eigenschaften 1. und 2. der Kurve y = q’;)”(wﬂ)

(182) sg [2Bly =sg (C; + Cyop, ., — ’fA‘;,’# (@y, ) fiir alle », = v =,

Andererseits ist

Ao, 9

S
& oo™

/ =sg A (", oPt(e "+ Q, (6);

9‘:9%({3)

und hieraus ergibt sich, wenn man 4 (¢9 o?t(e0" + 2,,(6)) in eine Potenzreihe
nach ¢ entwickelt, nach dem Satz von Enriques, § 14, in Verbindung mit For-
mel (46), § 2, und Formel (109), § r9, (vgl. den entsprechenden Schluss in For-
mel (153), § 22)

! Man beachte, dass nach der in Abschnitt 123 vorgenommenen Numerierung die Kurven
$=10,(g) fir v, = ¥ = v, siimtlich von ungeradem Vielfachheitsgrad s, sind.
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™ 4 (e, 9)

18 8
(183)  sg—

_ "y, o — s
/3=%, o sg [JM Z (Dt];, —t (n + &) =sg ¥5  (aute).

Ausserdem gelten infolge der alternierenden Grundeigenschaft (60), § 4,
der Definitionsgleichung (59), § 4, fiir die Glieder der Summe (181) die Be-
ziehungen

0" A4 (e, 9 0™+ A, 9
F=8, (0}

~" fir v, <v=<9»,—1.
819'% g 9% +1 /3:97_*_1(9) 1 2

Aus den Eigenschaften 1. und 3. der Kurve y = ‘ff;’y(w”) folgt nun aber

unmittelbar

sg ‘fA’;‘;’M(avl, wt &) =sg ¥ (o + o),
(183)

sg ’f’;‘;’y(&y,ﬂ + &)= -—sg 13’;;'#(&,;4,1,,4 + &');

und somit schliesst man aus (183), (184) und (183)

WA@w/ f ,
186) gg —— e = so P + &').
(186) ) UICT L PR

Mit den Beziehungen (182) und (186) ist aber die Behauptung (180) mit
Riicksicht auf (179) und (181) bewiesen.

125. Es seien jetzt &g‘) (x=1, 2, ..., %) alle gemeinsamen reellen Wurzeln
der beiden Gleichungen

(187) ¥ (o) =0, O+ Cou,—¥F; , (w)=o0.
und es werde ¢ so klein gewihlt, dass in den %, Intervallen

(188) @ —e<wu<al te (r=1,2,...,%)

ausser der Stelle w, = ¢ keine weitere Wurzel von einer der beiden Gleichungen
(187) gelegen sind.
Nunmehr konstruiere man eine Funktion zﬁ; y(wy) mit stetiger Tangente

derart, dass ausserhalb der Intervalle (188)

(189) s L (wn) =F; (w4,
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wihrend im Innern der Intervalle (188) ’i‘;_ﬂ (ws) nach den Angaben aus Ab-
schnitt 123 bestimmt werde.

Die Stellen w,, an denen die Funktion ‘i‘;,’#(wu) einen Extremalwert
annimmt und die wir einheitlich mit @» , bezeichnen wollen, setzen sich somit

zasammen

erstens aus den Stellen w,=ay,,, an denen die Kurve y=¥; ein

Extremum hat, ohne die Gerade y = C, + C,w, zu schneiden,
zweitens aus den Stellen, welche durch die Konstruktion der Funktion
’IA’;, (@) im Inunern der Intervalle (188) hinzukommen.

Aus den Gleichungen (159) und (163), § 23, (179) und (180), § 24, ergibt
sich schliesslich die Relation

A

¥ (&V)M + &)
(190) ey )= sg Tk . )
e 32@ TGt Gty — F (0w )

wobei die Summation rechter Hand iiber siimtliche Stellen w, = ay,, zu er-

strecken ist, an welchen lIA’;,, H(wﬂ) ein Extremum hat.

126. Da nach Gleichung (189) sich die Funktion 7%’;,'#(01#) tiir Werte w,
von hinreichend grossem absoluten Betrage wie das Polynom ¥ ‘u(wﬂ) verhilt,
so fithrt die Formel (190) nach dem Zusatz zu Satz 15 am Schluss von § 23

auf den

Satz 15%: FEs sez der K. V. {“ﬁ,u—l} vom allgemeinen Typus III. Dann

ist immer
2 {a-;’ﬁ_l} = — 2;

und zwar kann der dusserste Fall 7 1e; — 1} = — 2 hochstens dann eintreten, wenn
erstens der K. V. {a; u.—-l} von gerader Mdchtigkeit ist, und wenn zweitens

. ar

7o 17 P —1 ne
sg [dﬂv;ﬂq)t]nz_sg T:/L d":l‘u—lqjt
¥ dw v, u—1 ¥ p
w1 v

Da wie in Abschnitt 122 gezeigt wurde, alle im X. V., {a;,u_l} vom all-
gémeinen Typus IIT enthaltenen K. V. {a,‘;)#} entweder von erster oder zweiter

Art sind, so folgt aus Satz 1, § 5, und Satz 3, § 6 der
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Zusatz zu Satz 156*: Ist der K. V. {e; } vom allgemeinen Typus III, so

Y, u—1
ist der Index eines jeden in {“17,,4—1} enthaltenen K. V. {ay, yis}

ey, uix) = — 2 (x=o0,1,2,...)

KAPITEL V.

Beweis des Hauptsatzes.

§ 25. Vorbereitende Bemerkungen iiber Kurvenverbinde der Ordnung =1
vom allgemeinen Typus II.

127. In § 17 Formel (55) haben wir der zur Kurve 9 = 0; (¢) gehorigen
Zahl I; einen Index u durch die Beziehung

(191) ny =1l =0 4 ]
zugeordnet. TFir das folgende ist es vorteilhaft, diese Definition des Index u

abzuiindern, indem man (191) durch die Beziehung
e o
(192) n,tI1=h=n ., 020

ersetzt.
Es ergibt sich gegeniiber dem bisherigen ein Unterschied in der Beziehung
nur beim Auftreten von K. V. des Typus III, indem in diesem Falle bisher

4 - 4 -
I, = n; , gesetzt wurde, jetzt aber I; = n zu setzen ist.

v, u4l
Ausser u werden der Zahl I3 noch zwei weitere Indices u' und u” zugeord-

net, welche durch die beiden Beziehungen (vgl. Formel (78) und (86), § 18)

(193) ot W =G S0y T, W 20,
(r94) np o t2e F2p sl =05 an t 20’ +1+2p, 0 =0

definiert seien.

128. Dies vorausgeschickt, lassen sich nunmehr die Aussagen von Satz 13,
§ 22, Satz 15, § 23, Satz 15% § 24, und von den ihnen angehiingten Zusiitze
zusammenfassen in
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Satz 16: Es sezen I3 und I die beiden der Kurve 3 = 8;(g) durch die For-

meln (54), § 17, und (122), § 20, zugeordneten Zahlen, und es ser
(193) Lzl +p+1,

unter w den in Formel (192) definierten Index verstanden.

Dann st tmmer
(196) ey} = —2

Ferner ust

i{av,u+n}§—*2

Siir jeden in {a;,m} enthaltenen K. V. {av, ux}-
Damzt der dusserste Fall i{e; ﬂ} = — 2 eintriit, miissen die beiden notwendigen
(aber nicht hinreichenden) Bedingungen erfiillt sein:

erstens: der K. V. {¢; M} ist von. gerader Mdchtighkedt,
zweitens: es ist

""‘—211! —1 R

o —ap [J?’, P ] 9w

sg Yo Vit — 7, v “ 4 =8g|— K u @,
7,0 oLt T 2 2 - 1o ’ ty..

v q 7 —2pd! D # ?

Hierbei ist u” gleich der in Formel (194) definierten Grosse. Ferner ist (vgl.
Formel (102), § 10) zu setzen:

?}i';;_.};t=0 far l;j —-Lt<0
(197) Yo ap,
4 g;'=o0 fir I;—zp<o.

Beweis: Aus Formel (9g) und (104), § 19, ergibt sich in Verbindung mit
Formel (36), § 15, Hilfssatz 9, § 18, und Formel (194)

(98) By = (B3], =vgon L
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Hierbei bezeichnet u’ den in Formel (193) definierten Index, und man hat offenbar

p' =u =p. Aus der Voraussetzung (195) folgt aber andererseits B; , = o,
Ty

mithin ist nach Formel (198)

l';} —2p q)____ 1

Ct'°_2pt[ " t :Io ,
v w ¥ . o
o o[ =5 i) s [

0
v

Ist jetzt

o <l < po _—
nv’M+1:Zv=ny’M+1 1,

so ist nach der Tabelle am Schluss von § 20 der K. V. {a;”u} vom Typus IV,
und Satz 16 folgt aus Satz 13, § 22, in Verbindung mit Formel (199). Ist aber
l; -

5="5 , 11, S0 ist der K. V. {a;;,u} vom allgemeinen Typus TII, und Satz 16
folgt aus Satz 152, § 24, in Verbindung mit Formel (199). Somit ist Satz 16

vollstindig bewiesen.

129. Als niichstes Ziel unserer Betrachtung suchen wir eine Abschitzung
fiir den Index solcher K. V. abzuleiten, die zwar vom Typus II, aber nicht mehr
vom Normaltypus sind. So werden wir schliesslich zu der Beziehung

(200) oy, 1} = —2

gefithrt werden, wobei unter {a, ;—i} ein beliebiger K. V. der Ordnung A= 1
vom allgemeinen Typus II zu verstehen ist.

Der Beweis der Abschiitzung (200), der im § 27 durchgefiihrt wird, stiitzt
sich auf eine. Reihe von Hilfssiitzen, die uns zundchst beschiftigen werden.

Hilfssatz 15: FEs set der K. V. {a, 11} der Ordnung A= 1 vom allgemeinen
Typus II, und es gelte fiir jeden K. V. {ay:} der im K. V. {a; , |} enthalten ist,
die Abschdtzung

(201) ifan i} = — 1.
Dann st auch

(202) iley , l=z—1
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Beweis: Da die Voraussetzungen des Satzes 10, § 21, erfiillt sind, ist nach
Formel (141), § 22,

N
ifay b =N—1+ D,

wobei N, 8 und ¢{8.} (vgl. die Ausfilhrungen aus Abschnitt 109., § 21, ins-
besondere Formel (139), § 21) die gleiche Bedeutung wie in Satz 10 haben. Da
aber auch fiir die K. V. {8,}, die ja in {e; ,_,} enthalten sind, die Voraussetzung
(201) gilt, so ergibt sich

i{a;,l_l}EN-—I—N,

und damit ist die Behauptung (202) bewiesen.

130. Hilfssatz 16: Es sei der K. V. {a; ,_,} der Ordnung A= 1 vom all-

gemeinen Typus II, und es gelte fiir jeden K. V. {a, 1}, der om K. V. {a; , |} ent-
halten ist, die Abschitzung

{203) 1{a, i} = — 2.

Es seien jetzt

ﬂll<lg’2<"‘<ﬁ’U
simtliche reellen Wurzeln ungerader Ordnung der Gleichung

(z04) B;

Vomg ka T ‘If;’l(w;):o.

Nunmehr migen nirgends zwer aufeinanderfolgende Wurzeln 8y, But1 existieren
derart, dass erstens beide von der Ordnung = 3 sind, und dass zweitens gleich-
zertig

g =—2, s} =—2.

Dann ist auch

(203) ife; ) =2,

und ewar kann unter diesen Voraussetzungen der Fall @ {a;,, 11} =— 2 hichstens
dann eintreten, wenn

erstens die Anzahl U der Wurzeln 8, ungerade ust,

zweitens die Wurzeln 8, fir ungerades x simtlich von der Ordnung = 3

und die Indices
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t{f) =—2
sind fiir jedes ungerade x.
Insbesondere zst somit

(206) g1} =i {fv} =—2.

Beweis: Neben den Wurzeln ungerader Ordnung der Gleichung (204) haben
wir auch die reellen Wurzeln gerader Ordnung von (204) zu betrachten, die wir
mit 8 (x=1, 2, ..., G) bezeichnen wollen.

Jetzt folgt aus Satz 10, § 21, indem man berticksichtigt, dass N= G + U ist,

G

U
(207) iag b =U+ G—1+ Ddg} + Di{g}

%=1 %=1

Andererseits sind offenbar alle K. V. {8} von gerader Michtigkeit, alle {8}
von ungerader Michtigkeit; mithin ergibt sich aus der Voraussetzung (203)

g =—2 Biz—1

Substituiert man ferner diese Abschitzung fiir 7{8.} in Formel (207), so
erhilt man zunichst

U
(208) ifey b= U—1+ Dl

Nun lassen sich aber die Voraussetzungen, die iiber zwei aufeinanderfolgende
Wurzeln ungerader Ordnung B und i1 von (204) in Hilfssatz 16 gemacht sind,
auch folgendermassen formulieren; es mogen jedes Mal aus 7{f:} = — 2 die
Abschiitzung 7 {81} = o0 folgen. Denn da {8.+1} von gerader Michtigkeit ist,
folgt aus 7 {8y+1} >— 2 genauer ¢ {41} = 0.

Mithin ergibt sich
— U fiir gerades U,

az‘{ﬁi}z{

— U —1 fiir ungerades U;

und hieraus folgt in Verbindung mit der Abschitzung (208)

i{a;,l—l} =

{— 1 fiir gerades U,

— 2 fiir ungerades U.
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Endlich zeigt eine leichte Uberlegung, dass der dusserste Fall

(209) Sl =—U—1

%=1

hochstens dann eintreten kann, wenn die beiden am Ende von Hilfssatz 16 an-
gegebenen Bedingungen erfiillt sind.

Nach der Besziehung (208) kann nun aber andererseits der Index i {e; , !}
seinen Minimalwert — 2 nur dann annehmen, wenn gleichzeitig die Gleichung
(209) besteht. Damit ist der Hilfssatz 16 vollstindig bewiesen.

§ 26. Beweis eines Hilfssatzes.

131. Wir gehen nunmehr von einem K. V. {e; ,} (i, = o) aus, dessen Index
z {a’;, i
und die dieser Kurve zugeordnete Zahl I, geniige zuniichst der Bedingung

} = —2 sei. Es sei ferner 9 =0, (g) eine beliebige Kurve des K. V. {a; , }

’
o << e
n,‘,’lo + I é Zi’ = n’l’,lg*l-l’

d. h. es sei nach Formel (192), § 25, 4,=pu. Dann ist nach Hilfssatz 7, § 18,
in Verbindung mit den Definitionsgleichungen (54), § 17, die Zahl I, bereits

durch die &, + 1 Konstanten @ g @5 gs -

. @ ;. eindeutig bestimmt; sie bleibt
somit fiir jede beliebige Kurve des K.V, {a;’ 20} die gleiche. Wir kénnen daher
ly =13 setzen.

} =—2 folgt ferner I{ =1; + A + 1, da anderenfalls der K. V.

Avs ife;

{e; ;) vom Typus I wire (vgl. die Tabelle am Schluss von § 20). Mithin erhilt

man aus Formel (196), Satz 16, § 25, fir den Index 7 {a; ;) seinen genauen Wert

i{a;’,io} =— 2,
Ist hingegen [y > u; ; ., d. h. hat man
{210) [ =0 fir os=n=mn;, .,

wobei die Ausdriicke (210) nach Hilfssatz 7, § 18. wieder nur hochstens von den

« . @ , abhingen, so muss damit ¢{e; ,} =— 2 wird, der K. V. {a; , }

v,00 Fp10 -

vom allgemeinen Typus II sein. Dann ergibt sich aber aus Hilfssatz 15, § 25,
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die Existenz einer endlichen Folge von K. V. {a;,_ .} (A= ) derart, dass jeder

K. V. {¢; ,} in dem vorhergehenden K.V. {e; , ,} der Folge enthalten ist, und
dass

(211) ifo; ) =~—2.

Diese Folge von K.V.{e; }, die zunichst gleichfalls alle vom allgemeinen

Typus II sind, ldsst sich solange fortsetzen, bis man schliesslich auf einen

K. V. {e; M} gefithrt wird, der entweder vom Typus III oder vom Typus IV ist.
Dann ist I3 durch die Reibe der Koeffizienten @50y Qe O, bereits bestimmt
und es ist offenbar

o < lo < po
n,,y!b-{- 1 =lv=”v.u+1’

ferner ist wieder, da die Beziehung (211) fiir 4) < 1 =< u gelten soll, die Zahl
I5 =0 + u + 1, sodass aus Formel (196), Satz 16, § 25 in Verbindung mit (211)
7 {a;,,u} = — 2 folgt.

Auf solche Folgen ineinander geschachtelter K. V. {a;,' ,}, deren Index
z'{a;,, 4 =—2 ist, bezieht sich der Hilfssatz dieses Paragraphen, welcher gleich-

zeitig als erster Schritt zum Beweise der behaupteten Abschiitzung (z00), § 23,
anzusehen ist.

132. Hilfssatz 17: Es seien I3 und I3 die beiden einer Kurve 9 =90; (o) 2u-
geordneten Zahlen, und es werden dret zw U gehirigen Indices u, i, i’ durch die

Abschitzungen (192), (193) wnd (194), § 25, bestimmt. Ausserdem werde
(212) o J=—2 fir p'=a=a

vorausgesetet.
Dann gilt

(213) i{ay} = — 2 (A= a")

Siir jeden K. V. {ay,}, der im K. V. {ay 5.} enthalten ist. Insbesondere ist

o o
v”uu

ifey J=—2 fir ' =A=g,

und ausserdem erfiillt jeder in {ay j} enthaltene K. V. {ay 1}, dessen Index i {ay }==—2
st, die beiden Bedingungen:
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erstens: der K. V. {a, 1} vst von gerader Mdchtigkest,

zweitens: es ist

c [dl”;——th m_ 1]
l,°_2pt et ¢ > 0"'» ) n
v 14 v > v, 4
21 8, as Vyo - 7 U = 8§ A" @
(214) g {1 %o ( Vy— Ly e (5 — 2! ) g [0(;0?"{ i t],,'

Zusatz zu Hifssatz 17: Ist u” =o, so gilt die Beziehung (214) auch fiir

A =0, und man kann

07';,’0 e +1
(215) Sg[ s ‘dw‘] =—sgay o f, o° )(a;,o)

d wO'V, [} »

setzen.
Und in der Tat folgt zuniichst aus der Definitionsgleichung (6), § 13, in
Verbindung mit Formel (44), § 2,

e
v, 0
4 0

(216) -
daw°

wo

Da aber ausserdem wegen (212) It

;=1 und somit auch fio(a; ) =0 ist, so

folgt (215) aus (216), wenn man ausser der Tatsache F,”) (a5 o) =o0 fiir o= x =

=7 ,— 1 noch die Identititen (41) und (42) aus § 2 beriicksichtigt.
Hat man ausser p” =0 auch l5 = 2p;, so wird aus (214) (vgl. Formel (28),
§ 15)
¢ +1

(217) sg (U2pt——Lt — 2 f1 (a;,)o)) = — sgjfrf» 0 e o)

q2 t 0
133. Beweis: Aus der Voraussetzung ¢{e; ;} < — 2 folgt unmittelbar
(218) =l +p+1,

da anderenfalls der K. V. {¢; -} vom Typus 1 wiire.

Wir betrachten jetzt alle Kurven & =6,(o) des K. V. {q¢; ».}. Jeder dieser
Kurven sind zwei Zahlen I, und I, zugeordnet, ferner seien uy, u» bezw. 7y die
zu den Zahlen /; und [y gehdrigen Indices, die durch die Formeln (192), (193),
§ 25, bezw. (123), § 20, definiert sind.



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 301

Ist jetzt
(219) Ll +uw,

so wird 7, = u,, ferner ist aus der Tabelle am Schluss des § 20 zu ersehen,
dass der K. V. {a, .} vom Typus I ist. Um so mehr sind nach Satz 1, § 5

auch alle in {e, .} enthaltenen K. V. {a, 1} von erster Art. Mithin erhilt man

nach Satz 2, § 5 fiir den Fall (219), sogar
a1} = — 1 fir A=1.

Die Bedingung (219) ist gewiss erfiillt, wenn %, #=;. Denn ist I, <, so

ergibt sich aus Formel (198), § 25

’ [Jl;—th —1] ’ [/1; q)t]
, R Ci,—2 py ,Zt” P v lt + Z’V Hy v
(220) By, =01, — —5— A

& B—2p) | ma, b
, [+ ]
=li+lv [ M:} t;_v =*=0,
pta;;lo lv!

da wegen I <[5 <[5 (vgl. Formel (218)) nach Formel (103), § 19,

[ P
v ~—1
B Cl—2py [4;4” ¥ ]13

= 9’ [— —_— —
v,l; ,le"‘Lt 2

q (O — 2 p)!

ist. Aus (220) folgt aber & = Iy, und damit ist im Falle , <[; die Beziehung

(219) bewiesen.
Ist aber # >[5, so hat man nach Formel (103), § 19,

’
lo—2 py
, v —1
Cl;"—Q,’Pt [d/;" wt ) ];

’ —— S — —_
Bv, l; - vl;—-Lt 2

q {ly —2 po)!

Andererseits ist aber wegen 5 > 15 nach Formel (198), § 25,

7a
L+ 1 [4:, (Pt];

=0
peag I ’
v,0 ¥
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mithin By, 1t & 0 wegen [41" q)t]n <+ o0, d. h. aber, es ist Iy =105 <[, und so-
v “ v
mit gilt auch im Fall I, > I; die Beziehung (z19).
Es sei somit nunmehr

L=5, Lzl +um+ 1

Dann folgen die Behauptungen unseres Hilfssatzes 17 fiir den K. V. {av .}

und fir jeden in {ay,,.,} enthaltenen K. V. {ay,,+x} (x = 1) aus Satz 16, § 25.

134. Dies vorausgeschickt, stittzen wir uns nunmehr beim Beweise von
Hilfssatz 17 auf das Verfahren der vollstindigen Induktion, d.h. wir gehen
von der Annahme aus, dass, unter 1, eine feste Zahl verstanden derart, dass

(221) @+ i,

IA

Ao

)

die Behauptungen von Hilfssatz 17 fiir alle in dem K. V. {a;;’ 10_1} enthaltenen
K. V. {ay, 1} (g = A = u») bereits als richtig erkannt sind, und suchen nunmehr
diese Behauptungen fiir den K. V. {e; , ,} selbst zu beweisen. Diese Annabme
wird dadurch ermdglicht, dass nach den Darlegungen des Abschnitts 133 der
Hilfssatz 17 fiir die K. V. {ey,,,} bereits bewiesen ist, wenn der Index » zu
einer beliebigen im K. V. {a; , _,} enthaltenen Kurve & =0, () gehort.

Nach der Tabelle am Schluss von § 20 ist mit Riicksicht auf Formel (212)
und (221) der K. V. {e; —1 vom allgemeinen Typus II. Um zuniichst

(222) z {a;,' 10—1} =2

zu beweisen, haben wir nach Hilfssatz 16, § 25 nur zu zeigen, dass nicht zwei
aufeinander folgende reelle Wurzeln ungerader Ordnung w;, == 8, wi, = fx+1 der
Gleichung

(223) B;

Voms 4l 'P';'zo(wzo) =0
s40

existieren derart dass erstens die Ordnungszahl dieser beiden Wurzeln = 3 ist,
und dass zweifens gleichzeitig
B} =—2, i{fir}=—2.

Denn aus der Behauptung (205) des Hilfssatzes 16 folgt die Gleichung (222)
unmittelbar mit Riicksicht auf die Voraussetzung (212).
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Demzufolge setzen wir jetzt voraus, es seien §r und g+, zwei unmittelbar
aufeinanderfolgende reelle Wurzeln ungerader Ordnung = 3 der Gleichung (223),
sodass nach den Ausfiihrungen des Abschnitts 109, § 21, zu diesen beiden Wur-
zeln K. V. {8} und {8x+:} der Ordnung 4, + 1 von gerader Michtigkeit gehéren,

und es sei ausserdem

(224) B = —2;
dann behaupten wir, es ist
(225) i{fer1} Z 0.

Offenbar sind # und B.+1 die Koeffizienten der Potenz ¢% zweier Potenz-
reihen £, (o) und £, (o) derart, dass die beiden Kurven

F=0,(0) = 0" Q. (0), ¥=0, (o) =0 (o)

beide im K. V. {e; , ,} enthalten sind; wir kénnen daher, indem wir unsere

bisherige Bezeichnungsweise wieder aufnehmen
(226) ﬂ; = @y, ﬂ"‘l'l =G, 2

setzen. Ausserdem haben wir zufolge unserer Annahme die Behauptungen des
Hilfssatzes 17 fiir die beiden K. V. {8} = {ay 2} und {Be+1} = {a»", 2} als be-
reits bewiesen anzusehen. Mithin folgt aus der Voraussetzung (224) mit Riick-
sicht auf (214) und (226)

e —2p;
v —1
Clo—g d%, P o Ty
(227) v pnle 2 w [ 28 pvno
8 a; Vo—Ly =go |- - ,
g \ %, o \W;—1Ls Pe (75 — 2! 8 Ow;"'ln 2 2

2 v'

wobei wegen Formel (53), § 17,
(228) nv" lo = 12;, 20
ist.
Da nun aber nach Voraussetzung wi, = av’, 2, und w; = apr,;, zwei unmit-

telbar aufeinander folgende Nullstellen ungerader Ordnung von (223) sind, und
nach Formel (109), § 19, und Formel (228)

!, A
8g lP;o)' 2 (wgo) = 8g [JZ) ° (D[:Iv,’ 2—1 (w;,o)

ist, so hat man
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07‘,‘,!' ;'0

sg lp';-;, 2 (avl' 3, T e) = 8g [ A 2 q)t]
/VI

d wrvl, o A
%o

r 1
, a'v , Ao ny 3
= — sg ¥} 2o(aw,;_o+s)=-—sg T d}"’»"(Dt ,
’ ﬁwl’l’ > Ao o Pt

0

und das ergibt in Verbindung mit Formel (227)

’
leo—2p
v t p—1
clln'—‘lpg [d°” ¢t ]° 0’4"', 2o
sg Yea Vo, — Ld z 4 = — 8o A"k D;
0 2 Y ’ M
V0T q (Is — 2 p)! ° aw;: vl A v

Es ist somit fiir den K. V. {, ;} die Bedingung (214) nicht erfiillt, und
daher muss ¢ {e,”, ;} = — 1 sein. Da der K. V. {a,” 3} = {8i+:} aber nach Vor-
aussetzung von gerader Michtigkeit ist, ist damit sogar die Abschiitzung (223)
bewiesen, aus der, wie wir oben gezeigt haben, die Behauptung (222) uwnmittel-

bar folgt.

135. Es bleibt uns nur noch iibrig zu beweisen, dass aus (222) die Be-
ziehung (214) fiir A=21,— 1 folgt. Zu diesem Zwecke betrachten wir, wie
in Hilfssatz 16, § 25, die Folge aller reellen Nullstellen ungerader Ordnung
w,=Bx=1,2,..., U) der Gleichung (223) und schliessen aus Hilfssatz 16,
§ 25, insbesondere Formel (206), dass erstens I ungerade ist, dass zweitens
Bv eine Wurzel der Gleichung (223) von der Ordnung = 3 ist, mit einem zu-
gehorigen Index

i) = —2.

Sei 9 =0;(¢) eine Kurve des K.V. {gy} der Ordnung A, + 1, dann ist
Bv gleich dem Koeffizienten des Gliedes mit ¢% in der Potenzreihe £; (), und

indem wir zu unserer bisherigen Bezeichnungsweise zuriickkehren, setzen wir

s
BU=a;,’20.

Da nun aber nach unserer Annahme unser Hilfssatz 17 fiir den K. V.

{80} = leg. ;) als bereits bewiesen anzusehen ist, so folgt aus (214)

l’°~—2pt
oro— 4.7 —1]6 rs
(229} sg la: Ve 1 — vs :Pt _[__!4:’ 2 =g M_A:ﬁ L, .
v,0 y Tt q (3;—2}):)3 0w;f"z° 0 5



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 305
die grosste Wurzel un-

Nun ist aber mit Riicksicht darauf, dass w;, = aj ,

gerader Ordnung der Gleichung (223) ist,

(230)

Andererseits ergibt sich aus Formel (109), § 19, in Verbindung mit Formel

(27), § 14,
. s
(231 e () =ug i[5 (o)
N
97 1 .
= sg — 4::_,210—1 0,
O %1 ;

Mithin folgt aus (229), (230) und (231)
l'c——2pt
7 v _1 o
Cy ,;—-‘2pt [J;‘” ¢t ];, ) s 0%, 2o—1 dn;',io—l a)t ’
a—1

so 1o Vo—I, — 2
= 1”0( v ?° (Z;‘;—-zpt)!

d. h. dass die behauptete Beziehung (214) auch fiir den K. V. {a; , | besteht.
Damit ist Hilfssatz 17 vollstindig bewiesen.

136. Da im Hilfssatz 17 4" = o vorausgesetzt wurde, so ist mit Riicksicht
auf die Beziehung (194), § 25 der Hilfssatz 17 nur anwendbar, wenn I3 = 2 p

ist. Wir formulieren jetzt die Abénderungen, die Hilfssatz 17 erfihrt, wenn

4 .
1=l <z2p—1 ist.

Hilfssatz 18: Es sed I; die einer Kurve 9 = 0; (o) zugeordnete Zahl, und es

. ’
set 1=l:<=2p— 1.

Ausserdem werde
ey )= —2 firo=A=4

vorausgesetzt, unter p den durch Formel (192), § 25, definierten Index verstanden.
Dann st
i{a% ;,} =—2

fiir jeden K. V. {a,1}(A=0), der im K. V. {e; o} enthalten ist, insbesondere ist

20
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i{ay }=—2 firo<A=p,
und ausserdem erfiillt jeder in {e; } enthaltene K. V. {«,,1} dessen Index i{a,, 1}=
= — 2 1st, die beiden Bedingungen

erstens: der K. V. {a, 1} ist von gerader Mdchtigkert

zweitens: es ist I3 — Ly =0, und ausserdem ist

A
o
IA
&

0"4}, A
(232) Sg a; \ Vo = 5¢ [a m i th] (o
w; v

Fir A=o0 nimmt nach Formel (215) die Bedingung (232) die einfachere

Form

re 41
(233) ngo=—sgfé:'° )(a;,o)
an.

Wir verzichten hier auf die ausfiihrliche Darstellung des Beweises von

Hilfssatz 18, da er sich von dem oben angegebenen Beweise des Hilfssatzes 17
nur dadurch unterscheidet, dass in allen Formeln das Glied mit di?,ﬁgptw; !
wegen I3 — 2 p, < o fortzulassen ist (vgl. Formel (197), § 23).

Die Behauptung 75 — L, = o folgt daraus, dass mit Riicksicht auf I =15 +1

nach Formel (103), § 19, Formel (198), § 23
B;  =vn—r,=o0 fir o=n=l—1,
7o
L+ [4; wt];
t + 7
brag o1

v, 0 v

B-

Vs e
A
Ty

= Vo1 =0,
v

mithin Uz';’__ L =+ 0 1ist.

§ 27. Der Index eines Kurvenverbandes der Ordnung = 1 vom allgemeinen
Typus IIL

137. Es sei {¢; ,_,} (A=1) ein K. V. vom allgemeinen Typus II und

{“1‘7,1} ein in {a; , ,} enthaltener K. V. derart, dass
(234) ifay ) = — 2.

Dann ist (vgl. die Tabelle am Schluss von § 20), wenn 9 = 6; (o) eine Kurve
des K. V. {“;‘3,1} bezeichnet,
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i\

!

+1, Lzn,+i+r,

o™

(235) !

und hieraus folgt weiter mit Riicksicht auf Definition X, § 20, Formel (110),
(r11) und (113), § 19,

by i o,
226 . n;,, Z+ x .
(236) [‘B"f;,ﬁ i],‘;, g (@) = —F; (@),
By, my TR T T Fy 1(ey, )
unter «, , eine beliebige reelle Nullstelle des Polynoms ’If},, ;(w,) verstanden.

Ausserdem ist wegen (234) a; ;, selbst eine Nullstelle gerader Ordnung von
'P'v . (w;) und wegen (236) eine Nullstelle ungerader Ordnung = 3 von T (@)

Dies vorausgeschickt, formulieren wir den

Satz 17, Teil I: Ist {av,2—1} ein beliebiger K. V. der Ordnung A = 1, so st
(237) t{ay, 1) = — 2.

Zusammen mit dieser Behauptung beweisen wir

Satz 17, Teil II: Es sed {o; , ,} (A = 1) ein K. V. vom allgemeinen Typus I1,

{ag 2} ein in {e; ,_,} enthaltener K. V. mit dem Index

7 {a;’ 2} = — 2.
Ferner sei a,, , > a; , etne Wurzel ungerader Ordnung der Gleichung
(238) ¥y (w) =0
derart, dass tm Intervall
(239) o, <o<a,

keine weitere Wurzel ungerader Ordnung der Gleichung (238) gelegen ist.
Dann ist entweder ay,; eine Wurzel erster Ordnung von (238), oder aber man
hat, wenn die Wurzel ay, i, von der Ordnung = 3 1st,

i{aw,;} = 0.
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138. Vorbemerkungen zum Beweise: Fiir K. V. vom Typus I, ITI, IV und
vom Normaltypus II und fiir solche K. V., welche in derartigen K.V. enthalten
gind, ist die Behauptung von Satz 17, Teil I, bereits in Kapitel 1V bewiesen
worden. Es genfigt somit, wenn wir uns bei den folgenden Untersuchungen auf
K. V. der Ordnung = 1 vom allgemeinen Typus IT beschrinken.

Wie beim Beweise des Hilfssatzes 17 (vgl. Abschnitt 134, § 26) stiitzen wir
uns auch hier auf das Verfahren der vollstindigen Induktion, d.h. wir gehen
von der Aunnahme aus, dass, unter A, eine feste Zahl = 1 verstanden, die Be-
hauptung (237) von Satz 17, Teil I, fiir alle K. V. {av i} (1 = A,) bereits als richtig
erkannt ist. Diese Annahme wird dadurch erméglicht, dass sich nach Hilfssatz
17, Formel (213), § 26, zu jeder festen Kurve 9 =0, (g) eine hinreichend grosse
Zahl py bestimmen lisst derart, dass

t{avl = — 2 (A= w).
Geniigt nun der Index aller in einem K.V, {a;;, 1—1} vom allgemeinen Ty-
pus II enthaltenen K. V. {e; ,} der schirferen Beziehung
ifav,a} = — 1,
so folgt die Behauptung (237) von Satz 17, Teil I, fiir A=12, v =1»
(240) 7 {ey il = T2

unmittelbar aus Hilfssatz 15, § 25,
Wir kiénnen uns daher hier auf die Betrachtung des Falls beschrinken, dass
{a;. 10_1} einen K. V., {“ﬁ,z} mit dem Index

(241) ifag b =—2

enthilt.
Unter der Voraussetzung (241) und der oben auseinandergesetzten Annahme

(242) i{ay,2} = —2 fur alle A= 4,

suchen wir nunmehr fiir den K. V. {a zunidchst Satz 17. Teil II, d.h.

v, 20—1}
(243) i{ay ) =0

zu beweisen. Hieraus folgt dann die Behauptung (240) unmittelbar aus Hilfs-
satz 16, § 25, da die Voraussetzungen dieses Hilfssatzes mit Riicksicht auf die
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Annahme (242) erfiillt sind. Mit dem Beweis der beiden Beziehungen (240) und
(243) ist dann aber der Induktionsschluss durchgefithrt und beide Teile des
Satzes 17 vollstindig bewiesen.

139. Beweis der Behauptung (243): Unter der Voraussetzung (241) sei
3 =0; (¢) eine Kurve des K. V. {a; ,}, die nach den Vorschriften des Abschnitts
131, § 26, konstruiert sei; /5 und [; seien die dieser Kurve zugeordneten beiden
Zahlen, sie geniigen den Abschitzungen (235). Ausserdem setze man zur Ab-

kiirzung

(244) N,=n5 ., +24+2p,
Nunmehr hat man drei Fille zu unterscheiden:
(245) 1. Fall l}, < Nlo, 2. Fall T; > Nzn’ 3. Fall 7}, =N20.

Im 1. Fall ist der in Hilfssatz 17, § 26, eingefiihrte Index o’ =< 1, — 1
(vergl. auch Formel (194), § 25). Mithin ist dieser Fall bereits im Hilfssatz 17
behandelt worden, und die Behauptung (243) stimmt, da (241) und die Gleichung
(224), § 26, wegen (226), § 26, miteinander identisch sind, mit den in Abschnitt
134, § 26, bewiesenen Behauptungen iiberein.

140. Bevor wir in unserem Gedankengang fortfahren und die Fiille 2 und

3 angreifen, suchen wir einen Ausdruck zu bestimmen, der die beiden Grossen
ne . +22 ne o +24

[41:’2° gr']; wnd [ 4747 g1

»
miteinander verkniipft. Zu diesem Zwecke gehen wir von der Integralformel

no ., +217, ne . +242,
v, A -1 Vv, 2 —1
[dzo ’ 2 ]v' . [410 i P, ]

= Yo 4.
(”5,10 + 229)! (n;,,zo + 24)!

(246)

@y g

0 ne _ +2h
v, —1
[0 410 ° Py o (wlo)
w;, v, Ag—1

(n;,,z0 + 2 4)!

+ d wy,

o
P, 4

aus. Nun ist aber nach Formel (7), § 13, einerseits
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no +Zoa @;—1
o T Tt

YN AR ne . +4o
) O i T o Y
0wy, (n,';,zo + 24)! (n;;,/10 + 4! (n,‘;’% + A)!

Andererseits folgt, da im 2. und 3. Fall nach Formel (244) und (245) 5 =
= N, >mn;,; + 4, und somit
[.dj{otp,];;=o firosn=mn;, +14

V, 4o

ist, aus Hilfssatz 10 Formel (go), § 18, in Verbindung mit Formel (109), § 19,

@
(248) [d 520" ‘Pt] 5, =1 (@) _ 9 [d Vil z]f), g1 (wz“)dw;
(5 3, + Ao)! Doy, 75,2, ’
%5 2
P&y o

= - Z—_*_ n;‘;,ln + 10 q’;,ﬂo (wlo)'
Mithin ergibt sich aus (246), (247) und (248)
V', 2o

ne o +23 +2 1
[d,‘q,v’zo P l]v' _ [d Vo 1]13 - b,
(n;’lo-{- 22)! (» 5.2, T 2/10)! lc+"13,1o+lo

(249) ¥ 5 (@) d .

ae

Y,
141. Hs sei jetzt zweitens N, < I;, dann ist mit Riicksicht auf Formel (218),

§ 26, und Formel (244)

(250) WS <p, L=+ 1, +1>N, + 1.

vy =7
Somit ist in Verbindung mit Formel (103), § 19, und Hilfssatz 9, § 18
g 020 [ 454" g,
q2 ("v,zo + 24)!

(251) B;’,Nloz leo-Lt =0

Wir suchen jetzt den Beweis der Behauptung (243) indirekt zu fithren, d. h.

wir gehen von der Annahme aus, es sei

(252) ey, 3} = — 2.



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 311

Dann fithren die Vorschriften des Abschnitts 131, § 26, zur Konstruktion einer
Kurve & =0, (¢) des K. V. {ay,;,} derart, dass die beiden dieser Kurve zugeord-
neten Zahlen I3 und ;' den Beziehungen

(253) bhzng b1, Lozl + 3+ 1

geniigen.
Nunmehr behaupten wir, es ist
(254) by = Ny,
Und in der Tat: angenommen es wire ' < N, d.h. wegen (244) Iy —2p; <
=mny, +24—1, so wirde aus Formel (198), § 25, in Verbindung mit Hilfs-

satz 9, § 18,

, Uy —2 py 1 , Uyr
, , Cly—2 py [410—1 P ]13 Iy + by [dﬂ'v"}’t]v'
By, 1, = vy—1, — —3 ; o+ ™
q (b —2p)t pes, a

(255)

l'vv
n+ b 4]
b5, Il

folgen, da wegen I, < N, <l <[}

(vergl. Formel (250))

Vyr—2pp 1] R
Cyr—2 pg [410—1 P v

Vyr—L; @ G — 2 p)!

B:

v, Uy = = Q0.

By, 1, =0 wiirde aber ly» < [ bedeuten im Widerspruech zur Beziehung (253).
Andererseits wiirde sich aus l;» > N, in Verbindung mit den Formeln (103),

§ 19, (249) und (251)

ne . +2 24
Cno v, 3 —1
TNl /R

B == DN T, —
Yo T TR T T g T g 2 )
(256) ’
a
V', 2
_ Cn;,20+2 g pt a;’o - d
- F L+ ne. +4 7,2 (wzo) LR
q ¢ Y, A (U
v, 4o

ergeben. Da aber nach den Voraussetzungen iiber die beiden Wurzeln o ,

und @, , der Gleichung (238) die Funktion ¥;, (w,) im Intervall (239} das

Vorzeichen nicht wechseln kann, so wiirde aus (256) By, v, 0, d. h. I, =N e < by
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folgen, im Widerspruch mit der Beziehung (253). Damit ist die Behauptung
(254) bewiesen.

Wegen (244) und (254) wird aber fiir den K. V. {ay,;} der zu [+ gehorige
und in Formel (194), § 25, definierte Index uy’ ==Aj, und es lisst sich daher auf
{ap’ 3,} mit Riicksicht auf die Annahme (252) der Hiifssatz 17, § 26, anwenden,
aus dem (vgl. Formel (214))

ne , +21 ,
Cng . +23 [dlv' 1 D‘P_l] , Ok,
(257) sg le; 0lvm, — e LN =5 A h@
v, 0 e q (g, + 2 4)! Elowr b a .
240 A

folgt.
Andererseits ergibt sich aber aus (249) und (251)

AN

ne . +212
Cpo v, 2 —1 Cno o
g 1u+2 2o [d).‘, 0 P, ]v' . 11v,}.0+2 %0 ¥ a; ,

qii'», % (“’Ao) d W4

VN, —L; — =
Nig Tt q° (5,5, 2 4)! ¢ L+ (P Ay
IR
mithin
ne . +22
Cpo Y, 4o —1
(258) sg log , (N, —1, — "v';m:“‘) [d;.‘, &L 1’,) =sg ¥y, (0,)
Vodo\ TR q (5,2, + 2 40)! AN

wobei w; eine beliebige Stelle des Intervalls (239) ist, an der das Polynom
¥y, (w;) nicht verschwindet.

Nun ist aber offenbar nach Formel (109), § 19, fiir jedes solches wy,

(259) 0%r g ALY o

2 sg Ao _— . = — Pk ,
59 ° (9&);’3"1" %o t 3 =sg zp”»lo (w%) 5 aw:V’, w0 ! "
und somit zeigt diese Beziehung, dass die beiden Relationen (257) und (258)
miteinander in Wiederspruch stehen. Damit ist die Annahme (252) widerlegt,

und die Behauptung (243) fiir den 2. Fall [; > N, bewiesen.

142. Im 3. Fall 7; = N, wird wegen (244) der in Formel (194), § 25, defi-
nierte Index g’ =14, Daher lidsst sich mit Riicksicht auf die Voraussetzung
(241) der Hilfssatz 17, § 26, auf den K. V. {e;, .} anwenden und es ergibt sich
in Verbindung mit Formel (259)
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ne . +24 o
Crna +2 2, J v, 4 0¢'_'1:|a arl', 24 ne
sg | VN 1, — Y, 2 2o [ v = so A v'lom
ol = =5 e ) 7 [ 0,

=sg ¥ 5, (9)>

(260)

unter w,, eine beliebige Stelle des Intervalls (239) verstanden, fiir die ¥} 2, (00;) FOist.
Ferner ergibt sich aus Formel (249)

na .+ 4y ne . 2%
Ony T30 [Jzom" ‘Pt—l]‘“ v Ong, 3,72 % [41:’2" o]
VN —Ly — 2 =UN;—L; s
0 q (n,;, 3t 2 lo) ! 0 q (n;,‘ 2 + 2 lo) !
(261)
ey’ A
5t P

)
. dw, .
@ Lty T 5,0 (92) 023,

a
¥, 2

Zieht man jetzt Formel (260) heran, so bemerkt man, dass der Ausdruck (261)

gewiss von Null verschieden ist, ja, dass sogar genauer
ne .+ 224

c"i'z,ao*"““ [dl:',lo ®; 1] ”

qz (’n;,lo + 2 lo)!

(262) s

”

0 \ V¥ — L T =sg¥; ) (e2,)

ist, unter w;, eine beliebige Stelle des Intervalls (239) verstanden, fiir die
¥ o wa) o ist.

Nunmehr fihren wir den Beweis der Behauptung (243) wie im Abschnitt
141 indirekt und gehen wieder von der Annahme aus, es sei

(263) oy, 3} =— 2.

Unter dieser Annahme fiihren die Vorschriften des Abschnitts 131, § 26,
zur Konstruktion einer Kurve & == 6, (¢) des K. V. {ay, 3} derart, dass die beiden
dieser Kurve zugeordneten Zahlen [l;y und I+ den Beziehungen

(264) brzn 41, Lzb+l+1

geniigen.

Ausserdem behaupten wir genauer, es ist wieder

(265) Ly =N, =15
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Zunichst widerlegt man die Annahme [;» < N, ebenso wie in Abschnitt 141
fiir den Fall I < N, (vgl. Formel (253)).

Andererseits wiirde aus der Annahme 7,y > N, in Verbindung mit Formel
(103), § 19, Formel (261) und (262)
ne + 22 —_
Cng PR [dl:’,lo ¥ 1]
By Ny = UNp— Ly q* (”f:,zo +2 ]'0)!

v!
+ 0

folgen, das besagt aber Iy» = N < I3y im Widerspruch zn Beziehung (264). Damit
ist die Behauptung (265) bewiesen.

Aus (265) folgt nun aber ebenso wie in Abschnitt 141, dass sich auf den
K. V. {ay, ;} der Hilfssatz 17, § 26, anwenden lisst, es ergibt sich somit auf
Grund der Annahme (263) aus Formel (214), § 26,

ne .+ 24
o
2 F2ho [Jln

Cn';
S %0\ VN — Iy — ¢ (

n

99_1] , "%
‘v = sg [0—— A, (Dg] .
+ 22! O wPwdo ko v

Diese Beziehung steht aber mit Riicksicht auf (259) im Widerspruch zu der
Beziehung (262). Mithin ist die Annahme (263) widerlegt und die Behauptung
(243) bewiesen. Nach den in Abschnitt 138 auseinandergesetzten Vorbemerkungen
ist damit aber der vollstindige Beweis beider Teile des Satzes 17 erbracht.

143. Fir die Entwicklungen im folgenden Paragraphen ist von entscheidender
Bedeutung, dass sich die Behauptungen des Teils 2 von Satz 17 auch auf K. V.
der Ordnung Null vom allgemeinen Typus II ibertragen lassen. So werden wir
gefithrt zu

Satz 18: Es ser { 1;} ein K. V. der Ordnung Null vom allgemeinen Typus I1,

+
lag o} ein in {pz} enthaltener K. V. mit dem Index
(266) i{aﬁ,o} =— 2.

Dann st (vgl. Abschnitt 46, § o) o
der Gleichung

o €tne Wurzel ungerader Ordnung = 3

(267) Jio{w)=o0.
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Es ser ferner ay o> ag , eine zwette positive Wurzel ungerader Ordnung der

Gleichung (267) derart, dass tm Intervall
(268) o < ow<aypo

keine weitere Wurzel ungerader Ordnung von (267) mehr gelegen 1st.

Dann ist entweder ay o eine Wurzel erster Ordnung von (267) oder aber, man
hat, wenn die Wurzel ay,o von der Ordnung = 3 1ist,
(269) i {ay,0} = 0.

Eine entsprechende Behauptung gilt fiir einen K. V. { pt} vom allgemeinen
Typus LI, wenn e o und ay,o 2wer negative successive Wurzeln ungerader Ordnung

von (267) sind.

144. Beweis: Es sei & =6;(¢) die nach den Vorschriften des Abschnitts
131, § 26, konstruierte Kurve des K. V. {e; ;} und I; und I die dieser Kurve
zugeordneten beiden Zahlen; dann ist offenbar wegen der Voraussetzung (266)
(270) Lz1, Lz=zl+r1.

Wie beim Beweise von Satz 17 gehen wir von der Annahme aus, es sei im
Widerspruch zur Behauptung (269)

(271) t{ay o) =—2

dann lidsst sich eine Kurve & =60, (g) des K. V. {ey',o} konstruieren derart, dass
die ihr zugeordneten Zahlen I und Iy gleichfalls den Bedingungen (270) geniigen.

145. Nunmehr haben wir, wie in Abschnitt 139 drei Fille zu unterscheiden:
(272) 1. Fall I <2p: 2 Fall l;>2p, 3 Fall [;=12p.

Im ersten Fall sind fiir den K. V. {a;)o} die Voraussetzungen von Hilfssatz
18, § 26, erfiilllt, und man hat nach Formel (233), § 26,

re +1
(273) sgvo=—sg £ 30"

(ai,o)'
Man zeige zunichst, dass
Ly=1;
13 3 .. 2 s .. '’ ’ 74 .
ist, denn aus L <[y wirde Iy =10y, aus i > [ wiirde I/ = l; <1 folgen, im

Widerspruch zu den Bedingungen (270),.
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Mit Riicksicht auf die Annahme (271) ldsst sich aber auch auf den K. V.
{av' o} der Hilfssatz 18 anwenden, und man erhilt

(274) sg vo=—sgf\ 5" (ar,0).

Da aber nach Voraussetzung «;, und @0 zwei unmittelbar aufeinander
folgende Wurzeln ungerader Ordnung (der Ordnung 75 , + 1, bezw. der Ordnung
rv',0 + 1) der Gleichung (267) sind, so ist

re +1

(275) sg /70" ) (@ ) = sg frolw) =— sg £ (a,0),

unter w eine Stelle des Intervalls (268) verstanden, fiir die f; o (w)=0 ist. Mithin
stehen die beiden Beziehungen (273) und (274) zueinander im Widerspruch, und
die Annahme ist widerlegt.

146. Im 2. Falle I; > 2 p; hat man wegen (103), § 19, (vgl. Formel (28), § 15)
C,
(276) Bi),zpt = Vep Ly Q% o (“13,0) =o0.

Nunmehr ergibt sich aus der Annahme (271) {vgl. die entsprechenden Uber-
legungen in Abschnitt 141 zum Beweise von Formel (254))

(277) Iy =2 pr.

Denn aus lyy <2p; wiirde Iy =108, aus Iy > 2p wiirde Iy = 2p; < Iy folgen,
wenn man noch berticksichtigt, dass

a,if,o
(279) Pl = frd (g, ) = j Fol@)do 4o

ao
7,0

ist, da nach Voraussetzung f o(w) im Intervall (268) sein Vorzeichen nicht wechselt.
Die Folgerung Iy’ < I, steht aber im Widerspruch zu den Bedingungen (270).

Aus (277) folgt aber, dass der zu [/;r gehorige, in Formel (194), § 25, de-
finierte Index wy' = o ist und dass sich daher auf {ay'o} mit Riicksicht auf die
Annahme (271) der Hilfssatz 17, § 26, anwenden lisst. Folglich erhilt man in
Verbindung mit Formel (217), § 26,

c r
(279) sg (7“'21':'—% — Zl%ftj)l (&'VI’O)) —— ngi’ﬁ()) ,0tD (av',o).
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Andererseits ergibt sich aber auns (276) und (278)

e ,
Vapy—I; — —q% vy (ap o) = — q%fft,g(w)dw

und somit wegen (275)

¢ ‘ot
5g (z;zl’t—Lt— jif:f)l (av'»")) =—sg fio(w) = Sg’fiﬁé 0 (@ o),

im Widerspruch zu (279). Damit ist die Annahme (271) auch fiir den 2. Fall
I; > 2 p. widerlegt.

147. Im 3. Fall [;=2p, lisst sich wegen i'=o der Hilfssatz 17, § 26,

auf den K. V. {¢; ;} anwenden, und man erhiillt nach Formel (217), § 26,

¢, re 1
(250) st (a1 = 2 e.0) = — s S5 e
= ngt,O (w)y

unter w eine beliebige Stelle des Intervalls (268) verstanden, fiir die f1o(w) == o ist.
Andererseits folgt aus (278)

[

ap’ o
C, C
(281)  vapy—1; — q*ozf[ol (@v',0) = vopy—1,—~ q% o lap ) — q—%fft,o(w) dw =+ o,
o
v,0

wie man mit Riicksicht auf die Beziehung (280) unmittelbar einsieht, aus der
sich dann weiter

(282) g (vzpt—Lt-g%f;; (av',(,)) —— sg folw)

ergibt, wobei w die gleiche Bedeutung wie in Formel (280) hat.
Nunmehr folgert man aus der Annahme (271) (vgl. die entsprechende Schluss-
weige zum Beweis von Formel (265) in Abschnitt 142)

(283) Tyr=z2p=1I;

denn aus lyr < zp; wiirde Iy»= I+, aus ly > 2 p; wegen (281) wiirde Iy=2 p, <l
folgen im Widerspruch zu (270).
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Endlich schliesst man aus (271) und (283), dass sich auf den K. V. {ay0}
der Hilfssatz 17, § 26, anwenden lisst, und man erhiilt aus Formel (217), § 26

¢ .
sg (UQPz‘Lt - qjozf;ol (a”"o)) = sgfi”%,o o (@,0).

Diese Beziehung steht aber wegen (275) im Widerspruch zu (282). Damit ist die
Annahme (271) in allen drei Fillen (272) widerlegt und der Satz 18 vollstindig
bewiesen.

§ 28. Die Kurvenverbiinde der Ordnung Null vom allgemeinen Typus 11
und ihre Indices.

148. Die Abschitzung der Indices von K. V. der Ordnung Null vom all-
gemeinen Typus II, die wir in diesem Paragraphen vornehmen wollen und die
uns dann unmittelbar zum Beweis der Behauptung ¢(0)= —1 des in der Ein-
leitung Formel (18) aufgestellten Zieles unserer Untersuchungen fiithren wird,
stiittzt sich auf einen Hilfssatz, welcher fiir K. V. der Ordnung Null dasselbe
leistet, wie Hilfssatz 16, § 25, fiir die K. V. der Ordnung = 1. Bei der For-
mulierung dieses Hilfssatzes beriicksichtigen wir, dass wir durch Satz 17, Teil I,
§ 27, und Satz 18, § 27, bereits wissen:

erstens: dass alle vn einem K. V. der Ordnung Null vom allgemeinen Typus IT
enthaltenen K. V. {ay o} einen Index

(284) i{aw,o} =Z—2

haben,
zweitens: dass nicht gleichzeitig
Z'{O!;,,O} =—2, Z‘{a'p’,o} =—2

sein konnen, wenn ag

5o und ayo zwer unmittelbar benachbarte positive

(bezw. negative) Wurzeln ungerader Ordnung der Gleichung

Siolow)=o0

sind.
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Auf diese beiden wichtigen Eigenschaften eines K. V. der Ordnung Null
vom allgemeinen Typus II ist bereits in Abschnitt 66, § 12, hingewiesen worden.

+
Hilfssatz 19: FEs ser {p,} ein K. V. der Ordnung Null vom allgemeinen Ty-
pus II.  Dann ist immer

(285) P —

FEs seien
§i>f> >

samtliche positiven Wurzeln ungerader Ordnung der Gleichung

(286) S olw)=o.

Dann kann der dusserste Fall
+
’i{Pz} =—1

+
erstens die Anzahl U der positiven Wurzeln §, ungerade ist,

nur eintreten, wenn

zweitens die Wurzeln 8, fiir ungerades » simtlich von der Ordnung =3
und die zugehirigen Indices i{8.} = — 2 fiir jedes ungerade = sind.

Insbesondere st somat

(287) i =i{g s} =—2

Entsprechende Behauptungen ergeben sich fiir den Index eines K. V. {pt}, wenn
man anstelle der positiven 8, die simtlichen negativen Wurzeln ungerader Ordnung
von {286)

o>f, >8> > 8y
betrachtet.
+

Beweis: Es seien die 8 (x =1,2,... G) simtliche positiven Wurzeln ge-
rader Ordnung der Gleichung (286); dann gehort zu jedem Sy ein K. V. {8}
von ungerader Michtigkeit, da auf Grund der Identitiit (41), § 2, jedes 8y gleich-
zeitig eine Nullstelle ungerader Ordnung des Polynoms I} o (w) ist. Mithin ergibt
sich aus Formel (284)

7 +

(288) Qg = — Go=1,2,...,G).

Mit Ricksicht darauf, dass die Gesamtzahl aller positiven Wurzeln der

+ 4
Gleichung (286) gleich U + @ ist, folgt aus Satz 5, § 9, (vgl. insbesondere For-
mel (107), § o)
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i {6}

M a+

{8 +

1 b3

M s+

(280) Apd=U+ 6+

1

Il

*

Andererseits hat man auf Grund von Formel (288)

(290) D iig = — é

n=1
und ferner in Verbindung mit Satz 18, § 27,

+ +
—-U fiir gerades U
+.
- U

(201) Sitgl = {

+
— 1 fiir ungerades U.

Hierbei kann der #dusserste Fall

s .
(292) Vg =—U—1
x=1
+ .
offenbar nur eintreten, wenn U ungerade ist und ¢ {8} = — 2 fiir jedes ungerade x.

Substituiert man die Abschiitzungen (290) und (291) in die Gleichung (289),
so folgt die Behauptung (285). Die tibrigen Bebauptungen unseres Hilfssatzes

+
iiber den Fall i{pz} = — 1 folgen unmittelbar aus den Bemerkungen, die wir
iiber den Fall (292) gemacht haben.

Fiir einen K. V. {;g} vom allgemeinen Typus II ldsst sich die Untersuchung
in gleicher Weise durchfithren. Damit ist der Hilfssatz 19 vollstindig bewiesen.

149. Die X.V. der Ordnung Null vom Typus II sind nach Abschnitt 35,
§ 7, bezw. Formel (96) und (97), § 19, durch die Bedingung L; = 1 definiert.
Wir teilen nunmehr diese K.V. mit L; = 1 noch weiter in zwei Klassen ein,
und rechnen einen K.V. der Ordnung Null zur

1. Klasse, wenn 1 = I; = 2, d.h. nach Formel (96), § 19,
b—p—qg+1=L=L+p—q
2. Klasse, wenn Ly = 2p;+ 1, d. h.

Lzlh+p—q+1.
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Enthilt die Menge der K.V. nullter Ordnung, die zu einer vorgelegten
Differentialgleichung (5) (siehe die Einleitung!) gehoren, K. V. der beiden Klassen,
so ist der Index ¢ eines K. V. der 1. Klasse immer kleiner als der Index ¢ eines
K.V. der 2. Klasse. Denn aus Formel (150), § 12, folgt leicht

(1 + pes) — (I + p) = (pra1 — ) (k1 + 1) >0,

da nach der Beziehung (30), § 1, pr—y > p¢ ist.
Es ldgst sich mithin immer eine Konstante #, bestimmen derart, dass, unter
t, die in Formel (151), § 12, definierte Konstante verstanden,

(293) f1=Li=2p  fir fh+1=t=t,
| Lizepo+rfirtp+1=t=7 wird

Gehoren zu einem vorgelegten Problem nur K.V. der 2. Klasse, so werde
t, =1, gesetzt; sind hingegen die K. V., die zu der vorgelegten Differential-
gleichung gehoren, simtlich von der 1. Klasse, so sei t, = T.

150. Wir behaupten zunichst

Satz 19: Fiir ein gegebenes festes t ser
(204) 1=Lisz2p, dh tp+ 1=ttt

z{;,} =1,

{(293) S Vo = 8 Wy, ky_, = — 8 Wn, 1,

Damit

muss die Bedingung

notwendig erfillt sein.

Andererseits ist

.
(296) i{pt} = O, Wenn S W, ky_; == 8¢ Way &,
+
(297) i{pt} = + 1, Wenn Sg v, == — 8g Wn,_, k,_, = SC Wy, 1, -
Damit
il =—1,

muss die Dedingung

(298) 8g vo = (— 1)t sg wtwy gy = — (= 1 sg w1,

notwendig erfillt sein.
21
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Fs st endlich

(299) Z.{pt} = 0, wenn (‘" I)kt‘l_l B Wy 1,k = (_ I)kt_l S8 Wmy, ky

(300) i{pt} = + 1, wenn sg vy = ~— (— 1)t—1"1 8g wm,_, k_,; =
= (— 1)} sg wm,, 1,

Hierbei ergibt sich die Bedeutung der wm, u.s.w. aus den Formeln (33)
und (37), § 1, (40), § 2.

151. Beweis: Es sei a; , die kleinste positive Wurzel ungerader Ordnung

der Gleichung
(301) Sio(w) =o,

und @&;, die grosste negative Wurzel ungerader Ordnung der Gleichung (301)

(negative Wurzel ungerader Ordnung von kleinstem absoluten Betrage).
Aus Hilfssatz 19 folgt nunmehr, dass

(302) i{;t}é—ly i{;t}_z_—l

ist und weiter, wenn wir noch
RIS - S

+ p—
erstens die Anzahlen U bezw. U der positiven bezw. negativen Nullstellen

voraussetzen, dass

von f¢(w) beide ungerade sind,
zweitens aus Formel (287)

(303) iy o} = —2, il ) =—2

womit zugleich gesagt ist, dass «; , bezw. @; , auch gleichzeitig Nullstellen von

Fio(w) sind. Auf Grund der Beziehung (303) lassen sich nun aber nach einem
in Abschnitt 131, § 26, angegebenen Verfahren zwei Kurven & =6;(¢) und

9 =0, (¢) konstruieren, die in {« bezw. {@; .} enthalten sind und gewisse 1. c.

5,0}
angegebenen Eigenschaften besitzen. Insbesondere geniigen die ihnen zugeord-

’ 24 4 144 -
neten Zahlen [, Iz bezw. I, I den Bedingungen

v

l

I, Is =0+ 1, beaw. I, = 1, [

v

174 ’
v ; T L.

(304) L



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 323

+ —
Ausserdem folgt daraus, dass U ungerade, bezw. U ungerade ist,

8g fi,0(e) = — sg foo (), bezw. sg fio(— &) = —sg fio(—0)
oder aber, wenn man die Beziehungen (37), § 1, und (40), § 2, heranzieht,
(305) 8 Wmy_y, by = — S Wy &y,
(306) bezw. (— 1)%—1 88 wm,_, k,_, = — (— 1)}t sg Wiy, 1,

Andererseits ergibt sich aus Formel (35), § 1, dass die Gleichungen (305),
bezw. (306) gleichzeitiz die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir
liefern, dass die Anzahlen der positiven bezw. negativen Nullstellen ungerader
Ordnung von Fpo{w) ungerade sind; damit sind dann aber auch die Michtig-

+ —_—
keiten der K. V. {pg} bezw, {p;} ungerade, wihrend, wenn

I 88 Wy, by = S8 Wmy, k

(307)

l bezw. (— 1)k—1 8g Wa,_; 5, == (— 1)} Sg W, &,

ist, die K. V. {;,} bezw. {1_7—,} von gerader Miichtigkeit sind. Hieraus folgen aber
bereits in Verbindung mit den Beziehungen (302) die Behauptungen (286) und
(299) unseres Satzes.

Wir erwidhnen endlich noch die weiteren fiir das folgende wichtigen Be-
ziechungen. Es ist

re t1
sg /5 (5 ) = — sg frole) = — 5 wmy_y, 1o

(308)
sg f, t(rg o)

(@ o) =sg frol— &)= —(— 1)t—" sg wm_y,5_,-
152, Es werde jetzt, anstelle von (294), spezieller

(309) 1shiSz2p—1

vorausgesetzt. Dann folgt aus den Beziehungen (303):

=L, =L,

da man anderenfalls Iy <13 bezw. IJ <1 erhalten wiirde, im Widerspruch

y ="'y v
zu (304).
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Weiter ergibt sich aus Hilfssatz 18 Formel (233), § 26, mit Riicksicht auf
Formel (308)

(7’13 0+ 1)
8g o= —sg f; i’ (a;;,o) =S Wy _1, ky_q»
r- +1 .
Sg Uy = — Sg f{()g,o )(&y‘o) = (— 1)ft—171 8g wm,_, ks

und damit sind, wenn man noch die Beziehungen (302), (305) und (306) heran-
zieht, die Behauptungen (295), (297), (208) und (300) unseres Satzes fiir den
Fall (309) bewiesen.

153. Es bleibt noch iibrig, den Fall
(310) Li=2p,
zu untersuchen. Aus (303) in Verbindung mit (310) folgt
Lzz2p, Lzz2p,

da man anderenfalls wieder I3 = bezw. I = [ erhalten wiirde, im Widerspruch

zu (304).
Ist jetzt I3 > 2p, bezw. I;>2p, so folgt aus (304) auch I3 > 2p, bezw.

;> 2p, und somit wegen (310) und wegen Formel (103), § 19,

.0
C,
Bﬁ,?m =V — q—‘;fﬁ'o(w)(lw =0,
0

“v,0
¢
B;),zpt =Ty — q%f,ﬁ,o(w) dw = 0.
0
Endlich ergibt sich hieraus in Verbindung mit (308)

(311)

sg 1o =S¢ fio(+ &) = S W,y 5y,
Sg Vo= —sg fro(— &)= (— 1)L own, , &,_,.

Ist aber [ = 2p, bezw. [, = 2p,, so lisst sich der Zusatz zu Hilfssatz 17,

§ 26, fiir ¢ =0 anwenden, und es ergibt sich aus Formel (z17), § 26, in Ver-
bindung mit Formel {308)
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Co [ (5+7)
s (1= 8 [ iolo)do) = —sg £ eg )= sg fiole

0

folglich
(312) 8g vy = sg fi,0 (5) = 8g Wmy_ 4 k1>
bezw.
517, 0
e r— +4+1 —
e (- “ [ o<w>dw) — —sg £ (@ ) = — sg (=),
]
folglich
(313) 8¢ vo= —8g fi,0 (— &) = (— 1)t—17" sg 1, k-

Avus (311), (312) und (313) folgen aber in Verbindung mit den Beziehungen
(302), (305) und (306) die Behauptungen (293), (297), (298) und (300) unseres
Satzes auch fiir den Fall (310), und damit ist Satz 19 vollstindig bewiesen.

154, Wir leiten jetzt einen Satz iber die Summe der Indices aller der-

jenigen K. V. ab, welche zur 1. Klasse gehoren.

Satz 20: Sind t, und t, die beiden in Formel (293) definierten Zahlen, so
est cmmer

t + t

(314) Silz—n izt

t=t,+1 t=ty+1

Awusserdem konnen die Indexsummen thre Minimalwerte

i

S R —
D ipf = — 1, bezw. D ilpf=—1
t=tot1 t=ty+1
nur annehmen, wenn
(3 I 5) 8g Uy = 8g wth, k¢, = —8g ?0‘"751, ke o
P kg —1 Y ke —1 .
(316) bezw. sg vy = (— 1)t~ g wm, 1, = — (— 1)~ sg wwm,, &,

st



326 Hans Ludwig Hamburger.

+ .
155. Beweis: Es sei der K. V. {p;} (t+1=t<t), bezw. {p;} von un-

gerader Michtigkeit, und ausserdem sei

(317) i{;;}=—1, bezw. i{;;}z—l.

o o o o +
Ferner sei t <t <{ derart, dass fiir t +1<¢t<¢—1 alle K. V. {pt}

— 4 —
bezw. {pg} von gerader Michtigkeit sind, wihrend {;pg.} bezw. {p;,} gelbst wie-

der von ungerader Michtigkeit ist. Dann behaupten wir zunichst:

(318) 1){;;,}; + 1, bezw. i{p;,}g + 1.

Und in der Tat folgt aus der Voraussetzung (317) nach Satz 19, Formel
(295) und (298)

SQ Vo = S Wme ke = = — S W, ke
g Yo g Wme_ L Er g Wme, ko 5
(319) N -
J— t—1 —_— 4
bezw. sg v, = (— 1) g Wme_ ke = — (— 1) 8¢ Wy, ky -

Andererseits ist auf Grund der Beziehungen (307)

Sg Wme, kp == 88 Wmy, ks

¢ —1’

y
(320) b (- )k{—-l _ (_ k{'—l—l
ezZw. I 8 Wme, ks = 1) g Wy ke

. + .
da ja t' derart gewihlt worden ist, dass alle K. V. {pt} bezw. {pt} fir ¢+ 1=

<t=<{ —1 von gerader Michtigkeit sind.

+ ——
Nunmehr ergibt sich aber, da { p;,} bezw. {p;,} selbst von ungerader Mich-

tigkeit sind, aus (319) und (320) in Verbindung mit den Beziehungen (305) und

(306)

sgv():—ngm k zsgw"‘q”k

1’ "f—1 gt

bezw. sg v, = — (— 1) i—1 8g Wms,

— (e pY—1
fr—1 kf’—l'—( 1) S8 Wmg, &y >

t

und hieraus folgt die Behauptung (318) mit Riicksicht auf Satz 19, Formel (297)
und (300).
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156. Aus der eben bewiesenen Tatsache ergeben sich aber nach einer
leichten Uberlegung, die wir dem Leser iiberlassen, erstens die behaupteten Ab-
schitzungen (314); zweitens folgt, dass die Beziehung

t

(321) 2, z {;t} = —1

t=t,+1

nur bestehen kann, wenn
+ +
(322) i{pt’} =1 {pt”} =—1 t+t1==t'=t).

+ +
Hierbei seien {pt'} und {ptu} K. V. von ungerader Michtigkeit, wahrend

+
die K. V. {pt} fir t,+ 1=t =<¢—1 und fir "+ 1 < t =1t simtlich von
gerader Michtigkeit sind, d. h. kurz: ¢ ist die kleinste und ¢’ die grosste aller

+
Zahlen ¢, zu denen K. V. {pt} ungerader Michtigkeit der 1. Klasse gehoren.
Somit folgt aus (307)

(323) S Wy, ky, = S Wmp_ 1, ky_y > S Wmpr, ks = S Wiy, ky -
Andererseits ergibt sich aus (322) in Verbindung mit Satz 19, Formel (295)
8g vy = 8g w,,.,._l, |
8g Vo = — S Wy, kyr
mithin mit Riicksicht auf (323)
Sg Vg = S Wmy, 1y, = — S W,k -

Damit ist die Beziehung (315) unter der Voraussetzung (321) bewiesen. Ebenso
folgert man die Beziehung (316) aus der Voraussetzung

ti

2 i{;t}=—l.

t=to+1

Was zu beweisen war.
157. Wir wenden uns nun den K.V. der 2. Klasse zu und behaupten
Satz 21: Fir ein gegebenes festes t ser

(324) Lizz2p+1,dh t,+1=5t<T.
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Dann st
z{;t} = o, i{;,} =o.

Beweis: Wir suchen den Beweis indirekt zu fiihren, und gehen somit von
der Annahme aus, es sei

(325) 4 {;t} = — 1,

+
da i{pt} = — 1 bereits in Hilfssatz 19 bewiesen wurde.
Wie beim Beweise von Satz 19 sei a; , die kleinste positive Wurzel un-

gerader Ordnung der Gleichung
Jiolw) =o.

Dann folgt aus der Annahme (325) auf Grund von Hilfssatz 19, dass e;

gleichzeitig eine Nullstelle gerader Ordnung des Polynoms Fi o(w) ist, und dass

{(326) e ) =—2

5,00

ist. Ausserdem sei 3 =60;(g) eine Kurve aus {« welche nach dem in Ab-

o }7
v,0
schnitt 131, § 26, beschriebenen Verfahren konstruiert ist derart, dass die ihr

zugeordneten Zahlen 75 und /5 den Bedingungen

(327) Gz, =0+ 1
gentigen.

BEs ist nun aber sogar ;= 2p; denn aus der Annahme ls < 2p, wiirde
man leicht in Verbindung mit der Voraussetzung (324) I3 =17; folgern, im

Widerspruch zu (327).

Andererseits wiirde sich aus der Annahme Z;;' > Z;; > 2 9 mit Riicksicht auf

die Voraussetzung (324)
v, 0
lg;,th:“%fﬁ’o(w)(zw:O
0

ergeben; das ist indessen wunméglich, da fi o(w) nach den getroffenen Bestim-

mungen iber ¢z . im Intervall o < w < ey , sein Vorzeichen nicht wechselt.

v,0 v,0



Beweis einer Caratheodoryschen Vermutung. 329

Ist nun aber Iy = 2p;, so lisst sich auf Grund der Annahme (326) auf den
K. V. {e; .} der Hilfssatz 17, § 26, mit &' = 0 anwenden, und es folgt aus der

Beziehung (217), § 26, wegen (324)

(r,+1

5,0
¢
(=0 [otwto) = — s rlF) ).
0

Diese Beziehung steht aber mit Formel (308) in Widerspruch, und somit

ist die Gleichung (326) und damit auch die Annahme (3235) widerlegt, und die

+
Behauptung ¢ {pt} = o bewiesen.

In derselben Weise schliesst man, dass auch z{;t} = o ist, und so ist Satz

21 in vollem Umfange bewiesen.

158. Nunmehr erfordert es nur noch geringe Miihe, das eigentliche Ziel
unserer Untersuchung zu erreichen:

Satz 22: Es st

Beweis: Wir behandeln zuniichst den einfachsten Fall, dass die K. V. der
Ordnung Null, die zu der vorgelegten Differentialgleichung (5) (siehe Einleitung)
gehoren, simtlich vom Typus IT sind. Dann ist ¢, =0, und man hat nach
Formel (63), § 4

(328) io)=itmd + St o)+ > Gd+ o)),

wenn A (g, 9) fiir 9 =0 verschwindet und somit ein K. V. {p,} existiert. Da
wir {p,} als vom Typus II vorausgesetzt haben, so ist nach den Ausfithrungen
aus Abschnitt 39, § 7, der Exponent k,= 1 (vgl. die Produktdarstellung (29),
§ 1, fiir A, ), und es ist weiter nach Formel (108), § 9,

(329) i{p} = + 1.
Ausserdem ist nach Satz 20

(330) ii{;’t}i—l, ; i{;t}i"*l,
t=1 t=1

nach Satz 21
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(331) ‘\2 (i {;t} + 7{;:}) = o.

t=t,+1

Mithin erhilt man, wenn man die Ergebnisse aus (329), (330) und (331) in
(328) einsetzt, i(0) = — 1.
Ist aber %k,=o, d. h. ist $ =0 keine Losung der Gleichung 4{g, 9) = o,

+ —
so wird, wenn wir wieder voraussetzen, dass die {pt} und {pz} simtlich vom
Typus 11 sind, d. h. dass {;, =0 ist,

(332) i(o) = tz(l {;’t} + 2{;}) + é (z {;t} + i{;t})

i=1 t=t+1

Aus ky, =k, =0 folgt nun aber, dass die beiden Summen

Silod, Silal

=1 t=1

nicht beide gleichzeitig gleich — 1 sein konnen. Denn nach Satz 20, Formel
(3138) ist
88 Vo = 8G my, ko

t "
notwendige Bedingung fiir 2 7 {pg} = — 1; andererseits ist nach Formel (316)

t=1

8 Vo = — 8 Wmy, k,

t -

notwendige Bedingung fir D) ¢ {pt} =1,

t=1

Mithin ergibt sich
12
+ —
>0 fd+ifad) 2 -
t=1
und hieraus folgt in Verbindung mit der Gleichung (332) und der Abschitzung

(331) auch fiir diesen Fall 7{0) = — 1.

159. Es bleibt noch iibrig, den Fall zu untersuchen, dass unter den zu der
vorgelegten Differentialgleichung gehorigen K. V. der Ordnung Null auch solche
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vom Typus I oder Typus IIT existieren. Indem wir von dem in Satz 8, § 12,
eingefithrten Symbol ¢ {f,} Gebrauch machen, erhilt man aus Formel (63), § 4,

t + — T ES —
il0)=d{t} + X (Z {pt} + i{pt}) + > (z {pr} + i{pt})
t=to+1 t=t,+1
und weiter, mit Riicksicht auf die Abschiitzung (331)
!'l + —
(333) iozitn)+ 3 (it +ifal)
t=to+1
Ist jetat 4 {f,} = — 1, so folgt aus Satz 8, § 12, Formel (152)
ki, ungerade, sg v, = — sg Wy, ky,»

und hieraus ergibt sich nach Satz 20, Formel (315) und (316)

i i{;o:}zo, i i{;t}zo

t=t,+1 t=to+1

und somit wegen (333) ¢(0)= —

Ist andererseits 7 {#,} =0, so folgt aus Satz 8, § 12, Formel (153)

ki, gerade.
Dann konnen aber die Summen

s ilod, 3 ifnd

t=ty+1 t=ty+1

nicht beide gleichzeitig gleich — 1 sein. Denn nach Satz 20, Formel (315) ist

8g Vo = 8g Wmy ky

ty +
notwendige Bedingung fiir Z i{pt}-: — 1; nach Formel (316) ist ferner, da
t=t,+1
ki, gerade,
Sg Vo = — 8 Wm, &,
4

notwendige Bedingung fur ) ¢ {pg} = — 1. Mithin hat man im Falle ¢ {{;}=o0

t=ty+1
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f —
S itnd +itndz 1,
t=to+1
und hieraus folgt unmittelbar in Verbindung mit (333) die Behauptung ¢ (0)= —1.
Ist endlich ¢{f,} = + 1, so geniigen bereits die Abschitzungen (314) aus
Satz 20, um in Verbindung mit (333) die Behauptung 7(0) = — 1 zu folgern.
Damit ist die Abschitzung (18} der Einleitung fiir alle Fille bewiesen und
das Ziel, das wir uns fiir die vorliegende Untersuchung gesteckt haben, erreicht.
Denn wie in den Abschnitten 8 und 9 der Einleitung gezeigt wurde, folgt aus
7(0)= — 1 fir den Index ¢s eines isolierten Nabels die grundlegende Relation
75 = o und hieraus wieder, wie wir bereits aus Teil I wissen, die Richtigkeit der
Caratheodoryschen Vermutung, so wie wir sie zu Beginn dieser Ausfithrungen
in Abschnitt 1 als Hauptsatz formuliert haben.



