SUR LE CARACTERE TOPOLOGIQUE DU GROUPE HOMO-
GRAPHIQUE DE LA SPHERE.

Par
B. DE KEREKJARTO
4 BUDAPEST.

A M. ELIE CARTAN en témoignage de haute estime.
Introduction.

Dans le présent mémoire je donne la solution du probléme qui cousiste a
caractériser topologiquement le groupe des similitudes du plan euclidien et le
groupe homographique d’une variable complexe. »

Dans le premier chapitre, je reproduis ma démonstration du théoréme suivant,
concernant la détermination des types topologiques de groupes continus connexes
d’ordre 2, sur lequel reposent les considérations ultérieures’:

Théoréeme I. Tout groupe continu connexe d’ordre deux est homéomorphe i U'nn
des quatre groupes suivants:

1) le groupe des paramétres correspondant au groupe des similitudes de la drotte
conservant le sens;

2) le groupe des translations du plan euclidien;

3) le groupe des mouvements d'un cylindre de révolution;

4) le groupe des translations d'un tore en lui-méme.

Dansg le deuxiéme chapitre, je démontre les deux théorémes suivants:

Théoréme II. Tout groupe continu doublement transitif de transformations

topologiques du plan en lui-méme est homéomorphe aw groupe des simildtudes du plan
euclidien.

! La méthode développée dans le chapitre I est, & quelques modifications pres, la méme que
celle publiée dans le mémoire: B. voN KERERIARYO: Geometrische Theorie der zweigliedrigen kon-
tinwierlichen Gruppen, Abhandl. Mathem. Seminar Hamburg, 8 (1930), p. 1o7—114.
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Théoréme III. Tout growupe continu treplement tramsitif de transformations
topologiques de la swrface d'une sphére en elleméme est homéomorphe aw groupe homo-

graphigue dune variable complere,

Concernant la généralité de ces théorémes, nous faisons observer qu'on ne
serait amené qu'a une généralisation apparente si l'on considérait dans ces
théorémes une surface quelconque au lien du plan et de la sphére. En consé-
quence du théoreme I, la seule swrfuce qui admet un groupe continn doublement
transitef est le plan cuclidien, et la seule swrface qui admet un groupe contenu
triplement frmz's[z‘z:/' est celle de la sphére.

Le théoréme II comprend aussi une nouvelle solution du probléme déja résolu
dans un mémoire céléhre de M. Hilbert! en ce qui concerne la caractérisation
topologique du groupe des mouvements enclidiens plans. Par le moyen du théoréme
II, le groupe des mouvements du plan euclidien peut étre caractérisé comme le
sous-groupe invariant, formé par les transformations réguliéres dans tout le plan,
d'un groupe continu doublement transitif de transformations topologiques du plan
en lui-méme”.

Le résultat énoncé dans le théoréme 11 permet de baser la géométirie eucli-
dienne plane sur les notions de voisinage et de similitude, par le moyen des dé-
finitions et axiomes suivants.

On entend par plan une surface, c’est-i-dire un espace connexe, localement

cartésien a deux dimensions.

Simelitude est une relation définie pour des triples de points du plan
(désignée par (4, B, )~ (4", B, ("), satisfaisant aux conditions suivantes:

a) Si (4, B, )~ (4", B, ('), on a aussi (B, (, 4)~ (B, ¢', 4").

b) De la relation (A, B, C)~ (4, B', (") il s'ensuit (4", B, (')~ (4, B, ().

c¢) Des relations (4, B, ()~ (4", B, C")et (4", B', C'y~(4”, B, C”) il s’ensuit
(4, B, C)~ (4", B”, ¢").

d) A tout triple de points (4, B, ) et a tout couple (A’, B’) correspond un
et un seul point € tel que (4, B, )~ (4', B, ().

VD, Hitsert: Uler die Grundlagen der Geometrie, Mathem. Annalen, 56 {1902}, p. 381—422;
paru anssi dans le volume: D. HiLsEwT: Grundlagen der Geometrie, Leipzig et Berlin (1930) 7. éd,;
Anhapg IV.

* Concernant la notion de transformation réguliere, voir B. DE KEREKTARTO: Surle caractere
lopologique des représentations conformes, C. R. Acad. des Sciences, Paris, t. 198 (1934), p. 317-—320,
et plusieurs mémoires du méme anteur dans les Acta Scientiarum Mathematicarum, Szeged, vols. 6
et 7 (1934).
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e) Si (4, B,C)~ (A", B', (') et (4, B, D)~ (4', B', ) et si le point D est
suffisamment voisin de C, le point I’ est arbitrairement voisin de C’.

f) Si (A, B, C)~ (A", B, ') et si A" et B’ sont suffisamment voisins de A
et B, respectivement, le point ¢’ est arbitrairement voisin de C.

La géométrie définie par ce systéme d'axiomes est la géométrie euclidienne
plane.

Le théoréme III fournit la base topologique de la géométrie des cercles et
celle de la géométrie projective de la droite complexe. Par son intermédiaire, on
peut rattacher les recherches profondes de M. Elie Cartan' sur la géométrie
projective de la droite complexe directement aux propriétés topologiques du groupe
homographique, sans faire intervenir une représentation analytique. Je reviendrai
sur cette question dans un autre recueil.

I. Détermination des groupes continus connexes d’ordre deux.

§ 1. Généralités et théorémes auxiliaires.

Nous entendons par groupe continu connexe d’ordre 2 un groupe G’ dont les
éléments sont en correspondance biunivoque et bicontinue avec les points d'une
surface F' appelée surface des paramélres. Les voisinages dans le groupe G sont
définis de telle facon que l'inverse A~' de 1'élément 4 et le produit 4 B de deux
éléments A, B quelconques varient continuement avec 4 et B. A tout élément
S de G’ correspond une transformation topologique (c'est-d-dire biunivoque et
bicontinue) de la surface des paramétres en elle-méme, sans point invariant, qui
change le point A de I en le point AS. IL’ensemble de ces transformations
est un groupe simplement transitif sur la surface F: 4 deux points quelconques
A et B correspond une transformation du groupe et une seule qui change 4 en B.
Ce groupe de transformations est appelé groupe des paramétres du groupe G'.

Soit I la surface de recouvrement & connexion simple de la surface F' et
soit I' le groupe de connexion de F’. Le produit G =TI-(G  est un groupe
continu simplement transitif sur la surface F. Concernant son type topologique,
la surface I’ est homéomorphe soit au plan euclidien, soit & la surface de la
sphere. Mais, d'une part, les transformations du groupe G conservent le sens

d’orientation de la surface I’ et aucune d’elles, excepté l'identité, n’admet un

* E. CARTAN: Lecons sur la géométrie projective complexe. Paris, 1931.
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point invariant, d'autre part, toute transformation topologique de la surface de
la. sphére en elleméme conservant le sens admet au moins un point invariant,
d'aprés un théoréme connu de M. Brouwer'. Il résulte de 14 que la surface de
recouvrement F' i connexion simple de la surface des paramétres F' est homéo-
morphe au plan. Le groupe I' est un sous-groupe invariant de &, proprement
discontinu dans G.

Pour déterminer tous les types topologiques de groupes conlinus connexes d’ordre 2,
il faut donc déterminer d’'abord les groupes continus simplements {ransitifs G du
plan, ensuite leurs sous-groupes invariants proprement discontinus T, et former les
groupes factewrs G/I. Ces derniers fournissent les groupes des paramétres de tous
les groupes continus connexes d'ordre 2.

Soit G un groupe continu simplement transitif de transformations topolo-
giques du plan en lui-méme. Toute transformation T de ¢ conserve le sens et
n'admet pas de point invariant (sauf lidentité I). En vertu du théoréme de
translation A 4 M. Brouwer, on peut construire un domaine de la transformation
T contenant un point douné quelconque; ce domaine est limité par deux lignes
simples et ouvertes a et b telles que b est l'image de a obtenue par la trans-
formation 7'; l'image du domaine est un autre domaine de la transformation,
sitné de l'autre c6té de la ligne b. Nous entendons par ligne simple et ouverte
une image topologique d'une droite telle qu'a toute suite divergente de points
de la droite correspond une suite divergente de points de la ligne simple et
ouverte.

Nous tirons du théoréme de translation les corollaires suivants qui nous
serviront de théoremes auxiliaires.

Soit T une transformation topologique du plan en lui-méme conservant le sens,
n’admettant aucun pornt invariant.

1.1. Aucune puissance T" de la transformation T w'admet un pornt invariant
(n désigne un entier positif quelconque).

1.2. Les images T(4), T®(4), T3(4),... dun point quelconque A obtenues
par les puissances de la transformation T jforment une suite divergente.

1.3. Chaque arc continu A dont les extrémités A et T™(A) se correspondent
par une puissance T™ (n > 1) de T rencontre son tmage A’ = T (A), obtenue par la

transformation T.

Y Toute transformation topologique de la surface d'une sphére en elle-méme, conservant le sens,
admet aw moins un point invariant. Voir, par exemple, B. VoON KERERKIJARTO: Vorlesungen iiber
Topologie, Berlin (1923), p. 193.
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Soit ¢, un arc de translation c’est-a-dire un arc simple dont les extrémités se
correspondent par 7' et qui n’a aucun autre point en commun avec son image
obtenue par T. Nous appelons trajectoire de T engendrée par ¢, la ligne simple
et continue x formée des images ¢, de ¢,, obtenues par les transformations I
(n=o0, 1, £2,...). La ligne x est une image topologique d'une droite, mais
elle n'est pas nécessairement une ligne simple et ouverte car, en général, elle
n’est pas un ensemble fermé de points.

1.4. Si (P, Py, ...) est un ensemble infini de points de la trajectoire x==Scn
tel que tout arc de translation e. de » ne contient qu’'un nombre fini de points de cet
ensemble, aucun point d’accumulation de Uensemble (P,, P,, ...} w'appartient d la
trajectoire x.

1.5. St Ay est un arc qui forme avec un arc %, de la trajectoire » une courbe
stmple et fermée, et st Uarc », contient deux points qui se correspondent par la trans-
Jormation T, Uarc A, a au moins un point en commun avec son image A, = T(L;);
il y a donec sur Uarc Ay deux points qui se correspondent par T.

Les propositions ci-dessus sont des conséquences immédiates du théoréme de
translation; d’ailleurs elles peuvent servir de préliminaires d'une démonstration
du théoréme de translation'.

Dans le § 2 nous allons démontrer que foute transformation d'un groupe
continu connexe d'ordre 2 appartient & un sous-groupe continu connexe dordre 1.
C'est essentiellement le résultat obtenu par M. Brouwer dans sa deuxiéme
communication sur les groupes continus®’. Dans le § 3 je détermine les types

topologiques de groupes continus connexes d’ordre 2.

§ 2. L’existence de sous-groupes continus d’ordre un.

Soit G un groupe continu simplement transitif de transformations topolo-
giques du plan en lui-méme. Nous choisissons un point arbitraire du plan comme
origine e} lui faisons correspondre la transformation identique I. A chaque point
S du plan correspond une transformation du groupe G et une seule qui change
I'origine en §; nous désignons cette transformation par la méme lettre S.

' L. E. J. BROUWER: Beweis des ebenen Translationssatzes, Mathem. Annalen, 72 (1912), p.
37—54. — B. DE KERERKJARTO: The plane translation theorem of Browwer and the last geomelric
theorem of Poincaré, Acta Scient. Math., Szeged, 4 (1928), p. 86—102, et deux Notes du méme
auteur dans les C. R. de I'Acad. des Sciences, Paris, t. 186 (1928), p. 1599 et t. 187 (1928), p. 20.

* L. E. J. BRouwgr: Die Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen unabhingig von den
Axiomen von Lie, Mathem. Annalen, 67 (1909) p. 246—267 et 69 (1910), p. 181—203.
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2.1.  Chague transformation S du groupe G a une racine carrée.

Considérons lU'znversion X - X c'est-d-dire la transformation du plan en lui-
méme qui change tout point X en le point X! correspondant 4 1l'inverse de X.
L’inversion est une transformation topologique et involutive du plan en lui-méme
qui laisse le point I invariant. Aucun autre point n'est invariant par l'inversion;
autrement, pour un point X # I, on aurait X?*=1T1 ce qui est exclu par le
théoréme 1.1. Il résulte de 13 que l'inversion conserve le sens'. La transforma-
tion X -~ X' 8, produit de l'inversion et de la transformation S{s< 1) du groupe,
conserve le sens; elle échange entre eux les points I et S; d’'aprés 1.1 elle admet
donc au moins un point invariant 7. De la relation T=T"' 8, on déduit 7*=35,
c'est-d-dire T = S12,

2.2. Sz S est une transformation du groupe G, Uensemble des racines successives
U2 §UA QU8 est borné. (S1*'! désione une Tacine carrée de SV choisie
arbitrairement et fixée ensuite).

Soit U un voisinage du point I, borné et symétrique (c'est-d-dire invariant
par l'inversion), contenant le point S. Soit ¥ un autre voisinage borné de I tel
que le produit de deux transformations quelconques contenues dans U appartienne
4 V. Soit A un arc joignant les points I et § dans U. D’aprés le théoréme
1.3, A Tencontre son image obtenue par la transformation SY2* parce que les
extrémités de A: I et S correspondent par la 2%iéme puissance de S¥2*. 1l y
a donc deux points 7, et T, de A tels que T,= 7,8 La transformation
S — T=1 7, est le produit des transformations 77! et 7, contenues dans U,

. k . ..
par suite SY?" appartient au voisinage V.

2.3. La suite SV*, SVE SY8 || converge vers lidentité.
Soit ¥ un domaine borné contenant tous les points SV (n==1,2, ...).
Soit 7 un point d'accumulation de cette suite, et soit S=, 8%, ... (a, = 1/2%)

une suite partielle convergeant vers 7. Pour tout entier positif », la suite
Sa2’ §«? . converge vers T?. Si v, est assez grand, tel que a, <1/2" pour
» >, les points S%?" (v > v,) appartiennent au domaine ¥, de méme leur limite
7. La suite T? (r=1, 2, ...) est donc bornée; il résulte de la proposition I. 2
que, dans ce cas, T =1

2.4. A chaque voisinage V de I, on peut faire correspondre un nombre positif
0 tel que, pour tout nombre dyadique n/2* inférieur en valewr absolue & 4, la trans-

b Toute transformation topologique, périodigue du plan en lui-méme est hombomorphe & une
rotation ou & une symétrie par rapport a une droite, suivant qu'elle conserve le sens ou non. Voir
B. vox KERERJIARTO: Vorlesungen wber Topologie, p. 224.
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formation S gppartient & V. (n désigne un entier positif ou négatif; S
désigne la n-idme puissance de S¥¥).

Soit ¥ un voisinage arbitraire de I et soit U un voisinage symétrique de [
tel que le produit de 5 transformations quelcongques eontenues dans U appartienne
a4 V. Nous désignons par U’ I'ensemble des transformations qui peuvent étre
représentées comme produits de » transformations contenues dans U. En vertu
de la proposition 2.3 il y a un indice [ te! que pour chaque entier k=, la
transformation SY2* appartient & U; posons ¢ — 1/2.. Nous allons démontrer
que S"?° appartient & V si n/2" est positif et inférieur & 1/2%.

Nous construisons un are de translation de la transformation S, = SV?
joignant les points I et S, dans U?®;' soit x la trajectoire de §, engendrée
par cet are de translation. Soit 4 un arc dans U joignant les points I et
§12 = §m (m = 2*~" > n). Nous parcourons la trajectoire » & partir dun point S”
dans le sens positif et dans le sens négatif jusqu'aux premiers points 7, et 7
qui appartiennent & Yarc A. Soit (S7', S?) l'arc de translation sur x (p entier,
p =n) qui contient le point 7,. La transformation S;? change le point 7, en
un point I appartenant & Yarc de translation (ST, I) de la trajectoire x. De
la relation 7, 8;7? = T découle S¥ = T T,; comme T! appartient & U? et T,
appartient a U, il résulte que le point S? appartient a U3

Désignons par x, et par A, les arcs de » et de 1 déterminés par les points
T, et Ty,. Les arcs %, et 4, forment une courbe simple et fermée. Le point
S? et son image S obtenue par la transformation S7 P se trouvent sur l'are x;
d'aprés la proposition 1.5, i1 y a deux points 75 et 7, de 1, qui se correspondent
par la transformation S7—7, c'est-i-dire que I,S7 P =1, dot: S*P?=T,7T,.
Il résulte de la que S™? appartient & U®. La transformation S*= S" P 8§ est
le produit de deux transformations contenues respectivement en U? et en U3,
par conséquent ST appartient & U® et de méme & V.

2.5. A chaque nombre réel a correspond une transformation S® du groupe lelle
que, pour toute suite de nombres dyadiques rationnels «,, a,, . . . convergeant vers «,
la suite 8%, 8% ... converge vers S

! La construction d'un arc de translation, d'aprés la mdéthode de M. Terasaka, est la suivante,
Boit 4 un domaine variable dans U, contenant le point I, limité par une conrbe simple et fermée,
et soit S,(4) son image obtenue par S,; S,(4) appartient & U2 Si 4 est assez petit, 4 et S ()
n'ont aucun point commun. Nous étendons 4 dans U jusqua ce que les fronticres de 4 et de
S,(4) se touchent en un point P. Un are passant par le point I, joignant dans 4 les points P
et 87 (P), et l'image de cet arc obtenue par S; forment ensemble un arc simple situé dans U'%;
la partie de cet arc entre les points I et S, est un are de translation de la sorte demandée.
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Soit «,, @,, . . . une suite de nombres dyadiques rationnels convergeant vers «.
Si k est assez grand, la suite %, S=/2° . est bornée, d'aprés la proposition
2.4; la suite S%, 8%, ... est donc aussi bornée et admet au moins un point
d’accumulation §® Soit «';, @’;, ... une suite extraite de la suite «, telle que
Se: §%: ... converge vers §°. Comme o, —a, converge vers O, si » > o, la
suite S=—%s S%—e¢: . converge vers I, en vertu de la proposition 2.4. En
multipliant les deux derniéres suites, on conclut que la suite S=, §%, ... con-
verge vers S% Il résulte de 14 immédiatement que, pour une suite quelconque
de nombres réels e, @, ... convergeant vers e, la suite S, §%, ... converge
vers S¢

Les points 8% (— % <o < + ) forment par conséquent une ligne continue
(image univoque et continue d'une droite).

En conséquence de la proposition 2.5, la relation S%. SFf = S*+# est valable
pour des nombres réels ¢, 8 quelconques. Soient en effet ¢, ey ... et 8, 55, . ..
deux suites de nombres dyadiques rationnels convergeant vers « et vers 8; la
suite @, + 8, converge vers a + 8, et de la relation S%-Sf» = §%*f» on déduit:
8. §F = Satf,

2.6. 87 les nombres réels a et B sont différents, S® et SP sont aussi différents.

Autrement, on aurait S*# =1, pour « — 8 0; posons y=a—f. De la
relation S'=1, on conclut d’aprés 1.1 que S =1, =1 et Sut=]
(7 et k>0 sont des entiers quelconques). Comme 5% dépend continuement de
z, on aurait done, pour toute valeur de x, S§* = I; c’est en contradiction avec
I'hypothése S5 I

Les points 8% (—o < a < + ) forment donc une ligne simple.

2.7. St e, a, ... est une suste divergente de nombres réels, la suite S, S, . ..

wadmet aucun point d accumulation.

Supposons, au contraire, que la suite S*:, §%: ... extraite de la suite
S« S ... converge vers un point 7'; on peut supposer que, pour chaque in-
, > 124 P ’ p bp que, p
dice k, o'y —a't-1>k. La suite S« S¢v<2 convergerait alors vers I

Considérons l'arc simple 8% (0 £ e <1) qui est un arc de translation ¢, de
la transformation S; la trajectoire x de S engendrée par ¢, est la ligne S®
(— <a<+oo) Aucun arc c,= S"(c,) ne contient qu'un point, au plus, de
la suite §¢%~*%k—1. Il résulte donc de la proposition 1.4 que la suite S¥s k-1

ne peut pas tendre vers le point I de la trajectoire x.
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Des propositions 2.5, 2.6, 2.7 découle la proposition suivante:

2.8. Les points 8% (—o < a <+ %) forment une ligne simple et ouverte.

2.9. La transformation S n'a qu'une seule racine carrée.

En effet la ligne simple et ouverte S¢ (—ow << o'< + ) est transformée en
elleeméme et par linversion et par la transformation § du groupe. Les deux
demi-plans déterminés par cette ligne sont échangés entre eux par la transforma-
tion X — X718§; aucun d’eux ne peut donc contenir un point invariant de cette
transformation, c'est-i-dire une racine carrée de S. Ainsi, le point S'2, appar-
tenant & la ligne (S§%), correspond & la seule racine carrée de S.

Le résultat obtenu est énoncé dans le théoréme suivant:

Théoreme. Chaque transformation S (# I} du groupe G appartient & wun sous-
groupe contenu connexe d'ordre 1 de G. Ce sous-groupe est formé par toutes les
puissances S de la transformation S (@ réel, — o < o < + «); 1l est représenté

dans le plan par une ligne simple et ouverte.

§ 3. Détermination des groupes continus connexes d’ordre deux.

Nous désignons par (S) le sous-groupe continu connexe d’ordre I du groupe
G contenant 1'élément S; soit [, la ligne simple et ouverte dans le plan qui
représent le groupe (S). Les images de [, obtenues par les transformations du
groupe G forment un faisceau de lignes () tel que par tout point dn plan passe
une ligne du faisceau et une seule.

En conséquence de la continuité du groupe G, le faisceau (I} satisfait & la
condition de régularité suivante: si la distance des points P et P’ est suffisam-
ment petite, 1'écart des lignes ! et I’ passant par P et par P’, relatif & une
métrique bornée du plan, est arbitrairement petit. Il résulte de 1a que le faisceau
() est homéomorphe & un faisceau de droites paralléles du plan euclidien®.

Soit T' un élément de G n’appartenant pas & (S); désignons par k, la ligne
représentant le groupe (7'), et par (k) le faisceau des lignes obtenues de %, par
les transformations du groupe G.

Chaque ligne du faisceau (k) a au plus un point en commun avec une ligne
guelconque du faisceau {I). Il y a un voisinage U de l'identité I dans lequel le
systéme des lignes (k) et (I) est homéomorphe & un systdme de droites paralléles
et orthogonales. Chaque ligne [ qui traverse U a un point en commun avee F,,

! B. voN KeRERJARTO: Vorlesungen iiber Topologie, p. 238 et seq.
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et chaque ligne % traversant U a un point commun avec {,. 1l résulte de 1a
que toute transformation contenue dans le voisinage U peut étre exprimée sous
chacune des deux formes: TFS* et S* T%. Par suite:

3.1. 82 S et T sont deux éléments quelconques du groupe G qui v’ appartiennent
pas & un méme sous-groupe d'ordre 1, tl y a un voistnage U de Uidentité tel que
toute transformation contenue dans U peut étre exprimée sous la forme TF S

Les sous-groupes d'ordre 1 de ¢ forment un faisceau de lignes simples et
ouvertes tel que, par tout point du plan, excepté l'origine I, passe une ligne
et une seule. La condition de régularité étant vérifiée pour ce faisceau de
lignes, il résulte que ce faisceau est homéomorphe au faisceau des droites du
plan passant par un point fixe. Nous pouvons donc introduire une coordonnée
angulaire 8 (mod 2 ) dans l'ensemble des sous-groupes d'ordre 1.

A tout élément 7 du groupe G, nous faisons correspondre la transforma-
tion topologique A du plan en lui-méme définie par la formule: X ~ T1 X T,
ou X désigne un point variable du plan. A est le carré de la transformation
X — X' T, elle conserve donc le sens. La transformation 4r change entre eux
les sous-groupes d'ordre 1 de G, et, en particulier, elle transforme le sous-groupe
(T) en lui-méme. IL’ensemble des transformations Ay correspondant aux éléments
I' de (& constitue un groupe, isomorphe & &, appelé groupe adjoint de G'. L’'in-
verse de la transformation A, est la transformation 4,-; correspondant a l'in-

verse de T.

3.2. Il y a au moins deux éléments S et T de G, v appartenant pas ¢ un
méme  sous-groupe d'ordre 1, tels que la transformation Ay du groupe adjoint, cor-
respondant & T, change le sous-groupe (S) en lui-méme.

Si le groupe (¢ est commutatif, cette proposition est évidente; S et T sont
alors arbitraires. Considérons un groupe G non commutatif; désignons par 6 la
coordonnée angulaire d'un sous-groupe quelconque d’ordre 1, et par 6" = f(0, T)
la coordonnée de son image obtenue par la transformation 4, du groupe adjoint;
soit 6 déterminée de telle facon cue, pour le groupe (T), soit ' =6. De la
relation 4;'= A, découle: §=f(0', T-'). 8i la proposition ci-dessus était in-
exacte, la différence f{0, T) — 0 garderait un signe invariant lorsque 7' est fixe
et 0 variable. Comme cette différence dépend aussi continuement de 7', il résulte

! Concernant cette mnotion, voir, par exemple, E. CArTAN, La théorie des groupes finis el
continus et I Analysis Situs, Mémorial des Sciences Mathém., fase. 42 (1930), p. 19.
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que f{6, T) — 6 aurait un méme signe pour tout & et 7' tels que T n'appartient
pas au sous-groupe de coordonnée 6. Mais cela est impossible parce que

f,.1)—0=0—f@, 1.

Soient donc 8§ et I deux éléments de (+ n’appartenant pas & un méme sous-
groupe d’ordre I, tels que le sous-groupe (S) est transformé en lui-méme par la
transformation Ay, c'est-a-dire que, pour tout ¢, T-1 87T appartient au sous-

groupe (S). Il résulte de la que, pour toute valeur de 3,
T—F §¢ TP = S,

ou a = F (e, ) est une fonction continue de « et S
Pour déterminer la fonction I'(a,@), posons d'abord e = e, + «,; nous
obtenons ainsi
Stlaten ) = T—B S TF. T—6 S T == §F e f+F o, )

de la relation obtenue
11‘((11 + az: 43) == I’v(dl, 18) + 1"(‘223 5)»
on conclut que

Fle,fl=c- I'(1,8)=c ¢(8)
Posons ensuite § =, + 8,, nous obtenons la relation:

Saq (Bt — T‘ﬁz(T"ﬁl S Tﬁl) 1'{32 == T—pB: Seip () 1'("2 = Seg (B (ﬁz)’

de la relation

pB + 8= @ (8,) - P (8,),

on conclut que

En résumé

I'e,8) =a-db.

Le nombre réel a est défini par la relation S*=T7-18T. Comme la trans-
formation A7 du groupe adjoint laisse tous les points de la ligne (T) invariants
et conserve le sens du plan, il résulte que § et son image S obtenue par 4dr
se trouvent d'un méme cdté de la ligne-(7); par suite le nombre réel a est po-
sitif. Si le groupe G est commutatif, on a ¢ =1. 8i G n'est pas commutatif,
a 7# 1; nous posons alors a=e; cela signifie un changement du paramétre du

groupe (T), obtenu en remplacant 7' par Tlose
21
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Nous avons obtenu le résultat suivant:
3.3. Le groupe G contient deux sous-groupes d'ordre 1 (S) et (T) tels que,
pour loutes valeurs o et 8,

Se T8 = TP Seaf

Le nombre réel a est égal & 1 ou 4 e sutvant que G est commutatf ou non.

Nous allons démontrer la proposition suivante:

3.4. Toutes les transformations du groupe G peuvent étre exprimées sous la
Jorme TY S*.

Soit en effet B un élément quelconque du groupe G. D’aprés la proposi-
tion 2.4, pour un entier n assez grand, I'élément RY" appartient au voisinage
U dont les éléments sont de la forme 7% 8% (3.1). De la relation R == (T68"
on déduit, en tenant compte de la proposition 3.3, U'expression K = 7% S8~

Des propositions 3.3 et 3.4 découle immédiatement que (S) est un sous-groupe
invariant du groupe .

Nous attribuons au point R ==T%S* du plan les coordonnées (x,y). La cor-
respondance obtenue ainsi entre les points du plan et les couples de nombres
réels (x,y) est biunivoque et bicontinue.

La transformation 7% S® change le point 7% S® de coordonnées (x,y) en le
point TYS*TFS*;, comme S*7%=TFS* af (3.3), il résulte que 7TVS*TFS*=
= Tvt8 SzaP+a. Jeg coordonnées de ce point sont (xaf + e,y + B). On obtient

donc les expressions suivantes des transformations du groupe G:

(1) ' =xef +a, y =y + B, si G n'est pas commutatif;

(2) @ =x+a ¥y =y+pB si G est commutatif.

Le groupe (1), qui est le groupe des paramétres correspondant au groupe
des similitudes de la droite conservant le sens, n'admet aucun sous-groupe in-
variant proprement discontinu. — En posant X =z, Y =¢¥ et 4 =a, B=¢f

le groupe (1) peut étre exprimé par les formules
X' =BX+4, Y=BY (B>o).

Ce groupe est le groupe des homothéties du demi-plan ¥ > o, dont les centres
appartiennent & l'axe ¥ =0, y compris les translations paralléles a I'axe X. En
considérant le demi-plan ¥ >0 comme un modéle du plan hyperbolique, ce

groupe est un groupe de mouvements hyperboliques, simplement transitif sur le
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plan hyperbolique, formé par les translations ayant pour bases les droites d'un
faisceau de droites paralléles dans une direction, et par les translations suivant
les horocycles de ce faisceau.

Le groupe (2) admet deux sortes de sous-groupes invariants proprement dis-

continus, 4 savoir:
4 ’ ’ 7 N .
r=x+m y=y e x'=x+m y =y + n (m n eotiers).
Les groupes facteurs leur correspondant sont les suivants:

(3) =xz+emod 1), Yy =y+B0=x<1, —0<y< + x);
- (4) =xz+a(mod 1),y =y+B (mod 1) 0o=x<1,0=y<1)

Le groupe (3) est celui des mouvements d'un cylindre de révolution, et (4) est le
groupe des translations du tore en lui-méme.

Nous avons donc démontré que tout groupe continu connexe d'ordre 2 est
homéomorphe & Uun des quatre groupes suivants:

(1) groupe des paramétres correspondant au groupe des similitudes de la droite,
conservant le sens;

(2) groupe des translations du plan euclidien;

(3) groupe des mouvements d’un cylindre de révolution;

(4) groupe des translations d'un tore en lui-méme.

C'est le théoréme I énoncé dans 1'Introduction.

II. Caractérisation topologique du groupe homographique.

§ 4. Sur les rotations contenues dans un groupe doublement transitif.

Soit G un groupe de transformations topologiques du plan en lui-méme.
Nous introduisons dans le plan une métrigue bornée, par exemple au moyen d’une
projection stéréographique du plan sur la surface d'une sphére.

Supposons que le groupe G soit doublement transitif dans le plan; cela veut
dire qu'a deux couples de points quelconques (4, B) et (4’, B') correspond une
transformation du groupe G et une seule qui transforme 4 en 4’ et B en B'.

Le groupe doublement transitif est dit continu si & tout couple de points
(4, B) et & chaque nombre positif ¢ correspond un nombre positif d tel que toute
transformation de G qui déplace chacun des points 4 et B de distances infé-
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rieures 4 ¢, diffdre de l'identité de moins de &, c'est-a-dire qu'elle déplace tout
point de moins de s.

Si (4',B’) est un autre couple de points tel que les distances (4, A’) et
(B, B') sont inférieures & d, la transformation de G qui change 4 en A" et B
en B’ différe de l'identité de moins de &. Soit (4°, B°) un troisiéme couple de
points; désignons par 7 et 7" les transformations de G qui transforment le couple
(4° B°) en (4, B) et en (A’, B’). La transformation 771" change 4 en 4’ et B
en B, elle differe donc de l'identité de moins de &. Il résulte de 13 que les
transformations 7 et 7° différent de moins de &, c'est-d-dire que, pour tout
point P, la distance des images T(P) et 7" (P) de P obtenues par les trans-
formations T et 1" est inférieure a4 &. Nous exprimons cette propriété du groupe
G en disant que la transformation du groupe G qui change le couple (4°, B°) en
(4, B) varie continuement avec le couple (4, B).

Une conséquence immédiate de la continuité du groupe G est que toutes les
transformations de G conservent le sens du plan.

Soit O un point quelconque du plan. Les transformations de G qui ad-
mettent le point invariant O forment un sous-groupe Go continu et stmplement
transityf dans le plan privé du point O. En effet, si P et P’ sont deux points
queleconques du plan, différents de O, il y a dans le groupe G une transforma-
tion et une seule changeant le couple (O, P) en (0, P'); il y a done dans G une
transformation et une seule qui transforme P en P’ et cette transformation varie
continuement avec le point P’

En vertu du théoréme I, démontré dans le chapitre précédent, le groupe Go
est commutatif et homéomorphe au groupe des mouvements d'un cylindre de ré-
volution, ou, autrement dit, Go est homéomorphe au groupe des similitudes de
centre O du plan euclidien.

4.1. Les transformations de G qui laissent le point O invariant forment un
sous-groupe commutatif Go de G qui est homéomorphe au groupe des similitudes de
centre O du plan euclidien.

4.2. Le groupe Go contient un sous-groupe cyclique I'o d’ordre 1 qui correspond
aw groupe des rotations de O.

Nous appellerons les transformations contenues dans le groupe I'o rofations
autour du point O. Si A est un point différent de O, la trajectoire du groupe I'o
passant par le point A, c’est-d-dire 'ensemble des images de A obtenues par les
transformations de Iy, est une courbe simple et fermée; nous la désignons par
ko ou par k4 et nous l'appelons cercle de centre O passant par A.
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4.3. Toute transformation du groupe Go transforme le faisceau des cercles ko
en lui-méme.

Soit en effet ¢ un élément de I'p et T un élément quelconque de Go. Dé-
signons par B =g (4) et par A" = T(A) les images du point A obtenues par ces
transformations. Comme 7 et ¢ sont échangeables, on a T'(B) =9 T'(4) = To(4) =
= @(4’). Cela signifie que le point B du cercle k4 est transformé par T en le
point B’ = (4’) du cercle k4.

Dans le groupe ecyeclique I'v il y a une transformation involutive et une
seule; nous la désignons par go et 'appelons demi-rotation autour du pont O.

Si 4 et DB sont deux points distinets, il y a dans le groupe G une trans-
formation o et une seule qui transforme le couple (4, B) en (B, 4). La trans-
formation o® admet les deux points invariants 4 et B; par conséquent o® =1
(identité). o est donc une transformation involutive du plan en lui-méme; elle
conserve le sens, elle admet donc un point invariant O et un seul'. o est la
demi-rotation auatour du point C, contenue dans le groupe I'v. Nous appelons

le point C miliew du couple de points A, B.

4.4. 8¢ la transformation T de G transforme les points A, B en A’, B, elle
transforme le miliew C de A, B en le milien C de A’ | B'.

Désignons en effet par (' = T(C) l'image de C obtenue par la transforma-
tion 7. La transformée de oo par T, c'est-d-dire la transformation T 'o¢ T, est
une transformation involutive admettant le point invariant ('. De la- relation
T7'6¢ T = o, il résulte que o échange entre eux les points A’ et B’; en effet
la transformation 7! change 4" en 4, o¢ change 4 en B, et T change Ben B'.

4.5. Le milieuw du couple A, B varie continuement avec les points A, B.

En conséquence de la continuité du groupe G, la transformation 7 de G
qui change 4 en A’ et B en B’ différe de l'identité d’arbitrairement peu si les
distances (4,4’) et (B, B') sont suffisamment petites. Comme (" = T(C), il en
résulte que la distance des milieux C et C’ est aussi arbitrairement petite.

4.6. La demi-rotation o¢ varie continuement -avec le point C.

Soit 7 un nombre positif quelconque. De la continuité uniforme de la
demi-rotation ¢, il résulte qu'il existe un nombre positif ¢ (dont nous pouvons
supposer qu'il soit inférieur & 7) tel que, pour deux points quelconques P et @
dont la distance est inférieure a ¢, la distance des images obtenues par la trans-

! voir la note page 316.
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formation o¢ est inférieure & 7, donc {ac{P), 0c(Q) <7, si (P, Q) <e Soit 4 un
point différent de C et de C’. De la continuité du groupe G, il résulte l'exis-
tence d'un nombre positif J tel que, si (C, )< 4, la transformation 7 de G
qui transforme C en C et le point 4 en lui-méme, différe de l'identité de

moins de e.
Cela posé, soit P un point arbitraire; on a (P, 7' (P)) < &, donc

(0c(P), T oc(P) < n;
(T—'a¢(P), T'0c T(P)) < e.

ensuite:

De ces deux inégalités on déduit la suivante:
(oc(P), Tloc TP)< e+ <z

Comme T 'g¢cT(P)=o¢(P), cela signifie que la distance des points o¢(P) et
oc'(P) est inférieure 4 la quantité arbitrairement petite 27 pourvu que la dis-
tance des points C et (' soit inférieure a d.

4.7. St les ponts A et B sont distincts, le produit o4 0p des demi-rotations
64 et op n'admet aucun point invariant.

Si C était un point invariant de ¢4 05, soit ' == 64(0); alors a3(C)= C.
Comme ¢4 et op sont involutives, on aurait & la fois: 04(C')= C et ap(0)= C';
le point ' serait donc aussi invariant par la transformation o405 qui alors,
admettant deux points invariants, serait l'identité; ce serait une contradiction.

4.8. Svit P un point quelconque, et soient P, «(P), z*(P), ... ses images
obtenues par les iltirées de la transformation v = o0405. Cette suite de points est
divergente.

D’aprés 4.7, c’est une conséquence immédiate du théoréme auxiliaire 1. 2.

§ 5. Sur les homothéties contenues dans le groupe Go.

Nous appellerons chaine (d’origine O) engendrée par le point A, la suite des

points
Ay, A3 =04,(0), 43=104,(4)), ..., dn=104, ,(4dn_s), .. ..

Désignons par A—;=o0¢(4,) l'image de A, obtenue par la demi-rotation
6o, et soit A4y, 4—,, ... la chaine engendrée par A_,. Dans la suite des points

ey A—n, ey A—?, .A—], AOZ 0, Al’ Az, voe ey An, ey
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que nous appellerons double chaine, tout élément A, est le milien du couple
Av—l, AW+1.

5.1. La demi-rotation o4, antour du point Ay de la double chaine transforme
le point An en Asp—n.

Pour raison de simplicité, posons £ = o. La demirotation 6y transforme
O en O et A, en A_;; comme A, est le milien du couple O, 4,, il résulte de
4-4 que 0o(4,)=A_, est le milieu du couple 0, oo(4,), d'ou: op(dy) = A_,.
Par induction de » & n + I, on déduit de 1a, pour tout =, go(d,) = A—,.

5.2. Les points de la chaine A,, A,, . .. forment une suite divergente.

En effet le produit opo4, des demirotations gy et o4, transforme le point
An en Apyo (5 1); il résulte de la proposition 4.8 que les suites 4,, 4, 4;, . ..
et 4,, A,, 4,, ... sont divergentes.

5. 3 Si la transformation T de Go change le point A, en Aj, clle change le
n-iéme élément A, de la chaine engendrée par A, en le n-itme élément A, de la
chaine engendrée par A.

D’aprés la proposition 4.4, le milieu 4, du couple O, 4, est changé par T
en le milieu A7= T(4,) du couple O, T(4,); il résulte de 1a que 7' (4,) = Ab;
et ainsi de suite.

Désignons, pour tout entier positif #», par 7', la transformation du groupe
Go qui change le point 4, en le n-iéme élément 4, de la chaine engendrée par 4,.
On voit facilement que 7, est indépendant du choix du point A,; soit en effet
A} un autre point quelconque et soit 7' la transformation de Go qui change A,
en A}, la transformation T-'T,T change A; en le n-iéme élément A, de la
chaine engendrée par A}, en vertu de la proposition 5.3; comme le groupe Go
est commutatif, on a T T, T = T,.

En conséquence de la proposition 5.1, les éléments A,, don, dsw, ... de
la chaine A4,, 4,, ... forment aussi une chaine. La transformation T change
le point 4, en A.; d’'aprés 5.3 elle change donc le point 4, en Ayy. Chacune
des transformations 7. et Tn T de Go transforme A, en A,.; il résulte de
1a que

Tn o = Thw.

Désignons par T la transformation T, 7! Comme le croupe G est

commutatif, on a, pour des entiers positifs m, n, m’, " quelconques:

Tm/n Tm’/n’: Tm TII Tm' T,Trl = Tm Tm’ T;l_l Tn_rl = Tmm' It = Tmm’/nn’,

nn
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¢'est-a-dire
Tr Tr’ = Trr’

ol 7 et +’ sont des nombres rationnels positifs quelconques. Nous avons donc
démontré la proposition suivante:

5.4. Les transformations T, correspondant aux nombres rationnels positifs r
Sorment un sous-groupe de Go; le produit de T, et T, est T, .

Pour tout nombre rationnel positif », nous désignons par A, l'image de A,
obtenue par la transformation T, et par A I'image de A, obtenue par la demi-
rotation gg.

Pour tout entier positif #, les points Appn (m=0, * 1, + 2,...) forment
une double chaine, en conséquence de la proposition 5.3. En appliquant la
proposition 5. 1. i ces doubles chailnes, nous obtenons le résultat suivant:

5.5. Le produit ©. de la demi-rotation oo ct de la demi-rotation aulour du

pont Ao change le point Ay en A, (r et v° désignent des nombres rationnels

quelconques).

Nous allons démontrer la proposition suivante:

5.6. La suite des points Aupn, Avs, A, . . . converge vers ().

Désignons par £" et £'" les cercles de centre O passant par A, et par Ay,.
Si la suite des points Aj, ne tendait pas vers O, soit ny, n,, . . . une suite d’entiers
positifs tels que les points Ay, Ay, ... se trouvent & l'extérieur du cercle k*

de centre 0. Comme T,(kV")=F%', si @ est un point quelconque intérieur & %*
(différent de 0O), ses images obtenues par les transformations T%,, T, ... sont
toutes intérieures a k£'. Désignons par T la transformation de G, qui trans-
forme @ en A;; tous les points T, T(Q)=TT, (Q)=T,(4,)=4

alors intérieurs au cercle T'(%'); c’est en contradiction avec la proposition 3.2

seraient

n,

qui affirme que la suite A,, 4,, ... est divergente.
5.7. Au point A, et & un nombre positif e arbitraive, on peut faive corres-
pondre un entier ny tel que, pour tout n > n,, la distance de deux points conséeutifs

quelconques de la double chaine

- ey A_g/n,, A-—}/n, AO:: 0, Al/n, AQ/", A3/n, c ey Al: P

est infériewre & e.

D’aprés la proposition 5.5, la transformation 7, change ie point O en 4,
et le point Ay, en A1y, comme 1, est continue, il résulte de 5.6 que la
sunite Apinm(n =1, 2,...) converge vers A,. Soit d un nombre positif tel que
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toute transformation du groupe qui déplace chacun des points 4, et 4, de
distances inférieures a & différe de l'identité de moins de e. Si n, est suffisam-
ment grand, pour tout n > n,, les distances (4,, 41) et (4,, Aw+1m) sont plus
petites que 4. La transformation 7i» qui change 4, en Ay et 4, en Apyim
(voir 5.5) différe donc de l'identité de moins de &. Il résulte de 13 que, pour
tout entier m, la distance des points Au/m et Apns1jm = Tyn (Am/m) est inférieure a e,

Nous entendons par demi-ligne 0 A, la réunion de l'ensemble des points A,
dont l'indice r est positif rationnel et de son dérivé; nous entendons par ligne
0A, la réunion de l'ensemble des points 4, d'indice rationnel r et de son dérivé. -
Les points A, seront appelés points rationnels de la ligne OA, (ou de la demi-
ligne OA,) par rapport & 4,.

Nous définissons les franslations du plan swrvant la ligne OA, de la facon
suivante. Soit P un point quelconque de la ligne 04, et soit @ le milieu du
couple O,P. Le produit 7 =0p0¢ des demi-rotations oo et g, change le point
O en P. La transformation 7 qui, d'aprés la proposition 4.7, n'admet aucun
point invariant, est appelée translation suivant la ligne OA4,, correspondant au
point P.

Les translations 7, correspondant aux points rationnels 4, transforment 1'en-
semble des points rationnels 4, en lui-méme (5.5). Comme 7, est continue, elle
transforme la ligne O A4, en elle-méme.

D’aprés le résultat 5.5, le produit 7,7 des translations z, et 7, corres-
pondant aux points rationnels A, et A,, transforme le point O en A, et le
point 4, en Ai4,4; de méme pour les transformations 77, et 7,4,. De notre
condition sur le groupe G, il résulte done:

Tr T = Tp' Tp — Tr4p' ,

c'est-i-dire que les translations suivant la ligne O A, qui correspondent aux points
rationnels forment un groupe commutatif.

Soient B et ( deux points quelconques de la ligne 0OA4,; désignons par
et par 7’ les translations suivant la ligne 04, correspondant aux points B et (.
Soient 4,, 4.,... et Ay, A,, ... deux sanites de points rationnels qui conver-
gent vers B et (, respectivement. D’aprés le théoréme 4.6, les translations
z,, et 7, de méme que les translations %, et 7 différent d’arbitrairement peu si
v est saffissamment grand. De la continuité uniforme des transformations v et
7 il résulte donc que les transformations 77’ et 7'« différent de v,, ., = 7, 7,, =

22
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== 1,45, d'aussi peu que 'on veut si » est assez grand. Par suite les transforma-

tions 17 et T’ 1 sont identiques.

Il résulte de 1a: 7(C)=1"7(0) = v+ (0) = 7 (B); désignons ce point par D
La suite des points A, +«, = % +4,(0) converge vers 1. La translation " suivant
la ligne O A, qui correspond au point D différe de 7 4., d'arbitrairement peu si

v est assez grand. Par conséquent:

’” ’ ’
T =TT —7TT.

Nous' avons ainsi démontré le théoréme suivant:

5.8. Les translations suivant la ligne O A, forment un groupe continu com-
mutatif que est simplement transitif sur la ligne 0 4,.

Désignons par h le groupe des translations suivant la ligne 0A,.

5.9. La ligne 04, est un ensemble nulle part dense dans le plan.

Dans le cas contraire, cet ensemble fermé aurait au moins un point tntérienr,
et comme il est fopologiquement homogéne (c’est-a-dire qu'on peut transformer tout
point de l'ensemble en tout autre point de l'ensemble par une transformation
topologique de l'ensemble en lui-méme, 4 savoir par une translation ¢}, l'invariance
des points intérieurs par les transformations topologiques nous fournit le résultat
que tous les points de l'ensemble sont des points intérieurs. La ligne 04, serait
alors identique au plan entier, et le groupe h des translations suivant la ligne
04 serait un groupe contin simplement transitif dans le plan. En vertu du
théoréme démontré dans le § 2, il y aurait alors dans le groupe & un sous-
groupe continu d'ordre 1 contenant la transformation z, et avec celle-ci les trans-
formations suivantes: la n-idme racine de 1t,, c'est-d-dire la transformation
tm (R=1,2,...); la miéme puissance de 7im, c'est-a-dire la transformation
Tmin (M =0, % 1, + 2,...); les éléments d'accumulation des transformations Zum.
Ce sous-groupe d'ordre 1 serait donc identique au groupe h d’ordre 2, ce qui est
évidemment une contradiction.

Les transformations 7, du sous-groupe Gy correspondant aux nombres
rationnels positifs » transforment entre eux les points rationnels de la demi-ligne
OA,, d’aprés la proposition 5.4. Comme la transformation 7', est continue, elle
transforme la demi-ligne OA, en elle-méme.

Si A est un point quelconque de la demiligne O A, (différent de 0), et si
4,, 4,,, ... est une suite de points rationnels de cette demi-ligne convergeant
vers le point A4, la transformation T du groupe Go qui change A, en A différe
de la transformation 7, d’aussi peu que l'on veut pourvu que » soit assez
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grand. Il résulte de 14 que la transformation T change aussi la demi-ligne 04,
en elle-méme. »

Les transformations du groupe Go qui transforment la demi-ligne OA4, en
elle-méme forment un sous-groupe de G que nous désignerons par go; go est un
vrai sous-groupe de Go parce que la demi-ligne OA, est nulle part dense dans le
plan (5.9). Le groupe go est fermé et dense en soi, en conséquence de 5.7. La
trajectoire de go passant par le point 4 = A, est la demi-ligne OA, (excepté le
point O); elle est bren enchainée d’aprés la proposition 5. 7; elle n'est pas com-
pacte en conséquence de 5. 2.

Comme le groupe Go est homéomorphe au groupe des similitudes de centre
O du plan euclidien (4.1), il résulte de la théorie des approximations diophan-
tiques que ses seuls sous-groupes fermés et denses en soi sont les suivants:

(1) le groupe I'o des rotations autour du point O;

(2) les produits de I'p par les puissances 8* (n=o0, + 1, £ 2,...) d'une
transformation § de G n’appartenant pas & Ip;

(3) sous-groupe continu, non ecyclique, d'ordre 1;

(4) les produits d'un sous-groupe continu, non cyclique, d'ordre 1 par les
puissances d’'une rotation périodique autour de 0.

En ce qui concerne le groupe go, les cas (1) et (2) sont exclus. En effet la
trajectoire du groupe I'p passant par A .est le cercle k4 qui est un ensemble
compact; la trajectoire du groupe S§" Iy est formée par l'ensemble des cercles
de centre O passant par les points S"(4) (n=o0, + 1, + 2, ...); cet ensemble
n'est pas bien enchainé. Il ne reste donc qu'a envisager les groupes (3) et (4).

La trajectoire d'un sous-groupe continu, non ecyclique, d'ordre 1 de G est
une demz-ligne sitmple et ouverte' qui a un point en commun avec chaque cercle
ko. La demiligne 0A; est donc ou bien une demi-ligne simple et ouverte ou
bien la somme d'un nombre fini de demi-lignes simples et ouvertes qui se corres-
pondent par une rotation périodique autour de O.

La ligne 0A, est formée par la demi-ligne OA4, et son image obtenue par
la demi-rotation autour de . Par conséquent, la ligne O A, est ou bien une
ligne simple et ouverte ou bien la somme d'un nombre fini de lignes simples et
ouvertes gui se correspondent par une rotation périodigue auntour de O,

La derniére éventualité s'exclut par l'homogénéité de la ligne OA;. En
effet la demi-rotation autour du point A, transforme un voisinage du point 4,

! Voir la définition de ligne simple et onverte dans le § 1; une ligne simple et ouverte est
divisée par 1'nn guelconque de ses points en deux demi-lignes simples et .ouvertes,
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relatif 4 la ligne OA4,, qui est un arc simple, en un voisinage de la méme sorte
du point 0. — Il résulte de la:

5. 10. Le sous-groupe go de Go formé par les transformations que transforment
la demi-ligne OA, en elle méme est un groupe continw, non cyclique, d'ordre 1.

Nous appelons les transformations contenues dans go homothéties de centre
0. Toute homothétie de centre O transforme les demi-lignes OP en elles-mémes
et les cercles ko entre eux.

En conséquence du résultat obtenu, la ligne 0 A, est une ligne simple et
ourerte.

L’ensemble des points rationnels A, est partout demse sur la ligne O4,.
Comme la translation 7, sans point invariant, transforme le point 4, en 4,4,
les points rationnels A4, se succédent sur la ligne O A4, dans le méme ordre que
les nombres rationnels » leur correspondant. Nous introduisons sur la ligne
OA, la coordonnée x en attribuant & tout point rationnel 4, la coordonnée
x=r, et en étendant l'attribution de la coordonnée par continuité a tous les
points de la ligne.

Avec la coordonnée x, les transformations de la ligne OA4, engendrées par
les translations, contenues dans le groupe h, s'expriment par la formule
Z'=x+a ol a est un nombre réel quelconque. Cette proposition résulte
immédiatement de 5.5 en tenant compte de la continuité du groupe et de celle
de la coordonnée.

D’une fagon similaire, il résulte de la proposition 5.4 qu'avec la méme
coordonnée z les transformations de la ligne O A, engendrées par les homothéties
de centre O s'expriment par la formule 2" = ¢x o ¢ désigne un nombre réel
positif quelconque.

Nous énongonms le résultat obtenu dans le théoréme suivant:

5.11. Avec la coordorinée z, les transformations de la ligne O A, engendrées
par les translations, contenues dans le groupe h, sexpriment par la formule
’=x+a (a réel). Avec la méme coordonnée, les transformations de la ligne
O A, engendrées par les homothéties, contenues dans le groupe go, sexpriment par la

Jormule x' = cx (c réel positif).

§ 6. L’expression analytique des transformations du groupe G.

Les raisonnements du paragraphe précédent ont montré que les points O et
4,, qui ont été choisis arbitrairement, déterminent une ligne 0A4,.
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Si 0" et Aj sont deux points quelconques de la ligne OA,, leur milieu 4;),
et le point 45 = 04,(0’) appartiennent aussi & la ligne O A, en conséquence des
propositions 4.5 et 4.6. 1l résulte de 1 que tous les points de la ligne 0" A},
dont les coordonnées relatives aux points O’, A7 sont des nombres dyadiques
rationnels, appartiennent i la ligne 04;. Comme les lignes 0 4, et 0’ A} sont
des lignes simples et ouvertes, elles sont donc identiques. D’ou le résultat
suivant:

6.1. Une ligne est uniquement détermainée par deux quelconques de ses points,

Il résulte de la proposition 4.4 par un raisonnement analogue & celui
employé ci-dessus:

6.2. 8i la transformation T du groupe G transforme les pornts A et B en
A’ et B, clle transforme la ligne AB en la ligne A'B'.

Nous introduisons dans le groupe I’y des rotations ¢ autour de O un para-
métre canonique 0{(0 =< 6 < 2 x) tel que le produit des rotations go et gs corres-
pondant aux paramétres 0 et 6 soit la rotation gpie correspondant au para-
métre 6 + 6 (lequel doit étre réduit d’aprés le module 2 ). La valeur 6 est le
nombre de rotation® appartenant 4 la rotation gs. @ reste invariant par trans-
formation; cela veut dire que, pour un élément quelconque 7 du groupe &, les
nombres de rotation correspondant & go et & 79y T sont égaux.

Soient 04 et OB deux demi-lignes issues de O; chacune d’elles a un point
commun et un seul avec un cercle quelconque %o de centre O; il y a donc une
rotation @, autour de O et une seule qui transforme la demi-ligne O4 en 0B.
Nous appelons la valeur du paramétre 6 correspondant & cette rotation angle
X AOB formé par les demi-lignes 04 et OB. De linvariance du nombre de
rotation par transformation découle le résultat suivant:

6.3. Si une transformation de G transforme les points O, A, B en les points
O, A" B, les angles x AOB et £ A" 0' B’ sont égau.

Si ¥« AOB =% n/2, nous disons que les lignes O A et O B sont perpendiculaires.

6.4. 8¢ la ligne ¢ coupe les lignes a et b et forme avec elles des angles cor-
respondants égaux, les lignes a et b n'ont pas de point commun.

Soient A et B les points communs de ¢ avec a et avec b; soit O un point
quelconque de ¢ différent de A4 et de B qui ne sépare pas sur la ligne ¢ les
points A et B. L’homothétie p de centre O qui transforme le point 4 en B
change, d'aprés 6.3, la ligne a en 5. 8i P était un point commun de a et de

! 1I s’agit ici d'un cas particulier de la notion de nombre de rofation, introduite par Poincaré
dans ses recherches sur les courbes définies par une équation différentielle,



334 B. de Kerékjarto.

b, les paints P et u(P) de la demi-ligne OP appartiendraient 4 la ligne b en
contradiction avec le théoréme 6. 1.

6.5. Si la ligne ¢ coupe les lignes a et b et forme avec elles des angles cor-
res_pondants'inégamc, les lignes a et b ont un point commun.

Soient 4 et B les points communs de ¢ avec a et avee b. Désignons par
@’ la ligne passant par A pour laquelle ¢ forme avec a’ et b des angles corres-
pondants égaux. La ligne 4’ décompose le plan en deux demi-plans dont cha-
cun contient une demiligne de a et de ¢ déterminées par le point 4; en effet,
la demi-rotation autour de 4 transforme chacune des lignes a, ¢ et a’ en elle
méme; elle échange entre eux les deux demi-plans determinés par la ligne o
ainsi que les deux demi-lignes, déterminées par le point 4, de toute ligne pas-
sant par A. Soit P un point de a tel que les points B et P’ appartiennent 3
un méme demi-plan déterminé par a’ et soit O un point de ¢ appartenant a
l'autre demi-plan. Soit P le point commun de la ligne a’ avec le segment OF
de la ligne OP. Par une homothétie de centre O mnous transformons le point
P en P'; au point A de la ligne OA correspond par cette homothétie un point
A" de 04; limage de la ligne a’ est une ligne a” telle que la ligne ¢ forme
avec a4’ et b des angles correspondants égaux. Par une homothétie de centre
A nous transformons le point A" en B; en vertu de 6. 3, la ligne a” sera changée
en b et la ligne @ en elle-méme; par conséquent au point commun P’ de a et a”
correspond un point commun des lignes a et 0.

Nous appelons deux lignes paralléles si elles n'ont pas de point commun.
Les propositions 6.4 et 6.5 montrent que, pour le systéme des lignes, !'aziome
d’ Euclide sur les paralléles se trouve vérifié.

Les transformations du groupe G transforment des lignes paralléles en des
lignes parailéles.

Les translations suivant la ligne OA transforment le faisceau des lignes
paralléles 8 OA en lui-méme, et en vertu de 6. 3, aussi le faisceau des lignes
perpendiculaires sur 04 en lui-méme.

Si une translation 7 suivant la ligne O A4 transforme le point P en P, la
ligne PP’ est paralléle 4 OA. Autrement, soit O le point commun des lignes
PP’ et 0OA; désignons par @ et @ les points communs de la ligne OA avec les
perpendiculaires sur OA passant par les points P et P’. L’homothétie u de
centre O qui transforme P en P’ change le point @ en @'; la transformation 7
change aussi P en P’ et Q en @'. Les transformations u et z de G, qui coin-
cident aux points P et ¢, devraient é&tre identiques; mais cela est impossible
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car p admet un point invariant et v n'en admet aucun. De la sorte, nous avons
démontré que les translations suivant la ligne O A transforment toute ligne paralléle
@ OA en elle-méme.

Nous introduisons dans le plan un systéme de coordonnées rectangulaires (x, y)
de la maniére suivante. Sur la ligne OA nous définissons la coordonnée x par
le procédé décrit dans le paragraphe précédent; soit O lorigine x =0, et soit
OA la demiligne pour laquelle z > 0. — Désignons par OB et OB’ les deux
demi-lignes perpendiculaires sur 04, issues de 0, de telle facon qu’il soit:
XAOB=<B OA=+ n/2. §i ko est un cercle quelconque de centre O, et si
x=a désigne la coordonnée du point commun de ko avee la démi-ligne 0 A, nous
attribuons aux points communs de %o avec les demi-lignes OB et OB’ respective-
ment les valeurs y =a et y =— a comme leurs coordonnées y.

So0it P un point du plan; nous menons par P les perpendiculaires sur 04
et sur OB et désignons leurs points communs avec les lignes OA et OB par
A, et par By; soient x et y les coordonnées respectives de ces points. Nous
associons au point P le couple de nombres réels (x, y) que nous appelons ses
coordonnées.

Des résultats obtenus on conclut immédiatement que, avec le systéme de
coordonnées que nous venons de définir, les translations suivant la ligne 04
g'expriment par les formules: ' ==x+ a, ¥ =y (voir 5. 11); pareillement, les
translations suivant la ligne OB s'expriment par les formules: 2’ =a, ¥'=y + ).
Nous entendons par {translation du plan le produit d'une translation suivant la
ligne OA et d'une translation suivant la ligne OB. Pour ces translations la
proposition suivante découle des résultats obtenus:

6.6. Les translations du plan forment un groupe commutatif, stmplement tran-
sitif dans le plan et sont exprimées par les formules: ©¥' =z +a, Y =y + b ot a
et b désignent des nombres réels quelconques.

Les homothéties de centre O transforment les demi-lignes issues de O en
elles-mémes, et les cercles de centre O entre eux. Par conséquent, une homothétie
de centre O engendre sur les lignes OA et OB les transformations z’' = cx et
¥ = cy (voir 5.11), ot la constante ¢ a la méme valeur dans les deux équations.
Comme cette transformation transforme les faisceaux des lignes paralléles a4 04
et 4 OB en eux-mémes, il s'ensuit que le point (z, y) est transformé par cette
homothétie en le point (¢x, cy). Par suite:

6.7. Les homothéties de centre O s'expriment par les formules: x'= cx, y'=cy
ot ¢ est un nombre réel positif quelconque.
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En conséquence de ce dernier résultat, toute ligne passant par l'origine O
s'exprime par une équation linéaire de la forme y = c¢x. Toute ligne peut étre
transformée par une translation du plan en une ligne passant par l'origine; de
13 nous concluons que foute ligne s'exprime par une équation linéaire des coordon-
nées (xz, y).

Les rotations autour de O transforment toute ligne en une ligne, par con-
séquent les rotations autour de O s’expriment par des équations linéaires de la
forme: ' = ax + by, ¥ = cx + dy ol les coefficients a, b, ¢, d sont des nombres
réels dépendant continuement de l'angle 6 de la rotation. Par la rotation d’angle
+ /2 autour de O, le point de coordonnées (1,0) est transformé en le point
(0,1) et celui en le point (— 1,0); pour ce cas, les coefficients ont les valeurs
suivantes: a=d=0, —b=c=1; d'ou les formules: 2'=—y, ¥y =2z La ro-
tation d’angle 6, exprimée par les formules ' =axz-+by, ¥’ =cx+ dy, transforme
le point (1,0) en le point (a, ¢} et le point (0, 1) en le point (b, d). La rotation
d’'angle n/2 change le point (a,¢) en (b, d); on obtient de 1la les équations:
b=—¢, d=oa.

Nous introduisons la coordonnée complexe ¢ =z + iy. Posons r=+ Va®+e?
et a =1 cos ¢, b =—r sin p; les formules de la rotation peuvent étre alors mises

sous la forme de l'équation complexe suivante:
LA X
z =reve.
Si cest une rotation de période #, l'expression de sa n-iéme puissance nous donne:
Z(n) = e""‘l’z =gz;

de 13 résulte ngp = 2m 7, par conséquent ¢ = §; ensuite )* =1, d'ot r =1. Les
rotations périodiques contenues dans le groupe I'o forment un ensemble partout
dense dans I'p; comme 7 varie continuement avec ¢, il en résulte que, pour toute
rotation autour de O, on a » =1. C'est le théoréme de Pythagore que nous venons
de démontrer. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

6.8. Les rotations du plan autowr de Uovigine O s'expriment par les formules

x' =z cos § —y sin 6, y =z sin 0 + y cos 6,
ou avec la coordonnée complexe 2 = x + iy, par la formule

72 =¢fz.
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Nous démontrons la proposition suivante:

6.9. Toute transformation du groupe G est le produit d'une homothétie de
centre O, d'une rotation awutour de O et d'une translation.

Soit 7 une transformation quelconque de G. Soit 4"'= T(4) et 0'= T(0).
Désignons par ¢ la translation du plan qui transforme O’ en O, et soit P =z (4’).
Désignons par ¢ la rotation auntour de O qui transforme la demiligne OP en
04, et soit Q=p9(P). Soit finalement g 'homothétie de centre O qui trans-
forme @ en A. Les transformations 7' et (rou)™ du groupe G coincident aux
points O et A, elles sont done identiques.

Les transformations p™!, ¢~', 77! s'expriment par les formules: 2" = ce,
Z=¢é%z 2Z=2z+b (voir 6.6, 6.7, 6.8); en posant ce!®=a, nous obtenons
V'expression suivante de T: 2’ =az + b.

Le groupe G de méme que le groupe des transformations 2’ = az + b sont
doublement transitifs dans le plan, par suite toute transformation 2 =az + b
appartient au groupe G. Nous avons obtenu le résultat suivant, énoncé comme
théoréme 11 dans 1'Introduction:

6.10. Le groupe doublement transitif G est identique au groupe des trans-
SJormations linéaires 2’=az + b ot a et b désignent des nombres complexes quel-
conques (a % o).

§ 7. Le groupe homographique de la sphére.

Soit G’ un groupe continu triplement transitif de transformations topologiques
de la surface d’'une sphére en elleméme. (La définition de groupe continu
triplement transitif est analogue & celle donnée dans le § 4). Soit U un point
de la sphére; les transformations de G’ qui laissent le point U invariant forment
un sous-groupe Gy de G’ qui est doublement transitif sur la sphére privée du
point U.

Si O est un point différent de U, désignons par Gou le sous-groupe de G’
formé par les transformations qui laissent les points O et U invariamts. Il y
a dans Gop une transformation involutive et une seule (voir § 4); nous la
désignons par oy et lappelons demi-rotation autour du couple 0, U. Comme
O et U ont été choisis arbitrairement, il s'ensuit qu'a deux points quelconques
A et B de la sphére correspond une demi-rotation 045 autour du couple 4, B
et une seule.
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7.1. 8¢ la demi-rotation oap échange entre eux les points C et D, la demi-
rotation ocp échange entre eux les points A et B.

Soit en effet ¢ la transformation de G’ qui change le triple de points
(4, B, C) en (C, D, A). D’aprés un théoréme de M. Brouwer’, ¢ admet au moins
un point invariant P qui est nécessairement distinct de 4 et de C. La trans-
formation ¢® admet trois points invariants: P, 4 et C, par conséquent ¢° = I.
La transformation involutive ¢ échange entre eux les points 4 et C, et de méme
les points B et D. La transformée de la demirotation a.p par g, c¢'est-d-dire
¢ 64 ¢ est involutive, ses points invariants sont C et D), elle est done la
demi-rotation o¢p:

o0 loipo0=0cp.

L’expression & gauche montre que la demi-rotation o¢p échange entre eux les
points 4 et B.

7.2. Toute transformation du groupe G’ qui n'appartient pas aw sous-groupe Gy
est le produit d'une transformation T de Gu el d'une demi-rotation 64 p.

Soit S une transformation de G’ n'appartenant pas & Gry. Désignons par
C limage du point U obtenue par 8, et soient 4 et B deux points qui se
correspondent par la demi-rotation gcy. Désignons par 4’ et B’ les images de
ces points obtenues par linverse de la transformation S. Si T est la trans-
formation de Gy qui change 4" en A et B’ en B, et 645 la demi-rotation autour
du couple A, B qui, d’aprés 7.1, échange entre eux les points C et U, la trans-
formation T : o045 transforme le triple de points (A", B, U) en le triple (4, B, C)
de méme que la transformation S. Par suite T-0,4p est identique & S.

Nous transformons la surface de la spheére sur le plan par une projection
stéréographique de centre U. Nous introduisons dans le plan une coordonnée
complexe z telle que les transformations du groupe Gy s’expriment par la for-
mule 2’ = az + b (voir 6. 10).

7.3. Toute demi-rotation contenue dans le groupe G’ s'exprime par une trans-
Sormation linéaire de la coordonnée complexe 2.

Désignons par A et A’ les points d'affixes 2= +1; soit O l'origine, z=o.
La demi-rotation ooy échange entre eux les points A et A’; il résulte de la pro-

! voir la note 1 page 314.

? Concernant la démonstration suivante, cf. B. DE KEREKJARTO: Sur les inversions dans
un groupe commutatif, C. R. Acad. des Sciences, Paris, t. 210 (1940), p. 288. — Pour une autre
démonstration, voir: B. b KEREKJARTO: Sur le groupe des homographies et des antihomographies
d'une variable complexe, Comment. Math. Helv. 13 (1940), p. 68—82; en particulier p. 8o—8z2.
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position 7.1 que les points O et U sont échangés entre eux par la demi-rotation
G6ia. Sip est un élément quelconque du sous-groupe Gor, la transformation
044 p04s = admet les points invariants O et U, elle appartient donc au sous-
groupe Gor. D’aprés 6.7 et 6.8, on peut exprimer u et u’ par des équations
de la forme: 2’ ={ -2, et & =1( 2.

Désignons par ¢4.4'(2) la coordonnée complexe du point en lequel le point
d'affixe 2z est changé par la demi-rotation 644

La transformation o4.4 po44’ transforme le point z en le point

o4 (044(2)-8).

En effet 044 change le point #z en 044'(2), 1 change ce dernier en o4 (2)-{ et
014 le change en 644'(644'(¢)-f). D'autre part, la transformation g’ transforme
le point 2z en {'-2z. Nous obtenons donc la relation

oan(oan(2)-0)=0 -2,

valable pour toutes valeurs complexes # et {. Pour déterminer {’ en fonction de Z,

posons dans cette équation z=1; on a o4 (1)=1, par suite:

o (D) =10.

Posons dans 1'équation ci-dessus { = 2z, conséquemment {’ = 04 4 (), nous obtenons
I'équation suivante:

oaafoan@ 2)=o040(2) 2

Cette équation signifie que, pour toute valeur de 2, le point .. (2)-2 est
un point invariant de la transformation 644/, il coincide done ou avec le point
+1 ou avec —1, c'est-a-dire que

oaa(e)=1=

N[

8i 2=1, on a 644 (2) =+ 1/2, et comme @44 (2) est continue, on obtient de 1a,
pour toute valeur complexe z, I'expression suivante:

Gq4' (2) =+

D |-

Nous avons donc démontré que la demi-rotation o644 autowr du couple de points

, . . C 1
z=71 1 s'exprime par la transformation linéaire 2= - -
z
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Soit B, C un autre couple quelconque de points (différents de U). Désignons
par T la transformation du groupe Gy qui change les points 4 et A" en B et C.
Il résulte de la relation T los4 T ==0pc et du fait que T et g44 sont des
transformations linéaires de 2 que la demi-rotation opc s8'exprime aussi par une
transformation linéaire de 2.

En conséquence des résultats 6. 10, 7.2, 7. 3, toute transformation du groupe
G’ peut étre exprimée par une transformation linéaire de la variable complexe 2.
Le groupe G’ ainsi que le groupe des transformations linéaires z’= (az + b)/(cz + d)
sont triplement transitifs sur la sphere; il résulte donc que toute transformation
linéaire appartient au groupe G'. Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant

(qui est le théoréme III énoncé dans I'Introduction):

7-4. Le groupe G’ triplement transitif est identique au groupe des transforma-
. . , +0b . L.
tions linéaires 2’ = Z: O b, ¢, d désignent des nombres complexes quelcongues

tels que ad — be # 0.

Pour terminer, nous montrerons que le plan et la sphére sont les seules
surfaces qui admettent des groupes continus doublement ou triplement transitifs.

Soit G un groupe continu doublement transitif de transformations topolo-
giques de la surface I' en elleméme. Le sous-groupe G, de G formé par les
transformations qui laissent le point A de F invariant est simplement transitif
sur la surface F'— A (obtenue de F en omettant le point A4). Il résulte du
théoréme I que F — A est homéomorphe soit au plan soit au cylindre de révolu-
tion; la surface F' est donc homéomorphe & la sphére ou au plan. La premiére
éventualité s'exclut par le raisonnement suivant. Si G est un groupe doublement
transitif sur la sphére, 4 deux points quelconques A et B correspond une trans-
formation 7' de G qui échange entre eux les points A et B. Le carré de T
admet les points invariants 4 et B, et comme T'® appartient au groupe doublement
transitif @, il résulte de la que 7= 1. La transformation involutive 7', conser-
vant le sens, admet nécessairement deux points invariants; de la il s'ensuit que
T est l'identité; c'est une contradiction. Par suite, le plan est la seule surface

que admet un groupe continu doublement transitif.
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Si le groupe G’ est continu et triplement transitif sur la surface ¥, le sous-
groupe G,z de G', formé par les transformations qui laissent les points 4 et B
de F invariants, est simplement transitif sur la surface F'— A — B (obtenue de
I en omettant les points A et B). Cette surface, ayant au moins deux éléments
de frontiére, est homéomorphe & un cylindre de révolution, d’'aprés le théordme I;
I est donec homéomorphe & la surface d'une sphére. Par suite la sphére est la
seule surface qui admet un groupe continu triplement transitif.



