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I n t r o d u c t i o n .  

Dans le pr6sent m6moire je donne la solution du probl~me qui eonsiste '~ 

c~ract6riser topologiquement le groupe des similitudes du plan euclidien et le 

groupe homogmphique d'une wriable  complexe, 

D~ns le premier chupitre, je reproduis ma d6monstr~tion du thdor~me suivant, 

concernan~ la d6termination des types topologiques de groupes continus connexes 

d'ordre 2, sur lequel reposent les consid6r~tions ult6rieures~: 

Th6or~me I. Tout groupe continu com~exe d'ordre deux e.s't homiomorphe gt l'm~ 

des quatre groupes suivants: 

I) le groupe des param~tres eorrespo~Mant au groupe des similitudes de la droite 

eonservant le sens; 

2) le groupe des translations du plan euelidie~ ; 

3) le groupe des mouvements d'un cylindre de r~volutio~ ; 

4) le groupe de,s" translations f u n  tore en lui-m~me. 

Duns le deuxi~me chupitre, .~e d6montre tes deux th6or~mes suivunts: 

Th6or~me II. Tout groupe continu doublement tra~sit i f  de traneformation,~ 

topologiques d~t plan en lui-m~me est homdomorphe au groupe des sindlltudes du plan 

euelidien. 

1 La m~thode d6veloppde duns le chapitre I e s t ,  ~ quelques modifications pres, la m6me que 

celle publi6e duns le m~moire: B. y o n  KERI~KJJ.RT(~: Geometrische Theorie der zweigliedrigen kon- 
tinuierlichen Gruppen, Abhandl.  Mathem. Seminar Hamburg ,  8 (~93o), p. Io7 - - I  14. 
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Thdoreme I I I .  .Tout groupe coast/me tril)lcme~d transitif de tra~tsformations 

topologiques de la smface d'une ,,'ph~re cn dle-m~me est hom~omorphe au groul)e homo- 

graphique d'm~e rariable eos~t)texe. 

Coneernant  la g&l~ralit5 de ees thdorbmes, nous faisons observer qu 'on ne 

serait  amen6 qu"~ une g~nSralisation appa ren te  si l 'on eonsid~rMt darts ces 

th6or~mes une surface queleonque au lieu du plan et de la sphere. En eonsg- 

quenee du thdorgme I, la seule ,s.u~face qui admet un groupe co,timt doubIemeJ~t 

tra~sitif cst le plan e~fclidicn, ct la ,~'e~de smface qui admet un groupe co~timt 

tmplement transit~f est cellc de la s)flu're, 

Le thgor~me I I  comprend aussi une nouvelle solution du probl6me d6j?~ r6solu 

dans un  m6moire c618bre de M. t I i lber t  t e n  ee qni concerne la caractdrisat ion 

topologique du groul)e des mouvemcnts etleh'd/ens pla~x. P a r  te moyen du th~or~me 

I I ,  le groupe des mouvements  du plan euelidien peut  6tre euraet6ris6 comme le 

sous-groupe invariant ,  form5 par les tran,~Jbrmat/o~s r~quli/res �9 tou t  le plan, 

d 'un  groupe eont inu doublement  t rans i t i f  de t ransformat ions  topoloo'iques du plan 

en lui-m~me ~. 

Le r~sultat  6none6 dans le thgorbme I I  permet  de baser 1~ gdonldtrie eueli- 

diemw plane sur les notions de coisi~mge et de similitmle, par  le moyen des d6- 

finitions et axiomes suivants. 

On en tend  par  plan une surface, c'est-,t-dire un esp,~ce eonnexe, loeMement 

e~rt6sien s deux dimensions. 

Similitude est une relat ion d6finie pour  des triples de points du plan 

(d6sig'n~e par  (A, B, C ) ~  (A', B', C')), st~tisfaisant aux condit ions suivantes:  

a) Si (A, B,  C ) ~  (A', B' ,  C'), on a aussi (B, C, ,4 )~  (B', C', A'). 

b) De la re la t iou (A, B, C) ~ (A', B' ,  C') il s 'ensuit  (A', B' ,  C') ~ (A, B, (~). 

c) Des relat ions (A, B, 6') ~ (A', B',  C') et (A', B' ,  C ' )~  (A", B",  C " ) i l  s 'ensuit  

(d, B, C)~ (.4'; C"). 
d) A tout  tr iple de points (A, B, C) e~ ,~ tou t  couple (A', l)") correspond un 

e t  un seul point  C' tel  que (A, B, C)~- (A', B', C'). 

t D. HILBERT: [)ber die (4.rundlagen der Geometric, Mathem. Annalen, 56 i~9o2), p. 381--422; 
paru anssi clans le volume: D. HILI~Elt'r: Gr,tndlagen tier Geometrie, Leipzig et Berlin (193o) 7. dd.; 
A nh't, ng IV.  

~- Coneernant. la notion de transformation rdguli~rc, voir B. I)E KERI:;KJ,~I~,T('): S*tV le caraet~re 
topologique des reprdsentations co~,fvrmcs, C. R. Acad. des Sciences, Paris, t. I98 (1934), e. 317--32o, 
et plusieurs mdmoircs du mdme autenr dans les Aeta Seientiqrum Mathematicarum, Szeged, vols. 6 
et 7 (I934). 
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e) Si (A,B,  C ) ~ ( A ' , B ' ,  C') et ( A , B , D ) ~ ( A ' , B ' , D ' )  et si le point D est 

suffisamment voisin de C, le point D' est arbitrairement voisin de C'. 

f) Si (A, B, C)~ (A', B', C') et si A' et B'  sont suffisamment voisins de A 

et B, respectivement, le point C' est arbitrairement voisin de C. 

La g6om6trie d6finie par ce syst~me d'axiomes est la g6om6trie euclidienne 

plane. 

Le th6or~me I I I  fournit la base topologique de la g6omdtrie des cercles et 

celle de la g6om6trie projective de la droite complexe. Par son interm6diaire, on 

peut rattacher les recherches profondes de M. l~lie Cartan I sur la g6om6trie 

projective de la droite complexe directement aux propri6t6s topologiques du groupe 

homographique, sans faire intervenir une representation analytique. Je reviendrai 

sur cette question duns un autre recueil. 

I. I ) 6 t e r m i n a t i o n  des  g r o u p e s  c o n t i n u s  c o n n e x e s  d ' o r d r e  deux .  

w i. G@n@ralit@s et th@or~mes auxil iaires.  

Nous entendons par groupe cow, tight co~nexe d'ordre 2 un groupe G' dont les 

616ments sont en correspondance biunivoque et bicontinue uvec les points d'une 

surface F '  appel6e surface des param~tres. Les voisinages duns le groupe G' sont 

d~finis de telle fagon que l'invcrse A -1 de l%l~ment A et le produit A B  de deux 

616ments A, B quelconques varient continuement avec A et B. A tout 616ment 

S de G' correspond une transformation topologique c'est-s biunivoque et 

bicontinue) de la surface des param~tres en elle-m~me, sans point invariant, qui 

change le point A de F '  en le point AS.  L'ensemble de ces transformations 

est un qroupe simplemeut transitif  sur la surface F ' :  s deux points quelconques 

A et B correspond une transformation du groupe et une seule qui change A en B~ 

Ce groupe de transformations est appel6 groupe des param~b*es du groupe G'. 

Soit F la surface de recouvrement ~ connexion simple de la surface F '  et 

soit F l e  groupe de connexion de F ' .  Le produit G ~ / 1 .  G' est un groupe 

continu simplement transitif sur la surface F. Concernant son type topologique, 

la surface F est hom6omorphe soit au plan euclidien, soit '~ la surface de la 

sphere. Mais, d'une part, les transformations du groupe G conservent le sens 

d'orientation de 1~ surface F et aucune d'elles, except~ l'identit6, n'admet un 

1 E. CARTAN: Le(~ons sur la gdom6;trie projective complexe. Paris, I93I. 
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point invariant, d'autre part, route transformation topologique de la surface de 

la sphere en eUe-m@me conservant le sens admet au moins un point invariant, 

d'apr~s un th~or~me connu de M. Brouwer 1. I1 r4sulte de 1~ que la surface de 

recouvremen~ F ~ connexion simple de la surface des param~tres F '  est hom6o- 

morphe au plan. Le groupe F est un sous-groupe invariant de G, proprement 

discontinu dans G. 

Pour ddterminer tousles types topologiques de groupes continus connexes d'ordre 2, 

il faut  done ddterminer d'abord les groupes continus simplements transitifs G du 

plan, ensuite leurs sous-groupes invariants proprement diseontinus 11, et former les 

groupes facteurs G/F. Ces derniers fourni.~sent les groupes des param~tres de tous 

les groupes co~tinus connexes d'ordre 2. 

Soil G u n  groupe continu simplement tr~nsitif de transformations topolo- 

giques du plan en lui-m6me. Toute transformation T de G conserve le seas et 

n 'admet pas de poing invariant (saul l'identit6 I). En vertu du thdor~me de 

translation dfi ~ M. Brouwer, on peut cons~ruire un domaine de la transformation 

T contenant un point donn6 quelconque; ce domaine est limit6 par deux lignes 

simples et ouvertes a e t  b telles que b est l 'image de a obtenue par la trans- 

formation T; 1'image du domaine est un autre domaine de la transformation, 

situ6 de l 'autre c6t6 de la ligne b. 5Tous entendons par liqne simple et ouverte 

une image topologique d'une droite telle qu's route suite divergente de points 

de la droite correspond une suite divergente de points de la ligne simple et 

ouverte. 

Nous tirons du th~or~me de translation les corollaires suivants qui nous 

serviront de th~or6mes auxiliaires. 

Soil T une transformation topologique du plan en lui-m~me conservant le se~s, 

n'admettant aucun point invariant. 

I . I .  Aucune puissance T '~ de la transformation T n'admet un point invarim~t 

(n d6signe un entier positif quelconque). 

1.2. Les images T(A), T~(A), T S ( A ) , . . .  d'un point quelconque A obtenues 

par les puissances de la transformation T forment une suite divergente. 

I. 3. Chaque arc continu 2 dont les extr@mitds A e t  Tn(A) se correspondent 

par une puissance T n (n > I) de T rencontre son image ~ ' ~  T(2), obtenue par la 

transformation T. 

1 Toute transformation topologique de la surface d'une sphere en elle-mdme, conservant le sens, 
admet au moins un point invariant. Voir, par exemple, B. yon KER~KJ~,RT6: Vorlesungen i~ber 
Topologie, Berlin (I923) , p. I93. 
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Soit  c o un arc de translation c'est-$-dire un arc simple don t  les extr6mit6s se 

cor respondent  pa r  T et qui n ' a  aucun  au t re  point  en c o m m u n  avec son image  

obtenue  pa r  T. Nous  appelons  trajectoire de T engendr6e par  c o la l igne simple 

et cont inue x f o r m f e  des images  en de Co, obtenues  pa r  les t r ans fo rma t ions  T '~ 

(n ----o, + I, + 2, . : .). La  l igne x est une image  topologique  d 'une  droite,  mats  

elle n ' e s t  pas n6cessa i rement  une l igne s imple et  ouver te  car, en g6n6ral, elle 

n ' e s t  pas un  ensemble ferm6 de points. 

I. 4. S i  (Pt, J~ �9 �9 .) est un ensemble infini de points de la trajeetoire x == ~e,, 

tel que tout are de translation en de x ne eontient qu' un hombre t in t  de points de eet 

ensemble, aueun point  d'aecumulation de l'ensemble (P1, P2 . . . .  ) n 'appartient  ?e la 

trajeetoire x. 

I. 5. S i  Z~ est un are qui forme avee un are x I de la trajeetoh'e • une eourbe 

simple et fermde, et si l'are xt eontient deux points qui se correspondent par  la trans- 

formation T, l'are 2l a au moths un point  en eommun avee son image Z'a-~ T(,;tl); 

il y a done sur l'are ~1 deux poir~ts qui se correspondent par  T. 

Les proposi t ions  ei-dessus sont  des cons6quences imm6dia tes  du th~or~me de 

t rans la t ion ;  d 'a i l leurs  elles peuven t  servir  de prgl iminaires  d 'une  ddmons t ra t ion  

du th6or6me de t rans la t ion  ~. 

Dans  le w 2 nous allons d6mont re r  que route transformation d'un groupe 

conti~u connexe d'ordre 2 appartient ~ un sous-groupe continu co~mexe d'ordre 1. 

C'est  essent ie l lement  le r6sul ta t  ob tenu  par  M. Brouwer  dans  sa deuxi6me 

communica t ion  sur les groupes  cont inus  ~. Dans  le w 3 je d6termine les types  

topologiques  de groupes  cont inus  connexes d 'o rdre  2. 

w 2. L'existence de sous-groupes continus d'ordre un. 

Soit  G u n  groupe  cont inu  s implement  t r ans i t i f  de t r ans fo rma t ions  topolo- 

giques du p lan  en lui-m~me. Nous  choisissons un point  a rb i t ra i re  du plan comme 

origine et lui fa isons cor respondre  la  t r an s fo rma t ion  ident ique L h chaque point  

S du p lan  cor respond  une t r a n s f o r m a t i o n  du groupe  G e t  une seule qui change 

l 'or igine  en S; nous  ddsignons cet te  t r ans fo rma t ion  pa r  la m~me le t t re  S. 

1 L. E. J. BROUWER: Beweis des ebenen Translationssatzes, Mathem. Annalen, 72 (I912), p. 
37--54. - -  B. DE KWR~KJA:RT6: The ~lane translation theorem of Brouwer and the last geomelric 
theorem of .Poincard, Acta Scient. Math., Szeged, 4 (I928), P. 86--Io2, et deux Notes du m~me 
auteur clans les C. R. de rAcad, des Sciences, Paris, t. I86 (I928), p. 1599 et t. I87 (I928), p. 2o. 

L. E. J. BROIIWER: Die Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen unabhdngig yon den 
Axiomen von Lie, Mathem. Annalen, 67 (I9o9) p. 246--257 et 69 (I9IO), p. I8I--2o 3. 
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2. I. Chaque b'a~sformation S du groupe G a une racine carrde. 

Consid6rons l ' inversion X - ~  X -1  c'est-g-dire la trunsform,utio~ du  plan en  lui- 

m~me qui change tou t  point  X en le point  X -~ correspo~dant  s l ' inverse .de X.  

L ' invers ion e s t  une t rans format ion  topologique et involu%ive ,du plan en  lui-m~me 

qui laisse te point  I invariant .  Aucun ~utre point  n 'es t  ~nv, a r iant  l~ar l ' in~ersion; 

au t rement ,  pour  un point  X #  I,  on aurai t  X e ~ I  ,ce qui  esr exciu par  ie 

th6or~me I . I .  I[ r~sulte de lg que l ' inversion conserve le sens 1. L a  t ransforma-  

t ion X ~+ X -~ S, produi t  de l ' inversion et de  la t r ans fo rmat ion  S ( # I )  du  gro~pe,  

conserve le sens; elle 6change entre  eux les points I .et S; d'apr~s I. I elie adme t  

donc au moins un point  invaria.nt T. De la re la t ion  T ~ T --1 S, on  dgdui t  T ~  S, 

c'est-g-dire T ~ S ~12. 

2 .2 .  S i  S est une transformation du groupe G,  .l',e:ns~,mble des ravines successives 

S 1/~, S 1/~, S l/s, . . .  est bor~d. (S 1/'~+1 d6signe ~ne v.a.~in.e .carr6e de S 11'2~, choisie 

a rb i t ra i rement  et fix6e ensuite). 

Soi t  U un voisinage du point  I,  born6 et sym6~riq,ue (c'est-g-dire invar iant  

par  l ' inversion), con tenan t  le point  S. Soit V un  au t re  voisinage born~ de I tel  

que le produi~ de deux t ransformat ions  quelconq.ues eon~enues duns U appar t ienne  

g V. Soit  2 un arc joignant, tes points ) / e t  S duns U. D'apr~s le thdor~me 

I. 3, )~ r encon t re  son image obtenue par  ta t r ans fo rma t ion  S 1/'2k parce que les 

extr6mit6s de 2: I e t  S cor respondent  par  la 2~-ibme puissance de S ~/~. I1 y 

a donc deux  points T~ et Te de ~ tels que Te = T ~ S  ~/:~" La t r ans fo rmat ion  

S 1/'~ - - T ' y a T e  est le produi t  des ~ransformations T7 -1 et  Te contenues  duns U, 

par suite S ~/~ appar t ien t  au voisinage V. 

2.3.  L a  suite S t/'z, S 1/~, S~/8, . . . converge vcrs l'identitd. 

Soit  V u n  domaine born6 con tenan t  t o u s l e s  points 8 ~/~n (n -~- I ,  2 , . . . ) .  

Soit  T u n  point  d 'accumulat ion de cette suite, et soit S ~,, S ~ , , . . .  (a~ -~ i/2t'~) 

une  suite partielle convergeant  vers T. P o u r  tou t  ent ier  posit if  r, la suite 

S ",~'', S ~ ' ,  . . .  converge vers T ~. Si % est assez grand,  tel  que a, < I/2 ~ pour  

v > Vo, les points S~,  "~r (v > vo) appar t iennent  au domaine V, de m6me leur l imite 

T ~'. La  suite T ~r ( r =  I, 2 . . . .  ) est done born~e; il rdsulte de la proposit ion I. 2 

que, duns ce cas, T = [ .  

2.4.  A chaq~e voixinage V de I, on peut  f a i r e  correspondre un hombre posit i j '  

6 tel que, pour tout ~wmbre dyadique ~/2 ~ infdrieur en valeur absolue ?~ 6, la trans- 

1 Toute transformation topolo.qique, pdriodique du plan en lui-m~me est homdomorphe ~t une 
,~vtation ou h une symdtrie Tar rapport h une droite, suivant qu'elle conserve le sens ou non. Voir 
B. VON KER~KJ~RT(): Vorlesun.qen i~ber Topologie, p. 224, 
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forma'tio~ S "I~ appartien, t ~ V. (.I~, d~s,igne art en, t ier  posit-if ~u n~gutif;: S "12k 

d~signe 1~ u-i~me puissance de $1/'2~') ,. 

Soit, V uu  voisinage arbi t ra i re  de I e t  s.oit~ U ~ vo~isinage sym~trique de I 

tel qae  le produit  de 5 h-ansi~o~atio,~s quelconques eontenues duns U ,~ppaxtienae 

s V. Nous  ddsignons par  U ~" 1'ensemble des t ransformat ions  qui pe~veat  6tre 

repr6sent~es comme prodai ts  de r tmn.sformations contenues  dans U. En vertu 

de la proposit ion z. 3 il y a un i n d i c e [  tel que pour  chaque entier  k ~ l, tu 

t ransformat ion  S 1/~" appar t ient  h U; posons ~ I /z  ~. Nous  allons d~montrer  

que S "/~ appar t ien t  s V si n/z ~" est posit if  et infdrieur 's ~/z ~. 

Nous  construisons uu arc de t ranslat ion de la t ransformat ion  S~ ~ - S  1/'~ 

jo ignant  les points I et S~ dans U'-'; ~ soit z la tmjectoi re  de S~ engendr~e 

par  cet arc de translat ion.  Soit ~ un arc dans U jo ignant  les points [ e t  

S ~1~= S~ (m = 2 ~ - ~ >  n). Nous  parcourons  la t ra jectoire  z ~ par t i r  du point  S~ 

d~ns le sens positif  et dans le sens ndgat i f  jusqu 'aux  premiers points  Te et T~ 

qui appar t iennent  s l 'arc  ~, Soit (S~ -~, S~ )) l 'arc de t rans la t ion sur z (p entier, 

p ~ n) qui cont ient  le point  T~. La  t r ans fo rmat ion  $7 -~) change le point  T~ en 

un point  T appar tenan t  ~ l 'arc  de t ranslat ion ($7 -~, I )  de la t ra jectoire  z. De 

la relation T ~ S - i - P =  T d~coule S p - -  T ~T~; comme T -~ appar t ient  h U ~, e t  T~ 

appar t ien t  s U, il r~sulte que le point  S~, I appart ie~t  ~, U ~. 

D~signons par z~ e~ par ~ les arcs de z et de ~ d~termin~s p~r les points 

T~ et T~. Les arcs z~ et ~ forment  une courbe simple et ferrule. Le point  

S[  et son image S': obtenue par la t ransformat ion  ,~'-P se t rouvent  sur l 'arc  z~" 

d'apr~s la proposit ion ~. 5, il 5: ~ deux points T~ et T~ de 2~ qui se correspondent  

par  la t r ans fo rmat ion  S~-P, c'est-~'~-dire que I '~S') - ~ =  I'~, d'ofi: S~: - p  - - T T - ~ T ~ .  

11 r6sulte de 1~ que S~: -p  appar t ien t  ?~ U ~. La  t ransformat ion  S~-~ S': -~ S~ ~ est 

le produi t  de deux t ransformat ions  contenues respect ivement  en U ~ et en U~; 

par cons6quent S~ appar t ient  s U ~ et de mdme ~ V. 

2.5 .  A chaque hombre .r~el a correspond u~e t ra~ fo rma t io~  S ~ du groupe lelle 

que, pour toute suite de hombres dyadiques  ratio~mels a~, a., . . . .  co~rergeant vers a, 

la suite 8 %  S %  . . . co~werge vers S ~. 

1 La construction d'un arc de translation, d'apr(~s la m~!thode de M. Terasaka, est la suivante. 
Soit "4 un domaine variable dans U, contenant le point 1, limit6 par m~e emlrbe simple eL ferm6e, 
et soit $1(~4) son image obtenue par $1; $1(~) appartient ib U ~. Si "4 est assez petit, "4 et S t(.4) 
n'ont aucun point commun. Nous 6tendons "4 dans U jusqu"h ccque les fronti/~res de "4 et de 
Sl(d ) se touchent en un point /'. Un arc passant par le point I, joiguant dans "4 les points P 
et Sit(P),  et l'image de cet arc obtenue par S, forment ensemble un arc simple situ6 dans U'-; 
la partie de cet arc entre les points I e t  St est un arc de translation de la sorte demand~e. 
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Soit  el, a s, . . . une suite de nombres  dyadiques  ra t ionnels  conve rgean t  vers a. 

Si k est  assez grand,  la  sui te  S "~/'~, S ' J 2 k , . . .  est  bornde, d 'apr~s  la propos i t ion  

2.4;  la suite S ~,, S % . . .  est  donc aussi born6e et admet  au moins  un po in t  
t �9 

d ' accumula t ion  S ~. Soit  a l, a ~ , . . ,  une  suite ex t ra i te  de la suite a,  telle que 

S ~'1, S a ' ~ , . . .  converge  vers S ~. Comme a , - - a ~  converge  vers o, s i v - +  r162 la 

suite S "1-"'', S ~ - ' ~ ' : , . . .  converge  vers I ,  en ver tu  de la proposi t ion  2.4.  En  

mul t ip l i an t  les deux derni6res suites, on conclut  que la suite S% S % . . .  con- 

verge vers S ". I1 r6sulte  de 1'~ imm6d ia t emen t  que, pour  une suite quelconque 

de nombres  r6els al, a ~ , . . ,  convergean t  vers a, la suite S% S % . . .  converge  

vers 8% 

Les  points  S ~ ( - - a r  < ~ < + ~ )  f o m e n t  pa r  consequent  une ligne cw~tinue 

( image univoque et cont inue  d 'une  droite). 

En  cons6quence de la p ropos i t ion  2.5,  la re la t ion  S ~. S~ ~ S~+2 est valable  

pour  des nombres  r6els a, fl quelconques.  Soient  en effet al, a 2 , . . ,  et  ~i, f i e , . .  

deux suites de nombres  dyadiques  ra t ionnels  convergean t  v e r s a  et vers fl; la 

suite a~ + fl, converge  vers a + fl, et  de la re la t ion  S" , .  $2,  = S~,+~, on ddduit:  

S ~- Sfl ~ S~+fl. 

2.6. Si  les hombres rdels a e t  fl sont diffdre.nts, S" et S~ sont aussi cliff, rents. 

Aut remen t ,  on au ra i t  S"-~ ~ = / ,  pour  a - - f l ~ o ;  posons 7 - a - - f t .  De la 

re la t ion  S~,'-~I, on conclut  d 'apr6s  I. I que S~/2= I, S'I/2k = I ,  et  S'~'//2~-I 

( n e t  ]c > o sont  des ent iers  quelconques). Comme S ~ d6pend con t inuemen t  de 

x, on au ra i t  donc, pour  route  valeur  de x, S ~ I ;  c 'es t  en contradic t ion avec 

l 'hypoth6se  S ~ / .  

Les  points S ~ (--0r < a < + oo) f o r m e n t  donc une lig~e simple. 

2.7.  Si al, a 2 . . . .  est une suite divergente de hombres r~els, la suite S% S% . . .  

n'admet aucun point  d'accumulation. 

Supposons,  au  contraire ,  que la suite S "~, S : ' L . . .  ex t ra i te  de la suite 

S% S % . . .  converge vers un  point  T;  on peut  supposer  que, pour  chaque in- 

dice k, a'k - -  a'k-1 > k. L a  suite S "'~-~',, S ~'~"'~, . . . convergera i t  alors v e r s L  

Considgrons l 'a rc  s imple S :  (o =~ a < I) qui est  un  arc de t r ans la t ion  c o de 

ia t r a n s f o r m a t i o n  S; la  t r a jec to i re  • de S engendr~e par  c o est  la l igne S" 

(--00 < a < + ~ ) .  Aucun  arc Cn= Sn(co) ne cont ient  qu 'un  point ,  au plus, de 

la suite Sa'k--~'k--~. I1 r~sulte donc de la propos i t ion  I. 4 que la suite S~'~'~'~-~ 

ne p e u t  pas  tendre  vers  le po in t  I de la  t ru jec toi re  x. 
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Des propositions 2.5, 2 . 6 ,  2.7 d6coule 1~ proposition suivante: 

2.8. Les points S ~ ( - - ~  < a < + ov ) forment une ligne simple et ouverte. 

2.9. La tran.sformation S n'a qu'une seule racine carrie. 

En effet la ligne simple eL ouverte S" (--00 < ~ <  + oo) est transform6e en 

elle-m6me et par l ' inversion et par la t ransformat ion  S du groupe. Les deux 

demi-plans ddtermin6s par cette ligne sont 6chang6s entre eux par 1~ transforma- 

t ion X-+  X -~ S; aucun d 'eux ne peut donc contenir un point invar iant  de cette 

t ransformation,  c'est-bo-dire une racine carr6e de S. Ainsi, le point S ~/~, appar- 

t enan t  ?L la ligne (S~), correspond ?~ la seule racine carr6e de S. 

Le rdsultat  obtenu est 6nonc6 duns le th6orbme suivanf,: 

Th60r~me. Chaque transformation S ( ~ I )  du grouloe G appartie~t h u n  sous- 

groupe continu connexe d'ordre z de G. Ce sous-groupe est form6 par routes les 

puissances S ~ de la tran6formation S (a rdel, -- :r < a < + ~) ;  il  est repr6sent6 

dans le plan par une ligne simple et ouverte. 

w 3. D~termination des groupes continus connexes d'ordre deux.  

Nous ddsigno~s par (S) le sous-groupe continu connexe d'ordre I du groupe 

G contenant  l '~l~ment S; soit 10 la ligne simple et ouverte dans le plan qui 

represent le groupe (S). Les images de 1 o obtenues par les t ransformat ions  du 

groupe G forment  un  faisceau de lignes (1) tel que par tou t  point du plan passe 

une ligne du faisceau et une seule. 

En cons6quence de la continuit~ du groupe G, le f~isceau (l) satisf~it ,s lu 

condit ion de r6gulari(6 suivante: si la distance des points /) et P'  est suffisam- 

ment  petite, l 'dcart des lignes I e t  l" passant par _Pe t  par P ' ,  relat if  s une 

m6trique born6e du plan, est arbi t ra irement  petit. [1 r6sulte de 1s que le faisceau 

(l) est hom6omorphe s un faisceau de droites parall~les du plan euclidien 1. 

Soit T an  ~16ment de G n ' appar tenan t  pas s (S); d~signons par ]c o la ligne 

repr6sentant  le groupe (T), et par (k) le faisceau des lignes obtenues de k0 par 

les t ransformat ions  du groupe G. 

Chaque ligne du faisceau (/c) a au plus un point  en commun avec une ligne 

quelconque du faisceau (1). I1 y a an  voisinage U de l ' identi t4 I dans ]equel le 

syst~me des lignes (k) et (l) es~ hom~omorphe s un syst~me de droites p~rall~les 

et orthogonales. Chaque ligne 1 qui traverse U a an  point en commun avec ]co, 

i B. YON KERI;]KJiRT(~: Vorlesungen i~ber Topologie, p. 238 et seq. 
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et chaque ligne k traversant U a un point commun avec 10. I1 rdsulte de 1s 

que route transformation contenue d~ns le voisinage U peut ~tre exprimde sous 

chucune des deux formes: T2S ~ et S ~' T~'. Par  suite: 

3. I. Si  S et T sont deux dl~ments quelconques du groupe G qui n'appartie~me~# 

pas ~t un m~me sous-groupe d'ordre I, il y a un voisinage U de l'identitd tel que 

toute transformation contemte dm~s U peat  Otre exprimde sous la forme Tfl S ~. 

Les sous-groupes d'ordre I de G forment  un faisceau de lignes simples et 

ouvertes tel que, par tout  point du plan, except6 l 'origine /, passe une ligne 

et une seule. L~ condition de r~gular i~ ~tan~ v~rifi~e pour ce faisceau de 

lignes, il r~sulte que ee faisceau est hom6omorphe au faisceau des droites du 

plan passant par un point fixe. Nous pouvons donc introduire une coordon~de 

angulaire 0 (rood z ~) darts ]'ensemble des sous-groupes d'ordre I. 

A tout  dl6ment T du groupe G, nous faisons corresp0ndre la transforma- 

tion topologique AT du plan en lui-m~me d~finie par la formule: X - ~  T -~ X T ,  

off X dSsigne un point variable du plan. AT est le carr6 de la transformation 

X -* X -1 T, elle conserve doric le sens. L~ transformation AT change entre eux 

les sous-groupes d'ordre I de G, et, en particulier, elle transforme le sous-groupe 

(T) en lui-m~me. L'ensemble des transformations AT correspondant aux ~16menfs 

I '  de G constitue un groupe, isomorphe ,~ G, appel~ groupe adjoi~t de G ~. L'in- 

verse de la ~ransformation Av est lu transformation AT-~ correspondant s Fin- 

verse de T. 

3. z. l l  y a au moin.~ deux ~;l(~me;#s S e t  T de G, n'apparte~a~# pas h u~ 

m~me sous-groupe d'ordre I, teh' que la tra;~.~formatio~ AT  du yroupe ad.joint, eor- 

respondant ?~ T, change le sous-groupe (S) e~ lui-mOme. 

Si le groupe G est commutatif,  cette proposition est 6vidente; S et T sont 

alors ~rbitrMres. Consid6rons un groupe G non eommutatif; d6signons par 0 la 

coordonn6e angul~ire d'un sous-groupe queleonque d'ordre I, et par 0 ' =  f(O, T) 

la coordonn6e de son image obtenue par la trunsformation AT du groupe adjoint; 

soit 0' d6termin6e de telle facon que, pour le groupe (T), soit 0 ' = 0 .  De la 

relation AT ~ =  AT_~ d6coule: O-~f(O',  T-~). Si lu proposition ei-dessus 6fair in- 

exacte, la diff6rence f(O, T ) -  0 garderait  un sio'ne invariant lorsque I '  est fixe 

et 0 variable. Comme cette diffdrence d@end aussi continuement de I', il rdsulte 

1 C once rnan t  cet te  no t ion ,  voir, par  exemple ,  E. CARTAN, La th(;orie des groupes ,finis el 
continus et l 'Analysis Sit,us, Mdmoria l  des  Sciences Math4m. ,  fasc. 42 (t93o), p. I9. 
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que f ( O ,  T ) -  0 aurai~ un m6me signe pour  tou t  0 et  T tels que T n ' appa r t i en t  

pas au sous-groupe de coordonn6e 0. Mais cela est impossible parce que 

f ( o ,  T)  - -  o - -  o' - f ( o ' ,  r-,). 

Soient  donc S e t  T deux 616ments de G n ' ap p a r t en an t  pas "~ un  m~me sous- 

groupe d 'ordre  I, tels que le sous-groupe (S) est t ransform6 en lui-mgme par  la 

t r ans fo rma t ion  A t ,  c'est-h-dire que, pour  tou t  a, T - 1 S "  T appar t i en t  au sous- 

groupe  (S). II r6sulte de l'~ que, pour  toute  valeur de fl, 

T-, ~ S ~ T, ~ = S"' ,  

off a ' - ~  F(a,/~) est une fonct ion cont inue  de a et fl. 

Pour  d4terminer  la fonct ion  F(a ,~) ,  posons d 'abord  a = : a l + % ;  

obtenons ainsi 

S v ('~, +'~, ~) = I ' - #  S '~, T;  ~. T - ~  S"~ T ~  - -  S f ("- ~) + J" ("~, ~) ; 

n o u s  

de la re la t ion obtenue 

on conclut  que 

Posons ensuite fl--= fll + fl~, nous obtenons la re la t ion:  

S"'p(~,+~ ~) = T-[~- ' (T-~ ~, S = T#,) TA, -= T - ~  S'~rI,~,) l'fl~ -= S-,r (A),p (#:); 

de la re la t ion 

on conclut  que 

En r6sum6 

~ '  (cq ~) = a . a~ ~. 

Le hombre  r6el a est d6fini par  la re la t ion S ~  T -~ S T .  Comme la trans- 

fo rmat ion  A T  du groupe ad jo in t  laisse t o u s l e s  points  de la l igne (T) invar iants  

et  conserve le sens du plan, il r6sulte que S e t  son image S a obtenue par  A T  

se t rouven t  d 'un  m~me c6t4 de la l igne . (T) ;  par  sui te  le nombre  r6el a est po- 

sitif. Si le groupe G est commuta t i f ,  on  a a ~  1. Si G n 'es t  pas commuta t i f ,  

a # I; nous posons alors a =  e; cela signifie un  changement  du param~tre  du  

groupe (T), obtenu en rempla.cant T par  T l~ 
21 
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Nous  nvons obtenu le rdsul ta t  suivant:  

3.3.  Le  groupe G contient deux sous-groupes d'ordre I (S) et (T) tels que, 

pour toutes valeurs a et fl, 

S ~ T~ = T~ S" "~. 

Le hombre r6el a est 6gal 5 i o~ ('t e suivant que G est commutator ou non. 

Nous atlons d6mont re r  la proposi t ion suivante:  

3.4.  Toutes les h'ansformations du groupe G peuvent ~h'e exprimdes sous la 

forme T v S x. 

Soit  en effet R u n  616ment quelconque du groupe  G. D'aprSs la proposi- 

t ion 2.4,  pour  un  ent ier  n assez grand,  l'616ment R TM appar t i en t  au vo~sinage 

U dont  les 616ments sont  de la forme T~S" (3. I). De la relat ion /~-~ (T~S") n 

on d6duit, en t enan t  compte  de la proposi t ion 3.3,  l 'expression /~ = T~'~S ~. 

Des proposi t ions 3- 3 et 3 .4  d6coule imm6diatemen~ que (S) est un sous-g.roupe 

in~,ariant du groupe G. 

2ffous a t t r ibuons  au point  R == T:JS ~ du plan les coordonn~es (x,y). La  cor- 

respondance obtenue ainsi ent re  les points du plan et les couples de hombres  

r6els (x,y) est biunivoque et  bicontinue.  

La  t rans format ion  TflS ~ change le point  T:JS ~ de coordonn6es (x,y) en le 

point  T ' S  xT~S~; comme S "~T~ 3--T~ ~S ~ ~ (3.3), il r~sulte que T v S  ~ T 2 S  ~ =  

Tv+~S ~"fl+"; les coordonn4es de ce point  sont  (xafl + a, y + fl). On obt ient  

donc les expressions suivantes des t r ans fo rmat ions  du groupe G: 

(I) x ' = x e a +  a, y ' ~ y  +fl ,  si G n 'es t  pas eommuta t i f ;  

(2) x ' - -  x + a, y'  ---- y + fl, si G est commutat i f .  

Le groupe (I), qui est  le groupe des paramStres eor respondant  au groupe 

des simili tudes de la droi te  conservant  le sens, n ' admet  aucun sous-groupe in- 

var iant  p roprement  discontinu.  - -  En posant  X =  x, Y - -  e v e t  A ----- a, 37 ~ e~, 

le groupe (I) peut  8tre exprim6 par  les formules  

X ' ~ B X + A ,  Y ' : B Y  ( B > o ) .  

Ce groupe est le groupe des homoth6t ies  du demi-plan Y > o, dont  les eentres  

appar t i ennen t  ~ l 'axe Y ~  o, y compris les t rans la t ions  parall~les ~t l 'axe X. En 

consid6rant  le demi-plan Y >  o comme un module du plan hyperbol ique,  ce 

groupe  est un groupe de mouvements  hyperboliques,  s implement  t rans i t i f  sur le 
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plau hyperbolique, form6 par les translations ayant pour bases les droites d'un 

faisceau de droites parallbles dans une direction, et par les translations suivant 

les horocycles de ce faisceau. 

Le groupe (2) admet deux sortes de sous-groupes invariants proprement dis- 

continus, s savoir: 

x ' - - - - x + m ,  y ' : y  et x ' = x + m ,  y ' = y +  n (m,n entiers). 

Les groupes facteurs leur correspondant sont les suivants: 

(3) x '=x+~(mod  ~ ) , U ' = y + ~ ( o = < x < i ,  - - ~ < y < + ~ ) ;  

(4) x ' = x + a  (rood I), y'=y+fl(mod I)(o:<x< I, o : < y <  I). 

Le groupe (3) est celui des mouvements d'un cylindre de r6volution, et (4)est le 

groupe des translations du tore en lui-m6me. 

Nous avons donc d6montr6 que tout groupe coT~tinu conuexe d'ordre 2 est 

hom6omorphe ~ l'un des quatre groupes suivants: 

(I) groupe des param~tres correspondant au gtvupe des similitudes de la droite, 

consercant le sens; 

(2) groupe des translatio~s du plan euclidie.7~; 

(3) grouI~e des mouveme,ts d'u~z cyli,dre de r6volutio,; 

(4) groupe des translations d'un tore e~l hd-m~me. 

C'est le th6or~me I 6nonc6 dans l 'Introduction. 

H.  C a r a c t ~ r i s a t i o n  topo log ique  du g r o u p e  h o m o g r a p h i q u e .  

w 4- Sur les rotations contenues darts un groupe doublement transitif. 

Soit G u n  groupe de transformations topologiques du plan en lui-m6me. 

Nous  introduisons dans le plan une m~trique bor~de, par exemple an moyen d'une 

projection st6r~ographique du plan sur la surface d'une sphbre. 

Supposons que le groupe G soit doublement transitif  dans le plan; cela veut 

dire qu's deux couples de points quelconques (A,B) et (A' ,B ' )  correspond une 

transformation du groupe G e t  une seule qui transforme A en A' et B en B'. 

Le groupe doublement transitif  est dit continu si ~ tout couple de points 

(A,B) et ~ chaque nombre positif e correspond un nombre positif 6 tel que route 

transformation de G qui d~place chacun des points A et B de distances inf6- 
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rieures ~ ~, diff~re de l'identit~ de moins de ~, c'est-~-dire qu'eUe d~place tout 

point de moins de ~. 

Si (A' ,B')  est un autre couple de points tel que les distances ( A , A ' ) e t  

(B,B') sont inf~rieures s (~, la transformation de G qui change A en A' et B 

en B' diff~re de l'identit~ de moins de e. Soit (A ~ B ~ un troisi~me couple de 

points; d~signons par T et T' les transformations de G qui transforment le couple 

(A ~ B ~ en (A,B) et en (A',B'). La transformation T - 1 T  ' change A en A' et B 

en B', elle diff~re donc de l'identit~ de moins de ~. I1 r~sulte de 1s que les 

transformations T e t  T' different de moins de ~, c'est-s que, pour tout 

point P, la distance des images T(P)  et T ' ( P ) d e  P obtenues par les trans-. 

formations T e t  T' est inf~rieure s ~. Nous exprimons cette propri~t~ du troupe 

G en disant que la transformation du groupe G qui change le couple (A ~  ~ en 

(A, B) varie continuement avec le couple (A,B). 

Une consgquence immediate de la continuitg du groupe G est que routes les 

tran.r de G co~servent le sens du plan. 

Soit 0 un point quelconque du plan. Les transformations de G qui ad- 

mettent le point invariant 0 forment un sous-groupe Go continu et simplement 

transitif  dans le plan priv~ du point 0. En effet, si P e t  P '  sont deux points 

quelconques du plan, cliff,rents de O, il y a darts le groupe G une transforma- 

tion et une seule changeant le couple (0, P) en (0, P'); il y a doric dans Go une 

transformation et une seule qui transforme P e n  1 ~ et cette transformation varir 

continuement avec le point P'. 

En vertu du th~or~me I, d~montr~ dans le chapitre pr~cddent, le groupe Go 

est commutatif  et hom~omorphe au troupe des mouvements d'un cylindre de r~- 

volution, ou, autrement dit, Go est homdomorphe au groupe des similitudes de 

centre 0 du plan euclidien. 

4. I. Les transformations de G qui laisse~t le point 0 invariant forment un 

sous-groupe commutatif Go de G qui est hom~omorphe au groupe des similitudes de 

centre 0 du plan euclidien. 

4. 2. Le groupe Go contient un sous-groupe cyclique Fo d'ordre I qui correspo~d 

au groupe des rotations de O. 

Nous appellerons les transformations contenues dans le groupe I'o rotatic~,s 

autour du point O. Si A est un point different de 0, la trajectoire du groupe Fo 

passant par le point A, c'est-'k-dire l'ensemble des images de A obtenues par les 

transformations de I'o, est une courbe simple et ferrule; nous la d~signons par 

ko ou par k~ et nous l'appelons cercle de centre 0 passant par A. 
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4.3. Toute tra~.~formatio~ du groupe Go transforme le faisceau des cercles ko 

en lui-m~me. 

Soit en effeL Q un 61dment de Fo et T tan ~l~ment quelconque de Go. D~- 

signons par B -- Q(A) et par A' = T(A) les images du point A obtenues par ces 

transformations. Comme T et Q sont ~ehangeables, on a T(B) = Q T(A) =: TQ(A) = 

=Q(A').  Cela signifie que le point B du eercle k~ est transform~ par T e n  le 

point B ' =  Q(A') du cercle k~'. 

Duns le groupe cyclique 1"o il y a une transformation involutive et une 

seule; nous la d~signons par ao et l'appelons demi-rotation aulour du point O. 

Si A et B sont deux points distincts, il y a dans le groupe G une trans- 

formation a et une seule qui transforme le couple (A,B) en (B,A). La trans- 

formation o ~" admet les deux points invariants A e t  B; par consequent a ~ -  I 

(identit@ a est donc une transformation involutive du plan en lui-m~me; elle 

conserve le sens, elle admet donc un point invariant C et un seulL a est la 

demi-rotation autour du point C, contenue duns le groupe I'c. Nous appelons 

le point C milieu du couple de poi~ts A, B. 

4.4. Si la tra~sformation T de G tra~,~forme les points A, B e,~t A', B', elle 

tra~sforme le milieu C de A, B e n  le milieu C' de A' ,B' .  

D6signons en effet par C ' =  T(C) l'image de C obtenue par la transforma- 

tion T. La transform6e de ae par T, c'est&-dire la transformation T-X at ,T, est 

une transformation involutive admettant le point invariant C'. De l~.-relation 

T -~ ae T ~ ac', il r6sulte que ac' dchange entre eux les points A' et B'; en effet 

la transformation 7 "-~ change A' en A, ac change A en B, et T change B en B'. 

4. 5. Le milieu d~ couple A, B varie continuement avec les points A, B. 

En consdquence de la continuitd du groupe G, la transformation T de G 

qui change A en A' et B e n  B'  diff~re de l'identit6 d'arbitrairement peu si les 

distances (A,A') et (B,B')  sont suffisamment petites. Comme C'~-T(C) ,  il en 

r~sulte que la distance des milieux C et C' est aussi arbitrairement petite. 

4.6. La demi-rotatiolz ac varie eo~tinueme~t avec le poi.nt C. 

Soit ~2 un nombre positif quelconque. De la continuit~ uniforme de la 

demi-rotation a(,, iI r6sulte qu'il existe un hombre positif ~ (dour uous pouvons 

supposer qu'il soit inf~rieur s ~7) tel que, pour deux points quelconques 19 et Q 

dont la distance est inf~rieure 's ~., la distance des images obtenues par la trans- 

1 voir la note page 316. 
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formation ac est inf~rieure ~ 7, donc (ac (P), ac,(Q)) < 7, si (P, Q) < ~. Soit A un 

point diffdrent de C et de C'. De la continuit6 du groupe G, il r6sulte l'exis- 

tence d'un nombre positif 6 tel que, s i  (C, C') < d, ]a transformation T de G 

qui transforme C en C" et le point A en lui-m~me, diff~re de l'identitd d e  

moins de ~. 

Cela pos6, soit P u n  point arbitraire; on a (P, T -1 (P))< ~, donc 

ensuite: 
(T-"ac(P),  T- looT(P))  < e. 

De ces deux inggalitds on dgduit la suivante: 

(ae(P), T-~ac, T ( P ) ) <  ~ + V < 2V. 

Comme T - l a c T ( P ) ~ - a c , ( P ) ,  cela signifie que la distance des points ae(P) et 

oc, (P) est inf6rieure g la quantit6 arbitrairement petite 2 V pourvu que la dis- 

tance des points C et C' soit inf6rieure h ~. 

4. 7. Si les points A et B sont distinets, le produit oA OB des demi-rotations 

aA et aB n'admet aucun point invariant. 

Si C 6tait un point invariant de aaae, soit C' = oa(C); alors oB(C')= C. 

Comme a.~ et aB sont involutives, on aurait ~ la fois: aa ( C ' ) ~  C et aB(C)~- C'; 

le point C' serait donc aussi invariant par la transformation aAa~ qui alors, 

admettant  deux points invariants, serait l 'identit6; ce seraR une contradiction. 

4. 8. Soit P u n  point queleonque, et soient P, ~(P), ~ ( P ) , . . .  ses images 

obtenues par les ib:rdes de la transformation z = aa OZr Cette suite de points est 

divergente. 

D'apr~s 4. 7, c'est une consdquenee imm6diate du th6or~me auxiliaire I. 2. 

w 5. Sur les homoth~ties contenues dans le groupe Go. 

Nous appellerons cha~ne (d'origine 0) engendr6e par le point A~ la suite des 

points 

A1, A,  = aA,(O), A8 = aA,(A1),. �9  A~ = a.4,~_, (A.-2) . . . . .  

D6signons par A-1 = ao(Al) l 'image de A 1 obtenue par la demi-rotation 

ao, et soit A- l ,  A-2, . . . la chalne engendr6e par A_I. Dans la suite des points 

�9 . . ,  A - , , . . . , A _ ~ , A _ 1 ,  A o = O , A 1 , A ~ , . . . , A ~ , . . . ,  
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que nous appellerons double cha~ne, tout 414ment A, est le milieu du couple 

A,,---1 , A~+I. 

5. 1. La  demi-rotation aAk autour du point Ak de la double eha~e transforme 

le point A ,  en A2k-~. 

Pour raison de simplicit4, posons k - - o .  La demi-rotation ao transforme 

0 en 0 et Aa en A- l ;  comme AI est le milieu du couple O, A,,, il r4sulte de 

4.4 que ao(A1)--A_~ est le milieu du couple O, ao(A~), d'ofi: ao(A~)--A-,,. .  

Par induction de n ?~ n + I, on d4dui$ de 1.s pour tout n, a o ( A , , ) - - A - , .  

5.2. Les points de la cha{ne A1, A, ,  . . . forment une suite diverge~te. 

En effet le produit aOaA~ des demi-rotations ao et aA, transforme le point 

A~ en A~+~. (5. I); il r4sulte de la proposition 4.8 que les suites Aa, An, As, . . . 

et A2, Aa, A 6 . . . .  sont divergentes. 

5.3. Si la transformation T de Go change le point A1 en A'1, elle change le 

n-ibme ~l~ment A,~ de la cha{ne engendr6e par A 1 en le n-i~'me 616ment A;  de la 

eha~ne engendr~e par A'I. 

D'apr~s la proposition 4.4, le milieu A~ du eouple 0, A~ est chang~ par T 

en le milieu A'~--T(A~) du couple 0, T[A,); il r4sulte de 1s que T ( A 2 ) =  A'2; 

et ainsi de suite. 

D4signons, pour tout entier positif n, par Tn la transformation du groupe 

Go qui change le point A~ en le nd~me 414ment A~ de la chalne engendr4e par A~. 

On voit facilement que T~ est ind4pendant du choix du point A~: soit en effet 

A~ un autre point quelconque et soit T la transformation de Go qui change A 1 

en A~; la transformation T -1 T~ T change A'I en le n-i~me 41~ment A'~, de la 

chalne engendr4e par A'~, en vertu de la proposition 5.3; comme le groupe Gr, 

est commutatif, on ~ T - ~ T ,  T - - T , .  

En cons4quence de la proposition 5. I, les 414ments A~,, A~,,, A~, ,  . . .  de 

la chalne A,, A e , . . .  forment aussi une chalne. L~ transformation T~, change 

le point A1 en A~,: d'apr~s 5.3 elle change donc le point A,~ en A~,. Chacune 

des transformations T,,,~, et T,~ ~/'~, de Go transforme A, en A,~,,,: il r~sulte de 

1s que 

T T --T,~,~,. n ~ '  

D4signons par T,,I,~ la transformation Tm T -1 Comme le groupe Go est 
n " 

commutatif, on a, pour des entiers positifs m, n, m', n' quelconques: 

Tin/.  T=,/ . ,  = Tin, = Tin, T,T ' 1 ' 7  = T= . , ,  LT , - -  T . .  .,,/,, .,, 



328 B. de Ker6kj~irt6. 

e'est&-dire 

off r e t r '  sont des hombres rationnels positifs quelconques. Nous avons doric 

d6montr6 la proposition suivante: 

5.4.  Les transformations T~ corresponda,t aux hombres rationnels posit~fs" r 

forment  un sous-groupe de Go; le produit  de T~ et T,., est T,. ,,,. 

Pgur tout  hombre rationnel positif r, nous d6signons par A~ l'image de A~ 

obtenue par la transformation T,., et par A-~ l'image de A~ obtenue par la demi- 

rotation ao. 

Pour tout entier positif n, les points A,,/.,.,~ (m ~ o, • I, + 2 , . . . )  forment 

une double chalne, en eons6quence de la proposition 5.3. En appliquant la 

proposition 5. I. g ces doubles chalnes, nous obtenons le r6sultat suivant: 

5.5. Le  produit  ,~ de la demi-rotatio,, ao et de la demi-rotation autour du 

point  A m  change le point A e  en A,.+,., (r et r" dds ig ,e , t  des hombres ratiomzels 

quelconques). 

blous allons d6montrer la proposition suivante: 

5.6. L a  suite des points A1/2, Aa/3, A~/, . . . .  converge vers O. 

D6signons par k" et k TM les cercles de centre 0 passant par A,, et par Aa/,,. 

Si la suite des points A~/,, ne tendait pas vers 0, soit *h, n~, . . . une suite d'entiers 

positifs teis que les points A~/,,, A1/,._.,... se trouvent "s l'ext6rieur du cercle k* 

de centre 0. Comme T , ( k  TM) = k ~, si Q est un point quelconque int6rieur ~ k* 

(diff6rent de O), ses images obtenues par les transformations T,,, 2;  . . . . .  sont 

routes int6rieures s k x. D6signons par T la transformation de Go qui trans- 

forme Q en At; tous les points T,, T ( Q ) = T T , , , ( Q ) =  T,~,(A~)=A,,~ seraient 

Mors in~6rieurs an cercle T(kl); c'est en contradiction a v e c l a  proposition 5.2 

qni affirme que la suite At, A 2 , . .  �9 est divergente. 

5.7" A u  point  A1 et 5 un ~ombre p o s i h f  e arbitraire, olt peat  fa i re  corres- 

pondre un entier n o tel que, pour tout n > no, la dista,ee de deux poi~zts eon.r 

queIconques de la double cha~ne 

�9 � 9  A - z / , ,  A - v , , ,  Ao----- O, A1/,,, A~/,,, A3/,~, . . . ,  A t  . . . .  

est inJ~rieure ~ s. 

D'apr~s la proposition 5.5, la transformation ~1 change le point O en A1 

et le point At/,~ en A(~§ comme ~ est continue, il r6sulte de 5.5 que la 

suite A(,~+tl/,~(n = I, 2, . . .) converge vers Al. Soit r un nombre positif tel que 
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route transformation du groupe qui d6place chacun des points A o et A~ de 

distances inf6rieures ~ ~ diff~re de l 'identit6 de moins de r. Si n o est suffisam- 

ment grand, pour tout  n > no, les distances (Ao, A~/,) et (A~, A(n+W,) sont plus 

petites que $. La transformation *t/~ qui change A 0 en A~/~ et A t en A(,+~I/, 

(voir 5.5) diff~re donc de l 'identit6 de moins de ~. Il  r6sulte de 1"s que, pour 

tout entier m, la distance des points A~/,~ et A(~+t)/,, ~ Vile(Atoll) est inf6rieure s e. 

Nous entendons par demi-ligne OAj la r6union de l'ensemble des points A,. 

dont l'indice r e s t  positif rationnel et de son d6riv6; nous entendons par lig,~e 

OA 1 la r6union de l'ensemble des points A~ d'indice rationnel r et de son d6r iv6.  

Les points Ar seront appel6s points rationnels de la ligne OA~ (ou de la demi- 

ligne OA1) par rapport  's A1. 

Nous d6finissons les translations &~ plan suit'ant la ligne OA~ de la fa~on 

suivante. Soit P un point quelconque de la ligne OAt et soit Q le milieu du 

couple O, P. Le produit  �9 = ao a~ des demi-rotations ao et aQ change le point 

O en P. La transformation * qui, d'apr~s la proposition 4. 7, n 'admet aueun 

point invariant, est appel6e translation suivant la ligne OA t, correspondant au 

point P. 

Les translations ,~ correspondant aux points rationnels A~ transforment l'en- 

semble des points rationnels A~, en lui-m6me (5.5). Comme ,~ est continue, elle 

transforme la ligne OA~ en elle-m6me. 

D'apr~s le r6sultat 5.5, le produit ~ ~, des translations ,~ et ,~,, corres- 

pondant  aux points rationnels A~ et A/,  transforme le point O en A~+~, et le 

point A~ en At+~+,.'; de m6me pour les t ransformations ,~,,,. et ,,.§ De notre 

condition sur le groupe G, il r6sulte donc: 

' ~ r  'g ' r  f ~ T r '  ~ ' r  ~ -  " g - r + r  t 

c'est-~-dire que les translations suivm~t la ligne OA t qui correspondent aux points 

rationnels forment un groupe commutatif 

Soient /~ et C deux points quelconques de la ligne OA1; d6signons par �9 

et par , '  les translations suivant la ligne OA 1 correspondant aux points B et C. 

Soient At,, At., . . . et A~I, A s . , . . .  deux saites de points rationnels qui conver, 

gent  vers B et C, respec~fvement. D'apr~s le th6or~me 4.6, les translations 

�9 ,. et v, de m6me que les translations % et , '  diff6rent d 'arbitrairement peu si 

v est suffissamment grand. De la continuit6 uniforme des transformations , et 

�9 ' il r6sulte donc que les transformations �9 et �9 different de ,~. z.~. ~ % * r . - -  

2 2  
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= r~r,+,, d'aussi peu que l'on veut s i v  est assez grand. Par  suite (es transforma- 

tio~s ~ ~' et ~'I so~# ide~tiques. 

I1 rdsulte de 1's ~:(C)= 3 ' ~ ( 0 ) =  v 3 ' ( 0 ) =  3'(B); ddsignons ce point par D 

La suite des points Ar,+~,, ~ ~r,+~,(0) converge vers D. La translation 3" suivant 

la ligne OAt qui correspond au point D diffSre de 3r,+~,, d'arbitrairement pen si 

v e s t  assez grand. Par cons6quent: 

T pp - - -  T T  t ~ T t 3 .  

Nous" avons ainsi d~montr6 le th6or~me suivant: 

5.8. Les translations suivant la ligne 0 A 1 forment un groupe eontinu com- 

m~datif q~d est simplement tra~sitif sur la ligne OA 1. 

D6signons par h le groupe des translations suivant la ligne OA~. 

5.9: La ligne OA1 est un ensemble mdle part dense dans le plan. 

Dans le cas contraire, cet ensemble ferm6 :aurait au moins un poi~# int6rieur, 

et comme il est topologiqaernent hornog~ne (c'est-?~-dire qu'on peut transformer tout  

point de l'ensemble en tout autre point de l'ensemble par une transformation 

topologique de l'ensemble en lui-m~me, s savoir par une translation ~), l'invariance 

des points int6rieurs par les transformations topologiques nous fournit le r~sultat 

que tous les points de l'ensemble sont des points int6rieurs. La ligne OA~ serait 

alors identique au plan entier, et le groupe h des translations suivant la ligne 

OA 1 serait un groupe eontim~ simplement h'ansitlf dans le plan. En vertu du 

th6or~me d~montr6 dans le w 2, il y aurait alors dans le groupe h un sons- 

groupe continu d'ordre I contenant la transformation 3~ et avec celle-ci les trans- 

formations suivantes: la n-i~me racine de 3~, c'est-'g-dire la transformation 

�9 ~/~ (n:= I, 2 , . . . ) ;  la m-i~me puissance de ~/,~, c'est-g-dire la transformation 

3~/~ (m - -o ,  +__ I, +_ 2 . . . .  ); les 616ments d'accumulation des transformations ~,,/~. 

Ce sous-groupe d'ordre I serait donc identique au groupe h d'ordre 2, ce qui est 

6videmment une contradiction. 

Les transformations T~ du sous-groupe Go correspondant aux nombres 

rationnels positifs r transforment entre eux les points rationnels de la demi-ligne 

OAI, d'apr~s la proposition 5.4- Comme la transformation Tr est continue, elle 

transforme la demi-ligne OA~ en elle-m~me. 

Si A est un point quelconque de la demi-ligne O A~ (diff6rent de 0), et si 

A~,, Ar . , , . . .  est une suite de points rationnels de cette demi-ligne convergeant 

vers le point A, la transformation T du groupe Go qui change A 1 e n  A diff~re 

de la transformation T,. d'aussi peu que l 'on veut pourvu que v soit assez 
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grand. I1 r~sulte de 1~ que la transformation T change aussi la demi-ligne 0A1 

en elle-m~me. 

Les transformations du groupe Go qui tmmsforment la demi-ligne OA 1 en 

elle-m~me forment un sous-groupe de Go que nous d~signerons par go; go est uu 

w'ai sous-groupe de Go parce que la demi-ligne OAI est nulle part dense dans le 

plan (5.9). Le groupe go est fermd et dense en sol, en consequence de 5.7. La 

trajectoire de go passant par le point A--~ A1 est la demi-ligne OA 1 (except~ le 

point 0); elle est bien encha~nde d'apr~s la proposition 5.7; elle n'est pas com- 

pacte en consequence de 5.2. 

Comme le groupe Go est hom~omorphe au groupe des similitudes de centre 

0 du plan euclidien (4. I), il r~sulte de la th~orie des approximations diophan- 

tiques que ses seuls sous-groupes ferm~s et denses en soi sont les suivants: 

(I) le gToupe Fo des rotations autour du point 0; 

(2) les produits de Fo par les puissances S n (n ~-~o, +__ I, . + _ 2 , . . . ) d ' u n e  

transformation S de Go n'appartenant pas ~ Fo; 

(3) sous-groupe continu, non cyclique, d'ordre I; 

(4) les produits d'un sous-groupe continu, non cyclique, d'ordre I par les 

puissances d'une rotation p4riodique autour de 0. 

En ce qui concerne le groupe go, les cas (x) et (2) sont exclus. En effet la 

trajectoire du groupe Fo passant par A .est le eercle k~o qui est un ensemble 

compact; la tra]ectoire du groupe S '~ Fo est form4e par l'ensemble des cercles 

de centre 0 passant par les points Sn(A) (n ~ o ,  +__ I, +__ 2 , . . . ) ;  cet ensemble 

n'est pas bien enchaln~. I I n e  reste donc qu'~ envisager les groupes (3) et (4). 

La trajectoire d'un sous-groupe continu, non cyclique, d'ordre I de Go est 

une demi-ligne simple et auverte ~ qui a un point en commun avec chaque cercle 

ko. La demi-ligne OA~ est donc ou bien une demi-ligne simple et ouverte o u  

bien la somme d'un hombre fini de demi-lignes simples et ouvertes qui se corres- 

pondent par une rotation p~riodique autour de 0. 

La ligne OA~ est form~e par la demi-ligne OA~ et son image obtenue par 

la demi-rotation autour de 0. Par  consequent, l a  ligne OA1 est ou bien une 

ligne simple et ouverte ou bien la somme d'un nombre fini de lignes simples et 

ouvertes qui se correspondent par une rotation p~riodique autour de  O. 

La derni~re ~ventualit~ slexclut par l'homog~n~it~ de la ligne OA1. En 

effet la demi-rotation autour du po in t  Ai/2 trausforme un v0isinsge du point A1 

1 Voir la d~finition de llgne simple et ouverte daus le w I ;  une ligne~simple et ouVerte est 
d i v i s ~ e  par Fun quelconque de ses points e n  d e u x  demi,lignes simples et ouvertes. 
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relatif ~ la ligne OA1, qui est un arc simple, en un voisinage de la m~me sorte 

du point O. - -  I1 r6sulte de 1s 

5. IO. Le sous-groupe go de Go form6 par les transformations qui transforment 

la demi-llgne OA1 en elle mOme est un groupe continu, non cyelique, d'ordre I. 

Nous appelons les transformations eontenues dans go hcmoth6ties de centre 

O. Toute homoth6tie de centre O transforme les demi-lignes OP en elles-m6mes 

et les cercles ko entre eux. 

En cons6quence du r6sultat obtenu, la lig,ne 0 A~ est une ligne simple et 

ouverte. 

L'ensemble des points rationnels A~ est partout dense sur la ligne OAt. 

Comme la translation ~ ,  sans point invariant, transforme le point A~, en A,+/ ,  

les points rationnels A, se succ~dent sur la ligne OA~ dans le m6me ordre que 

les nombres rationnels r leur correspondant. Nous introduisons sur la ligne 

OA~ la coordonn6e x en at tr ibuant  ~ tout  point rationnel Ar la coordonn6e 

x =  r, et en 6tendan~ l 'attribution de la coordonn6e par eontinuit6 ~ t ous l e s  

points de la ligne. 

Avec la eoordonn6e x, les transformations de la ligne OA~ engendr6es par 

les translations, contenues dans le groupe h, s'expriment par la formule 

x ' =  x + a oh a est un nombre r6el quelconque. Cette proposition r6sulte 

imm6diatement de 5.5 en tenant  compte de la continuit6 du groupe et de celle 

de la coordonn6e. 

D,une fa~on similaire, il r6sulte de la proposition 5.4 qu'avec la m6me 

coordonn6e x les transformations de la ligne OA~ engendr6es par les homoth6ties 

de centre O s'expriment par la formule x ' =  ex o~ c d6signe un hombre r6el 

positif quelconque. 

Nous 6nongons le r6suttat obtenu dans le th6or~me suivant: 

5. II.  Avee la eoordoffn~e x, lea transformations de la ligne OA1 engendr6e~. 

jmr lea translations, eontenues dans le groupe h, s'expriment par la formule 

x'-----x + a (a r6el). Avee la m~me eoordonn6e, les transformations de la ligne 

OAt engendrdes par les homottMties, eontenues dans le groupe go, s'expriment par la 

formule x ' =  ex (e r6el positif). 

w 6. L'expression analytique des transformations du groupe G. 

Les raisonnements du paragraphe precedent ont montr~ que les points 0 et 
A1, qui ont ~t~ ehoisis arbitrairement, d~terminent une ligne O A  I. 
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Si 0' et A'I sont deux points quelconques de la ligne OA1, leur milieu A~/~ 

et le point A~ = a.4,,(O') appartiennent aussi s la ligne OA 1 en eons6quenee des 

propositions 4.5 et 41 6. I1 r6sulte de 1s que tous les points de la ligne O'A'~, 

don~ les eoordonn6es relatives aux points 0', A~ sont des hombres dyadiques 

rationnets, appartiennent s la ligne OA1. Comme les lignes OA 1 et O'Ax sont 

des lignes simples et ouvertes, elles sont done identiques. D'o5 le r6su l ta t  

suivant : 

6. I. Une ligne est uniquement d6terminde par deux quelconques de ses points, 

II r6sulte de la proposition 4.4 par un raisonnement analogue ~ celui 

employd ei-dessus: 

6. 2. Si la transformation T du groupe G transforme les points A et B e n  

A'  et B', clle transforme la ligne A B  en la lig,e A'B' .  

Nous inLroduisons dans le groupe I'o des rotations Q autour de 0 un para- 

m~tre canonique O(o ~/9 < 2 z) tel que le produit des rotations qe et Qo' corres- 

pondant aux param~tres 0 et O' soit la rotation ~0+~' correspondant au para- 

m~tre /9 + O' (lequeI dolt ~tre r~duit d'apr~s le module 2 re). La valeur 0 est le 

hombre de rotation ~ appartenant "~ la rotation .oo. /9 reste invariant par trans- 

formation; cela veut dire que, pour un ~lgment quelconque T du groupe G, les 

nombres de rotation correspondant 's Qo et s T -IQo T sont 6gaux. 

Soient OA et OB deux demi-lignes issues de O; chacune d'elles a un point 

commun et u n s e u l  avec un cercle quelconque ko de centre 0; il y a donc une 

rotation Qo autour de 0 et une seule qui transforme la demi-ligne OA en OB. 

Nous appelons la valeur du param~tre 0 correspondant s cette rotation a~gle 

e; A O B  form~ par les demi-lignes OA et OB. De l'invariance du nombre de 

rotation par transformation d~coule le r~sultat suivant: 

6.3. Si une transformation de G t'ran.~forme les points O, A, B e n  les points 

0', A', B', les angles -~ A O B et <~ A'  O' B '  sont 6gaux. 

Si ~ A 013 ~- + z~/2, nous disons que les lignes 0 A et O B sont perpe~diculaires. 

6.4. Si la ligne c coupe les lignes a et b et forme avec elles des angles cor- 

respondants dgaux, les lignes a et b n'ont pas de point commun. 

Soient A et B les points eommuns de c avee a et avec b; soit 0 un point 

quelconque de c diff6rent de A et de /3 qui ne sgpare pas sur la ligne c les 

points A et B. L'homoth~tie /t de centre 0 qui transforme le point A en B 

change, d'apr~s 6. 3, la ligne a en b. Si P ~tait un point eommun de a et de 

x II  s 'agi t  ic i  d'un cas part ieul ier  de  la not ion  de hombre de rotation, in trodui te  par Poincar6 
dans sea recherches  sur  les  courbes  d~finies par une  ~quation diff6rentielle.  
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b, les paints P et ~(P) de la demi-ligne OP appartiendraient ~ la ligne b e n  

contradiction avec le th~or~me 6. I. 

6. 5. Si la ligne e coupe les lignes a e t  b e t  forme avec elles des angles eor- 

respo~dants in~gaux, les lignes a et b ont uu point commun. 

Soient A et B les points communs de c avec a et avec b. D~signons par 

a' la ligne passant par A pour laquelle c forme avec a' et b des angles eorres- 

pondants ~ganx. La ligne a' d~compose le plan en deux demi-plans dont cha- 

can contient une demi-ligne de a et de c d~termin~es par le point A; en effet, 

la demi-rotmtion autour de A transforme chacune des lignes a, c e t a '  en elle 

m~me; elle ~change entre eux les deux demi-plans determines par la ligne a" 

aiasi que les deux demi-lignes, ddtermind.es par le point A, de route ligne pas- 

sant par A. Soit P '  un point de a tel que les points B e t  P' appartiennent 

un m~me demi-plan d~termin~ par a' et soit 0 un point de c appar~enant '~ 

l 'autre demi-plan. Soit P le point commun de la ligne a' avec le segment 0 P '  

de la ligne 0P ' .  Par une homoth~tie de centre 0 nous transformons le point 

P en P' ;  au point A de la ligne OA correspond par cette homoth~tie un point 

A'  de OA; l 'image de la ligne a' est une ligne a" teUe que la ligne c forme 

avec a" et  b des angles correspondants dgaux. Par une homoth~tie de centre 

A nous transformons le point A'  en B; en vertu de 6. 3, la ligne a" sera chang~e 

en b et la ligne a e n  elle-m~me; par consequent au point e 0 m m u n  / ) '  de a e t  a" 

correspond un point commun des lignes a e t  b. 

Nous appelons deux lignes parall~les si elles n 'ont pas de point commun. 

Les propositions 6.4 et 5.5 montrent que, pour le syst~me des lignes, l'axiome 

d'Euclide sur les parall~les se trouve v~rifi~. 

Les transformations du groupe G transforment des lignes parall~les en des 

lignes parall~les. 

Les translations suivant la ligne OA transforment le faisceau des lignes 

parall~les h OA en lui-m6me, et en vertu de 6.3, aussi le faisceau des lignes 

perpendieulaires sur OA en lui-m6me. 

Si une translation �9 suivant la ligne O A transforme le point P en P' ,  la 

ligne P P '  est parall~le g OA. Au~rement, soit O le point commun des lignes 

PP" et OA; d6signons par Q et Q' les points communs de la ligne OA avec les 

perpendiculaires sur OA passant par les points /o et P'.  L'homoth6tie /~ de 

centre 0 qui transforme P en P '  change le point Q en Q'; la transformation 

change aussi P e n  P '  et Q en Q'. Les transformations /~ et �9 de G, qui coin- 

cident aux points P et Q, devraient 6tre identiques; mais cela est impossible 
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car ~ admet un point invariant et ~: n'en admet aucun. De la sorte, nous avons 

d6montr6 que les translations suivant la ligne O A transforment route ligne parall~le 

O A en elle-m~me. 

Nous introduisons darts le plan un syst~me de coordo~n6es rectauguIaires (x, y) 

de la mani~re suivante. Sur la ligne OA nous d6finissons la coordonn~e x par 

le proc6d6 d6crit dans le paragraphe pr6egdent; soit O l'origine x ~-o, et soit 

OA la demi-ligne pour laquelle x > o. - -  D~signons par OB et OB' les deux 

demi-lignes perpendiculaires sur OA, issues de O, de telle favon qu'il soit: 

e ~ A O B - - - ~ B ' O . 4 - ~ §  ~/2. Si ko est un cercle quelconque de centre O, et si 

x~-~a d6signe la coordonn~e du point commun de ko avec la demi-ligne OA, nous 

attribuons aux points communs de ko avec les demi-lignes OB et OB' respective- 

ment les valeurs y ~ a e t  y ~ a comme leurs coordonn~es y. 

Soit P u n  point du plan; nous menons par P l e s  perpendiculaires sur OA 

et sur OB et d6signons leura points communs avec les lignes OA et OB par 

A~ et par B~j; soient x et y les coordonn6es respectives de ces points. Nous 

associons au point P le couple de hombres r6els (x, y) que nous appelons ses 

coordonn6es. 

Des rgsultats obtenus on conclut immddiatement que, avec le syst~me de 

coordonn6es que nous venons de d~finir, les translations suivant la ligne OA 

s'expriment par les formules: x ' :  x § a, y ' ~ - y  (voir 5. II); pareillement, les 

translations suivant la ligne OB s'expriment par les formules: x ' -~  x, y ' : y  + b. 

Nous entendons par translation du plan le produit d'une translation suivant la 

ligne OA et d'une translation suivant la ligne OB. Pour ces translations la 

proposition suivante ddcoule des r~sultats obtenus: 

6.6. Les h'a~slations du plan forment un groupe commu(atif, simpleme~t trm~- 

s i t i f  clans le plan et sont exprimdes par les formules: x' ~ x § a, y' ~ y § b oft a 

ct b d6signeut des hombres r6els quelconques. 

Les homoth6ties de centre O transforment les demi-lignes issues de O en 

elles-m~mes, et les cercles de centre O entre eux. Par  cons6quent, une homoth~tie 

de centre O engendre sur les lignes OA et OB les transformations x ' =  cx et 

y' ~- ey (voir 5. I I), off la constante c a la m~me valeur dans les deux ~quations. 

Comme cette transformation transforme les faisceaux des lignes parall~les s OA 

et ~ OB en eux-m~mes, il s'ensuit que le point (x, y) est transform~ par cette 

homoth6tie en le point (cx, cy). Par suite: 

5.7. Les homoth6ties de centre 0 s'expriment par les formules: x '~-cx ,  y ' = c y  

oft c e s t  un hombre r6el positif  quelconque. 
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En consdquence de ce dernier r6sultat, route ligne passant par l 'origine 0 

s 'exprime par  une dquation lindaire de la forme ! / :  cx. Toute ligne peut ~tre 

transform6e par une t ranslat ion du plan en une ligne passant par l 'origine; de 

1"~ nous concluons que route ligne s'exprime par une dquaHon li~daire des coordo~- 

.~e,,' (x, y). 
Les rotat ions autour  de 0 t ransforment  route ligne en une ligne, par con- 

s6quent les rotat ions autour  de 0 s 'expriment par  des ~quations lindaires de la 

forme: x'  : a x  + by, y' : cx  + dy  off les coefficients a, b, c, d sont des nombres 

rdels d6pendant  cont inuement  de l 'angle 0 de la rotat ion.  Par  la rotat ion d 'angle 

+ 7r/2 autour  de O, le point  de coordonn6es (I,O) est t ransformd en le point 

(o, I) et celui en le point (-- I,O); pour ce cas, les coefficients on~ les valeurs 

suivantes:  a - - - - d - - o ,  ~ b ~ - - - c - - I ;  d 'od les formules: x ' = - - y ,  y ' : x .  La ro- 

ta t ion d'ang]e 0, exprimde par les formules x ' - - a x +  by, y ' = c x +  dy, t ransforme 

le point (I,O) en le point (a, c) et le point  (o, I) en le point  (b, d). La  rotat ion 

d 'angle ~r/2 change le point (a, c) en (b, d); on obtient  de 1s les 6quations: 

b : - - c ,  d = a .  

Nous introduisons la coordom~6e complexe z = x + iy.  Posons r : - ~  ] / ~ - ~ z ,  

et a =: r cos ~, b = - -  r sin ~; les formules de la rotat ion peuvent ~tre alors raises 

sous la forme de l 'dquation complexe suivante: 

Z'  - -  r e i  ~P z .  

Si c e s t  une rotat ion de p6riode n, l 'expression de sa u-ibme puissance nous donne: 

Z (n ) -~  r n e i n ~ P Z  - ~  Z ;  

de 1s r4sulte n ~  : 2 m z ,  par cons6quent ~ v : 0 ;  ensuite r " =  I, d'ofi r =  I. Les 

rotat ions pdriodiques contenues dans le groupe I'o forment  un ensemble par tout  

dense dans I'o; comme r varie cont inuement  avec 0, il en rdsulte que, pour toute 

rota t ion autour  de 0, on a r --  I. C'est le th6or~me de _Pythagore que nous venons 

de d~montrer. Nous pouvons donc gnoncer le thdor~me suivant:  

6.8.  Les rotations du plan autour de l'origine 0 s'expriment par le.~ formules 

x ' : x c o s 0 - - y s i n 0 ,  y ' - - - - - x s i n 0 + y c o s 0 ,  

ou avec la coordonn6e complexe z = x + iy ,  par  la jbrmule 

Z'  = e i ~  Z .  
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Nous d6montrons la proposition suivante: 

6.9. Toute b'ansformation du groupe G est le produit d'une homothdtie de 

centre O, d'une rotation autour de 0 et d'u~e translation. 

Soit T u n e  transformation quelconque de G. Soit A ' ~  T(A)  et 0"= T(O). 

D6signons par �9 la translation du plan qui transforme O' en O, et soit P ~ �9 (A'). 

D6signons par Q la rotation autour de 0 qui transforme Is demi-ligne O P e n  

OA, et soit Q ~  Q(P). Soit finalement tt l 'homoth6tie de centre 0 qui trans- 

forme Q en A. Les transformations T et (~Qtt) -~ du groupe G coincident aux 

points 0 et A, elles sont donc identiques. 

Les transformations tt -~, Q-l, ~--1 s'expriment par les formules: z ' ~ - e z ,  

z ' = d ~  z ' ~ z +  b (voir 6.5, 6.7, 6.8); en posant  ee i~ nous obtenons 

l'expression suivante de T: z ' =  az  + b. 

Le groupe G de m6me que Ie groupe des transformations z ' =  az  + b sont 

doublement transitifs dans le plan, par suite route transformation z'  ~ a z + b 

appartient au groupe G. Nous avons obtenu le rdsultat suivant, dnonc6 comme 

th4or6me I I  dans l 'Introduction: 

6. Io. Le groupe doublement transitif  G est identique au groupe des trans- 

formations lin~aires z ' =  az  + b oie a et b ddsignent des hombres complexes quel- 

eonques (a ~ o). 

w 7- Le groupe homographique de la sphere. 

Soit G' un groupe eontinu triplement transitif  de transformations topologiques 

de la surface d'une sphbre en eUe-m6me. (La d~finition de groupe continu 

triplement transitif est analogue ~ celle donn6e dans le w 4). Soit U un point 

de la sphere; les transformations de G' qui laissent le point U invariant forment 

un sous-groupe Gu de G' qui est doublement transitif sur la sphere priv~e du 

point U. 

Si 0 est un point diff6rent de U, d~signons par Gov le sous-groupe de G' 

form6 par Ies transformations qui laissent les points 0 et U invariants. I1 y 

a darts Gov une transformation involutive et une seule (voir w 4); nous la 

d6signons par aov et l 'appelons demi-rotation autour du couple O, U. Comme 

0 et U ont ~t6 choisis arbitrairement, il s 'ensuit qu'~ deux points quelconques 

A et B de la sphbre correspond une demi-rotation a.4B autour du couple A, B 

et une seule. 
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7. I. S i  la demi-rotation nAB dchange entre eux les points C et D, la demi- 

rotation OCD dchange entre eux les points A e t  B .  

Soit  en effet Q la t r ans format ion  de G' qui change le t r iple  de points  

(A, B, C) en (C', D, A). D'aprds un  thdorSme de M. Brouwer  1, e admet  an moins 

un point  invar ian t  P qni est  ndcessairement  dis t inct  de A et  de C. L a  trans- 

fo rmat ion  Q~ admet  t rois  points  invariants :  P, A et  C, par  consequent  Q ~  

La  t rans format ion  involut ive Q ~change entre  eux les points A et  C, et de mSme 

les points  B et  D. La  t ransform~e de la demi-rotat ion aA B par  Q, c'est-s 

Q-1 a~B Q est involutive,  ses points invar iants  sont  C et  D, elle est  donc la 

demi-rota t ion aC'D : 

0 -1 nAB Q ~- aVD. 

L 'express ion '~ gauche mont re  que la demi-rota t ion at  J )~change entre  eux les 

points  A et  B. 

7.2. Toute transformation du groupe G' qui n'appartient pas  au sous-groupe Gg 

est le produit  d'une transformation T de Gv  et d'une demi-rotation aj  B. 

Soit  S une t r ans fo rmat ion  de G' n ' appa r t enan t  pas s G~:. D~signons par  

C l ' image du point  U obtenue par  S, et  soient  A et B deux points qui se 

cor respondent  par  la demi-rotat ion aev .  D~signons par  A'  et  B '  les images de 

ces points  obtenues par  l ' inverse de la t r ans format ion  S. Si T est la trans- 

fo rmat ion  de Gu qui change A'  en A et  B '  en B, et aAB la demi-rotat ion au tour  

du couple A, B qui, d'apr~s 7- I, 4change entre  eux les points  C et U, la trans- 

fo rmat ion  T .  aAz t r ans fo rme  le triple de points (A', B ' ,  U) en le t r iple  (A, B, C) 

de m~rae que la t r ans format ion  S. P a r  suite T"  nAB est ident ique  ~ S. 

Nous  t r ans fo rmons  la surface de la sphere sur le plan par  une project ion 

st~r~ographique de cent re  U. Nous  int roduisons  dans le plan une coordonnde 

complexe z telle que les t ransformat ions  du groupe Gu s 'expr iment  par  la for- 

mule z'  ~-- a z  + b (voir 6. Io). 

7.3.  Toute demi-rotation contenue dans le groupe G' s 'exprime par  une trans- 

formation lingaire de la coordonnde complexe z. ~ 

Dgsignons par  A et A'  les points  d'affixes z ~ - - •  soit  0 l 'origine, z ~ o. 

La  demi-rotat ion ao u ~change entre  eux les points A et A';  il r6sulte de la pro- 

i voir Is note I page 314. 
Concernant la d4monstration suivante, el. B. DE KER]~KJ,~RTS: Sur les inversions dans 

un groupe commutatif, C. R. Acad. des Sciences, Paris, t. 2IO (194o), p. 288. - -  Pour une autre 
d~monstration, volt: B. DE K~R~KJ).RT6: Sur le qronpe des homographies et des antihomogral)Mes 
d'une vm'iable complexe, Comment. Math. Helv. 13 (I94O) , p. 68--82; en particulier p. 80--82. 
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position 7. I que les points 0 et U sont 6chang6s entre eux par la demi-rotation 

a~la'. Si / zes t  un ~16ment quelconque du sous-groupe Go~-, la transformation 

aAA'pqAA' ~ '  admet les points invariants 0 et U, elle appartient donc au sous- 

groupe Go~:. D'apr~s 5.7 et 5.8, on peut exprimer tz et p' par des 6quations 

de la forme: z' ~- ~ .z ,  et z' ~ ~ ' .z .  

D~signons par aAa' (z) la coordonn6e complexe du point eu lequel le point 

d'affixe z e s t  chang6 par la demi-rotatiou aAA'. 

La transformation aaa'/za~a, transforme le point z en le point 

A' 

En effet a.4,t' change le point z en a.4A'(Z), ~ change ce dernier en oAa,(z). ~ et 

aA~' le change en a.~a,(oAA,(z).r). D'autre part, la transformation ~' transforme 

le point z en ~ ' .z .  Nous obtenons donc la relation 

valable pour routes valeurs complexes z et ~. Pour d6terminer ~' en fonction de ~, 

posons dans cette ~quation z ~  I; on a aaa , ( I )~- I ,  par suite: 

= 

Posons dans l'6quation ci-dessus ~ ~ z, cons~quemment ~'--a..~A' (Z), nous obtenons 

l'6quation suivante: 

Cette 6quation signifie que, pour route valeur de z, le point a~A' (Z)-Z est 

un point invariant de la transformation aAa,, il coincide donc ou avec le point 

+ I ou avec - - I ,  c'est-s que 

 AA'(Z) =__+ 

Si z~-I.,  on a aAA'(Z)~-+ I/Z, et comme aJ.4'(Z) est continue, on obtient de lh, 

pour route valeur complexe z, 1'expression suivante: 

(z) = + I-. 
z 

N o u s  avons donc d6montr6 que la demi-rotation 6.4a' autour du couple de points 

I 
z - ~  + I s'exprime par la transformation lindaire z ' = -  �9 

g 
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Soit B, C un autre couple quelconque de points (diffgrents de U). D~signons 

par T la transformation du groupe Gv qui change les points A e t  A'  en B e t  C. 

Il r~sulte de la relation T-~oaa , T==aBc et du fair que 2" et a~ta o sont des 

transformations lin~aires de z que la demi-rotation aBe  s'exprime aussi par une 

transformation lin~aire de e. 

En consequence des r~sultats 5. Io, 7- 2, 7.3, route transformation du groupe 

G' peut ~tre exprim~e par une transformation lin~aire de la variable complexe z. 

Le groupe G' ainsi que le groupe des transformations lin~aires z':--(az + b)/(cz + d) 

sont triplement transitifs sur la sphere; il r~sulte donc que route transformation 

lin~aire appartient au groupe G'. Nous avons ainsi d~montr~ le th~or~me suivant 

(qui est le th~or~me I I I  ~nonc~ dans l 'Introduetion): 

7.4. Le groupe G' triplement transitif  est identique au groupe des transfo~a- 

a z + b  
tions lin6aires z ' ~ -  o~ a, b, e, d ddsignent des hombres complexes quelconques 

c z + d  

tels que a d - - b c ~ o .  

Pour terminer, nous montrerons que le plan et la sphbre sont les seules 

surfaces qui admettent  des groupes continus doublement ou triplemeut transitifs. 

Soit G un groupe continu doublement transitif de transformations topolo- 

giques de la surface F e n  elle-mgme. Le sous-groupe Ga de G form~ par les 

transformations qui laissent le point A de F invariant est simplement transitif 

sur la surface ~ ' - - A  (obtenue de F en omettant  le point A). I1 r6sulte du 

thdorbme I que F -  .4 est hom~omorphe s0it au plan soit au cylindre de r~volu- 

tion; la surface F est donc hom~omorphe ~ la sphere ou au plan. La premibre 

~ventualitd s'exclut par le raisonnement suivant. Si G est un groupe doublement 

transitif  sur la sphere, ~ deux points quelconques A et B correspond une trans- 

formation T de G qu i  ~change entre eux les points A et B. Le carr~ de 2' 

admet les points invariants A e t  B, et comme 2 TM appartient au groupe doublement 

transitif G, il r~sulte de la que 2"2= I. La transformation involutive T, conser- 

vant le sens, admet n~eessairement deux points invariants; de 1~ il s'ensuit que 

T e s t  l'identit6; c'est une contradiction. Par  suite, le plan est la seule surface 

qui admet un grouTe continu doublement transi t~ 
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Si le groupe G' est continu et triplemen~ transitif sur la surface 2; le sous- 

groupe G,I B de G', form~ par les transformations qui laissent les points A et B 

de F invariants, est simplement transitif sur la surface F - - A -  B (obtenue de 

F e n  omet~ant les points A et B). Cette surface, ayant au mo~ns deux dl~menfs 

de fronti~re, est hom~omorphe s u_u cylindre de r4volu~ion, d'apr~s le th~or~me I; 

F est doric hom~omorphe ~ la surface d'uue sphere. Par  suite la sphere est la 

seule surface qui admet un groupe continu triplement tra~sitif  

A 


