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Avant-Propos.

. . . nonumque prematur in annum.
Horace.

Les recherches que je présente ici datent d'il y a longtemps. Celles dont
se composent les cinq premiers Chapitres sont, & quelques exceptions prés, des
années 1933—1I1936. J'en ai donné un compte rendu trés sommaire au Congrés
international des mathématiciens qui a .eu lieu 4 Oslo en 1936, et un résumé assez
complet dans une Conférence a la Réunion internationale des mathématiciens,
tenue & Paris en Juillet 1937 sous les auspices de la Société mathématique de
France. Cette conférence, publiée par les soins de la Société (Paris 1939), servira,
légérement remaniée, d' Introduction au présent ouvrage. Au moment ot j'ai donné
le résumé en question, mes études visaient exclusivement les équations & coef-
ficients constants, et ce n'est que pendant 1'été de 1938 que j'ai réussi 4 étendre
la méthode aux équations a coefficients variables de signature lorentzienne, dont
la théorie, due & M. Hapamarp, constitue un des plus beaux titres de gloire
de ce grand savant. J'ai publié une esquisse de ces derniéres études dans une
Note additionnelle imprimée avec la susdite conférence; ces études constituent ici
le dernier Chapitre.

Un ami dévoué, M. K.-G. HaasTroEM, a été pour moi un collaborateur in-
appréciable dans la poursuite de ces recherches. Il en a pris les premiéres notes,
qui m'ont été par la suite d'un grand secours, et c'est encore lui qui m’a aidé
dans la rédaction finale. Je tiens aussi 4 remercier mes amis MM. O. FrosTmMax

et W. FELLER qui, chacun de son cdté, m'ont prété un précieux concours.

1 48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 1 avril 1948.



2 Marcel Riesz.

Introduction.(?)

C’est la notion de la partie finie de certaines intégrales due & M. Hadamard
qui forme le point de départ des recherches dont j'aurai 1'honneur de vous
entretenir dans cette conférence. On connait les applications brillantes a la
théorie des équations aux dérivées partielles que M. Hadamard a données de la
notion qu'il a créée(®). Chez lui il s’agit surtout d’équations & coefficients variables,
tandis que la méthode que nous allons développer ne s'applique qu'a des équa-
tions a coefficients constants(®). En revanche, elle permet de donner pour ces
équations une solution du probléme de Cauchy qui est la méme pour les dimen-
sions impaires et paires.

Considérons d’abord l'intégrale de Riemann-Liouville

1/@&) = i [rot—te-raee

Elle converge pour « >> 0 et satisfait aux relations fondamentales

d
(1) 1%(18) = [+6, (Tx(I““)——-I“.

Dans des conditions de dérivabilité convenables, il s'agit maintenant d'étendre
la définition de cette intégrale 4 des valeurs de a pour lesquelles elle cesse de
converger. M. Hadamard arrive & cette extension pour des indices négatifs non
entiers en retranchant de l'intégrale divergente certaines parties infinies d’ordre
fractionnaire. Ce qui reste c'est alors la partie finie de l'intégrale. On peut
atteindre le méme but, et cela aussi pour l'indice zéro et les indices entiers

négatifs, par un procédé qui me semble trés naturel, celui du prolongement

(') M. Riesz 2; les chiffres aprés les noms d'auteurs se rapportent 4 la Bibliographie & la fin
de cet ouvrage.

(*) Cf. HapAMARD 1.

(*) L'extension de la méthode & des coefficients variables, qui constitue le dernier Chapitre,
est postérieure 4 la: Conférence reproduite iei.

(*) C'est & partir de la méme intégrale, mais sans le facteur I'l«) au dénominateur, que
M. Hadamard définit la »partie finie» pour les valeurs négatives fractionnaires de ¢. L’absence
dudit facteur est le seul obstacle 4 l'extension de cette notion i la valeur zéro et aux valeurs
négatives entiéres de «.



L’intégrale de Riemann-Liouville et le probléeme de Cauchy. 3

analytique par rapport a l'indice . En supposant l'existence d'un assez grand

nombre de dérivées, on obtient au moyen des intégrations par parties

nol (k)
Iaf(x) = Z _‘({_;_(]?}TI) (x _ a)a+k+ Ia+nf‘(n) (.ZC)
k=0

La derniére expression s’écrit
72
1
N — ) () (x— et d¢t
e [ rr =t
(]

l'intégrale étant convergente pour a¢>—n. Le prolongement analytique se trouve
done effectué pour tous ces indices. Bien entendu, le prolongement en question
peut étre obtenu par beaucoup d’autres procédés. L'intégrale prolongée satisfait,
sauf dans des cas exceptionnels faciles i préciser, aux relations fondamentales (1)
dont la seconde pourra aussi servir a effectuer le prolongement en question.

Pour les indices ¢ =0 et entiers négatifs ¢ =—n on trouve, comme il fallait
8’y attendre,

I’flx)=flx),  I™fla)=f" ).

Arrétons-nous un instant sur les derniéres relations. On voit que, pour tout
autre indice, I“f(x) est une fonctionnelle dépendant de toutes les valeurs que
f(¢) admet entre a et z, tandis que, pour « =0 ou entier négatif, I*f(x) a une
valeur de caractére local; ce ne sont que les valeurs admises au voisinage

infinitésimal de x qui interviennent. Voild en germe le principe de Huygens(').

) - I , Y . .
C'est évidemment au facteur @’ s'annulant pour les indices en question, que
A

ces indices doivent leur caractére exceptionnel. D’ailleurs, méme sans effectuer
le prolongement analytique d'une fagon explicite, on voit nettement que le pro-
longement de

. x—d
! °( a—1
m—)fj(t)(x—-t) at (0> o)

est zéro pour ¢ =0 ou entier négatif, parce que l'intégrale ne cesse jamais de
converger. Les valeurs de f(¢) qui interviennent dans cette intégrale ne donneront

donc aucune contribution & la valeur finale.

(") Nous entendons ici et dans tout ce qui suit par principe de Huygens la mineure du prin-
cipe dans la terminologie de M. Hadamard (loc. cit., p. 75). D’'aprés ce principe, une perturbation
lumineuse étant localisée & l'instant =0 au voisinage immédiat du point O, son effet sera localisé,
pour ¢=1%, au voisinage immédiat de la surface d'une sphére de centre O et de rayon ct, ¢ dé
signant la vitesse de la lumiére,.
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J’ai insisté sur ces questions élémentaires bien familiéres & vous tous, parce
qu’elles nous permettront de bien saisir la différence qu'on rencontre dans la
solution du probléeme de Cauchy de I'équation des ondes, posé pour un nombre
pair ou pour un nombre impair de variables.

Considérons dans l'espace & m dimensions les points P et @ aux coordonnées
respectives z;, &y, . .., Zm et £, 8, ..., En. Nous introduisons la distance lorent-

zienne de ces points

ree=V (r, — &) — (2, — &) —  — (¥ — Em)®,

en supposant que l'expression qui figure sous le signe racine carrée soit = o.
En considérant le point P comme fixe et le point @ comme variable, rpq=0
définit la nappe du cOne de lumiére au sommet P, #pq > 0 définit son intérieur,
x,— &, >0 le cone rétrograde et x;—&, <o le cone direct. C'est le cOne rétrograde
que nous allons considérer en général, en le désignant par DF. Soit encore S une
surface (c'est-d-dire une variété 4 m — 1 dimensions) qui, suivant la terminologie
de M. Hadamard, ait une orientation d’espace. Cela veut dire qu'on a pour tout
déplacement infinitésimal sur la surface dai—da3— - —dzm<<o. On admet aussi
que la surface soit assez réguliére pour que les dérivations qui interviendront
plus tard puissent étre effectuées. Le domaine limité par la nappe rétrograde et
la surface S sera désigné par DE.

Cela étant, nous posons

(2 1ef8) = i [ f@rae
avec »
(3) Hy(a) = n”_l?j 207! F(g) F(a + Z;L”) .

Cette intégrale converge pour a>m—2 et l'on vérifie facilement qu'elle satisfait

aux relations fondamentales
(4) Io I8 = Jo+6, AJet? = Je,

oii I'on a désigné par A l'opérateur des ondes
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Pour les indices ¢ =<m—2 l'intégrale (2) se définit au moyen de prolongement
analytique par rapport a e, bien entendu .dans des conditions de régularité con-
venables portant sur la fonction f et sur la surface S. On trouve en particulier
I'f(P)=f(P). Remarquons que ce fait, qui est d'une importance capitale pour
la suite, n'est nullement évident. En effet, I° est défini ici comme prolongement
analytique de I® qui ne converge que pour a > m — 2, et le prolongement en
question n’existe que dans certaines conditions de dérivabilité(*). Des remarques
analogues s'appliquent aux relations 2% = A%,

11 ressort de ce qui précéde que notre procédé d'intégration tire son origine
de l'opérateur différentiel du second ordre A. On a vu en effet que AI® =1,
c’est-d-dire que I® est dans un certain sens l'inverse de l'opérateur des ondes.
Or on peut construire un procédé qui, dans le méme sens, forme linverse de
l'opérateur différentiel du premier ordre gradient ou nabla, cet opérateur étant
pris au sens lorentzien. Il est manifeste que ce procédé devra étre de caractére
vectoriel ().

Soient X, X,,. .., Xn les composantes d'un vecteur arbitraire X et définissons
les mombres de Clifford comme symboles de calcul ou comme vecteurs unitaires
par la relation

X?=(Xie,+ Xge, + -+ Xpem)? =X"— X3 —-— Xn.
Cette relation met en évidence les régles de calcul
e§=—€§="‘=_er2n=l
et
ejey 1+ exej=o0 (4 #k).
7}

see— em,i a manifestement la propriété v = A(3).

L'opérateur y=e¢ —a—-—e —_—
P ox, ox, 0 xm

Nous posons
TP = [oos™ 1ef(P) — isin 20y (1],

l'opération V pouvant étre exécutée sous le signe f. On a alors

JuJf=Je+s,  VJeri—Je, = Jrb= 2,

m--1

A
N

() Pour m impair ou pair il suffit de supposer l'existence des dérivées d'ordre = ou
respectivement.

(*) L'intégration vectorielle que j'esquisse ici ne figurait pas dans ma conférence. Je V'ai
indiquée succinctement aprés la conférence en réponse 4 une question de M. Fréchet qui présidait
4 la séance.

(*) Depuis les travaux de M. Dirac, ces choses sont certainement bien familieres  la plupart
des lecteurs.
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k étant un nombre entier. En particulier on a J°f(P) = f(P) ou plus bridvement
J®=1. Signalons encore l'opérateur singulier remsrquable

of(P)=vII'f(P]

qui satisfait a la relation 0*=1.

En remarquant que la plupart des considérations qui suivent s’appliquent —
mutatis mutandis — aussi a nos intégrales vectorielles, retournons aux intégrales
scalaires.

Définissons avec M. d'Adhémar Ila conormale n a la surface S au point ¢
(la transversale suivant la terminologie de M. Hadamard) par la relation

dxr,dx, —dxydx, — - — dxm 0xm = 0,

ou d et J désignent respectivement un déplacement arbitraire sur la surface et
un déplacement sur la conormale. Cela étant, nous choisissons celle des deux
directions admissibles @7 qui rend le produit scalaire lorentzien des vecteurs
QP et QT positif. [l vient alors par la formule de Green

Iau(P)ZmﬁfAu(Q)ngg_mdQ
og

1 dU(Q) a+2—m ___ %‘*&2"’"]
Hyle + 2)_[[ dn 1@ u(Q) dn as,

sP

+

tous les éléments géométriques étant mesurés, ici et dans la sunite, dans le sens
lorentzien.

La formule ci-dessus qui contient une intégrale spatiale, une simple couche
et une double couche peut se mettre sous une forme plus condensée. En effet,

en posant d'une maniére générale

- dr?)—(‘m
6 170 hP =5t [r@mrae + 5l [ o0 — @ s,

on peut écrire o
(6) I°u(P)=It*? Au, 07141, u (D).
Avant d'aller plus loin, signalons quelques propriétés importantes du sym-
bole I.. On a
(7) IeIf=Ig+b, AL =1,
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et en outre

(8) 1 f,9,h(P) = f(P).

La formule {6) conduit facilement & la solution du probléme de Cauchy pour
I'équation des ondes. En effet il s’ensuit pour e=o0, grice a la relation I’u=u,

du
== 2 —
(9) u(P)=1I? Au, In u(P),
c'est-a-dire que la valeur de » au point P peut se calculer par une intégrale

spatiale portant sur A(u) et étendue & un certain volume DI, par une simple

. d . N
couche et une double couche portant respectivement sur “% et u et étendues 3

dn

une certaine portion S de la surface S. Malheureusement, d’aprés ce que nous
avons dit plus bhaut, ces intégrales sont en général divergentes. En effet, elles
ne convergent toutes que si l'on a m =< 2(%), 'une d’elles, l'intégrale de double
couche, diverge déja pour l’équétion de M. Volterra (m = 3) et elles divergent
toutes & partir de m = 4, correspondant & I'équation des ondes relative & l'espace

ordinaire. Mais on pourra toujours définir ces intégrales par prolongement

analytique, ce qui veut dire que, I%A(u), %, u étant convergent pour ¢ assez

grand (¢ >m), on peut, dans les conditions de dérivabilité admises, obtenir I; par
prolongement analytique.
La formule fait nettement ressortir la différence qu'il y a entre les cas de

m impair et de m pair. Pour m impair, ou l'on retrouve la formule de M. Hada-

I . . . .
mard, le facteur ) ne s'évanouit pas, la solution sera donc fournie par une

H,(2

intégrale spatiale étendue au volume entier DI et des intégrales étendues a la

. .y . . I
portion de surface entiére S¥. Au contraire dans,le cas de m pair (> 2), i)

m

) N 1 .
s'annule a cause du facteur —— > et la formule finale ne sera pas in-

(2 + 2 -—m)
riz— -
2

fluencée par les valeurs que # et ses dérivées prennent & l'intérieur du cone.
L'intégrale spatiale se réduira & une intégrale étendue 4 la nappe du cone et

() Néanmoins, méme pour m =2, la formule (g) donne une solution erronée, indépendante des
valeurs de % sur S, si 1'on 'applique au sens strict, ¢'est-i-dire en substituant e« = o dans le second
membre de la formule (6). Par contre, la formule obtenue de (6) par prolongement analytique
donne la solution correcte bien connue, ou il entre les valeurs de % aux points d'intersection de §
et des deux rayons de lumiére issus de P.
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les intégrales de surface 4 des intégrales étendues 4 l'intersection du cdne avec
la surface S. Voula le principe de Huygens: seuls les points d'univers situés sur la
nappe rétrograde du cone au sommet P agissent sur ce point. l.e principe dérive
donc du fait que l'opérateur I? a pour m pair (>2) un caractére quasi local, il
n'y intervient que des points qui sont a distance zéro du point P.

En réalité notre formule n’était jusqu'ici qu'une formule de représentation
du méme caractére que la formule classique de Cauchy l'est pour les fonctions
monogénes. Mais elle donne aussi la solution d'un probléme aux limites, notam-
ment celle du probléme de Cauchy('), si 'on admet, comme plus haut, que la
surface S ait une orientation d'espace. En effet dans ce cas (et dans ce cas
seulement) les domaines d'intégration deviennent infinitésimaux lorsque P s'ap-
proche indéfiniment de la surface.

Je termine cet exposé déja trop long en donnant une solution explicite d’aspect
profondément géométrique pour le cas de l'espace ordinaire, c’est-a-dire pour
m=4. En écrivant 1'équation sous la forme A(u)=f, le second membre donne
lieu & une intégrale étendue & la nappe du cOne qui n’est que le potentiel retardé
bien connu. Puisque je ne saurais rien dire de nouveau sur cette partie de la
solution, je me restreins ici 4 'éguation homogéne.

Posons d’'une maniére générale R = Rpg=r1pq et désignons par s¥ la variété
a deux dimensions formée par l'intersection du céne au sommet P et de la sur-
face S. En remettant & tout a4 'heure l'explication des autres motations, nous
écrivons ici la solution suivante du probléme de Cauchy posé pour l'équation
A(u) = 0, solution qu'on peut déduire de la solution générale (g),

(10) wB =L (g + ) u =] as

&

Vous voyez qu’il n’intervient dans la formule qu'une seule dérivée suivant
une certaine direction ¥ qu’il faudra maintenant définir. Cela est trés facile
dans le cas classique considéré par Poisson on la surface S est le plan z; = o.
Alors » n'est que l'image de la génératrice QP par rapport & ce plan. Dans le
cas général la chose est un peu plus compliquée.

Par un élément infinitésimal 4 deux dimensions du bord s¥ contenant le point

il passe oco! plans & trois dimensions. Formons l'image de la génératrice QP,
P g

(*) C'est le probleme de résoudre 1'équation Au = £, la fonction f étant connue dans 1'espace

d
et les valeurs de u et de cﬁ étant données sur la surface S.
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indéfiniment prolongée au deld de P, par rapport al'un quelconque de ces plans,
par exemple le plan tangent & S en ¢, 'image étant prise dans la direction
transversale au plan. Cette image, ¢ndépendante du plan choisi, donne la
droite » appartenant au point ¢ du bord. Les lignes », qui évidemment sont des
rayons de lumiére, engendrent une surface caractéristique X de I'équation des ondes,
qui dans un certain sens peut étre considérée comme l'image du cOne au sommet
P par rapport a la surface §. La surface I peut aussi é&tre obtenue de la
maniére suivante. On fait décrire au point d'intégration @ le bord s? et l'on
considére les cOnes rétrogrades qui ont leur sommet au point variable @. Ces
cones enveloppent une surface a deux nappes. La nappe extérieure fait évidem-
ment partie du cdne original au sommet P, tandis que la nappe intérieure fait
partie de la surface réglée ¥ et la détermine entiérement.

La dérivée figurant dans notre formule est prise suivant la direction ». La
longueur lorentzienne des segments d'une telle droite étant nulle, on introduit
B comme paramétre et forme la dérivée de w par rapport & R suivant ladite
direction. Observons que R = Rpr varie d’'une maniére linéaire sur une telle
droite. En effet, T désignant un point quelconque de la droite » appartenant a @,
Rpr est égal an double du produit scalaire lorentzien des vecteurs PQ et Q7.

I1 faut encore définir les valeurs R, et R, figurant dans notre formule.
Remarquons & cet effet que les droites », qui sont en nombre oo® forment
évidemment une congruence de droites, qui est d’ailleurs d'un caractére treés
particulier. En nous trouvant dans quatre dimensions, ce n’est que grice i cette
derniére circonstance que, pour chaque droite fixe » appartenaht a un certain
point @, il existe en général deux directions de déplacements infinitésimaux
0,0 et d,Q telles que les droites correspondantes coupent la droite ». Cela veut
dire que la congruence admet en général deux foyers @, et @, sur chacune de

ses droites. Dans la formule ci-dessus on a posé, pour abréger,
Rpo,=R,, Bpo.=R,.

Le lieu géométrique des foyers est la surface focale, la caustique, de la con-
gruence, qui dans un certain sens peut 8tre interprétée comme l'image du point
P par rapport & la surface S. Dans le cas classique de Poisson, elle se réduit
a I'image distincte de ce point par rapport au plan x;, = 0, et notre solution se
réduit immédiatement & celle de Poisson.

En résumé, le principe de Huygens dit que la valeur de u au point P est
déterminée par les valeurs que u et ses dérivées premiéres admettent en des

2—48173. Acta mathematica. 8. Imprimé le 1 avril 1948.
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points ¢ appartenant au passé-lumiére du point P. Notre formule y apporte un
complément qui doit présenter un certain intérét, c’est que les seules dérivées
qui y entrent sont prises suivant certains rayons de lumiére, c'est-a-dire que
seul le passé-lumiére infinitésimal de la fonetion u aux points @ y intervient.
L’intervention de la surface (congruence) ¥ et de sa caustique dans notre solu-
tion jette un jour nouveau sur les rapports entre l'optique physique et I'optique

géométrique. Bien entendu, il s'agit ici d'une optique géométrique a quatre

dimensions.
CHAPITRE 1.
Intégrale de Riemann-Liouville,
1. Définition et formule de composition. — Posons
« = J; — fla—1
(1) 1f(0) = s [ SO — 192 at (> a),

a étant un nombre fini ou égal &4 — oo. Pour fixer les idées, nous supposons
que f(¢) soit une fonction continue dans l'intervalle d'intégration et de plus que,
dans le cas o a=— oo, f(f) tende vers zéro de facon que les contributions
provenant du voisinage de -- oo ne donnent lieu & aucune complication. Cela
posé, l'intégrale existe pour les valeurs positives de a (et pour les valeurs com-
plexes de ¢ dont la partie réelle R (e) est positive). D'autre part, il est clair que
cette intégrale diverge en général pour e =0 et pour toutes les valeurs néga-
tives de «a.

Dans le cas ol les valeurs e et 8 sont positives (ou ont leurs parties réelles

positives), on a la formule de composition
(2) I1(I7 f@) = 1=+ /@)

En effet, en intervertissant l'ordre des intégrations, on obtient par une formule
connue de Dirichlet(?)

x

(3) I“(Iﬂf(x))=—[Ta)lm5f(x——t)“'ldtff(v)(t-v)ﬂ“dv

I -1 — )1
sz(@(lff(f;)dvf(x—t) (t ?)’3 dt.

v

() Cf. Goursat Cours d’ Analyse I (1917), p. 309.
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La derniére intégrale est évidemment égale &

1

(.’B - v)a+{9—1 f(l — ’M/)a_l ~ubl. du = (1’ — v)a-!—ﬂ—l . %i—(ﬂ;’

0
ce qui donne

(Iﬂf(x)) +ﬂ)jf1/ x—p)“+ﬂ 1dv—1a+3f( ).

Pour e« =1, l'intégrale I® se réduit a l'intégrale ordinaire f f(t)dt. D'autre

part, on sait que l'intégrale itérée d’ordre = ¢

T Xy Tp—1

ff ffxn Axadzn—1 - dox,

se transforme facilement (p. ex. par la susdite formule de Dirichlet) dans l'in-
tégrale simple

fft\x—tnldt— ff t)(x — tp—1dt.

C'est cette propriété-ld qui chez plusieurs auteurs, notamment chez Riemann,
fut le point de départ pour la définition d'une intégration généralisée d'ordre
fractionnaire. La formule (2) met en évidence qu'il s'agit 13 d'une généralisation
heureuse.

Nous constatons en méme temps que lintégrale I®f(x) est pour R{e)> o
une fonction holomorphe de a. Bien entendu, on suppose toujours que les condi-
tions respectives posées au début de ce numéro pour la fonction f sont remplies
et que la valeur x est fixée.

2. Prolongement analytique. — Admettons maintenant en outre que les
dérivées [ (t) existent pour £ = p et qu'elles remplissent des conditions analogues
a celles posées pour f(f). On aura alors aprés un certain nombre d’'intégrations

par parties successives, pour n = p,

(4) 141 j ﬂl) (x_a)a+k+ mff .,C-'t)a-*'" 14t =

= Z — (x — a)atk + Jatn £ (),
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Dans le cas ol a =— oo cette formule se réduit & la formule plus simple

xz

Ief(z) = T—Ea—) [ fit)e — et di = 1Tall75 f SO ) (w — b+t qf = Tetn fin)(g),

—00

Par les formules (4) et (5) on a montré que, dans les conditions posées,
I'intégrale I*f(x), considérée comme fonction analytique de «, peut se prolonger
aun deld du domaine de convergence de l'intégrale originale, le prolongement
s'étendant en réalité & toutes les valeurs de a dont la partie réelle est >— p.
Pour toutes ces valeurs, on entendra par I1°f(x) le prolongement analytique dont on

vient de démontrer existence. (')

Le méme procédé s'étend facilement a des intégrales qui possédent plusieurs

singularités, p. ex. aux intégrales de la forme

Mff oo — .

On considére cette intégrale comme fonction analytique des exposants a, 8 et
on en fait le prolongement analytique par une modification légére du procédé
appliqué plus haut. Sans nous arréter sur les détails, nous retournons aux inté-
grales I¢

On démontre sans peine par les principes de la théorie des fonctions ana-
lytiques que la formule fondamentale (2) reste valide pourvu que 3 et « + § (ou
leurs parties réelles) soient > — p. Il faut toutefois faire exception, au moins
pour l'instant, pour les valeurs de « et de g8 telles que ¢ ou § ou « + @ sont
des entiers négatifs ou 0. (Cf. le n° 4.) C'est exactement la signification qu’on
aura a attribuer & l'opération I* quant « est égal & 0 ou a un entier négatif

que nous allons examiner 4 présent.

3. L’intégrale I° pour a¢ =0 et a¢ = entier négatif. — Dans le cas le plus

simple, ¢ = 0, on sera conduit 4 poser

(6) I°f () = f ().
Nous allons en effet montrer que sous la seule condition que f(x) soit continu

lim 1/(e) = f1a).

(*) Dans tout ce travail les intégrales divergentes dépendant d'un paramétre o seront inter-
prétées comme le prolongement analytique de l'intégrale correspondante, convergeant pour certaines
valeurs de ¢, autant que ce prolongement existe et qu'il est défini d'une maniére univoque.
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Il n'est donc pas nécessaire de recourir au prolongement analytique, méme si

un prolongement existe grice & des conditions supplémentaires concernant les

dérivées de f(x). Si tel est le cas, le prolongement par passage i la limite et le

prolongement analytique conduisent évidemment & des résultats identiques.
Supposons d’'abord dans la démonstration que @ soit fini. On a

0 1= [V —sele— g L8 (o=

a

S(x)(x—a)

Pl £ 1) devient f(x) pour ¢ - o.

Le premier terme tend vers 0 avec «. On le voit en divisant l'intervalle (@, x) en

Le dernier terme qui peut encore s'écrire

deux parties (a;x—ﬂ) et (x —d,%). Si d est assez petit, le terme correspondant
au second intervalle sera trés petit puisqu'il en est de méme de f(f) — f(x). Le

nombre d étant fixé, le terme correspondant au premier intervalle tend vers o

avec a grice au facteur C'est encore grice a ce facteur que le cas d'un

1
Ia)
intervalle infini se réduit immédiatement au cas précédent. En effet, si a est
égal & — oo, la partie correspondant a lintervalle (— oo, b), ol b est un nombre
fixe <z, tendra encore vers o.

Notons que pour ¢ =0 la formule (4) se réduit 4 la formule classique de
Cauchy )

x

® r@=3 T —ar+ = mff"" (t) (x — tr-1at.

a

Passons maintenant & la signiﬁcation de I7"f(x), » étant un entier positif.
En faisant sur f™(f) les mémes hypothéses qu'on a fait plus haut sur f(f), on
voit de suite par la formule (4) qu'on a & poser

(9) I="flx)= lim I=f(x)=f"(x).

a——~n+0
Nous avons fait ressortir dans 1l'Introduction (p. 3) que le caractére excep-

tionnel de l'indice o et des indices entiers négatifs est dii au facteur fl(—a) Nous

y avons aussi dit que c'est d'un facteur analogue intervenant dans la solution du
probléme de Cauchy posé pour 1'équation des ondes que le principe de Huygens

tire son origine. Nous reviendrons plus loin sur ce point (n° 55).
2
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4. Différentiation sous le signe [. — Notre point de départ était de con-
sidérer 1'opération I* comme une intégration généralisée. Il est temps d'éclair-
cir les rapports presque évidents qui existent entre cette opération et la dérivation,
rapports indiqués d'ailleurs par les derniers résultats.

En admettant d'abord que g (ou sa partie réelle) est positif, on a par les
régles usuelles de la dérivation des intégrales

L pefay =yt L [ e =10 at =i [ £l — 9=t dt = I (o).

Par la formule de prolongement (4) on voit que cette relation subsiste aussi pour

les valeurs > —p et qu’il en est de méme de la relation plus générale

d*
o — I8tk = JB,
(x0) dx*
L’extension 4 des valeurs complexes de # est évidente.

Par la relation I7*f(x) = f* (x) la relation (10) pourra encore s'écrire
(11) I 4(I3) = I3,

En rapprochant ceci de nos résultats antérieurs on trouve en définitive: La for-
mule fondamentale (2) est valable pour toutes les valeurs de « et de § telles que
B>—p et « + §>—p §'il est question d'un intervalle infini. Dans le cas d'un
intervalle fini la formule sera encore valide pour toutes les dites valeurs de e et
de 8 sauf pour les 8 qui sont des entiers négatifs. (Dans le cas évident ou «

aussi est un entier négatif ou o la formule restera encore valide.)

5. Prolongement par développement en série. — La formule (4) qui est trés
commode quand il s’agit de définir le prolongement analytique de I ne I'est pas
toujours dans les applications lorsqu'il s’agit d’exécuter les calculs. Il sera donc
utile d’observer que, d’'aprés les derniers résultats, le prolongement analytique
pourra aussi étre exécuté par la formule (10), procédé trés avantageux dans
certains cas.(') Nous donnons ici encore une formule pour le calcul -effectif du
prolongement par laquelle nous nous approchons beaucoup de l'ordre d'idées de
M. Hadamard.(*) Posons en effet

) Cf. les n* 52 et 53.
(® Voir L e. p. 190.
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n— l

kl

et en supposant d’abord « positif

I*f(x jf M — t)=-1dt

_ 1 — PO} — flo-1 Lo f — fe1 g
—I,(a)af(ﬂt) P@)( te-tdt 4 F(a)&/ P{t)(x — t) 1 d¢

ou

(12) I°f(x)= ( ) f (f) — P) (. — )= dt + rl(a):é(— l)k'(];c‘(k)—'_(xo){)(:’zk!— a)f e

Si la dérivée f™ () existe et est continue, l'intégrale converge évidemment pour
a>—mn et la formule finale définit le prolongement analytique pour toutes ces
valeurs. I®f(x) est une fonction holomorphe de e, puisque I'(e)(%k + @) % 0 par-
tout. En particulier, pour e =— %, on a I'(e)(k + a)- k! =(— 1)}, d’'ott 1'on tire
encore une fois

(1259 @ =fla), 1) =f0)

Ajoutons encore une remarque. C’est que, pour la validité du dernier énoncé, il
n'est pas nécessaire que les dérivées f¥ (¢} existent au sens strict. Il suffit p. ex.
qu'il existe un polynome P(f) tel que (f(H) — P®)(x — #)~" reste borné lorsque ¢
tend vers .

Il y a lieu de remarquer ici que la formule (7) n'est qu'un cas particulier
de la formule (12).

Pour les applications il est souvent commode de placer la singularité a
'origine, c’est-d-dire de considérer des intégrales de la forme

J= £ (0) ff te=1 ¢,

En posant alors

_ S (o),
- Z k!
k=0
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on a la formule

b

ol (k) pr+ea

et, en particulier,

(13%) JfO)=fl0), Tl = (= 1N o)

CHAPITRE II.

Intégrale de Riemann-Liouville dans Pespace euclidien. Potentiels.

6. Définition et propriétés de intégrale I*. Remarque. — Les généralisations
de l'intégrale de R.-L.(*) dont nous allons nous occuper dans la suite se rapportent
4 un espace £, (ou plus briévement £2) & un nombre quelconque m (= 1) de dimen-
sions, pourva d'une métrique soit euclidienne, soit lorentzzenne. Nous désignons les
procédés d’'intégration respectifs par intégration elliptique et intégration hyperbolique.
C'est l'intégration hyperbolique qui forme la généralisation la plus directe de
l'intégrale de R.-L. qu'on vient d'étudier. C’est encore uniquement l'intégration
hyperbolique qui intervient dans l'application a l'équation des ondes qui est le
but principal de ce travail. Cependant, ce procédé présentant sous certains rap-
ports des difficultés considérables qui n’interviennent pas dans le procédé elliptique,
il nous parait utile de donner ici un apercu sur le dernier procédé qui, tout en
facilitant la lecture des chapitres suivants, n'y est nullement indispensable. Nous
nous dispensons pourtant de faire précéder I'exposé de I'intégration dans plusieurs
dimensions par un exposé concernant le cas linéaire (m = 1)(%), les difficultés dé-
pendant trés peu du nombre de dimensions, dans le cas actuel.

Dans ce chapitre on désigne la distance euclidienne de deux points P et ¢
par rpg==1gp==7. Introduisons de la maniére suivante un pofentrel généralisé
d'ordre «. Nous posons, pour o« positif et pour des fonctions f(P) dont on va

préciser la nature plus loin,

() rrE) =gt [reseae

(" R.-L. = Riemann-Liouville.
%) Pour un probléme de M. Carleman relatif i ce cas, ¢f. M2 RiEsz 3.
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H,, () ne dépendant que de « et de m et I'intégration s'étendant i V'espace entier
2; d@ désigne 1'élément de volume de cet espace. Nous allons démontrer que
Hy(e), qui joue ici le réle revenant tout 4 1'heure & I'(z), peut étre déterminé
de maniére que les formules fondamentales

(2) 1¢(If f(P)) = I**¢ f(P)
et
(3) A+ f(P)=— I*f(P)

soienfsatisfa,ites, A désignant 1'opérateur de Laplace

m 02
A= Z oxp
k=1 k
ol Iy, Z3, ..., Zm sont les coordonnées cartésiennes du point P.(%)

Montrons d'abord qu’on peut déterminer Hpn(e) de facon que les relations
(2) et (3) ci-dessus aient lien pour la fonction particuliére f(P)= ¢*. On trouve par
des transformations évidentes, &, &, ..., §n désignant les coordonnées du point Q,

a—m

. I e — -
pon= gt [em(z(gk—xk)*) S 45 dE, ... dEn

| S . o
Hm(a)e”'fe“?'(z'r;i) 2 dmydnys...dnm.

2

®

Alors, si l'on pose Hp(e) égal & la derniére intégrale, il viendra
(4) I2in = i,

Par ce choix de Hu(e) les relations (2) et (3) seront évidemment remplies pour
la fonction particuliére qu’'on est en train de considérer.

Ajoutons qu'avec le méme choix de Hy(«), il résulte de la formule précédente
par une transformation orthogonale des variables

o
T2 ¢ (mmt @zt - +ap2y) — (2 ai)— 2, i mtamt o ey Ty) (2)

() Il est presque évident que les conditions (2) et (3) et une condition supplémentaire, exi-
geant p. ex. continuité en général, déterminent Hm(x) d'une maniére unique, 4 un facteur efna7 pres,
n étant un nombre entier.

(*) On pourrait par cette formule rattacher notre procédé d’intégration 3 la théorie de I'inté-
grale de Fourier. Mais, comme cette méthode présente de graves inconvénients et ne s’adapte pas
au cas de coefficients variables, nous snivons dans le texte une voie différente.

3—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 2 avril 1948.
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Calculons maintenant 'intégrale i laquelle on a égalé Hn(e) La fonction a
intégrer étant constante sur la sphére 73 + 75 + -~ +9n = ¢, V'intégrale se réduit
immédiatement &

m—1 o0 + 00
2.7 2 ) a=m
Hy(e) = ;_T en(o® + 1i) * o"dny do,
()
2 0 —0o0

le facteur devant les signes [ exprimant la surface totale de ladite sphére pour

¢ =1.(") Par la substitution 7, = cos 8, ¢ = r sin 0, 'intégrale devient
n -]
fsin""2 6do fe"' cosbya—lgy,
0 0

Le théoréme de Cauchy concernant l'intégrale d’'une fonction holomorphe le long
d’'un contour fermé donne pour la derniére intégrale (simple) la valeur

[cos 6]|~2 I'(e),

le signe a choisir étant celui de cos 6. On a en outre d'abord, pour assurer la
convergence, pour ¢ < I et aprés, par prolongement analytique,

T(m ;— 1) 1,,(1 —z-a)
sin™~20 cos~*0dl = .

Zr(m—-—a)
h 2

z
2

De plus
(5) re) = za—ln-%r(‘f) r(‘ + "‘)
2 2
et
T
et par 13
I,(l —a) 1_,(1 + a)= T
2 2 o
cos —

(" Voir la Remarque 4 la fin de ce numéro.
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La combinaison des formules ci-dessus donne enfin (%)

(7) Hy (@) = —————"
)

Remarque. — Désignons par v, le volume et par w, la surface totale dela

sphére unitaire relative & l'espace euclidien & » dimensions
B+at+ - +an=1
La sphére découpe du plan z,=1¢([¢| = 1) une sphére & » — 1 dimensions

au rayon g == (1 — t”)%. Le volume (& #» — 1 dimensions) de cette sphére sera
n~1 .
=" 1 1 =(1—1¢%) % - vp_;. Oun a donc la formule de récurrence

+1 n=1 1 n-1
Un:Un—lf(I "“tz) 2 dt= 2'U-n,_1f(l _— tg) 2 dt
-1 0
F(n + 1) 1,(1) T(n + 1)
= Up—1 - 2 Z_Unl'”% —_2 ]
= Un— = -
F(n+2) 1,(n+2)
2 2
Puisque v, = 2, il en résulte
n n
7 2 7
Un = 2\ n\
r(57) »r()
2 2
Par la formule évidente
mn =N vn
il vient enfin
n
2 2
®) =7
()
2
7. Formule de composition. — Retournons maintenant a 'opération I f(P),

\

S(P) étant une fonction arbitraire assujettie & certaines conditions que nous

() Nous profitons de I'occasion pour donner ici la déduction de l'expression de Hp () et celle
de la formule de composition qui suit, déductions que nous regrettons d'avoir omises dans notre
travail 3.



20 Marcel Riesz.

allons préciser & l'instant. Pour le moment nous supposons seulement que toutes
les intégrales qui interviennent dans le calcul suivant sont absolument conver-
gentes.

(9) I“(Iﬁf(P))fm‘[?pQ dg - H ff os™d S

=TI OT (A oa—m B—m
—Hm(a)Hm(ﬁ) (ff(S)dS;[pr HsmdQ.

Par une translation la derniére intégrale se réduit d'abord & une intégrale de la
méme forme ou P est remplacé par l'origine O et § par un point dont la distance

a l'origine est rpg. Enfin, par une homothétie on arrive a

rekp- "‘fr“ mypbmdT,

ou ror et r r désignent les distances respectives du point T & l'origine et 4 un

certain point & distance unité de l'origine. Evidemment la derniére intégrale

(10) fa“" mybomd T

ne dépend que des nombres o, 8 et m. Ajoutons que cette intégra,le est conver-
gente quand les inégalités ¢ >0, 8 > 0, @ + # < m sont remplies.(*)
Admettons pour l'instant qu’il soit déja démontré que

Hy (o) Hn (8)

(10%) Br (e, 8)= Hola + B)

Alors, moyennant les simplifications qu'on y a déja apportées, la formule (9) se
réduit a la formule fondamentale
(11) EFE=Ia>0,8>0¢+ 8 <m).®

\

Il reste 4 vérifier la formule (10%f). L’intégrale qu'on veut calculer est mani-
festement une sorte de généralisation de l'intégrale d’Euler de premiére espéce.
On démontrera d’abord l'identité (10%¢) dans les conditions restrictives ¢ > 0, 8> o,
@+ 3 <1 et ensuite on la rendra valide dans le cas général par prolongement
analytique. La démonstration se fait par l'intermédiaire de la fonction déja con-

sidérée ¢'=. Observons tout de suite que cette fonction ne remplit nullement les

(") Nous n’insistons ni ici ni dans la suite sur le fait évident, rappelé souvent au chapitre
précédent, que toute condition concernant les exposants peut étre remplacée pas une condition
identique concernant leurs: parties réelles.

() Pour une généralisation remarquable oi, entre autres choses, I’espace euclidien est remplace
par un groupe localement compact, voir H, CARTAN 1 et 2.
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conditions auxquelles nous avons assujetti nos fonctions générales f(P). Néan-
moins, il résulte par une vérification facile que la formule (9) est valable pour
cette fonction. Cela donne

_ Hule + 8

Je JBeit — Bm (C{, ‘8) : Hmm

Ia:+|8eix1.
La comparaison avec la formule (4) donne de son coté que le facteur devant
I**Pei™ se réduit & 1, ce qui vérifie 'identité (ro¥s).(!)

8. L’opérateur I°==—A-'. Potentiel newtonien. — Disons un mot sur le
second de nos desiderata exprimé par la formule (3). Cette formule se vérifie pour
« > 0 moyennant la relation

1~(ﬂ~a—_2)
(12) s Ageteem 2 — - afe+ 2—m)- ™
Hm(a'*' ) ”;B. 2a+2‘1‘(a+2)
2
m—a
o) .
— PE=M e L g m

Dans cette formule, A signifie soit Ap, soit Ag.
La formule (3) met en évidence que V'opérateur I® est (au signe prés) I'inverse
de Yopérateur A(®) et on comprend alors qu’'il mérite une attention particuliére.

f257)
(13) rrp)=——"5% | FQi3rde

4

On trouve pour m 7# 2

2

(*) On peut aussi vérifier cette identité an moyen de la formule

o
r,‘"=—2—fe“’”’t’~“dt (A > o).

()

(® Le postulat A I°"% = 4 I® pourrait étre rempli si I'on remplagait Hm () par e 2 . Hal().
Cette valeur est sous un certain rapport plus adéquate que celle adoptée dans le texte puisqu’elle
ina

donnerait I1%¢'™ =¢ 2

ina

—a X

e®1 = {"%. ¢'™, Notre choix se justifie par le fait qu'il rend Hm{x) réel

pour ¢ réel.
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que nous désignerons comme le potentiel newtonien correspondant a la couche de
la densité spatiale f(Q), bien que le factear devant l'intégrale manque dans la
forme usuelle de ce potentiel.

9. L’opérateur I™. Potentiel logarithmique. — L’opérateur I? défini par la
formule (13) perd tout intérét dans le cas m = 2. L'intégrale sera indépendante
de P et le facteur devant l'intégrale deviendra infini. Cependant, dans la condition
particuliére que l'intégrale de f(Q) étendue a 'espace entier, c’est a dire la masse

totale, s’annule, on pourra poser la définition nouvelle

rlt
(14)  IPf(P)=lim P>~ f(P) = lim (2)

£E~0 g0 —
w2

r()
= lim —
&

— 0 .
Tl 22 T (1 —-

2

) FQO5e—1d@= - f(Q)log,,I—PédQ,

c’est & dire qu'on obtient le potentiel logarithmique.
Dans le cas général, ou la masse totale M est différente de zéro, on pourra

toujours écrire au voisinage de la valeur ¢ =2

A_ -
I f(P)=—"% + 4, + 3 dula—2)
olt A_1=— M/n et 4, est (4 une constante additive prés) le potentiel logarithmique
(15) L [ A@og Laq=tim Lroes (P + 1oes ).
27T pQ >0 2
29 .

Retournons maintenant au cas général d'une dimension m: quelconque, et
remarquons que les choses se passent d'une maniére analogue, bien entendu, non
plus pour ¢ =2, mais pour ¢=m. Le potentiel I™ f(P) pourra toujours étre
interprété comme un potentiel logarithmique, la seule différence étant que 1'indice
¢ =m n’est un indice particuliérement important que dans le cas # = 2, ou les
indices ¢ =2 et a = m deviennent identiques. Une derniére remarque dans cet
ordre d’'idées concerne les indices e =m + 2k, k étant un entier positif. Dans

N Y : I
ce cas-la on tombe par un procédé analogue sur des noyaux de la forme r%*- log -
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10. Formule de Green pour V’espace entier. Prolongement analytique. — Les
considérations qui précédent s'étendent immédiatement au cas ot l'on remplace
les couches définies moyennant des fonctions de point représentant la densité spatiale
par des couches définies moyennant des fonctions additives d’ensemble, généralisa-
tion embrassant entre autres choses les simples couches. (Avec quelques pré-
cautions on peut méme étendre les résultats 4 des intégrales définies par des
doubles couches.) Ici nous abordons un autre probléme, celui des indices zéro
et négatifs, ou, au lieu de généraliser les couches en question, il faut les assujettir
4 de nouvelles restrictions.

~ En effet, il est clair que tout comme dans I'espace de dimension 1, on pourra
dans des conditions supplémentaires étendre le procédé & ces dernmiers indices.
L'extension se fera encore par .prolongement analytique; pour l'indice zéro on
peut y arriver par un passage & la limite. En supposant que f(Q) soit continu
au point P, on trouve en copiant les raisonnements qui s'attachaient a la formule

(7) du n° 3

(16) I°f (P)=1lim I* f(P) = f(P),
a—+0
formule qui, rapprochée de la formule A I*¥2=— J® exprime d'une fagon un

peu rude la formule de Poisson (lim A I?*¢ f(P)=— lim I* f(P)=— f(P)).
£—~+0 e—>+0

Il reste les indices négatifs. Supposons d'abord que la fonction f(P) admette
des dérivées continues de tout ordre = 2p et de plus que f(P) et ses dérivées
se comportent & l'infini de fagon que les intégrales qui interviendront dans la
suite soient absolument convergentes et que les intégrations par parties qu'on
exécutera soient légitimes. En appliqguant p fois la formule de Green

JUQAV(Qde=[V(QAU(9dQ,

- on trouve moyennant les formules (1) et (12), @’abord pour « positif,
(17) I f(P)=(—1)p I***? A? f (P).

Par cette formule on a le prolongement analytique de I*f(P) pour toute valeur
de ¢ >—2p. .

Si 'on admet en particulier que AP (@) soit continu pour @ = P (hypothése
qui n'est pas nécessaire pour la validité de la derniére formule) on trouve comme

plus haut en se servant du prolongement par passage & la limite
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(18) - I f(P) =lim I7?2*< f(P) = (— 1)? A? f(P).

e~ +0
Une formule analogue vaudra & plus forte raison pour tout nombre entier positif
k<p. On voit aussi sans peine que la formule fondamentale (11) s'étend au
domaine ¢ >—2p, 8 >—2p, a+ 3 >—2p.

11. Formule de Green pour un domaine borné. Prolongement analytique. —
Nos hypothéses concernant l'allure de la fonction f(P) et de ses dérivées, en
particulier nos hypothéses de continuité, furent posées pour l'espace entier. Les
choses deviennent plus compliquées, si 1'on admet certaines surfaces(') de discon-
tinuité. Pour ne pas nous perdre dans des généralités inutiles, nous nous
restreindrons au cas ol f{P) est identiquement zéro & l'extérieur d’'une surface
fermée S, suffisamment réguliére, tandis que la fonction f(P) et les dérivées qui
interviennent sont continues dans le domaine fermé limité par cette surface, sans
s’annuler sur la surface, en général.

En supposant d’abord « positif, on trouve par la formule de Green

d g+ 2—m
(19) I/ (P) == I*Af(P) + gy f {f(Q) e T A1) 0, }dS

ou d'une fagcon générale
(20)  Ff(P)= (=1 I***? A7 £ (P)
. (_ I)k_l r—1 d’az“ " d A~ lf ) a+>2k—m} y
* glﬂm(a—kzlc)f{A =, an e[S

N

n désignant toujours la normale au point @ de S dirigée vers l'intérieur de cette
surface et d 9 I'élément de surface autour du point Q.

Par la derniére formule on aura aussi dans le cas actuel obtenu le prolonge-
ment analytique de I¢f(P) pour @ > — 2 p. Pourtant il y a une différence essen-
tielle entre le cas plus simple traité tout & l'heure et le cas actuel. Ld on avait
le prolongement pour tout point fini P, ies il faut faire exception pour les points
P situés sur la surface. Pour les autres points on a comme précédemment

(21) I f(P) = (— 1) AF£(P)

(*) Dans ce qui suit on entendra toujours par une surface une multiplicité 4 m — 1 dimen-
sions. L'expression hypersurface ne sera donc pas usitée.
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et plus généralement
(22) L3 f(P) = (— 1} AR I= f(P)(Y)

cette formule pouvant aussi servir a effectuer le prolongement analytique.

Les derniéres formules donnent évidemment les analogues de la formule (9)
du n® 3 et de la formule (10) du n° 4. La formule fondamentale (11) est encore
valide si § n’est pas un nombre entier pair négatif.

12. Analogie avec le cas linéaire. — La surface S joue ici & peu prés le
méme roéle que le point initial a jouait dans le cas de 'intégrale de R.-L. ordinaire.
2k d‘.’.k+1

Aux opérateurs FP et dai il correspondent (abstraction faite de certains facteurs

constants, dont le role n’est d’ailleurs nullement négligeable) les opérateurs A* et
%A" respectivement. En observant que I°f(P) est égal a f(P), la formule (19)

devient pour a = o identique & la formule de Green

T(m—z) | d 2—-m NN
(23) - f(P)z“‘”“z“,j—ﬁf{f(Q)—d%Q—_%@riam}ds
4 - 7t .
r{m—2
_ lii) Af(Q)"’%)ngdQ7
4-7?

(D étant le domaine limité par S) qui de son c6té correspond évidemment & la
formule

x

(24) f@=r@+f@@—a+ [fO—1dt.

a

A la formule générale de Cauchy (formule (8) du n° 8) correspond la formule (20)
si l'on y pose ¢ =o0.

13. Renvoi aux problémes classiques. — On va voir que dans le cas hyperbo-
lique, quand il s’agira p. ex. de résoudre le probléme de Cauchy, la formule de

(') Cette formule renferme comme cas particulier 1a formule de Poisson (qui, bien entendu,
n’est démontrée ici que dans des conditions assez restrictives) sons sa forme précise

APf(P) (==1f(P)=—f(P.

4—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 2 avril 1948.
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Green est un outil tout-puissant, toute la difficulté, d’ailleurs assez sérieuse,
n’étant que de lui donner un sens. Il n’en est rien dans le cas elliptique,
olt, comme on le sait, la formule de Green n’est qu'un premier pas vers la
solution des problémes difficiles, tels le probléme de Dirichlet et les problémes
connexes. Aussi faut-il, si l'on veut approfondir dans ce cas 1'étude de nos po-
tentiels, recourir 4 d’autres instruments, tels la fonction de Green et les masses
de Green. Nous renvoyons pour ces questions aux travaux de l'auteur et de
M. Frostman.(!) ‘

CHAPITRE I11.

Intégrale de Riemann-Liouville dans P’espace lorentzien.
I. Définition de I'intégrale.

14, La forme rﬁétrique lorentzienne et 1’opérateur des ondes. Remarque. —
Nous passons maintenant a4 la définition de lintégrale de R.-L. dans l'espace
lorentzien & m dimensions. Considérons dans cet espace les points P et @ aux

coordonnées respectives @, 5, . .., ¥m €t &, &, .. ., En. Le carré de la distance
lorentzienne de ces points — qu'on va d'ailleurs légérement généraliser dans le
cours, de ce numéro — est défini par la formule

T U 2 2 2
(1) crhe=rop=1=(1, — ) — (1, — &)  — - — (am — &a)".

L’application du méme symbole rpo dans deux espaces portant des métriques
différentes ne devra amener aucune confusion chez le lecteur, d’autant moins
que dans la suite il ne sera guére question de la métrique euclidienne. D’ailleurs,
on peut, si I'on veut, considérer 1'une et l'autre définition comme des cas parti-
culiers de la définition générale

7o = Zgik (x‘i — &) (frk — §k)
ik

Dans le méme ordre d’idées on gardera les symboles utilisés dans le cas euclidien
pour désigner les différents éléments métriques correspondants et on désignera
Vopérateur des ondes par le méme symbole A que Vopérateur de Laplace,
c'est-d-dire que lon pose ici

i o® 7
Q A=Gm o o

En considérant le point P comme fixe et le point @ comme variable,

(*) M. Riesz 8, O. FrosTMAN 1—3.
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rpqg = 0 définit la surface du cOne caractéristique ou cone de lumiére au sommet P,
rpq < 0 définit son intérieur, i, - §, > o le cone rétrograde, et £, — &, < 0 le cOne
durect.

Cest le cone rétrograde que nous allons considérer en général, en le dé-
signant par DF.

Le carré scalaire d'un vecteur X aux composantes X est défini par la forme
métrique

(3) X, X)=X2— X} — — X&.

En nous inspirant de la terminologie relativiste, nous appelons un vecteur vecteur
de temps, vectewr de lumiére (vecteur isotrope), vecteur d'espace(') suivant que son
carré scalaire est positif, ful, négatif respectivement. On comprend par 1a ce qu'on
entendra par droite ou direction de temps, de lumiére, d’espace (droite ou direc-
tion isotrope). Un vecteur de temps est dit unitaire si son carré scalaire est égal
a 1, tandis qu'un vecteur wunitaire d'espace a son carré scalaire égal & — 1.

Le produit scalaire de deux vecteurs X et Y aux composantes respectives
X et Y, est défini par la formule

(4) X Y)=XY,— X, Yy~ — Xn ¥n

Ces vecteurs sont dits orthogonaux au sens lorentzien si leur produit scalaire
(X, Y) =o0. En rapprochant cette définition de celles données plus haut, on voit
que les vecteurs de lumiére, et ces vecteurs seulement, sont orthogonaux i eux-
mémes.

Par une transformation de Lorentz on entend une transformation linéaire et

homogéne des coordonnées x; qui transforme la forme métrique
(s) o~~~

en elle-méme. Les composantes d'un vecteur sont & transformer de la méme maniére
que les coordonnées, c'est-a-dire que le carré scalaire (X, X) et le produit scalaire
(X,Y)=3{X+Y,X+Y)—(X—Y,X —Y)} sont aussi invariants par rapport i
toute transformation de Lorentz. Ces transformations forment évidemment un groupe:
le groupe de Lorentz. 11 y a donc invariance par rapport & ce groupe. On voit
d’'autre part facilement que les Y; étant transformés d'une maniére inconnue,
mais telle que le produit scalaire (X, Y), formé avec des X, arbitraires, reste in-

(!) Ce qu'on appelle ici espace lorentzien & m dimensions n'est que l'espacefemps ou Yunivers
des physiciens, & m — 1 dimensions d'espace et une dimension de temps.
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variant lorsqu'on applique aux X; une certaine transformation de Lorentz, la
transformation des Y doit étre identique a celle des X;. En effet cette derniére
régle conduit & linvariance postulée. Inversement, le postulat d’invariance méne
pour les coefficients de la transformation inconnue 4 un systéme d'équations
linéaires & solution unique.

~La nomenclature introduite plus haut (vecteur de temps, d’espace etc.) est
manifestement indépendante du choix du systéme de coordonnées lorentziennes.
Ajoutons que, par une transformation de Lorentz convenable, toute droite de
temps peut devenir l'axe des x,. De méme, toute droite d'espace peut devenir
un axe des x; (¢ =2,3,... ). Tout plan d'espace (voir plus loin, n° 19) peut
devenir un plan x,2, ...z La métrique lorentzienne dans un tel plan est
— au signe du carré scaldire prés — identique a la métrique euclidienne rela-
tive aux coordonnées x,, x;, . . ., xm. Cela explique le role que jouent les sphéres
euclidiennes dans certains de nos calculs (voir p. ex. les n°® 16, 31 et suiv.).

En posant

(6) &g =1, = =¢tn=—1I,

les expressions (3) et (4) s'écrivent respectivement

7) | (X, X) = Set X4,
(8) (X, Y)= i & Xi Y3

k=1

Dans la suite il nous sera utile de nous servir de certaines notions apparte-
nant au calcul tensoriel. Dans ce calcul on désigne les composantes ordinaires
X; (qui se transforment de la méme maniére que les coordonnées, ou, quand il
s’agit de coordonnées curvilignes, de la méme maniére que les différentielles des
coordonnées) comme composantes contravariantes, et on les distingue d’habitude
par des indices supérieurs (X*). Cette derniére notation sera adoptée plus loin
dans ce travail, notamment dans le dernier Chapitre; ici il nous parait plus commode
de garder la notation X;.

Chaque forme métrique fait correspondre aux composantes contravariantes
d'un vecteur des composantes covariantes et inversement. En renvoyant pour le

mécanisme général audit chapitre nous nous restreignons ici aux formes métriques
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de l'aspect (7). Pour mieux élucider les choses, nous admettons cependant que
les & figurant dans (7) aient des valeurs constantes arbitraires, telles que

(9) &§>0 a<0(t=2,3...,m et |ee...en|=1.(Y)

Le groupe de transformations admis sera donc un groupe de Lorentz légérement
généralisé, a savoir le groupe de transformations qui laissent invariante la forme
Ve L 2 Z . rd
métrique généralisée.
Nous posons, en désignant les composantes covariantes de X par X¢°,

(10) Xeov=g; Xy et Xp=e 1 X5V

Dans le cas particulier lorentzien (6) on a évidemment & ' = &, ce qui fait que
les calculs deviennent moins clairs si 'on se restreint au cas particulier.
Dans les notations posées on peut écrire le carré ou le produit scalaires

sous les formes simples

(11) (X, X) =2 X; X27,  (X,Y) =3 Xz Y = 2 X V.

Manifestement, toute transformation des X appartenant au groupe (géné-
ralisé) induit moyennant (10) une transformation correspondante des X{°¥:

(12) X; :ZaikX;;
E

donne

(Izbis) X;:OV — Z & ek—l air Xi:cov‘(Z)
)

Ces transformations (contragrédientes), qui en général sont différentes I'une de
l'autre, laissent invariants le carré et le produit scalaires, le dernier, bien en-
tendu, si l'on applique I'une des transformations aux composantes de X et 1'autre
aux composantes de Y. Inversement, en utilisant une remarque faite tout a
I'heure on voit facilement que si les H; admettent une loi de transformation

telle que Z X; Hy formé avec des X arbitraires reste invariant lorsqu’on applique

() La derniére de ces conditions n’est posée que pour des raisons de commodité (¢oir 1a note (%)
4 la page 31 et le n® 21%%), -

() Pour que la forme métrique (7) soit invariante par rapport & cette transformation il faut
&, k=1,
o, k#I.

et il suffit que l'on ait Zei oy ={ En passant anx déterminants correspondants,
i

on en tire | a,, |* ITe, = II¢;, on
Iaik|=i 13
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aux X; les transformations du groupe de Lorentz généralisé, les H; sont les
composantes covariantes d'un vecteur Y, Hp= Y5

Parmi les exemples les plus simples de composantes contravariantes d'un vee-
teur citons les composantes da; d'un déplacement infinitésimal dx. D'autre part
il résulte de ce que nous venons de dire que les quantités d@/dz; sont les com-
posantes covariantes d'un vecteur, a savoir du vecteur gradg. En effet, la
différentielle totale

17,
dq)= Z%(lmk

est manifestement invariante par rapport a toute transformation des coordonnées.

Les composantes contravariantes du gradient de @ sont & 'd0¢/dxi:

grads® ¢ = % et gradigp =¢;’ g—z

un peut aussi exprimer cet état de choses en disant que les opérateurs
@/0xr sont les composantes covariantes d’un vecteur symbolique, fait dont on
verra une conséquence importante tout & 'heure.

Le carré et le produit scalaires exprimés par les formules (7), (8) et (11)
peuvent évidemment aussi s'écrire

(r3) (X, X) = Dt (X7 et (X, V)= gt Xoo ¥y,
k

En appliquant cela aux vecteurs aux composantes covariantes respectives d¢/dx;
et 0/0x;, on voit que les expressions

o9 \?
. i —1
(14) | (grad ¢, grad @) = Z¢; (axk)
et
0‘.‘ 02(P
=y 1 — -1
(13) Ag (Lsk Oxi)q) Teg o

sont invariantes par rapport aux transformations du groupe de Lorentz généralisé.
I1 en résulte en particulier le fait qui est pour nous d’'une importance capitale
que lopérateur des ondes (2} est invariant par rapport aux transformations du
groupe de Lorente.

Remarque. — Toutes nos formules restent invariantes, méme si I'on passe

d'une forme métrique J ¢z & une autre d’'aspect analogue, dont les coefficients
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¢, satisfont aux relations correspondant a (9). Un tel passage peut, en particulier,
étre réalisé par la substitution évidente x = (ex/ex)? - xr. Dans le dernier Chapitre,
ol nous appliquons l'écriture tensorielle, on trouve nos calculs sous une forme
qui est invariante par rapport & toute transformation ponctuelle des variables
indépendantes.

15. Délinition et premiéres propriétés de D’intégrale I*.(*) — I*f(P) sera ici
défini par une intégrale étendue & lintérieur du cone rétrograde DT (cf. p. 27
et fig. 2, p. 38). Il n'est donc pas nécessaire et pas méme naturel de faire des
hypothéses sur l'existence et l'allure de nos fonctions f(P) dans l'espace entier,
comme on a fait dans le cas euclidien. On supposera ces fonctions définies dans
un domaine tel que, lorsque ce domaine renferme un certain point P, il renferme
aussi le cone DP. Pour assurer la convergence absolue des intégrales écrites, on
supposera entre autres choses que f(@) tend vers zéro assez vite dans la partie
infinie des cOnes qui interviennent.

Cela étant, on pose

(16) FAP) = 5 [ @ a e

Bien entendu, le facteur H, (e), qu'on va préciser tout a l'heure, est différent de
celui qui figure dans le cas elliptique.

Nous avons d’'abord a parler d'une difficulté — bien connue en principe de-
puis les travaux de Volterra et de M. Hadamard — difficulté que nous rencon-

trons ici pour la premiére fois. Supposons, pour simplifier, que P tombe a l'origine

m
O et posons ¢ = 252 Alors si £ reste constant et ¢ tend vers|&, |, @ tend vers
2

la frontidre et en méme temps 79q tend vers zéro de la méme maniére que
(|& | —e)*. Par 1l on voit que pour assurer la convergence de nos intégrales
nous aurons a supposer que l'exposant « —m > — 2, c¢'est-a-dire que ¢ > m — 2
(m = 2).

(Y Les n° 15—17 sont, pour simplifier certains calculs, rédigés en admettant les valeurs
originales (6) du n°® 14 des ¢, dans la forme lorentzienne. On voit immédiatement que les résul-

tats essentiels restent valables pour la forme généralisée. En particulier, la valeur de H,, ()
reste inaltérce.

(*) Comme au chapitre précédent, on entend ici par d@ le produit d&; d&, ... d&,, qui,
d'aprées le n° 215, convient comme ¢lément de volume & m dimensions dans V'espace lorentzien,
méme dans le cas ou les & admettent leurs valeurs générales, grace a la derniére des conditions

{9) du n° 14. L’élémept de volume est méme invariant par les changements de forme métrique
donnés dans la Remarque qui se trouve &4 la fin du n° 14. (f. aussi la note (') &4 la page 29.
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Cette hypothése étant admise, du moins jusqu'a nouvel ordre. nous allons

montrer qu'on peut choisir H,(¢) de maniére que les relations

(17) (I8 f(P) = I**F f(P)
et
(18) A I**2 f(P) = I* f(P),

analogues 4 celles rencontrées plus haut dans le cas elliptique, aient lieu.(!)
L'opérateur A est défini par la formule (15). D’ailleurs, en ce qui concerne la
seconde formule, elle ne sera démontrée que sous certaines conditions supplé-

mentaires.

16. Calcul de Hp(a). — Le calcul de Hy(«) sera tout analogue au caleul
fait dans le chapitre précédent et méme plus simple en principe puisque la fonc-
tion particuliére f(P)=f(z,, s, . . ., Zm) = €*, moyennant laquelle le calcul sera
exécuté, appartient ici a la classe de fonctions admise. Nous avons

2y *I_ & pa—m | — en 51 pt—Mm
Iée Hm(a)fe 75" 4 Q Hm(a)fe roe" 4 @,
P 20

O signifiant l'origine. Si donc on pose Hn(x) égal & la derniére intégrale, il

viendra

(19) . T2 et = o,
Il reste & calculer Hy{e). En posant
Ei=—rcosh® et o=(&+ -+ &)t =rsinh 0,

I'intégrale & laquelle on a égalé Hy () se réduit a (¢f. le n° 6)

sinh™~20-d6 e~ 7 cosh 8 ypa—1 gy

Moyennant la formule, facile & vérifier,

(). Comme au cas. elliptique, le facteur H,, («) est essentiellement déterminé par ces deux
conditions. . Voir la note (*) 4 1a p. 17 et 1a note (') & la p. 46.
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°° ' r()r (3

N
N I

P
2

sinh?~16 - cosh!~?=96 .46 = * .
2 r (p + q)
% 2
et la formule (5) du n° 6, il en vient
m—2 _
(20) Hm(a)=nT.2a—1_r(g)F(ﬁ_i_z___m).

Notons que de la formule (19) il résulte immédiatement

R

Tt e Ti—0ada= - - =y Ty — (ai —a— = afn) 2, o Fy e Ty— =y Ty

chaque fois que l'expression entre parenthéses et a, sont positifs, ce qui montre que
la formule (17) subsiste pour ces fonctions. On pourrait en tirer la validité de
cette formule pour la classe générale de nos fonctions f(P) en démontrant que
les fonctions envisagées forment, dans un sens facile a préciser, un systéme

complet dans cette classe. Cependant, nous suivrons ici une voie différente.

17. Formule de composition. — La formule fondamentale (17) étant valable
pour la fonction ¢, elle le sera encore pour une fonction quelconque f(P) rem-
plissant nos conditions générales. En effet, il vient par un calcul calqué sur
celui opéré dans la formule (3) du n° 1

I

[ remgg. =L fem
o] 1 g [ 10t as

P DR

! =T pap— 1
- ] 10 [ e
D pPo

(21)  INIPf(P)=

DPé étant le domaine commun au cOne rétrograde au sommet P et au cone
direct au sommet 0. Le fait est qu'un point @ étant situé dans le cone rétrograde
au sommet ¢, ce dernier point sera situé dans le cone direct au sommet 6 et
vice versa (fig. 1). La derniére intégrale se transforme par une translation et une
homothétie en l'expression
rsf=m [ rigmra" d T = rgif~" Bul(a, ),
o1

5—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 2 avril 1948.
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Fig. 1. Figure schématique se référant au cas de deux dimensions.

O désignant l'origine, 1 un certain point intérieur au céne direct appartenant a
l'origine et ayant la distance lorentzienne 1 de l'origine. En appliquant ces for-
mules 3 la fonction particulidre f(P)= €™, on trouve une seconde généralisation
de l'intégrale d'Euler de premiére espéce

(22) B o) = Tt 0.

En raison de cette relation, la formule fondamentale (17) se trouve établie.

II. Formule de Green.

18. Théoréme de Gauss. — Dans la suite, nous ferons un grand usage de
la formule de Green relative & l'opérateur des ondes. XElle se déduit, comme
toute autre formule analogue, du théoréme de Gauss, qui donne la transforma-
tion d'une certaine intégrale de volume dans une intégrale de surface.

Considérons dans un espace (affine) & m dimensions un domaine D limité
par une ou plusieurs surfaces fermées T (2 m — 1 dimensions) que nous suppo-
sons assez réguliéres. On a alors

(23) f%dédé B d§m=.[Pk'(i' |d§1-~-d§k—1d§k+1 --~d§ml)7
T

D

(') La fonction hyperbolique B, («,8) est évidemment bien plus rapprochée de la fonction
eulérienne B (e, 8) que la fonction elliptique correspondante. La formule explicite montre que
B,, (¢, 8) est indépendant du point désigné par I pourvu que la distance lorentzienne de ce point

a l'origine soit = 1. Une vérification directe de ce fait s'ensuit facilement par une transformation
de Lorentz.
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le signe étant posifsf aux points de T o les droites paralléles a l'axe des &,
suivant lesquelles on exécute l'intégration par rapport a &, sortent du domaine
D et négatif aux points ol ces droites entrent dans le domaine.

La frontiére T étant rapportée 4 un systéme (ou plusieurs systémes) de
paramétres ,, 4,, . . ., Am—1, on a l'identité connue

(24) ldE, ... d&—1dEsr ... dEn|=|Ji| - dAdAs ... ddn_s,

ou l'on attribue toujours au produit des d4i; une valeur positive et ou les Ji
sont les jacobiens avec des signes alternés

J =G &y )
YAy Agy v - ey Ame)

_ &, & )
(25) = Al Ay, - o) Amea)

- d(§ 3 E 3 ¢ e ey gk—la §k+17 ) gm)
= — k—1 10 =2 .
L T T T

Tout réarrangement des i; conduisant 4 une permutation paire conserve les
Ji, tandis que tout réarrangement conduisant 4 une permutation impaire change
les signes de tous. Nous allons montrer tout a4 1'heure que l'ordre des A; peut
étre choisi de maniére qu'en ajoutant les relations (23), le résultat s’exprime par

la formule simple, due en principe a Gauss, (')

(26) fz«a—g: dgdE, ... dEy = [ZPkadlldlg...dlm_l.
D i r 1

1 T

Avant d’aller a la démonstration, observons que l'expression figurant dans
I'intégrale de surface peut aussi se mettre sous la forme d'un déterminant

P ... P ... P,

(27) 2Pedi=| 05 05 0k |G=12..,m—1)
! iy e 04

(") Voir aussi POINCARE, Acta mathematica 9 (1887) et GOURSAT, Journal de mathématiques
(6) 4 (1908).
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Evidemment, cette identité subsiste si l'on y remplace les Py par m quantités
quelconques.

Notons encore que, pour un déplacement (infinitésimal) (d&;) tangent a la
surface, on a )

(28) S Jdt=o.

En effet, il en est ainsi pour les m — 1 déplacements linéairement indépendants

7,
(—a%c dli), puisque dans le déterminant correspondant deux colonnes deviennent
i

proportionnelles 1'une a l'autre.

Cela étant, un point de la frontiére T’ est dit point régulier par rapport a
la représentation paramétrique (1), si les Ji ne s'annulent pas simultanément en
ce point. En un tel point la frontiére 7 admet un plan tangent (& m — 1 di-
mensions) déterminé et on aura X Jrd& 7 0 pour tout déplacement infinitésimal
(d&) qui n'est pas situé dans ce plan tangent. Le signe de l'expression ZJ:d &
sera différent suivant que le déplacement (0% est situé d'un coté ou de l'autre
du plan tangent, c'est-a-dire suivant que (6&) méne de la frontiére a l'extérieur
ou & l'intérieur du domaine. Cela posé, voici la régle définitive pour l'ordre des 4;.

Les 4; sont & numéroter de maniére que l'expression X J:d&, et dés lors le
déterminant qui lui est égal, soient positifs dans les points réguliers de la fron-
tiére T pour tout(!) déplacement infinitésimal (d&;) qui d'un tel point méne &
Vextérieur du domaine D.

Cette régle de signe se vérifie de la maniére suivante. Dans la condition
posée, on a Jr>o0 en tout point régulier qui est point de sortie d'une droite
paralléle 4 l'axe des & et Jip <0 en tout point régulier qui est point d'entrée
d'une telle droite. En effet, un déplacement dont toutes les composantes sont
nulles, sauf d&, méne a l'extérieur de D, si 'on a soin de prendre d5; positif
ou négatif suivant qu’il s’agit d'un point de sortie ou d'entrée respectivement.
La condition (de numérotage) étant remplie, on aura donc dans les deux cas
Jrd& >0, d'ou notre énoncé s'ensuit. Dés lors, la formule (24) peut s'écrire

sous la forme précisée

(29) t|dE .. dE—1dEsr ... dEn| =T dAdhy . . . dhn-r,

(") D’aprés-ce qu'on vient de voir, il suffit pour cela qu'il en soit ainsi pour un seul déplace
ment mepant & l'extérieur.
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le signe positif se référant encore aux points de sortie et le signe négatif aux
points d’entrée. La derniére formule rend immédiat le passage de (23) a (26).
Par la loi de multiplication des déterminants fonctionnels il est clair que
le second membre de la formule (26) est invariant par rapport & un changement
de paramétres, si 'on tient aussi compte de la régle de signe. Rien n'empéche
en outre que différentes portions de la frontiére T soient repérées par différents
systémes de paramétres. Ces portions (en nombre fini) peuvent empiéter les unes
sur les autres ou peuvent &tre séparées par des variétés & m — 2 dimensions,
qui sont supposées assez réguliéres. Dans un ordre d'idées plus général, on peut
admettre un nombre fini de variétés exceptionnelles a différentes dimensions
p, 0<p=m—2. Tel sera forcément le cas si la frontiére elleméme admet
des points exceptionnels, sans plan tangent déterminé, points anguleux isolés
ou arétes & différentes dimensions etc. La derniére circonstance se présente p. ex.
chez les domaines extrémement simples, limités par des plans paralléles aux
plans de coordonnées. Nos domaines d'intégrations usuels, les domaines DF,
qu'on rencontrera dans le numéro suivant, présentent deux espéces de singu-
larités, un point anguleux isolé, 4 savoir le sommet du cbne D”, et une aréte

a m — 2 dimensions, l'intersection de la nappe CT avec une surface S.

19. Domaine d’intégration. — Dans les applications qui vont suivre, le
domaine général D sera remplacé par un domaine de caractére trés particulier,

savoir le domaine borné DS (fg. 2) limité par la nappe CP d'un cOne rétrograde
DP et une certaine surface (ouverte) S, qui devra étre assez réguliére pour que les
dérivations qui interviendront puissent &tre exécutées. Sauf avis contraire, nous
admettrons aussi que S ait, suivant la terminologie de M. Hadamard ('), une
orientation despace. Cela veut dire que Xe&rd&i <o pour tout déplacement in-
finitésimal (d&;) le long de la surface. L’exemple le plus simple est fourni par les
plans & = const. Géométriquement, une telle surface peut aussi &tre caractérisée
par la propriété que son plan tangent en un point arbitraire @ n’a aucun point en
commun avec le cone de lumiére qui a son sommet en @ (excepté, bien entendu,
le point @ lui-méme). La normale(®) (lorentzienne) d'une surface i orientation
d’espace est toujours une droite de temps (ef. n° 14); propriété qui d’ailleurs
pourrait également servir de définition. En effet, s’il n’en était pas ainsi, la

(") HADAMARD 1, p. 53.
(*) Cette expression remplace, dans notre terminologie, celle de la conormale chez M. D’ADHE-
MAR et de la transversale chez M, HADAMARD 1, p. 87.
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Fig. 2.

forme lorentzienne pourrait é&tre transformée dans une forme qui ne contient que
des carrés négatifs. On n'aurait qu'a choisir comme nouvelles directions d’axes
m — 1 directions orthogonales dans le plan tangent et la direction de la normale.
Nous désignons par S' la portion de la surface S qui est intérieure au cone
D? et par C§ la portion bornée de la nappe CF découpée par la surface S.
Notons encore le fait évident que toute droite de temps ou de lumiére ne coupe
une surface telle que S qu'en un seul point.

20. Formule de Green préliminaire. — Dans les applications auxquelles nous

venons de faire allusion, les fonctions Pp s'évanouissent sur la portion de nappe
P P . \
Cs; la formule (26) se réduira done &

(30) fz ﬁ; CAEdE, ... dEn= [ S\ Pedicdd, ... dhnes.
1 - 1
ok st
Reprenons maintenant l'ordre d'idées du n° 14. Posons (formule (135))
m_‘ 02
(31) A=A =2 g5
1 Sk

et transformons l'intégrale de volume

f(uAv——vAu)dQ(‘)

P
Dy

dans une intégrale de surface. Il suffit de montrer que la fonction & intégrer
peut se mettre sous la forme d'une divergence. Or on a

(1) Voir 1a note (*) & la page 31.



L’intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy. 39

JLv e 0 (uov _léﬁ)
9& 0& O&\0& 0L
et
< 0 dv du\
A ) — 7A b= _— -1 —_—
warTra Z B { % (“agk 0&)1
Dans les applications que nous avons en vue, v s'annule avec ses dérivées
premiéres sur la nappe CT; il vient done, d’'aprés la formule (30)

(32) f(uAv—vAudQ fZ(u;g au)eledldl R

D
21. Notions géométriques relatives & ’espace lorentzien. Remarque. — Au
moyen de certains éléments géométriques on peut simplifier considérablement cette
formule. Menons, en un point @ de la portion de surface S¥ la normale, qui,
comme on a vu plus haut (n° 19), est une droite de temps. Soit n un vecteur
quelconque porté par cette normale. Nous disons que les composantes covariantes
7" de n sont proportionnelles aux quantités J;. En effet, ces composantes sont,
a un facteur de proportionnalité prés, déterminées par I'équation
m
(n, dx) = Z‘, ndx, =o,
1
valable pour tout déplacement d X le long de la surface, équation qui, en raison de
la formule (28), est remplie par les quantités Jr. On a donc 7" =-Ji. Des
deux directions admissibles nous choisissons celle de la normale zntérieure:
(n, 6&) = Zn; d& > o pour tout déplacement infinitésimal ¢ & qui du point @ méne
A lintérieur de D5. Comme on a (voir plus haut) X J, 8 & > o pour tout déplace-
ment infinitésimal qui méne a 1'extérieur, le facteur de proportionnalité en ques-
tion sera négatif. Si l'on exige encore que la normale soit unitaire, c'est-a-dire

que (n, n) = Y& (n{")? =1, il vient en définitive

(33) neov =— J, - J1
ou
- - 3
(34) J=(_§_‘, ek‘J‘i)
1

et pour les composantes contravariantes (formule (10) du n° 14)
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(35) me=—c¢i Ji-J (1)

Remarquons que n étant un vecteur de temps, 'expression dont on a formé la
racine carrée est certainement positive.

En restant dans le méme ordre d'idées, ajoutons que si la surface S est
donnée par l'équation S(§, &, ..., &m) =0, avec 8 S/3E, > o(?), les composantes
covariantes de la normale intérieure seront évidemment données par les formules

59 =05 e

N

ou

) w13 (08

} = (grad S, grad §)°,

(&

et les composantes contravariantes par les formules

D
(o)

(38) ' n, = &t 5 N1

S5

Lol

Nous retournons maintenant a la formule (32). Nous posons par définition
(39) J didhy ... dhna=d8

= élément de surface lorentzien(®) autour du point &, &, ..., &n.

F désignant une fonction quelconque, nous introduisons la notation

_dF

oF _dF
08 dn

(40 S

= dérivée de I dans la direction et le sens de la normale intérieure.(*)

(") La valeur de la composante 7, et le coefficient 51—1 étant positifs tous les deux, on
a forcément J, <o. Ceci peut, pour la surface S, remplacer la régle de signe assez compliquée
qu'on a donnée pour les J, au no 18.

(*) Les 08/0&, étant les composantes covariantes d’'un vecteur de temps, 98/d&; ne peut
g’annuler et dés lors, variant d'une maniére continue, ne peut changer de signe. On pourra donc
s’arranger de maniére que 9 S/0§&; soit positif.

(*) Voir le no 21%% et, en particulier, les formules (53) et (54).
(*) Voi la Remarque qui suit.
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Ces notations posées et en raison de la formule (35), on peut écrire

oFr _ oF
2—@- e i ddydhy ... ddp-y = Zagk' (e ) LeJi - JddydAg ... ddmy
oF dF
et dés lors la formule (32) du n° 20 se réduit a
dv du
{(41) _ f(uAt—vAu)dQ——f(u%-—va—n)d&
I)g sP

Remarque. — D’une maniére analogue & ce qu'on vient de faire pour le

vecteur unitaire m, on peut définir la «dérivée» de la fonction F(§, &, ..., &n)

dans toute direction non isotrope et de sens déterminé. La direction et le sens
étant représentés par le vecteur unitaire 1, aux composantes contravariantes I,

nous posons

dF 2 0F
2 —_— ), ——
(42) T ; 7k, I, = (grad F, 1).

Nous allons démontrer que cette expression, introduite d'une maniére tout 3 fait
formelle, peut, tout comme dans 'espace euclidien, s'interpréter comme une dérivée
dans le sens propre du mot.

Que le vecteur 1 soit unitaire ou non ou méme isotrope, on a toujours

(43) tim Pt el bt el mFlE G 0 OF,
08"

e—+0 €

-

En introduisant le vecteur § aux composantes &, ceci peut aussi s'éerire

limf(a + el)—

-0 &

(44) ke _ Z%ZL

Le veeteur |e|-1 est un vecteur infinitésimal d1 qui a la direction et le sens
de 1.{*) Nous posons |dl|=](d], d1)|*. Si 1 est unitaire il vient |dl|=|¢|. La
relation ci-dessus peut donc aussi s'éerire

. FExd)—F
(45) Lm, + [d1]

(& oF

(") Ces propriétés sont earactéristiques et d 1 pourrait aussi étre introduit sans V'intermédiaire
de la quantité auxiliaire ¢ comme un vecteur ayant la direction et le sens de 1 et tendant vers zéro.

6—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 2 avril 1948.
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Il est donc naturel de considérer le second membre de (42) comme la dérivée de
I" dans la direction et le sens de 1.
Notre formule de dérivation (42) donne en particulier d &/dl= Ix; on a done

aussi, comme il fallait s'y attendre,
(46) T 21: AT

Considérons & titre d’exemple la fonction

m

F = Rrq=rre= D & (& — a)*.

1

Le gradient de Epq= R par rapport au point ¢ a les composantes covariantes
OR
(47) b‘a— 2 & (5 — ax).

On aura donc

(48) R

Z §k—xL ]L'—'(IPQ, l)
1

N -

qui n'est que le produit scalaire du vecteur rpq allant de P & @ et du vecteur 1.

21%%, Mesure des éléments d’une variété de dimension arbitraire. — Soient
X, Y, ...p vecteurs, ol p =m. Nous définissons le volume ¥ du parallélépipéde
p P p1p

construit sur ces vecteurs par la formule
(X, X)(X Y)...‘

(49) V=|G[t ou G—‘ X)(r,Y)...1.(

Cette définition se justifie par les faits suivants. 1°. L'expression de V est
indépendante de l'ordre des vecteurs; 2° elle est invariante par toute trans-
formation de coordonnées (il en étant ainsi des produits scalaires); 3°. elle est
encore invariante si, en gardant X, on remplace Y par Y + AX, ZparZ+uX+
+vY,...; 4° elle se multiplie par |Ax ...|si'on multiplie X, Y, ... par 4, g, . ..

(') Nous faisons ici abstraction du fait que, dans le cas particulier p = m, ou le volume peut
aussi se définir par le déterminant formé des composantes des vecteurs considérés (cas spécial de
la formule {(51)), on peut sans ambiguité attribuer au volume le signe + ou —, ce s1gne dépen-
dant de l'ordre des vecteurs.
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respectivement; 5°. enfin elle se réduit au produit des «longueurs> des arétes,

(X, X)]t, [(Y.Y)]}, ..., dans le cas ol les vecteurs donnés sont orthogonaux
I'un & lautre (X, Y)= ' =0). Ajoutons que si l'on peut répartir les vecteurs
donnés en deux systémes fotalement orthogonaux X', Y',... et X", X", ... de p

et p” vecteurs respectivement (p’ + p”' = p), c’est-a-dire tels que chaque vecteur du
premier systéme soit orthogonal & chaque vecteur du second ('), on aura, dans des
notations évidentes, G = G’ G’ et alors

(s0) V=V .V
En effet, (X', X"} = (X, Y')=---=o0.

Il nous faut encore exprimer ces volumes par des déterminants formés des
composantes de nos vecteurs. Or, on sait, d'aprés le théoréme de Cauchy-Binet ®,
que le déterminant |c;| aux éléments

e =amn brx + aizbrz + - - Aim bim (t, k=1,2,...,p)
est égal &

aytdiy . . . l bltblu...|

2

aptapu... l bptbpu...l

. P . m .. o qs .
la sommation étant étendue aux ( combinaisons de p indices, ¢, u, ..., tirés
P
de 1,2,...,m. Ce point admis, on aura
Xt Xu .. 2
(s1) G=Teeu...

YtYu..‘|,

les éléments des derniers déterminants étant les composantes des vecteurs X, Y, ...

En particulier, pour p=m — 1, il vient, en raison de la relation

&y o Ek—18k+1 ... Ep = (—I)m—1 8;1

(¢f. formule (9) du n° 14),

(") Dans le cas de m = 3, p. ex., les droites paralleles & I'axe des coordonnées &, et les plans
paralléles au plan &, & sont totalement orthogonaux, mais il n’en est pas ainsi des plans (ortho-
gonaux) paralléles au plan & E;, d'une part, et au plan E;&;, d'autre part. D’une maniére générale,
en 3 dimensions il n’existe pas de plans totalement orthogonaux. Par contre, en 4 dimensions,
les plans paralléeles aux plans &, &, et &3 §,, respectivement, sont totalement orthogonaux.

(* Cf. p. ex. R. BALTZER, Theorie und Anwendung der Determinanten (1881), p. 48.
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X Xy .. |2
(52) G=(—I)m—1281;1 YzYu....,
w étant celui des indices 1, 2, ..., m, qui manque dans la combinaison ¢, , ...

Considérons maintenant une variété (courbée) S A p dimensions, dont les
points @ (&) sont rapportés aux paramétres i,, Ay, ..., 4,. En désignant encore
le vecteur aux composantes & par &, 1'élément de volume dS de cette variété

sera défini par

(53) =|ylt.dAdd, ... dip,
ol
o, 04,
0 7} .
(54) 7=l7iklzl(£"£) (G k=1,2,...,p)=Yee,... @0@__
R Oy 02y

La premiére forme de y, exprimée par des produits scalaires, met en évidence
que dS=|y|t-dA,...dA, est invariant par rapport aux transformations des
coordonnées §k On voit par la seconde forme de y qu'il y a aussi invariance
par rapport & toute transformation de paramétres, grice aux propriétés de trans-
formations des jacobiens d'une part, et de 1'édlément di, ... d1, de l'autre.

Il arrive souvent qu'on peut répartir les indices k=1, 2,..., m en deux
systtmes (k') et (") tels que la variété ou seuls les Ay et celle ot seuls les Ax
varient soient totalement orthogonales 1'une a V'autre, c’est-a-dire telles que deux
déplacements quelconques, en un point, de la forme

08
ka dhy et 355~ dhe,

soient orthogonaux, ce qui revient & yi4 = 0 pour tout couple &’ et £”. Dans
ces conditions, on aura, en vertu de la formule (50) et dans une notation évidente,

(55) AdS=d8 -d8".

Pour le cas p=m—1 on a une formule analogue & (52), ce qui justifie
notre définition de d § au n° 21 par la formule (39). L’élément de volume & m
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dimensions devient d’aprés (51), si l'on introduit comme paramétres les & eux-
mémes, d @ =[e ... en|t - d& ... dEx, ce qui se réduit & dQ=d& ... d& par
la derniére des conditions {g) du n° 14.

L’'élément d'arc do est dans notre variété donné par

(56)  do®=|(dg, d¥) I-’(Z dl, 201 (m) —\ Zmdl,dlhl

Par conséquent, ayant obtenu par un calcul quelconque l'expression de do®
en (valeur absolue d'une) forme quadratique des di;, on connaitra par 13 auto-
matiquement les y;x et dés lors I'élément de volume d 8 =|y|} - dA, ... d4,.

22. Formule de Green pour /. — Nous arriverons 4 la formule de Green
relative a nos intégrales I* en posant dans la formule (41) du n° 21

a+2—m
7

(57) ’U=I7m£(%—+—2-)7

P =(x) et Q= (&) étant deux points pour lesquels 1o > 0. Nous disons qu'en
définissant, comme au n° 14, 7p¢ et A par les formules

m m L 02
r%Q=r2=§l‘_JeL(§k——xk)2 et Aq=A = Z C R
on a, indépendamment des &,
‘ Apet2=m =g (g + 2 —m) - 75™
En effet,
bis 9 +2— -
(57%%) P m=(a + 2 —m) e re ™ (£ — ax)
08k
et
02
ekl(?§17“+2""=(a+2——m lsk {1"“ (& — @) }
=la+2—m){r* "+ (ea—m)r* " 2l —a)},

d’ott

Apet2=m = (g + 2 —m){mr*" + (@« — m)r*""2. 2} =qg(a + 2 — m)re—",
4
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Si donc Hp(e) satisfait a la relation

(58) Hyla + 2)=ca(a + 2——m)Hm(a)(’),
il vient
(59) rn+2—m ye—m

Anet - Haw V)

Tel est donc le cas pour la fonction Hn(e¢) du n° 16 (formule (20)) relative au
cas lorentzien que nous avons & envisager ici. ‘

Avant d'aller plus loin, observons que dans (59) A peut désigner soit Ap,
soit Aq. Pour a >m la fonetion (37) s’annule avec ses dérivées du premier ordre
sar la nappe Cf du cbéne DP; elle pourra donc bien jouer le réle de la fonction
v dans la formule (41). Cela étant, on trouve par un réarrangement évident

1

0 g @ ae= gt [au@i e

Dg Dg
1 du(Q) arz-m dr%z—m)
+ - — —=—1}dS > m).
" Hpla + 2) [( dn T4 u(Q) dn » le>m)
SP
23. L’intégrale I3. — Dans les intégrales ci-dessus il ne figure que les

valeurs que u et ses dérivées du premier et du second ordre admettent a l'in-

térieur et sur la frontiére des domaines DY auxquels la formule (60) sera ap-

(") L'équation aux différences (58) est remplie soit par la fonction H, («) du n° 16 que nous

. cas . . . hyp. . . .
sommes en train de considérer et que nous désignons ici par Hmyp (&), soit par la fonction, écrite
dans une notation correspondante,

ina ina

m
HM@=e? - HY (@) = ¢ ® -n2-2“-l’(§):11(m—;—g),

qui est définie par la formule (7) du no 6 et dans la note (}) p. 21 (¢f. aussi la formule (12) du
n® 8). Le rapport de ces deux fonctions devra donc étre une fonction périodique 4 la période 2.
On trouve en effet par un calcul simple

tan

Hp' (@) YT (@)=2-¢ * sin (m—a)m

2

(*) Moyennant la notation r'j:Qm ! Hy, (&) = VE(P, @), cette formule s'écrit A Vet? — V° Bien

d’'autres formules peuvent & l'aide de cette notation se mettre sous des formes plus condensées;
¢f. le dernier Chapitre.
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pliquée. Ces domaines sont tous situés d'un certain cété de la surface S, celui
qui est tourné vers les &, indéfiniment croissants. Nous pourrons donc sans aucun
inconvénient admettre que # s'annule identiquement du c6té opposé de la sur-
face. Cela posé, les intégrales étendues aux domaines D5 seront identiques aux
intégrales correspondantes étendues aux cones D¥ et pourront étre désignées par
I*u{P) et I**2 Au(P) respectivement.

Remarquons en passant que la relation I®If = [**f subsiste si 1'on pose
a priove

@ _ I a—m
1f(P) = i [ r@ritae,
DP
s
la surface S ayant une orientation d'espace.(') En effet, lorsque f(§)= o «au-dela

de» S, il en est de méme de I?f(Q), dans la condition qu'on vient de préciser.
Par cela on a assurément

Tog (Tog) = Toe (137) = 154 = 134"
La formule (60) qui contient des intégrales spatiales, une intégrale de simple

couche et une intégrale de double couche, peut se mettre sous une forme plus
condensée. En effet, en posant d'une maniére générale

a—m a-—-m v d S
(61) I3/, 0, h(P) = ff Oriae+ o [ (s@nim—a@ 5 as,
DS st

on peut écrire
(61%%)  [u(P)= Ay, g—:, u(P).

24. Propriétés de I¢. — Avant d’aller plus loin, notons encore les pro-
priétés suivantes du symbole I,
(62) I* I8 = I3tP,
(63) | AL =T

(*) Dans l'édition- originale de notre Conférence, servant d'Introduction & cet ouvrage, il y
a une erreur sur ce point en ce qu'on y énonce ce fait sous des conditions senslblement moins
restrictives. L’'erreur est éliminée dans la présente édition de cette Conférence. -
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et
(64) 13f, 9. h(P)=f(P).

La premiére propriété se démontre pour ¢ >m —2 et §>m — 2 de la méme
maniére que la propriété correspondante du symbole I¢ (n°s 16, 17). L’extension
a d'autres valeurs de a et de @ se fait par prolongement analytique. La dé-
monstration de la deuxiéme propriété, facile pour d’assez grandes valeurs de
a (e > m), sera ajournée jusqu’au moment ot nous aurons donné des méthodes
pour effectuer les prolongements en question (n° 42). Quant & la formule (64),
d’'importance capitale, sur laquelle repose notre méthode de solution(') du pro-
bléeme de Cauchy (n° 44), il n'a aucun sens pour le moment. En effet, les deux
premiéres intégrales figurant dans I? ne convergent que pour e > m — 2 (n° 15)
et la derniére ne converge que pour « > m (roir le numéro suivant en observant
que la il est question de la convergence de I%*?). I n’a donc aucun sens avant
qu'on ait montré que dans des conditions convenables le prolongement analytique
par rapport i « peut étre effectué jusqu'a a = o (n° 3%).

Dans le cas elliptique, la formule de Green et ses itérées livraient un in-
strumeut utile pour effectuer le prolongement analytique des intégrales divergeant
pour certaines valeurs de «. Or nous allons voir & l'instant (n° %5) que dans le
cas actuel la formule de Green ne se préte guére & cette tiche. Dans ces cir-
constances nous nous dispensons d’écrire la formule itérée de Green analogue a
la formule (20) du n° 11. C'est dans les n° 27—37 que nous indiquerons une
méthode efficace qui nous donne le prolongement en question. Remarquons
néanmoins que le principe de prolongement nous permet sur le champ d'étendre
la validité de la formule de Green elle-méme, établie pour ¢ > m, & toute valeur
de @ > m — 2. En effet, pour les raisons indiquées tout a I'heure, les intégrales
figurant dans (60) convergent pour « > m — 2 et sont évidemment des fonctions

bholomorphes de «.

25. Convergence des intégrales. — Examinons maintenant de plus prés la
formule de Green (60) du n° 22 sous le point de vue de la convergence (diver-
gence) des intégrales qui y interviennent. Nous savons déja (n° 158) que D'inté-
grale figurant au premier membre diverge en général pour ¢ = m — 2 et que
d’auntre part les deux premiéres intégrales dans le second membre ne diver-
gent que pour ¢ =m — 4. Autant qu'on ne considére que ces deux intégrales, on

a done, par la transformation de Green, amélioré la convergence de l'intégrale

{(*) En réalité, dans cette solution on n’utilise que la relation un peu moins générale I°f(P)=Ff(P).
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figurant au premier membre. Il en est tout autrement de la derniére inté-
grale du caractére d'un potentiel de double couche. En effet, on voit par la
formule (40) du n° 21 que le noyau de double couche s'exprime par les dérivées
du premier ordre de r*t2-™ fonctions qui, d’aprés la formule (57%s) du n° 22,
présentent au voisinage de l'intersection de la nappe de D? et de S la singu-
larité »*~™ c'est-a-dire que l'intégrale examinée ne converge que pour @ > m — 2.
Ceci met en évidence que cette intégrale diverge en général pour les mémes va-
leurs de .« que celle du premier membre, ce qui montre qu'en fin de compte

on n’a rien gagné en ce qui concerne la convergence.

26. L’intégrale I° étendue au cone rétrograde entier.(!) — Quant & 'applica-
tion de la formule de Green au prolongement analytique de If(P), on se trouve
dans des circonstances bien plus favorables dans le cas particulier ou le domaine
d’intégration DE se confond avec le cone entier DF. Dans des conditions (suffi-
santes) relatives 4 f et 4 ses dérivées, qu’il serait facile de spécifier, il vient en
effet, par un passage a la limite de la formule (60) du n° 22,

(65) T | SO a0 =g [ sr@rpmae
ou oF vP
I=f(P) = I+ A f(P).

On en obtient par itération

I a—m — ______I 4 pat2p—m
(66) m!f(@)% 10= “”),[A F(@rsprmd @
ou D D
(67) I f(B) = =427 80 (P),

Dans les conditions auxquelles on a fait allusion, le second membre de (66) con-
verge, pour toute valeur de @ >m —2—2p (n° 15). Ainsi dans le cas actuel,
le prolongement analytique de I°f(P) se trouve effectué pour toutes ces valeurs.

11I. Prolongement analytique.(®)

27. Un systéme de coordonnées. — Dans la suite, je donne une démonstra-

tion explicite de la possibilité du prolongement analytique dans le cas général,

(") Cf. aussi le n® 87.
(*) Pour obtenir quelques simplifications dans les calculs qui vont suivre, nous admettons
dans les n® 27—388 (=Chap. IIl;;;) que les &, ont leurs valeurs originales, §=1, fg=- - =¢, =—1L

Le cas général se réduit facilement au cas particulier. (Cf. la Remarque & la fin du n° 14.)
T—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 5 avril 1948,
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la premiére que je publie. Les deux démonstrations de ce fait, publiées jusqu’ici,
sont dues & mon ancien éléve, M. Fremberg('). Tout en suivant ici une voie
assez différente de la sienne, je profite largement de ses méthodes ainsi que des
simplifications que M. Garding y a apportées et a bien voulu me com-
muniquer.

Pour effectuer le prolongement analytique de l'intégrale Iz £, g, b (P), qui
jusqu'ici est exprimée dans des coordonnées lorentziennes &, nous nous servirons
de nouvelles coordonnées auxquelles nous arriverons de la maniére suivante.

Considérons d'abord comme surface auxiliaire le demi-hyperboloide H, défini
par (z,z) =12 =1, 2, < 0.(}) On peut évidemment paramétriser H en posant, avec

(68) gy=—30+ 1), a=—3(t"— e, (1=2,3,...,m)
On a manifestement

(69) t-ze=0()*4, (E=1,2,..,m)

Notons qu'a £=0 il correspond les points de H situés a l'infini. En posant
encore 2= T, il vient
d

(e + 0) =57

xT)==x1,

Sl

et par conséquent

a a
ﬁ(t'zl)—— I, ﬁ(t-z,—)— ®i,

c’est-a-dire que
d
(70) ﬁ(t-zk) =c=const.(}) (k=1,2,... m).

Dans la suite, une fonction d'une ou de plusieurs variables, définie dans un
certain domaine, sera dite <« suffisamment dérivable »(®) si toutes ses dérivées,

() FREMBERG 1 et 2.

(* La notation X* remplacera dans ce qui suit la notatien (X, X) pour le carré scalaire d'un
vecteur X.

(*) Les ¢, peuvent étre exprimés par m — 2 paramétres indépendants, qu'il est inutile de
préciser, en observant que dans les différentiations par rapport & T = t* qui vont suivre, les ¢;
auront & rester constants.

(Y La notation, dite de Landau, 4 = O(B) signifie que | 4| < (constante finie)- | B|.

{*) Cela veut dire que les ¢, sont indépendants de 7.

(®) De temps en temps, on va préciser cette condition et ses conséquences.
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dont on pourra avoir besoin dans le calcul, existent et sont des fonctions con-
tinues quand le domaine donné est borné et fermé et qu'elles tendent méme
assez vite vers zéro lorsque le domaine s'étend a l'infini. Une surface donnée
par une équation de la forme §S=o0 est dite «suffisamment dérivable> 8'il en
est de méme de la fonction S.(*) Une fonction I(a) holomorphe pour toute
valeur assez grande de o et dépendant de certaines fonctions f, g, &, S, . .. (des
coordonnées) sera dite «arbitrairement prolongeable » si elle peut étre prolongée
vers le gauche, en restant holomorphe, jusqu'a une valeur arbitraire de « qui
ne dépend que du degré de dérivabilité des fonctions f, ¢, 5, S, . . ..

Fig. 3.

Soit maiutenant S une surface d'espace(®) suffisamment dérivable donnée
par 1’équation S (ay, as, . . ., am) = S{(a) = 0, les a; étant les coordonnées des points
de S. Soit, d’autre part, P=X un point aux coordonnées z; tel que le cbne
rétrograde au sommet P délimite avec S un domaine borné D{. Nous para-
métrisons d’abord la portion de surface S?, découpée de S par le cone, et en-
suite le domaine Df.

Considérons 4 cet effet le demi-hyperboloide X + H au centre X (= P) pro-
venant de H par une translation, représentée par le vecteur X (fig. 3 et 4). Nous
projetons du point X comme centre les points a de S* dans les points x+2z de X+ H,
ce qui établit une correspondance biunivoque entre ST et X + H. Par 14, il cor-
respond & tout point & de S? un point déterminé z de H et (autant que X reste

() Pour les fonctions g(a) et % (a), définissant la simple et la double couches respectivement,
il ne sera question que de différentiations exécutées de long de la surface S. Chaque fois qu'il s'agit
de préciser la notion qu'on vient d'introduire (nombre de dérivées ete.), on pourra supposer que la
surface est exprimée par m — I parameétres.

(*) On verra plus loin que la plupart des résultats qui suivent restent valides pour des
surfaces de temps et des surfaces caractéristiques (n°® 61—64).
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Fig. 4.

fixe) les points a peuvent étre considérés comme dépendant des paramétres T et
@:(*) attachés & z. Ayant égard aussi & la variabilité de X, chaque coordonnée
ar peut &tre regardée comme une fonction des variables 7, ¢; (1 =2,3,...,m)
et 2; (j=1, 2,...,m). Observons que c¢’est aux points b situés sur I'intersection
sP du coéne et de la surface S que correspondent les valeurs {=o0 ou I'=o,

c’est-d-dire les points de H situés a linfini.

28. Dérivabilité par rapport & 7. — Notre premier but est de démontrer
que foutes les dérivées partielles des ar par rapport & T et aux xj, qui interviennent
dans nos calculs, sont continues, si S est suffisamment dérivable.

Désignons un instant la distance lorentzienne du point x et d'un point y
quelconque par 7, c’est-a-dire que 7 = (y — X)®.. D’autre part, entre un point a et
sa projection X + z on a la relationa—x=1-(Xx + 2 —x)= i-z(A>0). Dely

on tire 15 =2A%2=1% ou 7, =4, ce qui donne a — X =174-Z ou plus briévement

(71) a—X=rz.

Cela étant, pour exprimer deux relations simultanées de la forme | B| = O(| 4])
et | A] = O(| B]), nous introduisons la notation abrégée 4 ~ B. Dés lors, il vient
d'abord deo < ¢t=<1,3t 1< 3(t"' + ) =<{), et parsuite 4 (¢ + )=~ ¢"L Onen
tire, grice a la relation |a, —z,| = 1, r-t"1= ’—2‘(t‘1 +t)=r-|z|=|ay—az| =1,
c'est-d-dire que

(72) r=19 ou v=%x 1.

(") En réalité, les ¢, doivent étre remplacés par les m — 2 paramétres indépendants anxquels
on vient de faire allusion,
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De la relation |a1——x1[—- (1 +t)= 2'(1 + t¥) on tire encore pour les

points b de Uintersection s” du cbdne avec la surface S, vu que ¢ s’annule pour
ces points,

(73) v=12|b — |

En posant incidemment @i — zx = @, nous démontrons pour commencer que

— la surface S étant suffisamment dérivable — les dérivées
dax . o ay

. . . _ . r
existent et sont continues. Des relations G = r- 2, on tire a; = i tzr=v-tz:

ou tzy=v"1-a. Il vient alors de (70), si I'on admet un instant que da/d@T et
dv/d T existent,

7] _ daxr v
Y (-1 _Yar v __ -2 Y7 _
0T(v @) a7 ? e v o =
et par suite
i 0
(75) ’U'ﬁ—dk'_‘a;=0k'1}2.

Ayant égard & » = 1 (¢f. (72)) et & la continuité de v et des ax, on voit que notre
énoncé concernant les quantités (74) se réduit & un énoncé analogue relatif a la
quantité

dv

(76) 3T

Or en tenant compte de (75), et en posant, pour abréger, d S/dai = Si, on tire
de la relation S(a)=o0

ddir

0
(77) o—v»—— UZSL T=v S &57

_0v = 2. N _0v 3.\
o7 E:Skak+z» ‘R Skck—aT-M+v kz Sy er,
ot l'on a posé

(78) M= Sear= D\ Selar — xx) = (grad S, a — x).
k k
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Aucun des rayons vecteurs issus du point X n’étant tangent a la surface S, on a
(79) M=~ 1,

ce qui entraine la continuité de M~! et par la 'existence et la continuité de (76).
Puisque v = 1, il en résulte pour un exposant arbitraire y l'existence et la con-
tinuité de

dvt

(8o) 0T

On établit aussi, S étant toujours supposé suffisamment dérivable, I'existence

et la continuité de

0P ay . 0P ax ar pY

(81) o o % G

En effet, en différentiant (75) p — 1 fois, on voit que
| v 0 TP — Gy 9P |0 TP

g’exprime comme un polynome i coefficients constants en v et dans les dérivées
successives de v et de & toutes ces dérivées étant d'ordre = p — 1. Dés lors,
les faits énoncés étant supposés démontrés pour p = g — 1, la démonstration
pour p = ¢ s'achéve comme plus haut (p = 1).

29. Dérivabilité par rapport aux coordonnées ;. — En ce qui concerne les
dérivées des ax et de v? par rapport aux z; (et leurs dérivées mixtes par rapport
aux z; et A T), on peut, du point de vue de la méthode, se restreindre a celles
du premier ordre. Montrons donc que les dérivées

d ay, dar _Olax—x)  Oar o

oz O am o om  om Ut oy

(82) ()x,-

existent et sont continues. Ici encore, tout dépend de la relation M =~ 1. En
effet, en différentiant par rapport & z; la relation

S@a)=8S@+x)=8(rz+Xx)=o0,

on obtient
or
(83) S; + ZkSkzk-o——xj—o.
En maultipliant par v =111, et en observant que rzx==a et t~1-9r/dxj=0v/0x;,
on en tire
a
(84) Sj-v+M-—v=o

0 x;
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D’autre part, en multipliant par & = r-2; et notant que

7.2.2—7‘——,-2.2ﬂ—d..0_@
! kaxj— k l()x,-— k dx;’
on obtient
P - dda;
(83) Sjal + M 0:Ej_

1l en résulte comme plus haut que toutes les dérivées dv/dx; ou dv?/dx; et
dar/dx; existent et sont continues.

En itérant les procédés ci-dessus et en les combinant avec ceux concernant
les différentiations par rapport & 7, on arrive au théoréme suivant.

La surface S étant suffisamment dérivable, il en est de méme des quantilés a
et v comsvdérées comme fonctions des vartables T et xj.

30. Systtme de coordonnées pour DI, — Afin de caractériser les points §
du domaine Df il faut compléter les variables T et x; caractérisant les points
a de S? par une nouvelle variable 6. On posera simplement & — X = o (a — X),
0=0¢=1, ce qui peut aussi s'écrire

(86) E=(1—o)x+0a ou L=(1—0dx+om (O=oc=1)

On est par la conduit au théoréme:

8¢ la surface S est suffisamment dérivable et s'il en est de méme des fonctions f(§)
et 1(a) par rapport aux variables respectives & et ax,(') ces fonctions seront des fone-
tions suffisamment dérivables, toutes les deux par rapport aux variables T et x; et la
premiére en outre par rapport d la variable o.

31. Transformation de I’intégrale I,. — Nous appliquons maintenant ce qui

précéde a la transformation des intégrales figurant dans IZf, g, h(P), en com-
menc¢ant par l'intégrale de volume

(87) Ff(P) =z | f(Qrigmd@,
H, (al):é[ PQ

o, d’'aprés les formules (20) du n° 16 et (5) du n° 6,

(88) Hp(a)= nm__z-za-l-l“(g) r(‘izz_ﬂ‘) = nm—;‘lr(_“+22—m) 1‘(a):1“(“: 1).

™ Cf. 1a note (!), p. 5I.
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Dans les considérations qui suivent on peut, sans restreindre la généralité,
placer l'origine dans le point P. Soit @ =§& un point du domaine Df et dé

signons par & et par Z ses projections respectives sur la surface S et le demi-
hyperboloide H (22 =1, 2, <o), toutes les projections dont il sera question ici
étant des projections centrales au centre P. En posant, pour abréger, rpo=rq
et ¥pa=14 ON aura rq=0-7, avec 0 =0 = 1. Pour calculer I'élément de vo-
lume d@, nous envisageons encore le demi-hyperboloide H passant par @ et
composé des points 7z et nous désignons par dro=r,-do la différentielle de
ro correspondant & un déplacement radial de @. Les rayons vecteurs issus de P
étant orthogonaux a H, on a, en désignant respectivement par d H et d H 'élé-
ment de surface de H et sa projection sur H, l'expression suivante pour 1'élé-

ment de volume
(89) dQ=dH- -drq= retdH -drq= " Yy =ldH -rode=1r"dH-o™'do,
et

(90) romdQ=rime*mdQ=ridH c*'do.
Cela posé, il vient
I o
(01) (P = ' [ Fla,azan,
H
ol
1
(92) F(a )= ff(tr a)o*~'do.

0

Nous passons maintenant 4 nos intégrales de surface et considérons d’abord,

pour des raisons qu'on va voir, la double couche

. 1 arg™ _ a—m oom_y A7a
Lo,o,h(P)——-Hm(a)fh. = Fm@!h aome g
S

SP

En analogie avec le cas euclidien, on doit avoir, si l'on désigne par d.H la pro-
jection sur H de dS

(93) rlom .

cette derniére expression n'étant que l'angle solide (lorentzien) sous lequel 1'é1é-
ment d.S est vu du point P. Cette formule est d'ailleurs facile a vérifier par le

calcul suivant ol, pour simplifier l'écriture, on supprime en général l'indice a.
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Désignons par n=a/r l'une des deux normales unitaires au point a de
I'hyperboloide H = r,- H=r-H qui passe par ledit point; on a évidemment pour
deux éléments dS et d H gui se correspondent par projection d H=|(n,n)|-dS.
D’autre part, d'apres la formule (48) du n° 21, on trouve

dr dr _
(94) reo=(@amn) ou - =(n,u)
Par suite

dr

dS=dH=m"14H,
dn

ce qui n'est autre chose que la formule (93). En observant encore que, pour la nor-

male intérieure, dont nous nous servons en général, dr/dn est négatif, on en tire

3 =a__ﬂ . gz—2
(95) 50,0, h(P) Hm(a)fh a2 q .
¥ |

Transformons enfin l'intégrale de simple couche

I
1:0,9,0(P)=m /g-r‘;""d&

sP

On a, d’aprés les formules (78), (93), (04) et la formule (37) du n° 21,

-1
(96) i8= % Pl H = |(a,n)|-\rmd H=| M|~ N-rmd H
et par 1a
© A oA __1 “1 N .
(97) 150,0.0(H) =g [ 1M N g a B
H

Nous avons maintenant & exprimer 'élément de surface d H par les para-
métres T et ¢; considérés plus haut. En posant incidemment ¢ = e¢~? le plan
a m— 1 dimensions défini par z; =— cosh § coupe l'hyperboloide suivant une
sphére de caractére euclidien de rayon sinh 6. L’élément de cette sphére est
done sinh™ 2?6 dwyp-1, le dernier élément étant celui d'une sphére unitaire dans
un espace & m — 1 dimensions; pour la notation ¢f. le n° 6, Remarque. Par la,
I'élément de surface de H est d H = sinh™28-d6-dwn-1.

Il faut maintenant exprimer cela a I'aide du paramétre 7=1¢. On a T =¢%,
dT=—2¢"%d0=—2Td0 et par suite |df| =} T-'|dT|; d’autre part sinh

8—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 5 avril 1948,
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=4 ' —t)=3t"'(1—T)=3T-4(1—T) Dés lors, il vient aprés quelques
simplifications

(99) dH=2"""T 2(1 — Ty 2-dT - dwn_s,

toutes les différentielles admettant le signe positif. Cela posé, et en reprenant
la notation /¢ = v (formule (72) du n° 27), on trouve

a—m
(100) re-dH=vt{*dH=2"" 0T 2 (1 — T2 dT -donp-1.

Ce point acquis, nos trois intégrales peuvent s’écrire sous la forme commune

suivante

1
.
e | ppr. .
(101) I Hm(a)jT K(T,a)-dT,
[}

ou l'on a dans les différents cas, en posant encore

(102) 2l=m oy — T2 =k (T),

I. Simple couche:

(103) p="F2Tm, K(T,a)=k(T)fN-|M["‘“‘-v"'-g(a)-dwm_,.
Wm—~1
II. Double couche:
{(104) ,8=a——2——"—2; K(T,a)=zﬂ-k(T)fv;“‘Q‘h(a)-dwm_l.
Wp—1
1I1. Intégrale de volume:
(105) p="T22M K(T,0)= k(D) [ v Fla,0) dunos,

Wm—1

la fonction F'(a,«) étant donnée par la formule (92).

Nous allons maintenant effectuer le prolongement analytique et montrer en
particulier que l'on a, dans les cas I et II, pour p = 0 ou entier positif, I-2? =0
et, dans le cas III, I°= f(P), I-2? = AP f(P), ou, en résumant les cas I—III,

(106) RS, g, h(P)=f(P), I7*?f, g, k(D)= f(P) (p=1,2,...)
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Les cas I et II se traitent facilement par les méthodes du Chapitre I, en
appliquant l'une des deux formules de prolongement (4) (n° 2) ou (13) (n° b), par
préférence la derniére.

32. Simple couche. — Avec la valeur que g admet dans (103) on peut écrire
(vozr (88) et (101))
. 1
(107) Ir=—rk ! .I‘E )fTﬂ”lK(T,a)dT,
ﬂT 2““11"((—2) ﬂ 0

cette intégrale n’étant convergente en général que pour >0 ou ¢>m— 2.
Nous avons montré plus haut que, la surface S et la fonction g(a) étant suffi-
samment dérivables('), la fonction K(7,¢) est une fonction suffisamment dérivable
de T. D’autre part, on voit par (103) que la fonction K(T,«) ainsi que ses dé-
rivées sont des fonctions holomorphes de @ pour toute valeur de e, cette variable
n'entrant dans K (7,e) que par le facteur v* Cela étant, il résulte de la for-
mule (13) du n° 5 que I considéré comme fonction de «, est arbitrairement
prolongeable (p. 51).

Il convient de préciser le dernier résultat. Nous dirons qu'une fonction est
« dérivable n fois» par rapport & une ou i plusieurs variables si elle admet
des dérivées continues de tout ordre =#u. On voit alors que si la fone-

tion K(7,e) est dérivable » fois par rapport & 7, » étant un nombre >—4,

m—2—a,

=7 la fonction I® pourra étre prolongée analytiquement jusqu'a la

valeur @, D’autre part, cette derniére valeur étant fixée, on pourra choisir

n= [’1@_:22;&)] +1= [ni_—z—_ao]‘ Si l'on exige seulement que le prolongement

soit possible jusqu'a toute valeur «, + & &> 0, et puisse ensuite s'opérer par
m—2—a,
2 :

un passage a la limite, ¢ — o, il suffira n = En particulier, pour

m—_1—
2
résultats généraux du n° 28 et par la formule (103) et les formules (78) du
n° 28 et (37) du n° 21, que K(T,c) est pour » arbitraire dérivable n fois, si
g(a) est dérivable n fois et S(a) dérivable » + 1 fois. En particulier, le pro-

® =0, —I, —2,... on pourra alors poser n = [ J On voit, par les

(") Cf. 1a note (!), p. 5I.
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longement sera possible jusqu'a ¢ = 0 ou, plus généralement, jusqu'a a=—2p

+
m I] + p fois

(p entier) si g(a) et S(a) sont dérivables [—m—z_—l] + p fois et [

respectivement. (') Dans ces conditions, on aura

(109) =0, I'?=o0,
puisque I (g) qui figure au dénominateur du premier facteur de l'expression

(107) de I* admet un pole pour les valeurs de « en question.

33. Double couche. — On a, avec la valeur de 8 qui figure dans (104),
i 28 1 '
(110) F(a_+z—m)_l“(13+1) rQ
2

Dés lors, le raisonnement ci-dessus s'applique, le seul changement étant que,
pour arriver 3 une certaine valeur fixée de «,, le degré de dérivabilité de K (T, )
devra &tre augmenté de 1. En particulier, on aura

(111) I=op, I7?r =0,
si h{a) et S(a) sont dérivables [L:i] + p fois et [m_'zf_?)] + p fois, respec-
tivement. (%)

34. Intégrale de volume. — Dans les deux cas précédents, l'intégration n'a
eu lien que par rapport i une seule variable essentielle, & savoir 7. On voit
par les formules (92), (101) et (105) que pour 'intégrale de volume il est question
de deux variables d’intégration essentielles, & savoir I et o, ce qui fait que les
résultats du Chap. I ne suffisent pas pour éclaircir le cas actuel. Pour en faci-

liter lIa discussion, nous allons démontrer quelques lemmes.

35. Lemmes. Remarques. — Nous commenc¢ons par

Lemme I. Toute fonction G (u,v), définie pour o = u<=a < 00,0 =v=1b < o0,

et suffisamment dérivable, peut se metire sous la forme

(112) G (u, v) = 7 (u,v) +Eh:~('v)u’ + ‘1—21’ k—ffrﬁvs + Uu, v),

() Cf. FREMBERG 2, p. 45.
(*) Cf. FREMBERG 2, p. 51. Cf. aussi la note (!}, p. 5I.
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oi 7 (u,v) est un polynome en u et en v tandis que les autres fonctions introduites
satisfont aux tnégalités
{(113) he (v) = 0 (), ks (w) = O (w?), I(u,v)= O0(uPr9).

La chose est évidente, si la fonction G (u,v) peut étre développée en série
de Maclaurin, au moins pour # assez petit et o =< v = b et, d’autre part, pour v
assez petit et o=u =a. Il s'agit pourtant d'établir cette formule de décom-

position dans les conditions plus générales ol nous nous trouvons (G (u,v) est
suffisamment dérivable). 11 suffit de poser, & cet effet, en écrivant

o7t G (w, v)/ 0w 0v = G (u, v),

T 58
)

p=1 g-1 ~(ry)
o )= 3 G"9(0,0)

r=0 §=0

rlsl

L

9=1 (rs) s
hr(v)=G(’o)(o,v)— Z G (0,0)U _ I )'fG(,q)(o,n)(v_ﬂ)q—ldn,
0

s! (g—1

8=0
u

[ a0 u—gpra

0

P=1 ryipg) 7
)= G0l — 3 SO L

r=0

P=1 ~(rg) r =1 ~og) 8
L) = G ) — 3, T Gt
r=0 8=0 )

= ‘ I faw (& n) (w — 81 0 — - dy dE.

(P —1)lg—1)!

0
L’identité entre les premiers et les seconds membres correspondants se vérifie
moyennant des intégrations par parties. Les premiers membres mettent en évi-
dence l'identité (112) et les seconds les inégalités (113).

Lemme II.(') Nous posons

a b
« — Ju — ‘__ a—1 -1
(114) JFG(o,o)—JﬁG—F(a)l,(ﬂ)J‘fG(u,v)u 1461 dp du.

Cette fonction est holomorphe en o et en 8 dans le domaine A: @ > 0,48 >0, st
G (u,v) est borné par exemple. Si G (u,v) est suffisamment dérivable, la fonction
J*? admet un  prolongement qui est holomorphe dans le domaine B:a = ey, 8 = 6,
ot o et B, sont des nombres négatifs arbitraires ou zéro.

(!) Ce lemme est intimement lié 4 un lemme donné par M. Fremberg, 1, p. 10.
5
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Lemme IIL(!). La valeur J%P @, obtenue par prolongement analytique, est
indépendante du chemin, situé dans B, suivant lequel le point (a,8) va au point
(¢o. 8,)- En particulier, on peut effectuer d’abord le prolongement par rapport a
a, en formant la valeur J*# G avec 8> 0, pour en arriver i la valeur J%% G
par le prolongement de J%f ( par rapport a §.

Lemme IV. Les lemmes I1 et 111 restent valides si G (u,v) dépend aussi de
a et de B de maniére que G (u,v) et les G (u,v), qui interviennent dans le caleul,
sont des fonctions holomorphes de o et de 8 dans le domaine B.

Soient p et ¢ deux nombres entiers, p > — «g,9 > — f. Ecrivons G (u,v) sous
la forme donnée par le lemme I. Pour les monomes «"¢* on a — d’abord pour
a et 3 assez grands — . it

o arte s
JePwr v = (@ +7) I'{e) ' B+s) F(ﬂ),
par quoi le prolongement analytique de J%f se trouve effectué pour ce monome et
alors pour le polynome 7 (u,v) du lemme I, et cela pour toute valeur de o et de 8.
Les pdles ¢ =— r, 8 =— s ne sont qu'apparents, vu que (e + 7) I'(a) et (8 + s) r
sont différents de zéro.

Ensuite on a

a1‘+a

[ I 3,81
TP he (o) u —(Ha)r(a)'r(ﬂ)of”'i(”)”ﬁ du

La derniére intégrale étant, en vertu de (113), convergente pour g >— ¢, ou

— q < By le prolongement analytique se trouve effectué dans le domaine B
entier.

Le raisonnement est analogue pour les fonctions %,(u). Enfin, pour I(u,v),
I'intégrale J*# converge dans le domaine B entier, encore en vertu des inégalités
(113). Ainsi, la démonstration du lemme II se trouve achevée.

La valeur obtenue pour J%% G étant manifestement indépendante du chemin
suivi quand il s’agit des fonctions de forme particuliére que nous venons de
considérer, il en est de méme de la fonction G (u,v), ce qui établit les lemmes
IIT et 1V,

Remarque I. Dans nos applications, ¢ et § ne sont pas indépendants l'un

de l'autre. On aura p. ex. ﬂ=i22—_r—n. Rien n’empéche cependant, d'aprés

ce qui précéde, de choisir le chemin allant dans le domaine B au point

(*) Ce lemme ainsi que le lemme IV sont en principe dus & M. Gérding.
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a0+2——m)
2

(“o:ﬂo:=
d’une maniére arbitraire (non nécessairement rectiligne).

Remarque II. Les conditions de dérivabilité imposées a G (w,v) peuvent
&tre' telles que le prolongement analytique de J*f ne peut s'effectuer que dans
le domaine ¢ > ¢, §>f, et que J* (@ > a,), J*F (8 > B,) et J*F s'obtiennent
en ajoutant au prolongement un ou plusieurs passages i la limite. Ici encore,
les valeurs finales, p. ex. celle de J%f, sont indépendantes du chemin suivi par
(«,8). Nous nous contentons du cas simple que voici.

Lemme II'. Si G (u,v) est continu dans le domaine 0=u =<a < oo,
0= v=b < oo, l'intégrale J*# convergente pour a >0, §:> 0, tend vers G (0,0)
quand ¢ > 0 et 3~ 0. '

On arrive & une démonstration simple par l'observation suivante. La fonction
l(u,v) = G (u,v) — G(o,v) — G (u,0) + G{0,0)
= (G (u,v)— G 0, v)) — (G (u,0)— G (0,0) = (G (u, v) — G (u,0) — (G (0,v) — G (0,0)
tend uniformément vers zéro lorsque l'une au moins des variables tend vers o.
‘Par cette propriété de I(u,v), l'intégrale J*f devient accessible a un procédé

d’évaluation donné au Chap. I (n° 8). On voit aussi que le passage a la limite
lim I*f pourra étre effectué en formant d'abord p. ex. J°f =1im J*f et

a, B) — (0, 0) a=0
aprés, lim J°8,
g0
36. Intégrale de volume. (Suite). — Nos lemmes démontrés, reprenons main-

tenant l'intégrale I¢f(P), exprimée par les formules (101), (105), (92) et (102).
En tenant eompte du dernier membre de (88), on peut poser — ¢f. (114) —

a+2—m
avec --2———=ﬂ

11 _
(1149%) Ff(P)=——— | | G(o,T,a)- =1 TF-1dcd T = Job G,
| r@ ) f f

(N

ou

r(a + I)k(T)
(115) G(O',T,a)=——_f—‘- flo-a)r*d wm-1.

Wp—-1
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11 découle du théoréme du n° 30 que, f(&) et S(a) étant suffisamment dérivables,
G (0, T) sera une fonction suffisamment dérivable des variables ¢ et 7. Dés lors,
il résulte de nos lemmes que I°f(P) est une fonction arbitrairement prolonge-
able de . Quant & la régularité de I° il faut jusqu'a nouvel ordre faire exception

. 1
des valeurs négatives impaires de « ou I (t—z—j—) admet des pdles. Les poles

que I* pourrait admettre pour les mémes valeurs — qui d'ailleurs ne présentent
aucun intérét particulier — ne sont pourtant qu’apparents, comme on le verra
tout & I'heure. Afin que le prolongement puisse &tre poussé jusqu'a une valeur
fixée a, il suffit que G (o, T,e) soit dérivable = fois, od n est > —a,— g,

m—2-—a . . -
= —q, + ——2—0 (le signe > pouvant étre remplacé par = si l'on se con-

tente d'un passage & la limite @ + ¢ > a). Pour que G (o, T, @) soit dérivable
fois, il suffit qu'il en soit ainsi de f(&) et de S(a). Pour arriver & I°, on pourra

prendre(') (en se contentant d'un passage & la limite) n» = [ﬂ—z_—l] et pour arriver

A I, n=3p+ [’";I]

Le fait que les dits pdles ne sont qu'apparents résulte immédiatement de la
formule de Green (itérée)(?) ((60), n° 22 ou (61%), n° 23), et du fait que, dans
les cas de simple ou de double couche, la fonction prolongée était holomorphe.

37. Les opérateurs I° I-? 10 I.,22, — 1l est maintenant facile de dé-
montrer que I°f(P)=f(P), ce qui signifie que I° est l'opérateur identique. En

effet, pour ¢ =0, on a g= 2—Tm, c'est-d-dire que pour calculer I°f(P), nous
n'avons qu'a calculer J*f G pour a =o, ﬂ=2—}-"}. D’aprés les lemmes IIT et
IV, on peut y arriver en calculant d’abord J°f G, § étant un nombre positif

2—.
quelconque, et passer ensuite par prolongement a la valeur 5=—2—m. On a

d’'abord par (114%) et par la formule fondamentale (6) du n° 8, que, pour a=o,

(116) J°F jT‘ldT( f(xoTa) lda)_o

! —1
'—'IT(—@‘;/‘.T[? G(O,T,O)dT.

(*) Cf. FREMBERG 2, p. 4o.
(*) En appliquant la formule une seule fois on voit que & = — 1 n'est pas de pole, et ainsi
de suite. '
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D’autre part, en vertu de (115),

(117) Gl T, o) ( }n__ flo-a)e*d - I_M

7T
Wy —1

ou, grice 4 la formule (102) et & la formule (8) du n° 6

r{i) z-ma—7m-—e =1
(118) G (o, T, o) =f(P)- (2) .

27 2
m=1 m—1
z 2 T( > )
22—m at -
£(P): (m_l)-(x — 1)
r
2
En tenant encore compte de la relation

1

» r@rm-—ri
T (1 — TJ2d T = 2 =2,
Of r@g+m—ri
(116) peut s’écrire \ or )
0 . L 2mear - T'im— 1
Sre =P (=Y rgem—y)
( p ) B+m—1

et enfin, par prolongement analytique, pour 8= 2=

(correspondant a a« =0)

2—m

PR =" 6 = () — e L 1)
- P(mz—l)l‘(z_;m+m—1)
=f(P)_22""-n*1“(m-— 1)

e tm= U p),
r(75)r(3)

la derniére réduction étant faite moyennant la formule (5) du n° 6

Ce point important acquis, nous allons démontrer que lon a I2?f(P)
= A? f(P). En appliquant la formule de Green ((61%) du n° 23)

rf(p)=r2af 2L pp),

on trouve, grace aux faits I° f(P)=f(P) et I%0, g, h(P)=0 (n* 32 et 33), que
I2f(P)=

Af(P). La relation générale en résulte par itération
9—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 6 avril 1948.
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En résumé, on a démontré que

(119) LS, 9, h(P)=f(P) et I;*2f, g, h(P) =47 f(P) (p=1,2,...).

En ce qui concerne les conditions de validité de ces formules, on consultera

les nos 32, 33 et 36.

38. Cone rétrograde entier. — Il faut encore revenir sur le cas particulier
important, quoique trés simple, traité déja au n° 26, ou le domaine D% se con-
fond avec le cbne entier DF. Ce cone forme alors le domaine d'intégration pour
I'intégrale de volume, et il n'y aura pas d’intégrales de surface. Or nous avons
vu, au n° 26, que dans le cas actuel, le prolongement analytique de I*f(P)
jusqu'd n'importe quelle limite s’obtient immédiatement par la formule de Green
et ses itérées, bien entendu en admettant certaines conditions de régularité par
rapport & f(P) et & ses dérivées et spécialement a l'allure de ces fonctions a
linfini. Il y a pourtant une lacune dans la représentation du prolongement telle
qu’'elle est fournie par les formules dudit numéro. Ces formules ne mettent nulle-
ment en évidence les relations I°f(P)=f(P) et I-27f(P)= A?f(P). D’autre
part, la méthode de prolongement, appliquée dans les n* 27—37, est basée sur
I'emploi de certaines coordonnées curvilignes qu'on a introduites par l'intermé-
diaire d’'une certaine surface S qui nous fait défaut ici. Il est pourtant facile
de remédier a cet inconvénient et d'adapter la méthode au cas ou nous
nous trouvons.

Nous remplagons provisoirement dans nos formules les points a de § par
les points z de H et nous posons pour les points & du cébne DP (l'origine étant
toujours placée en P) & =gz, le paramétre o variant cette fois de 0 & co. En
observant que r, devient 7, =1 et que par conséquent v = ("7, devient {71, les
formules (114%5) et (115) peuvent s'écrire

1 )

(4 AP =t of { Of G (o, T, a) o*1 Trmda}dT,
ou |
a+1

r E(T)
Glo, T, e)= ( zm_? g flo-z)dwn-1.
T

Bp—1
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Puisque 7z ne reste pas borné, nous le remplagons par z = tz, qui reste borné
d’aprés (69). Posant encore ¢ = t~'g, nous aurons
E=0c-2=02, 6 do=1tc""1do.

Les Z; étant des fonctions suffisamment dérivables de T (leurs dérivées du pre-
mier ordre sont constants et celles d'ordre supérieur s'annulent d’aprés (70),
f(® =f(c-z) sera une fonction suffisamment dérivable de 7 et de o. En posant

encore
B r(“: l)k(T)
(120) G T,0)=tGlo, I e) =—2t— | fa 7)don,
T 2
Wn—1
on aura
1 o0
] __«I__ (= —a— —
(121) | If(P)—F(a)F(mof{b[(x(a, T, a)g*t T? 1do}dT.

La seule différence entre la derniére formule et (114%) est que l'un des
intervalles d'intégration est infini. Ceci peut cependant étre compensé par des
conditions convenables concernant 1'allure de f i l'infini. Cela admis, les pro-
cédés des numéros qui précédent pourront étre appliqués et on aura donc aussi
dans ce cas particulier la relation I°f(P)= f(P). Moyennant la formule (67) du
n° 26, il en résulte sur le champ I-2Pf(P)= AP (P).

1v. Différentiation sous le signe /.

39. Différentiation de 7* pour ¢ assez grand. — Terminons ce chapitre, qui
est déja devenu bien long, par 'examen du probléme de la différentiation de nos
intégrales I¢ par rapport aux coordonnées du point P(x,, s, . . ., Tm), considéré
comme point variable. Nous allons montrer que ces différentiations (d'ordre quel-
conque) peuvent s'exécuter sous le signe [, sans qu'on ait & prendre égard 4 la
variation avec P de la frontiére du domaine d’intégration. En particulier, I'opéra-
tion A appliquée 4 nos expressions pourra 8tre accomplie sous le signe d'intégra-
tion, ce qui nous donnera la formule importante (63) du n° 24, dont nous avons
ajourné la démonstration.

Admettons d'abord que « soit un nombre assez grand pour que r3 ;" et ses
dérivées, autant qu'elles interviennent, soient continues et par conséquent s'an--
nulent sur la nappe C? du cdne rétrograde au sommet P. Définissons en outre
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dans un domaine 1), embrassant le domaine DY, 1a fonction K (P, @)= %" autant
que @ se trouve dans la portion d’espace commune aux domaines D) et D?, et
=0 ailleurs. Alors K (P, ¢) considéré comme fonction des deux points variables
P et Q est continu et différentiable par rapport & P un certain nombre de fois.

Dans l'expression I2f, g, h(P), la fonction e pourra évidemment étre remplacée
par la fonction K (P, @), c'est-d-dire qu'on aura des intégrales étendues respec-
tivement au domaine fixe /) et a la portion fixe § de la surface S qui se trouve
dans ce domaine. {(Pour que cette portion soit bien définie, on aura 3 choisir D

dans un entourage assez étroit de DY.) Les derniéres intégrales peuvent mani-

festement étre différentides sous le signe [ et alors il en sera de méme des

intégrales originales (identiques & celles-1a).

40. Différentiation de P’intégrale prolongée dans un cas particulier. — Nous
allons montrer que la régle énoncée reste valide pour toute valeur de & jusqu'a
laquelle on peut poursuivre le prolongement de nos intégrales et de leurs dérivées
en question. Considérons d'abord le cas particuliérement simple, traité aux n*
26 et 38, ot le domaine d’intégration se confond avec le coéne entier DP.

Posons done

I/(P) f fQrd
En appliquant la régle de différentiation sous le signe [, il vient
(122) —O—I e« f(P) f od
Jant ALY 0 ponls Q

et cette relation est exacte, d'aprés ce que nous venons de prouver, pour e>m+ 2,

puisque, pour ces valeurs de e, 5™ et 9r% "/ 0z = (@ — m)r§ 2™ (2, — &) s’'annu-

lent sur la nappe CT. En outre, le second membre de l'expression (122) est une
fonction holomorphe de a, soit A (e), pour ¢ > m + 2.(*) Il en est donc de méme
du premier membre, c'est-d-dire de 9 I°f(P)/dx.. Or nous montrerons & l'instant
que, dans des conditions de régularité qu'il serait facile de spécifier, la derniere
fonction est une fonction holomorphe de o, soit B{e), dans un intervalle plus

(") En réalité, on voit immédiatement que le second membre de (122) est holomorphe, pour
« > ni, mais I'existence du premier membre n'est démontrée pour le moment que pour ¢ > m + 2.
Une remarque analogue s'applique & Ia formule (123) en y remplacant m par m — 2p.
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étendu que le précédent, savoir pour ¢ >m + 2 —2p. Les deux fonctions A4 (a)
et B(e) étant identiques pour e>m+ 2, le seront encore pour tout e>m+2—2p.
On obtient donc la dérivée 8 I%/0x pour les valeurs m +2—2p<ae=<m+ 2 par
le prolongement analytique du second membre de (122), ce prolongement étant exé-
cuté d'une maniére ou d'une autre. Cela signifie dans notre langage que la régle de
différentiation sous le signe [ reste valide pour @ > m + 2 — 2p, c'est-d-dire méme
pour des intégrales éventuellement divergentes.

Pour achever cette démonstration, il suffit d'écrire, moyennant la formule
(itérée) de Green du n° 26,

B = F et f A fl@rrmdQ

et d’appliquer & cette intégrale les remarques faites au sujet de l'intégrale (107).
On voit alors que

oI f(P) 1

(123) o s @ srmae

DP

est bien une fonction holomorphe (B(a) pour tout @ > m + 2 — 2p.(%)

Nous soulignons encore une fois, méme au risque d’ennuyer le lecteur, que
dans l'ordre d'idées que nous poursuivons, I'expression explicite pour dI%/0x
donnée par le second membre de la derniére formule est pour nous dépourvue
de tout intérét. Elle ne sert qu'a mettre en évidence que la dérivée en question
existe pour les dites valeurs de la variable « et qu'elle en est une fonction holo-
morphe. Nous insistons sur ce point puisque, dans le cas général qui va suivre,
nous ne serons pas 4 méme de donner une expression explicite semblable.

Le raisonnement ci-dessus s'étend immédiatement aux dérivées d’ordre su-
périeur.

41. Différentiation dans le cas général. — Envisageons maintenant l'intégrale
I¢f(P) sous la forme (114%%), qui s'écrit bridvement I°f(P)= J*# G. Or le pro-
longement de cette derniére expression est effectué par les formules explicites
qui se retrouvent dans la démonstration du lemme II (n° 38). Les données
originales f(&) et S(a) étant suffisamment dérivables, les fonctions figurant dans
les dites formules seront, d'aprés le théoréme du n° 30, suffisamment dérivables
par rapport aux variables x;. Pour autant qu’il s’'agit d’intégrales, elles sont prises

(*) Voir la note précédente,
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entre des limites fixes, 0 et 1, et leur différentiation pourra par conséquent étre
exécutée sous le signe f. Les fonctions obtenues seront encore des fonctions
holomorphes de ¢ jusqu'a une certaine valeur, soit ag, qu'il serait facile de pré-
ciser. (Pour arriver i une valeur fixée «,, il suffit d’augmenter les nombres n
respectifs figurant au n° 36, d'une unité pour chaque dérivation 9/0xx.)

Il en résulte, d’aprés ce qui a été dit aux no 39—40, que 91%f(P)/dx:
est identique a la fonction figurant au second membre de (122), n° 40, inter-
prétée, le cas échéant, par son prolongement analytique.

42. L’opérateur A. — La méthode esquissée ici pour l'intégrale de volume
I*f s'applique aisément aux deux intégrales de surface figurant dans I¢f, g, h.
L'extension aux dérivées d'ordre supérieur n'implique non plus aucune difficulté.
Il ne nous parait pas nécessaire de nous arréter sur les détails.

L'application des résultats obtenus 4 I'opératenr A nous fournit la formule
importante (63) du n° 24 (¢f. la formule (59) du n° 22). Nous remarquons que
cette formule peut aussi servir 4 effectuer le prolongement analytique de J%.
(Cf. les ns 52 et 53))

Enfin, en posant dans la formule en question « = 2, il vient (¢f. (64), n° 24)

(124) ALLf g k(P)=1.f g, h(P)=f(P).
Cette relation remarquable, 'analogue de la formule de Poissox, relative an

potentiel newtonien, va jouer un rdle important, quand il s'agira, au chapitre
suivant, d’analyser notre solution du probléme de Cauchy.

CHAPITRE 1V.
Le probleme de Canchy pour Péquation des ondes.

43. Enoncé du probléme. — Pour l'équation des ondes(), le probléme de
Cauchy consiste — nous suivons M. Hadamard(®) — & trouver une solution
de 'équation Au =f quand on connait les valeurs de u, soit u=h, et d'une de
ses dérivées premidres, soit du/dn =g, en chaque point d'une surface S, orientée
dans lespace(?), la dérivée étant prise dans une direction # qui n'est pas tan-
gente 4 la surface. On peut, sans restreindre la généralité, admettre que la direc-
tion n est celle de la normale intérieure (lorentzienne) 4 la surface.

' Daus ce chapitre, nous admettons, en général, que les £, ont leurs valeurs originales, &, =1,
Eg=—rr =g, =—1.

(* HADAMARD 1, p. 219.

(*) Pour d'autres orientations voir les n° 61—64.
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La région de l'espace & m dimensions ou l'on veut calculer la solution =
est telle que, si I'on construit le cdne rétrograde D qui a un des points P de

la région comme sommet, la nappe C?

de ce cbne découpera de la surface S une
certaine portion ST et formera avec SF la frontiére d'un domaine borné Df de
I'espace. (Pour les notations, voir le chapitre précédent.)

Quant & l'historique du probléme et aux travaux qui s’y rapportent, nous
sommes dispensés de les faire passer en revue ici, nous trouvant dans la situa-
tion agréable de pouvoir renvoyer le lecteur aux exposés de M. Hadamard, in-
corporés pour la plupart i son livre magistral sur le sujet.(') La place du probléme
de Cauchy parmi les divers problémes aux limites, correctement posés ou non
(< bien posés ou non>», comme disait autrefeis l'illustre auteur) s’y trouve aussi
élucidée d'une maniére incomparable. Nous tenons en outre & mentionner une
conférence plus récente que le livre cité, faite par M. Hadamard & Genéve en
1935 et imprimée dans 1'Enseignement Mathématique. (%)

44. Solution générale. — En réerivant ici la derniére identité du n° 23,
(1) Iu(P)= 122 A, %, u(P),

et en y posant « = 0, on obtient, en raison de 1°u(P) = u(P), l'identité particuliére

du
2 . hdad
(2) w(P)=12Au, T u

(P),
c'est-d-dire que la valeur de u au point P peut se calculer par une intégrale
spatiale portant sur Au et étendue a4 un certain volume Df, par des intégrales

de simple couche et de double couche, portant respectivement sur Z—: et u et

étendues i une certaine portion S¥ de la surface.
En ce qui concerne le probléme de Cauchy, il vient de la derniére identité,
en y portant les données du probléme,

(3) u(P)=1.f. g, h(P).

Cela veut dire que si le probléme de Cauchy admet une solution, ce qui reste a
voir, cette solution est donnée par la derniére formule.

® HADAMARD 1. Cf. aussi diverses parties du Cours d’Analyse de GOURSAT, tome III.
(®) HADAMARD 2.
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En réalité, la seule voie qu’'on connaisse pour établir 1'existence d'une solu-
tion du probléme dans I'étendue(') dont il s'agit ici, est de vérifier que la solu-
tion donnée par la formule ci-dessus satisfait avx conditions du probléme, bien
entendu dans des hypothéses convenables sur les données et sur la surface S.
Une telle vérification trop sommaire sous plusieurs rapports sera faite plus loin
{(n° 60). Néanmoins, pour ne pas alourdir notre exposé, nous y admettrons tacite-
ment qu'une solution existe et qu'elle est, en conséquence, fournie par la for-
mule (3).

Malheureusement, nous avons vu que les intégrales figurant dans cette solu-
tion sont en général divergentes, et il faut par suite leur donner un sens par
prolongement analytique. La discussion de ce prolongement qui nous fournira
I'expression I2 (effectué d’ailleurs d'une maniére ou d'une autre) forme 1'objet prin-
cipal du présent Chapitre. Nous y rencontrerons une différence essentielle entre les
solutions se référant aux dimensions d'ordre pair et impair. Pour les dimensions
paires on a le principe de Huygens(®), tandis que ce principe fait défaut pour
les dimensions impaires. Dans ce dernier cas, les expressions sous forme finie,
obtenues par le prolongement analytique des intégrales divergentes, sont
essentiellement identiques 4 celles qu'on trouve par la méthode de la «partie
finte», due a M. Hadamard. Or, au point ol wnous nous trouvons pour le
moment, ce n’est pas la différence dépendant de la parité de l'espace qui nous
intéresse en premier lien. Tout au contraire, c'est que sous sa forme générale,
donnée plus haut, la solution est indépendante de la parité de la dimension de
Uespace. On sait qu’'il n'en est pas ainsi des solutions dues & M. Hadamard qui
sont de formes différentes suivant la parité de la dimension(®).

Avant d'entamer le cas général, nous traiterons deux cas particuliers simples,
correspondant 4 m =1 et a m = 2. Le cas m = 2 échappe dans un certain sens
a la régle générale. Le principe de Huygens n'y intervient que partiellement.

45. Probléme linéaire, 7 = 1. — Rappelons la formule (20) du n° 16
m—2 —
#) Hale)=7'3 2511 (1;‘) r ("’—*—Zz—ﬁ) .

(*) Pour le théoreme d’existence de Cauchy-Kowalewski et la critique de M. Hadamard, voir
HapaMarp 1, p. 19, 14, 27.

(® Pour le prindipe de Huygens voir préliminairement 1'Introduction. Pour le probléeme de
Cauchy -ce principe se manifeste par le fait que seules les valeurs que les données admettent
an voisinage infinitésimal de la nappe CF du cépe D?¥ influencent la valeur de la solution au point
P (¢f. plus loin, n° 55).

(]) Voir HADAMARD 1, p. 227 (formule (39)) et p. 311 (formule {29)).
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On trouve facilement que H,(¢)= I'(e). La surface S se réduit ici a un seul
point, soit a, la dérivation d/dn se réduit & d/da et A & d*/da®. La formule
générale (60} du n° 22, dont la formule (61%%) du n° 23 et la formule identique (1)
du n° 44 offrent la traduction symbolique, se réduit donc &

x

1

i [ v —gras

o

I 7 y s ’ ers d o
=F@:5tﬁa®u—a+ 45+ W (@) (2 — @ — o) = (o — afet }

; f W (8) (@ — B dE,

T'le+2

w (a)
I'ie + 2)

_L((l)__(x___a)a_i..

“Ta+1) (2 —a)*t +

a

identité qui n’est qu'un cas particulier de l'identité (4) du n° 2. Les intégrales
qui y figurent convergent pour ¢ > 0 et pour a >-— 1 respectivement. En pas-
sant & la limite ¢ > -+ 0, on arrive 4 la formule classique, rencontrée incidemment
au Chapitre II (n° 12)

wle) = ula) + ' (@) & —a) + [ @ (@ — HdE

qui fournit la solution du probléme de Cauchy:
Déterminer u{x) pour a <z <b (b= + oo} lorsquon connait " (x) dans le
méme tntervalle et, en outre, u(a) et ' (a).

46. Probléme dans le plan, m = 2. — Dans ce cas, A se réduit & I'opérateur
des cordes vibrantes 0°/0x} — 0*/0a;. La nappe C? du céne se réduit & deux
droites z, — &, ==+ (z, — §,) (les caractéristiques), issues du point P{z, z,), le cone
rétrograde D? a l'angle rétrograde D limité par ces droites et caractérisé par
rpe=(r; — &P — (2 — &P =0 et x, — & =0, ot @ = Q(&,5). La surface S de-
vient une courbe § & orientation d'espace avec d& — d& <o (fig. 5 et §a).

L'élément de surface d.S, défini pour une dimension arbitraire par la formnle
(39) du n° 21, se réduit ici &

dS=|d§ —d&t = (d& — ait.

La portion ST de .S interceptée par l'angle DT limite avec les deux cOtés de cet
angle un domaine & deux dimensions DZ. Les points frontiéres de I'arc S” seront
désignés par B, et B,.

10—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 6 avril 1948



74 Marcel Riesz.

De notre formule générale (1) nous déduirons dans ce qui suit I'identité
bien connue

(5) u(P)=

N =

{fAudQ + %d.S + u(B,) + u(B,)},

,)
Dg

qui, sous une forme légérement différente et avec une déduction tout i fait
élémentaire se trouve p. ex. dans le Cours d’Analyse de Goursat.(') Chez M.
Hadamard on trouve la formule ci-dessus dans les notations utilisées ici, et cela
méme pour I'équation aux coefficients variables étudiée par Riemann.(%)

Pour nous, le probléme consiste & obtenir (5) comme cas particulier de (2),
dont on a domec a calculer le second membre, 4 savoir I2, dans les conditions

actuelles. Il vient de (4), pour m = 2, H, ()= 25-11* (g ) En observant encore que

¢ + 2 —m devient « pour m =2, on aura

du
a+2 haiid
(6) I# Au’ dn, M(P) v
1 du dre
—2u+1112 ¢+ 2 {J‘Auw .dQ+f(ﬂlr ud")ds}.
2 v 5P
47. Méthode erronée. — On est maintenant tenté de calculer I? en posant

dans la derniére formule e = 0. 1l viendrait alors 1= =1, d»*/dn=dr®/d n=o0.
C'est-a-dire, par ce mode de calcul qui, nous allons le voir, est plus ou moins
illusoire, on arriverait 4 la formule (5), les termes u(B,) et u(B,) y étant sup-
primés. Or, sous cette forme l'identité (5) est fausse, puisqu'elle l'est pour
u = const. > 0 par exemple.

Voici maintenant l'explication de ce fait paradoxal. Sur les deux droites
PB, et PB; on n'a pas »°=1, car on y a r =0. Nous verrons tout a I'heure
que cette circonstance, sans conséquences dangereuses en tant qu'il s'agit
des deux premiéres intégrales, est responsable de l'erreur que nous venons de
commettre au sujet de la troisiéme. La discordance provient du fait que le calcul
de 17 par la substitution ¢ =0 dans J¢*? ne donne pas le prolongement ana-
lytique correct.

47%s, Méthode correcte.

de la formule (6) pour une valeur générale de @ > 0. Pour toutes ces valeurs,

11 faut donec reprendre I'étude du second membre

(') Tome 111 (1915) p. 117.
(*) HApAMARD 1, p. 314 et sudv.
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nos intégrales convergent, et 1'identité est exacte, sa validité ayant été démontrée
au n° 24 pour e >m — 2. Cela posé, notre probléme se réduit a exécuter dans
(6) le passage a la limite « ~ o d'nne fagon rigoureuse.

Le passage en question est immédiat pour les deux premiéres intégrales,
puisque ¢ tend uniformément vers 1, sauf au voisinage du sommet P et des
lignes PB, et PB,, ou r* reste borné. Le passage a la limite correct conduit
done, lui aussi, aux deux premiers termes, comme il fallait s’y attendre.

Il est plus délicat d'exécuter le passage & la limite pour la troisiéme inté-
grale dans (6). Désignons d’abord par C, et C, deux points de l'arc B, B,, voi-
sins de B, et de B, respectivement, et tels que r7pq varie d'une maniére crois-
sante de o & J lorsque @ varie de B; a C; ou de B, a C,. Alors la convergence
de dr*/dn vers o étant uniforme sur l'arc O, C,, la troisiéme intégrale, prise le
long de cet arc, tendra effectivement vers o, et on pourra se restreindre aux

"intégrales prises le long des ares B, C, et B, C,. D’autre part, en désignant par

B C l'un quelconque de ces arcs et posant »* = R, on peut écrire(’)

C C @ 42
W ase (WO g [ g 4R 48
(7) fudndS—fu T dS~2fuR T TRiE
B B 0
7 . s s dR dS .
Nous allons démontrer a l'instant que la valeur de in aR est =—1 aux points

B, résultat qui sera présumé pour le moment. D’'autre part, on voit par le mé-
canisme développé au Chap. I (n° 3) que l'expression tend avec a - 0 vers la

R
valeur de “%ﬁ% au point B, c'est-d-dire que, par le résultat présumé, elle
tend vers — % (B). On tire de 13 que
lim ————I——fuiﬁdS =} u(B).
a0 Qatl p2 ((Z + 2) dn
> | B

Ainsi le passage & la limite, exécuté d'une fagon correcte, nous donne la
formule (5) comme conséquence de la formule (6). On voit que le principe de
Huygens n'intervient dans la solution que dans les termes provenant de la
double couche.

48. L’identité d B/dn + d R/d S = 0. — 11 nous reste & démontrer qu'a 'un

quelconque des points B; et B, désigné comme plus haut par B, on a

(*) Le lecteur voudra bien observer qu'on attribue partout une valeur positive a dS.
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Fig. 5. C'est avec intention qu'on a modifié¢ ici l'orienta- Fig. 5a. Les systemes lorentziens de
tion et Vouverture usuelles du « cone ». Les deux vecteurs coordonnées admissibles sont donnés par
tangents t de la figure, qui dans le texte sont supposés le postulat gue la figure constituée des
unitaires, ont la méme «Jlongneur», car il en est ainsi deux «génératrices» y admette I'équation
des deux vecteurs pointillés qui leur sont paralleles et (& — 2y)® — (& — @z =o0. C'est un tel
qui aboutissent & une hyperbole admettant les deux géné. systéme qui est illustré par la figure.
ratrices comme asymptotes. Dans les deux pafallélogram- Les vecteurs t et n de la fig. 5 sont
mes chacune des diagonales pointillées est paralléle 4 une  manifestement de «longueur» <1 dans
génératrice, ces denx diagonales soni done isotropes elles l'échelle de la fig. 6a.

aussi. Par conséqnent, les vecteurs n sont orthogonaux aux

vecteurs t correspondants et ils ont la méme «longueur ».

dR dS __

dn dR
ou, ce qui revient au méme,

@_}_@:0

dn dS

En désignant le vecteur allant de B & P par Vgp= V, la normale intérieure (')
unitaire par n, et la tangente unitaire menée en B vers l'intérieur de l'angle
D? par t, on a, d’aprés la Remarque qui se trouve & la fin du n° 21,

dR , AR _

an +*dTS‘———2(V,ll+t).

M Evidemment, les normales .« intérieures » menées aux points fronticres B ne pénéetrent
pas dans lintérieur du domaine Dg?, mais elles peuvent étre considérées comme cas limites de
normales intérieures proprement dites,
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(I1 est a observer que Vgp==— Vpp.) Nous allons démontrer que
n+t==1iv,
d'ou il résultera
dR dR- .
dn * as =—2ivi=o,

puisque la droite reliant B a4 P est une «génératrice du cone D¥», ce qui fait
que le vecteur v est isotrope: v? =o0. Or, le vecteur v se trouve manifestement
dans Vangle saillant formé par les vecteurs n et t. On a par conséquent
v=vn+vt, v et 7 étant positifs tous les deux. Nous allons démontrer que
v=17. BEn effet, n et t sont unitaires et orthogonaux l'un a l'autre, n est un

vecteur de temps et t un vecteur d'espace. Il s’ensuit

o=v'={n+st)=9"n+ 2v7(n,t) + *t* =»" — 7",

. v . . .
On a donc bien v =1, ou n + t=—, ce qui achéve la démonstration.
v

49. L’opérateur I". — Nous avons longuement insisté sur la résolution du
probléme des cordes vibrantes qui pourtant, nous l'avons dit, est facile a obtenir
par les méthodes usuelles. La raison en est que nous tenions a faire rentrer la
solution de ce probléme dans le cadre de notre méthode générale, méthode dont
lapplication 4 une dimension particuliére quelconque n'est en principe ni plus
facile, ni plus difficile que I'application 4 une autre. Or nous allons voir a l'instant
que nous avons obtenu beaucoup plus qu'il ne parait au premier coup d’ceil; nous
avons, chemin faisant, trouvé une méthode générale qui fournira, pour toute dimen-
sion d'ordre pair, une solution explicite du probléme de Cauchy qui est, au point
de vue formel, d'une simplicité remarquable.

Cependant, la méthode que nous venons de développer ne conduira pas directe-
ment & l'expression I? qui nous intéresse en premier lieu, mais elle nous donnera
presque immédiatement, pour toute dimension d’ordre pair ou tmpair, |'expression
de I, identique, pour m = 2, a l'expression I2.

Désignons par s* le bord de la portion de surface S7,.c'est-d-dire la variété
a4 m — 2 dimensions formée par l'intersection de la nappe CF et de la surface S.
Nous désignons encore par ds 1'élément de «surface» de s%.(!)

Ces notations posées, nous trouverons l'identité suivante qui ne laisse rien a

désirer en simplicité et en élégance:

(1Y C'est-a-dire élément de volume & m — 2 dimensions; voir le n® 21%%,
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Fig. 6.
nF g h(P) = L [
Q mfo =gl [rae+ [oas+ [ had
I)g sP «F
avec () .
(9) H,m)=mn2 271 (%n) =(m — 2)! wm-1.

La formule (8) s'obtient de I¢*™ écrite pour ¢ > o par le passage 3 la limite
@ - 0.(}) On montre, tout comme au n° 47, que, quant aux deux premiers termes,
ce passage 4 la limite s’exécute par la substitution e =0 dans les deux premiers

termes de J2*™ Pour le troisiéme terme il est nécessaire d’entrer dans les détails.

50. Terme provenant de la double couche. — Le troisiéme terme dans

Iztmf, g, h(P) est, en tenant compte de (@ + m) — m = aq,

w
(1) -~ Hple+m fh " Hule +m)

En posant »* = R, on peut écrire
(11) W= fh—— a8 = th? 1-—~-dS.

En calquant notre raisonnement sur celui du n° 47, nous divisons S par son
intersection avec I'hyperboloide

(") Cf. formale (8) du n° 6.
() Voir pour IS la formule (61) du n® 28.
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ho=(x — 8 = &*

en deux parties (fig. 6). Nous désignons par S la partie annulaire extérieure et
par S la partie intérieure. Alors on voit, tout comme au numéro cité, que la
contribution provenant de S & la derniére expression de W dans (11) tend vers
o avec a. Cela étant, on peut se restreindre a l'expression

W:ﬁthﬂ—l B ds,

ot l'on a posé a/2 =g.

Faisons maintenant varier la valeur de R de o a ¢% et désignons par se
l'intersection de S avec I'hyperboloide (x — §)* = R. Considérons de plus les tra-
jectoires orthogdnales (bien entendu, au sens lorentzien) des variétés sz, l'exis-
tence de telles trajectoires étant garantie par les théorémes d’existence les plus
simples des systémes d’équations différentielles ordinaires, du moins pour d assez
petit. De chaque point B du bord s” il part une trajectoire et une seule qui
établit une correspondance biunivoque entre les points de s et ceux d'une variété
sr quelconque. Un tube de telles trajectoires issues des points d'un élément ds
de sP fait correspondre & cet élément un élément de sg qui sera désigné, ainsi
que sa mesure, par dsk. L'élément ds se rétrécissant au point B, dsr va se
rétrécir au point de sg correspondant & B et dsg:ds tendra vers une valeur
limite qui est fonction du point B et de la valeur R. Cette limite sera encore
désignée par dsg:ds. ,

D’autre part, en définissant I'élément d'arc d'une trajectoire quelconque par
dl=(—Ze&xdE)t, on aura évidemment (formule (55), n° 21%), pour I'élément de
surface d S, 'expression as =dsg-dl. Cela posé, il vient '

W———ﬂthﬁl——dS ﬂthﬁl@dsR dl

dR dsp dl
) e A
—ﬂfdsthﬁ‘ T AR,

Il est maintenant a peu prés évident que dsg/ds tend vers 1 lorsque R

tend vers zéro. En présumant alors un instant que ijozr—n‘d'—R:— I au point B

du bord sf on voit encore par la méthode du Chapitre I que la derniére ex-
pression de. W tend pour 8= /2 — 0 vers
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oP

ce qui en raison de (10) donne le troisiéme terme dans (8).

Il faut encore vérifier la relation fi—f-d—R— = — I ou la relation équivalente

(12 4B AR _
dn  dl ’
cette relation ayant lieu aux points B du bord s¥. Or, pour y arriver, nous avons

trés peu a ajouter au raisonnement du n° 48.

51. L’identité dR/dn + dR/dl=0. — Notons d’abord que l'identité Rpc=0
valable pour tout point C de la nappe C? donne IS¢ (xx — cr)der =0, les xi et
les cx étant les coordonnées respectives de P et de C. Cela veut dire que le
vecteur PC est orthogonal & tout déplacement infinitésimal du point C sui-
vant la nappe. En particulier, B étant un point du bord s%, le vecteur PB
est orthogonal aux déplacements {dB} de B suivant le bord. Or, ces déplace-
ments forment une variété linéaire 4 m — 2 dimensions. De leur cdté, les vecteurs
n et t sont aussi orthogonaux & cette variété ou, ce qui revient au méme, ortho-
gonaux au bord; la normale n puisqu’elle est orthogonale & la variété & m — 1
dimensions des déplacements suivant S dont {d B} fait partie, le vecteur t puis-
qu’il est, par définition, tangent i la trajectoire orthogonale issue de B. On en
conclut que les trois vecteurs BP, n et t appartiennent & un plan & deux di-
mensions, engendré par les droites orthogonales au bord au point B. Il en ré-
sulte que le vecteur BP pevt s'exprimer comme combinaison linéaire des vec-
teurs n et t. En désignant done, comme au n° 48, le vecteur B P par v, on
voit comme 1i que V=1y(n + t), d'ot, dans l'ordre d'idées du méme numéro, il
§’ensuit que

dR  dR
Tt =

52. Une solution explicite du probléme de Cauchy pour m = 2/, — Dans
tout ce qui suit, nous supposerons que m = 3 et alors, pour m pair, m = 4.
A partir de cette valeur, toutes les intégrales figurant dans la solution générale
du n° 48 sont divergentes, et il faut, pour les obtenir sous forme finie, les inter-
préter par quelque méthode de prolongement analytique. L'expression explicite
pour I déduite au n° 49 nous fournit un procédé effectif de prolongement. En



L’intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy. 81

effet, en y appliquant (I — 1)-fois la formule (63) du n° 24 (démontrée au n° 42),
on voit immédiatement que

(13) w(P)=1%f, g, (P)=A"1ITf, g, h(P)=

:mA {ffd@+fgds+ fhds}

pg sP P

Cette expression met en évidence le principe de Huygens(') pour toute di-
mension d’ordre pair = 4. En effet, il ressort immédiatement de la formule (8)
que les dérivées de I™ ne dépendent que des valeurs que les données admettent
au voisinage infinitésimal de la nappe. Il en est donc ainsi de w = A'~1I™ pour
1= 2, c’est-a-dire m = 4. Dans le n° 55, nous déduirons le principe en question
directement de la solution générale (3) (n° 44).

53. Une solution explicite pour m =2 + 1. — L’application (itérée) de 1'opéra-
tion A & I™ conduit & des I, dont l'ordre est de la méme parité que m. Pour
un nombre impair m, elle ne conduira donc jamais & I2. Or on a

(14) | fﬁ"+1m(\l’)=jm;~+—l){ff1dQ+ /(g? ~th)dS},

Dy
toutes les intégrales étant manifestement convergentes. (Le facteur numérique
peut aussi s'écrire 2/(m — 1)! Wy, Ol wy est la surface totale de la sphére uni-

taire dans l'espace euclidien & m dimensions; ¢f. n° 31). On a alors pour la
solution du probléme de Cauchy

(r5) w(P)=1I%f, 9, h(P)= NI+ f, g, h(P).

54. Caractére invariantif des solutions obtenues. — Les solutions que nous
venons de déduire s'appliquent en particulier au deux cas classiques m =4 et
m = 3, traités par Kirchhoff et par Volterra. Dans sa critique instructive, adressée
aux solutions de ces auteurs, M. Hadamard(®) leur reproche que les noyaux utilisés
deviennent singuliers sur la ligne droite passant par le point P et paralléle a
l'axe des &, singularité artificielle et étrangére au probléme & resoudre En
particulier, le noyau de Volterra(’)

le & + V (@ — &) — (2y — &) — (xy — §3)2}
V(xz — &) + (w — &)
{") Cf. pour Vénoncé du principe I'Introduction et, en particulier, le n°® 55.
(®) HADAMARD 1, p. 96 et suiv.
(®) Cf. p. ex. GoursAT, Cours d'Awalyse III (1915), p. 162.
11—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 6 avril 1948.
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est une fonetion primitive par rapport 4 x, de la solution élémentaire »?!
= {{x, — )} — (z, — &) — (wy — &)?} %, cette fonction primitive étant choisie de
maniére qu’elle s’annule sur la nappe du cbne au sommet P.  Ce noyau, qui
présente une singularité logarithmique sur ladite ligne, donne lieu a trois inté-
grales convergentes, qu'il faut différentier par rapport & z,, pour arriver & la
solution définitive. Les reproches de M. Hadamard s'accentuent encore quand il
devient question de la généralisation aux dimensions impaires d’ordre supérieur,
due 4 M. Tedone. La il s'agit des intégrations itérées de la solution élémentaire
par rapport a4 x,, suivies d'un nombre égal de différentiations, appliquées aux
intégrales formées avec les noyaux correspondants.

Pour faire bien ressortir le point de vue de M. Hadamard, nous ne pouvons
faire mieux que de reproduire textuellement le passage suivant, concernant la
connexion éventuelle entre la ligne droite en question et le probléme dont
il §’agit:

« Les deux auteurs (Kirchhoff et Volterra) auraient évidemment vu que cette connexion était
lointaine, si, & 1'époque ou ils ont composé leurs travaux, la Science avait été en possession de
nos idées actuelles sur la Relativité. On sait maintenant qu’il n'y a pas de sens défini (ou, si on
préfere, qu'il y a une infinité de sens) a parler d'un point fixe de l'espace considéré & des instants
successifs, qu'il existe (comme on le savait méme auparavant) une infinité de transformations liné-
aires en x, ¥, z, t (ou =z, y, {) — formant le 'groupe de Lorentz — qui laissent notre équation aux
dérivées partielles invariante, et que de telles transformations ne changent pas le cone caracté-
ristique, mais peuvent transformer la droite en question en n’importe quelle autre droite, menée

par le sommet et & Vintérieur du cone caractéristique. Il est donc clair que cette droite n'a aucun
role spécial & jouer dans nos calculs, »

Les lecteurs qui connaissent la célébre solution de Volterra, et méme ceux qui ne
la connaissent que par nos indications sommaires, ne pourront manquer d'observer
que la méthode que nous venons d'exposer est trés apparentée a celle de Volterra.
Il y a pourtant une différence essentielle qui fait que notre méthode échappe
entiérement aux reproches de M. Hadamard. Cela tient au fait que l'opération
par laquelle on a passé des intégrales divergentes figurant dans 12 aux intégrales
convergentes dans I? ou I™*! (augmentation de l'exposant « dans r%™) et les
différentiations (A ou ses itérés) par lesquelles on retourne a 72 sont des opéra-
tions invariantives qui, par conséquent, n'introduisent aucune singularité étrangére
au probléme.

Avant d’abandonner cette méthode de solution, il nous parait utile d’observer
que les différentiations(!) faciles & écrire, qui y figurent, sont souvent difficiles

m—2 m—1

(!) Nous entendons par la les opérations A 2 et A2, respectivement.
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a exécuter. Il ne sera donc pas superflu d’indiquer d’autres solutions explicites
ou il n'intervient pas de telles différentiations. On peut tirer de telles solutions,
au moins en principe, des formules générales des n>s 31-—36, ou nous avons donné
le prolongement analytique de I¢ pour un indice e arbitraire. Or, ces formules
étant adaptées aun cas général, il n'y avra pas de simplifications notables pour
a = 2. Nous reviendrons sur la question de solutions explicites en donnant une
solution de plus pour l'équation des ondes cylindriques au n° 56 et des solutions
sous la forme de potentiels retardés pour les dimensions d’ordre pair au n° 57.

55. Propriétés de la solution générale. Principe de Huygens., Diffusion des
ondes. — En étudiant la solution générale

(3) u(P)=I3f, g, h(P),

donnée au n° 44, nous supposons dans la suite que m = 3. Pour m = 3, ce n'est
que lintégrale provenant de la double couche qui diverge, tandis que, & partir
de m =4, il en est de méme de toutes les intégrales figurant dans la solution.
En effet, on a montré au n° 15, que les deux premidres intégrales en ¢ di-
vergent pour e=m—2, et an n° 25, que la troisidme diverge méme pour
a<m. (Aux n* 50—51 on a étudié l'allure singulidre que cette intégrale pré-
sente pour ¢ =m.) Nous connaissons déji le role que le principe du prolonge-
ment analytique joue pour mettre notre solution sous forme finie et nous avons
déja rencontré des méthodes effectives de prolongement. A présent nous nous
proposons d'élucider l'allure générale de la solution sans effectuer aucun pro-
longement explicite. ‘

On voit par la forme méme de la solution que la valeur de u(P) dépend
uniquement des valeurs que les données admettent aux points @ situés a YVin-
térieur ou sur la frontiére du cone D” ou, pour parler avec M. Hadamard, points
qui sont «sous onde» (') par rapport & P. (Cela a d’ailleurs encore lieu pour m = 1
et m = 2.) En effet, notre solution est donnée par des intégrales étendues & un
domaine et une portion de surface, tous les deux compris dans le coéne rétro-
grade DP,

On sait aussi, par les travaux de M. Hadamard, qu'on a la un trait général
chez les solutions des équations que M. Hadamard appelle hyperboliques normales.(2)
La valeur de #(P) ne dépend que des valeurs des données admises aux points
qui sont sous onde par rapport i P.

(*) HApAMARD 1, p. 74.
(*) HADAMARD 1, p. 47 et 219. Cf. aussi le n® 565" du présent travail.
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Notre formule fait aussi nettement ressortir la différence fondamentale qui,
pour I'équation particuliére que nous traitons ici, a lieu entre les cas de m
impair et de m pair. Cette différence, & laquelle nous avons déja fait allusion
plusieurs fois, consiste en ce que, pour les dimensions paires, entre en vigueur le
principe de Huygens.

‘Remarquons d’abord que pour toute valeur paire de m (= 4), la fonction H,, (e)

at+2—m

223
(¢f. pour Hp(@) le n° 16). En effet, 'argument de cette fonction devient pour
=2 égal & (4 — m)/2, nombre égal & zéro ou & un entier négatif pour m pair
et = 4.

admet un pdle(!) au point ¢ =2, ce pdle provenant du facteur F(

Dans ces circonstances, on voit, méme sans effectuer aucun prolongement

explicite, que la valeur de u(P), c'est a-dire la valeur de I? f, g, h(P) pour a =2
ne pourra étre influencée par les valeurs que les données admettent & l'intérieur
du coéne DF. 1l suffit pour le voir d'adapter au cas actuel le raisonnement de
caractere intuitif fait dans 1'Introduction et relatif au cas linéaire, m = 1. La

on a montré que les opérateurs I° et 7" sont de caractére local, grice aux deux
x4

faits que l'intégrale f S(t)-(x —18)2"1dt (d > 0) ne cesse jamais de converger et
a

que le facteur 1/I'(¢) s’annule pour ¢ égal & zéro ou & un entier négatif. Mu-
tatts mutandeis, 11 en est de méme ici. En effet, si, dans le second membre de
I'expression de I? (formule (61) du n° 23), on n'étend l'intégration qu'a un do-
maine ou & une portion de surface arbitraires, snférieurs au sens strict au codne
D?*, les intégrales correspondantes ne cesseront jamais de converger. Multipliées
par 1/Hy(e), facteur s’annulant pour « = 2, elles n'apporteront donc aucune
contribution & la valeur finale 72 de I2. Ce point admis, l'intégrale spatiale
totale dans IZ devra dans I se réduire 4 une intégrale étendue & la nappe du cone
(ou, plus précisément, & une certaine portion de cette nappe) et les intégrales de
surface & des intégrales étendues A l'intersection s” de la nappe avec la surface S.(%)

Or, ce fait constitue précisément le principe de Huygens énoncé sous la forme
suivante: La solution u(P) ne dépend que des valeurs que les données admettent

(" La fonction Hy{a)=21" %) w'a pas de pole pour & =2. Le principe de Huygens, auquel
2 P p p

obéit le troisieme terme de la solution pour m = 2, dépend uniquement du fait que le noyan
dre=2/dn contient le facteur & — 2, qui s'annule pour & —>2; {¢/. les n° 47—48 et pour I les
n® 50—51).

(® Cf 1e n° 57,
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aux points de la nappe du cémne DT, points qui, suivant la terminologie de M.
Hadamard('), sont «juste en onde> par rapport au point P.

On peut aussi dire, pour citer I'Introduction, que le principe de Huygens
dérive du fait que l'opérateur IZ présente, pour m pair = 4, un caractére quasi
Zocal;. il n’y intervient que de tels points qui sont & distance zéro du point P.{%)

Pour m impair, la fonction H,(z) n’admet pas de pdle en « = 2. En effet,
il en est ainsi pour chacun des deux facteurs I' qui y interviennent. Notre
formule de solution devient en principe identique & celle de M. Hadamard(®),
la seule différence étant que nous interprétons les intégrales divergentes par
prolongement analytique, tandis que M. Hadamard le fait en appliquant sa mé-
thode de la partie finie. L’une ou l'autre des deux méthodes montre que, les
données étant générales, la solution, écrite sous forme finie, contient des inté-
grales étendues au volume entier DX et a la portion de surface entiére S”. On
‘a 14 ce quon appelle diffusion des ondes(*) ou encore 'apparition d'intégrales
részduelles.

56. Diffusion des ondes. (Suite). — La diffusion des ondes se présente en
particulier pour I'équation des ondes cylindriques (m = 3) et tout a fait inattendue
lors de sa découverte, elle fut mise en évidence par Volterra(°) moyennant la méthode
dont nous venons de donner un apercu au n° 54,

Dans la solution de cette équation, il n'y a pas lieu de faire de prolonge-
ment pour les intégrales spatiale et de simple couche qui sont convergentes

et s'écrivent, en tenant compte de ce que Hz(a)=2nTI'(e — 1) et par suite

H,(2) =2,
fgr‘ldS}-

sP

— I
Bigom=5{ [raq+
o5
On a la une intégrale triple et une intégrale double, toutes les deux «ré-
siduelles ». '

Pour obtenir le prolongement analytique de l'intégrale de double couche

(') HADAMARD 1, p. 74, 239, 324.

(*) Il en est de méme — les raisons sont analogues —, pour m pair, des opérateurs 1%k
entier positif, 2k =m — 2, et pour m impair, des opérateurs 13""'1, k entier, 2k+1=m — 2.
;% a, pour p entier =0, un ecaractére stricfement local, indépendamment de la parité de m.
En effet on a, d'aprés le n° 42, 127, g, h(P)=f(P) et I;2P £, g, h(P)= AP £ (P).

(*) HapaMarD 1, p. 227 (formule (39)).

(*) HapamAarD 1, p. 238.

(® VoLTERRA 1.
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sous une forme explicite, le plus commode sera de partir de l'intégrale (93)
du n° 31 (au lieu de la formule (107) du n° 32, modifiée selon les indications du
n° 33). Posons donc, dans les notations des nos 27—33,

— a—m

I20,0,h{P)= o) fh(a)rg”2dﬂ.
sP

La sphére unitaire w,—1 donnée par la formule (99) du n° 31 se réduit ici
4 une circonférence de rayon 1. En introduisant I'angle azimutal @, on peut
exprimer les coordonnées des points z de H par les formules

g=—3({t 1) p=—3(t —1t) cos @, z5=—}(t7T — ) sin O.

Pour chaque valeur déterminée de @, le point z déerit un méridien (') sur H.
La projection {centrale au centre P) d'un tel méridien sera une certaine ligne
I, qui coupe l'intersection s* de S et de la nappe CP du cone D? en un
certain point b, point qu'on fait correspondre i tous les points a de la ligne [
Tandis que ces points a dépendent encore de { ou de T =1}, a=2a(T, @), le
point b ne dépend que de @, b=Db(®).

Spécialisons l'intégrale ci-dessus, en y posant m = 3, et notons qu'elle con-
verge pour a > m = 3. Kerivons aussi, d’aprés la formule (72) du n° 27

7ﬂa=r—ta"t=va't=vaT%.

Cela étant admis, il vient

(16)  Igo0 h(P)'=a_3fh(a)r“‘2dH=a~——3fh(a)v“-2 % dH,
’ H; (e) * Hy (o) a

Ecrivons

(17) h(a) vi%=(h@v2~2 — h(D)vE?) + h(b)ve-?

et, d’aprés la formule (99) du n° 81, avec m = 3,
a—2 a—5

(18) T2 dH=}-T2 -1—T)dTdo.

Le dernier terme de (17), indépendant de 7T, introduit dans (16), donne alors,
d’'abord pour a > 3 '

() Ces méridiens dépendent évidemment du choix de 'axe des &£;.
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27 1 .
ufh(b)v‘g‘zd@-fl'?;_s(l —T)dT
4 Hy (o)

0 1)

?n
- a3 -]h(b)vg--2d¢p.
o (a)~a_3-a— 1 ;
4 i1y 2 >

Vu que H,(2) =2, il en devient par prolongement analytiqne, pour e=2,

27

[h(b)dm.

27,
0

I

Il s’ensuit finalement

’ 2z
120,0,h (P) = —if(h(a)—h(b))dlf+%v[h(b)dtp.
' P 0

8

Le premier terme du second membre peut, d’aprés (18), aussi s’écrire

2 1
I

- / da)f(h(a) — ) T 1 — T)dT.
0 o

On voit, soit par la derniére formule, soit par les évaluations des n° 32 et 33
qu'il suffit largement pour la validité des expressions obtenues que h(a) et S(a)
admettent des dérivées partielles continues du premier ordre. (')

L’intégrale double, figurant dans la solution, est encore une intégrale ré-
siduelle. (*)

Les recherches de M. Hadamard, continuant celles de Volterra, ont montré
clairement que, dans la théorie générale des équations linéaires hyperboliques

normales du second ordre, i coefficients constants ou variables, c’est la diffusion
des ondes qui fait la régle et son absence qui fait 1'exception. (%)

(") Cf. 1a note (), p. §I.

() Il y a lien de mentionner & cette occasion que MM, Baker et Copson ont appliqué
notre méthode d'une maniére explicite 4 I'équation des ondes cylindriques en élucidant les prin-
cipes aussi pour des cas plus généraux. (BAKER-CopsoN, The Mathematical Theory of Huygens’
Principle, Oxford 1939, p. 54—67.) Je tiens a les remercier de leur intérét, d'autant plus re-
marguable, que ce n'était qu'un résumé trés préeaire de la méthode (RiEsz 1) qu'ils avaient 2
leur disposition. :

(*) Pour des coefficients constants, on trouve la démonstration dans le numéro suivant; pour
des coefficients variables, voir le dernier Chapitre. M. Hadamard a émis I'bypothése que les seules
équations du second ordre obéissant au principe de Huygens sont celles qui contiennent un nombre
pair de variables indépendantes et qui, par des transformations ponctuelles de ces variables et
par la multiplication de la fonction inconnue avec une fonction convenable, peuvent se réduire a
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Or, c'est précisement ce dernier cas, exceptionnel au point de vue de la
théorie générale, qui a lieu pour l'équation des ondes dans tout espace — ou
mieux, dans tout untvers — a4 une dimension dordre pair. Cet état des choses est
d'une importance capitale pour le monde physique, régi dans ses manifestations
les plus nettes, telles les phénoménes électro-magnétiques — y compris la lu-
miére — par l'équation des ondes sphériques.(*)

56%*. Equation des ondes amorties. — Etant donnée une équation aux dérivées partielles,
linéaire et du second ordre, nous dirons, avec M. Hadamard(?), qu'il s’agit d'une équation hyper-
bolique normale, si la forme quadratique formée avec les coefficients des dérivées du second ordre
— transformée en somme de carrés — contient m carrés qui ont fous, sauf un, le méme signe.

Il est facile de faire voir que toute équation hyperbolique normale & coefficients constants
se réduit seit A l'équation des ondes Au = f, soit & I'équation des ondes amorties Au + pu =f,
oll u # o est constant. On montre ensuite que cette derniére équation conduit toujours i des inté-
grales résiduelles, et cela Indépendamment de la parité de m. On aura ainsi pour le cas des co-
efficients constants confirmé le fait annoncé au numeéro précédent.

L’équation générale (4 coefficients constants) ayant été, par une substitution linéaire des vari-
ables indépendantes, mise sous la forme

- .-10%u - .-1p Ou

. 2 B, —— 4+ Cu=f

% ogm T2 2% By TOv=S
1

on pose
m
2 B’C ﬂ‘k m 1
el =E,Eu=v,0——25k- B2~=ﬂ=7~2, Ef=g
1
et on obtient 1'éqnation
(19) A4+ v=g.(%

Comme nous lavons fait au chapitre IIT, en y partant de l'opérateur A, nous définirons ici
une intégration d'ordre fractionnaire rattachée a l'opérateur A -+ A% Le noyau correspondant Wa
remplira, entre autres choses, la relation

A+ wet2= we

Nous écrirons d’abord les formules définitives et indiqueront ensuite la voie qui conduit au
noyau en question. Considérons, pour commencer, la fonction de Bessel d'ordre #

I'équation des ondes. Myron Mathisson, qu'une mort prématurée a empéché de poursuivre ses
importantes recherches, a vérific cette hypothése dans le cas ou les coefficients des termes du
second ordre sont constants. Quant au principe de Huygens pour les équations hyperboligues
d'ordre supérieur 4 deux, on pourra consulter les travaux de M. Petrowsky et de M. Girding.
(Pour les travaux des trois auteurs cités voir la Bibliographie.)

() Pour cette observation, remontant & Boussinesq, ¢f. GoUrsaT, Cours d’ Analyse III (1915),
p. 109.

(®) HADAMARD 1, p. 47 et 219,

(®) Cf. p. ex. HADAMARD, 1, p. 148.
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(— 1n)pzn+2p
(20) Tn(e) = Z, 2+20.pl Pn+p 1)
=0
et posons, avec les notations du n° 14(%),
1 g—m
Ay ) 2
« __ (req
(21) WHE, Q)= m-2 a+m-2 Ja—m(ArPQ)

dans le cone rétrograde an sommet P et nul ailleurs. On trouve alors, en appliquant le dévelop-
pement en série (20) que pour r # 0

Ap+ ) W= (a0 +27) W2 = WE
et en particulier
Q@+ Wr=o.
L’intégrale
I (P = f FQ WP Qe

pg

satisfait aux relations
¢ 18 _ jet at+2 _ ya
I I = 157 et (ap+ ) I = 1),
dont la premiere exige en général que S soit d'orientation d'espace ou gue Dg se confonde avec

le cone entier DP,
La formule de Green sera de la méme forme qu'au chapitre 1II. En posant done

Izmﬁg,h<P>=ff(Q> W, Q)dQ+f{y(Q) wee @ -h@ T Fhas,

P P
DS S

on aura l'identité

Iyu(P =T @+ 2y u, T u(P).
On a aussi dans le cas actuel la relation importante

e k(P =f(P).

En rapprochant les deux derniéres formules, on obtient l'identité

du
(22) u(P)=I;(;)(A+Az) U o u(P),

qui, si l'on y porte les données, doit fournir la solution du probléme de Cauchy correspondant.
On voit de suite par le développement (20) et par la formule (21) que les facteurs I” figurant
dans les dénominateurs des termes constituant W ® n'ont pas de pdles en & = 2 pour m impair,

(*) Cf. M. Riesz 2, derniéres formules de la Note additionnelle.
12—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 6 avril 1948,
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. . R . m
et que, pour m pair, ces termes n'admettent de pdles en ¢ =2 que 8i l'on a p = 2 2. Ce ne
sont donc que ces tfermes-la, complétés, en ce qui concerne la double couche, et cela pour des
raisons expliquées au n® 15, par le terme correspondant & p =3 I, qui donnent lieu au prin-

cipe de Huygens. Tous les autres termes, en nombre infini, fournissent des intégrales résiduelles
(convergentes) étendues 4 D}; ou a4 SP,

Il nous reste & indiquer comment on arrive au noyau (19). On peut le faire par la théorie
de l'intégrale de Fourier, en exigeant que l'opération I&), étendue au cone rétrograde entier et

b,

appliquée &4 une fonction de la forme ¢ Tk, avee

b= b+ ib}, et Teg b2 >0, b} >0,

reproduise cette fonction multipliée par

o _E_p o o
A PN Y e P
p=0\ P

L'opérateur I%* dérivant du noyan re—m/H, («), I'opérateur I&) doit dériver dn noyan

x « gt2p—m

a __ - 21)______—.,
(23) w _2 z)4 H, (e +2p)
p=0\ P

qui est identique # celui donné par la formule {21).

57., Potentiels retardés. — Considérons d’abord, pour une dimension m arbi-
traire, I'intégrale convergente pour ¢ >m —2

1f(B =g [ 1@ e,
ng

oll, comme d'ordinaire, P=x, @ =§&. KEnvisageons, dans l'ordre d’idées du n°
31, le demi-hyperboloide au centre X et de rayon r, c'est-a-dire (X — &) =7,
§i —x, <o, et posons la notation H, pour la portion de cette surface qui est
intérieure au domaine DZ. Eu égard a la relation évidente (¢f. la formule (89)
du n° 31)
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dQ=dH,-dr=éd’—%q'-dR (R=1rY),
on peut écrire
1 —m d H,
(24) PAP =g [ KT aR [ 1@
H"

ot R, désigne le maximum de R en Df. Si 'on pose encore

(25) [r @ = () ot (R 2 A%O) . g

,
HT
on aura, d'aprés la formule (13) du n° 5,

LI

$ A% ) _R,?
Hm(a)z kU a—m
2

(26) Ief(P) = ——— f (ACR)— m(R)R 5 dR +
‘ ZHM(a)O +E+1

formule qui fournit le prolongement analytique de I*f(P).

Nous ne nous sommes préoccupés ni de l'existence, ni de la continuité des
dérivées A®(R), ni méme de la signification de A (o) et des A® (o). En ce qui
concerne le premier point, on peut sans doute démontrer par les méthodes des
n* 27—29 que, dans nos conditions usuelles, les quantités en question existent
et possédent les propriétés désirées. Pour des surfaces S trés simples, p. ex. un
plan d’espace, la chose devient, pour ainsi dire, évidente, puisque l'intersection
de H, avec § devient trés simple. D’autre part, dans le cas général, les calculs
seraient certainement assez pénibles, surtout pour les dérivées d’ordre supérieur.
Nous verrons i l'instant que, pour I*® et méme pour I? et pour la dimension
m =4, les difficultés de calcul disparaissent entiérement, au moins en ce qui
concerne l'intégrale de volume et la simple couche, dont nous allons nous occuper
tout a I'heure.

Le second point auquel nous venons de faire allusion, & savoir la significa-
tion de A(o) (et des A®(0), est de la plus grande importance et dépend des
propriétés de la différentielle d H,/r.

Considérons d’abord, dans l'espace euclidien a m dimensjons, la sphére 2,
donnée par l'équation 2} + 25 + --- + 2z, =% Les cosinus directeurs de la normale
extérieure — ou les composantes de la normale wnitarre — étant 2x/r, on a, pour
I'élément d2Z, de cette sphére, la relation
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ldey ... dewl =" as,

ou, d'une maniére générale,

lde, ... dei-1dersr . . . denl =Lz7f—"d2,-.

Il est évident que des relations analogues ont lieu dans toute métrique quadra-
tique et que l'on a en particulier pour H, '
1) 45 .. ds_dH,
Ty 51 !

toutes les quantités étant positives. Cette formule met en évidence que le pre-
mier membre est invariant par toute transformation (lorentzienne) de coordon-
nées, il en étant ainsi pour le second membre. D'un autre c6té, le premier
membre garde sa signification aussi pour le cOne caractéristique au sommet P,
correspondant & 7 = o, tandis que le second membre, qui devient 0:0, la perd.

Nous terminons cette digression en indiquant pour le cone H,, qui n'est que
I'hyperboloide dégénéré (x — %)® = o, une interprétation géométrique du premier
membre de (27), qui met en évidence son caractére invariantif (d’ailleurs facile
4 établir par un calcul direct). Pour éviter toute confusion, nous désignons pour un
instant la mesure d'un élément d H, par |d H,|, en gardant la premiére notation
pour la variété géométrique (ensemble de points) en question — deux notions
que nous désignons d’habitude par la méme notation. Nous posons encore dH,
pour la projection de dH, sur le plan & = o dans la direction de 'axe des &,

et |dH,| pour la mesure de la projection. On aura alors, pour un élément d H,

|dHo|
1~
de |dH,|/r lorsque la variété dH, tend, point par point, vers la variété d H,.()

Si l'on désigne par CT la portion interceptée de la nappe par la surface

S, par C% la projection de C? sur le plan & =0 et par z un point arbitraire

autour du point v du céne, |dH,| = o, tandis que est la valeur limite

de C%, on pourra écrire par ce qui précéde

(28) Al0)= [ 7t e

(") Pour fixer les idées, on pourra établir une correspondance biunivoque entre les points
des Hr et ceux de H, par des droites paralléles 4 une direction de temps déterminée. '
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la différentielle, répétons-le, étant invariantive. En posant encore
! 2

m
L=

(i — 77:')2}?lj =,

on aura x, — 7y, =9 ou n, =x, — ¢, et A(0) pourra s'écrire sous la forme

any ... dnm

(289%) A0 = [7@=e o
ol

On voit que la continuité de f (et de S) suffit pour rendre légitime le pas-
sage & la limite ci-dessus. Ajoutons qu'il serait beaucoup plus compliqué de
donner des formules explicites pour les A®(0), mais on comprend que, dans des
conditions convenables, on pourra leur attribuer un sens bien défini.

Cela étant, retournons a la formule (26). En posant

— m—2 _
(20) TTETM_ g Hyl)= nT~2"“1-I’(-Z) r (“ Rk ﬂ)

2 2
m—2 a
=m 2 -2“‘1-1“(5)-1“(5),
ladite formule s’écrit
7 Ro n—1 4 X
I I AW (o) RE+6
@ — . _ ﬁ—l \ [ .
(&)  I=f(P) " et T ){](A(m wB)BFTAR + 2 =5 by ﬁ}
2% 2 I 2 0 k=0 .

Admettant dans la suite que m est un nombre pair = 4, nous allons cal-

- m 2 Y 2 Y :
culer I* f/(P). Pour « = 2, la valeur (3=»4 sera égale 4 zéro ou a un entier

négatif. En tenant compte des résultats du Chap. I, et surtout de la formule
(13%) du n° 5('), on obtient done

(30) AP = (= )5l o= Z ‘f,,(j) (),
47 2 47 2

En particulier, pour m = 4, eu égard a (28%), on arrive au potentiel retardé bien
connu

—4
(") Pour m =4, on n'a pas besoin de la formule {13, car A( 2 )(0) devient 4 (0) qui,
comme nous venons de le voir, peut s'obtenir par un passage i la limite.

7
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. A(0) 1 dnsdns dn,
bis 2 —_ TN — Pl & Bty L Sl & 38
(30%%) rfP) == "1 4ﬂl[f(acl @, 2 s, 1) .
Cs

Nous indiquons encore succinctement les relations correspondantes qui ont
lien pour nos intégrales de surface. Tout comme dans le n° 50, nous divisons
S?, moyennant son intersection avec I'hyperboloide (x — &) = d* en deux parties
et désignons par S la partie annulaire extérieure et par S la partie intérieure.
Notre but final étant de calculer I?, nous pourrons nous restreindre & S, puisque
la contribution de 8 & I? s'annule (vu que 1: Hp(2)=o0).

11 viendra pour la simple couche (voir pour les notations et pour la relation

dS=dsr-dl le n° 50)

2

- a—m
(B) I50,9,0(P)= - [gr«-Mds=* RTdeg %dsﬁ,
£R
dz

8§

_ 1 ;
B Hy(e) Hm(a)o

I 5—1
=mfzz‘ B(R)AR,

]

ot B(R) désigne I'intégrale étendue & s qui figure au troisiéme membre, et ol
B=(a+2—m)/2 comme dans la formule (29). La derniére intégrale converge
pour ¢ >m — 2 ou 8> 0 et son prolongement analytique s'obtient de la méme
maniére que celui de (24). Il vient (puisque I? = I?)

2 (— I)% (ﬂ;i)
(31) I,O,g,O(P)= ,m_«z'B (O)
2.7 2
et, en particulier, pour m = 4,
. _— B{o) I dl
bis 2 —_ —_ —
(31%%) I o, 9,0(P)="—— am) SaR®
P
Pour la double couche, on aura d’abord
dre—™ ma@r _e—m . dR
dn =la—m)r= dn 2 e an
et alors
= =1 drom o — (¢ —m) a=m_, /‘ dR dl
() Iz0,o0, h(P) Hm(a)fh in 5= S jR R | W g
5 ‘R
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a—m
2

Désignons la derniére intégrale par C(R), et posons cette fois-ci 8=
On trouve d’abord

F(a+ 22—m)=a—m.r(a—m)=ﬂr(ﬂ)’

2

ce qui donne
J2

— 1

() 6,0, h(P)= — iz [ B om R,
x 2 2071 (2) F(ﬂ)o
2
On en tire pour a =2 (ﬂ=2;m),
-2 m
—_ (1Y 9 —2 — 1Y9 m—2
(32) 120,0,h(P)= _ﬁ_%i O(T) (0)= L—:,—)_—z— C(_z_) (o)
’ 27 2 2T 2
et, en particulier, pour m = 4,
bis 2 — _I_
(325 15,0, K(P)=-1 ' (o).

On voit que If, g, h(P) s’exprime, d'une part, par les valeurs que f et

e, , m—
ses dérivées d'ordre = 4

admettent sur Cf et, d’'autre part, par celles que

‘e s ) — , —2 .
g et h et leurs dérivées d'ordre = m—zi et d'ordre = m , respectivement, ad-

mettent sur sP. L'expression de I? obéit donc au principe de Huygens, chose
évidente d’aprés ce qu'on a vu au n° 35.

Le Chap. V est consacré i une interprétation géométrique des formules (31%5)
et (320%).

58. La solution élémentaire. — Dans tout ce qui précéde, le lecteur cher-
cherait en vain(') un concept bien familier & tous les initiés, celui de la solution
élémentaire. (?)

En s’exprimant d'une maniére générale et assez vague, on entend par solu-
tion élémentaire d'une équation linéaire aux dérivées partielles une fonction ¥V

qui, dans une certaine région, satisfait & I'équation sans second membre et admet,

(") En réalité, il faut faire exception pour deux mentions concernunt les méthodes de Vol-
terra et de M. Tedone (n°® 54).

(*) Cette expression, dne a4 M. Hadamard, est 4 notre avis bien préférable & I'ancien terme
de solution fondamentale; ¢f. HapAMARD 1, p. XIIL
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dans un certain point une singularité d'un ordre d’infinitude convenable.(') Pour
fixer les idées, on a, dans la théorie de l'équation de Laplace, pour toute dimen-

sion m 7 2, comme solution élémentaire le potentiel élémentaire newtonien
V=gn r—™

Le plus naturel nous parait de choisir la constante numérique arbitraire gm
de fagon que la formule de Poisson reproduise la densité spatiale avec le coef-

ficient 1, c’'est-a-dire que Aff VdQ=f Par exemple, pour m = 3, la solution

élémentaire ainsi normée est _2717;" (Of. aussi le Chap. IT du présent travail.)

Une pareille solution élémentaire n'intervenait pas directement dans nos
considérations. Cette notion y a joué en quelque sorte le role d'un élément
idéal; du moins pour m = 4 (et en partie méme pour m =2 et 3). Nous enten-
dions ainsi par I*f — qui dans la théorie de l'opérateur de Laplace est (au
signe prés) identique au potentiel newtonien tel que nous l'avons défini — le
prolongement analytique de I*f, représenté, pour les valeurs assez grandes de «,
par des intégrales convergentes. Il s’ensuit que, silon veut parler d'une solation

élémentaire dans la théorie actuelle, cela ne peut étre que

(33)

N

ou

2— A 4
o m? ™ dans le cOne rétrograde,
o ailleurs,

I
m = Ha(2)

Pour m empair, il n’y a en réalité rien a objecter a cette solution élémen-
taire, si ce n'est que les intégrales formées avec elle sont divergentes pour m > 3,
et sont & interpréter par prolongement analytique — comme nous 'avons fait —,
ou par la méthode de la partie finie de M. Hadamard. Le facteur numérique
¥Ym a, nous le savons, une valeur finie # 0. Pour sa valeur explicite, il vient

par un calcul simple

r (m - 2)
1 m+1 2 m+1 1
S A R

ol wp-s signifie, comme d’habitude, la surface totale de la sphére unitaire dans
I'espace euclidien & m — 2 dimensions (¢f. la formule (8) du n° 6).

(") Pour des renseignements plus précis, ¢f. HADAMARD 1, p. 115 et suiv., en particulier p: 134.
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Pour m pair, on a y, = o0, et par conséquent la solution élémentaire apparait
sous la forme paradoxale

(35) | V=o-"m()

On peut préciser cette forme en posant

(36) V = lim ¢dp - 12+e™
&0
ou
P(m—z)
YR S SR W A SR S
I e =

La forme <« précisée>» de la solution élémentaire pour m pair est trés utile
dans le cas spécial — fort important au point de vue de la Physique —, m=4,
ol les intégrales spatiale et de simple couche convergent pour toute valeur de

@>2 et ol par conséquent on peut obtenir IZf, g, 0(P) par un passage 3 la
limite. On peut donc appliquer directement la formule (36) & l'évaluation de
ladite expression et déduire par 1& d’une maniére immédiate les potentiels re-
tardés correspondants, sans faire le détour par la théorie générale. D’autre part,
on peut aussi appliquer la formule en question & I'évaluation des intégrales de
simples couches, ces derniéres étalées sur des variétés & dimension 1 ou 2, en
particulier sur une «ligne d'univers». On arrive par la aisément au potentiel-
quadrivecteur connu sous le nom de potentiel de Liénard-Wiechert.(?)

59. Examen critique de la solution élémentaire. — Il est clair que, dans la
théorie du potentiel newtonien, relative a notre espace ordinaire a trois dimen-

sions, par exemple, il est & peu prés indifférent d’'écrire le potentiel sous sa

forme habituelle f Sr7td @ ou d'accepter la «réforme> que nous avons l'air

\

d’avoir préconisée, 4 savoir de le multiplier par — 1/4n. Le factear — 4n figu-
rerait dans le premier cas — comme il le fait, d’habitude — au second membre
de la formule de Poisson, ce qui ne serait pas un malheur trop grave. Les cir-
constances, ne sont-elles pas analogues dans la théorie actuelle? Y a-t-il aucune
différence 3 appliquer la formule (33) pour m impair et la formule (35) sous sa

(!) Une pareille forme paradoxale se présente, pour m pair, chez cenx des termes de W3
. ; m
défini par les formules (20) et (21) du n° 56%%, qui correspondent a p < 2 %

(®*) Cf. FREMBERG 2, Chapter 10 et le Chapitre VI du présent ounvrage.
13—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 7 avril 1948.
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forme précisée (36) pour m pair ou bien & poser simplement ¥V = 72~™ dans les
deux cas?

Cela revient a poser la définition modifiée I*f(P) = f S(Q) 1% dQ, cette der-
niére expression étant définie par un procédé de prolongement quelconque, p. ex.
prolongement analytique de 1'expression f f(Q,)r%mdQ, ou prolongement par
« partie finie ». Pour m impair, la différence serait minime, tout analogue a celle

rencontrée dans le cas newtonien. Il est pour ainsi dire évident qu'il en serait
tout autrement pour les dimensions d'ordre pair.

En effet, l'intégrale ffr“‘mdQ est égale & Hp(e)- I*f(P). D'autre part,
nous avons vu que le prolongement analytique de I°f(P) conduit, dans nos con
ditions, a des valeurs finies pour I?f(P) qui évidemment ne sont pas nulles en
général. Le facteur H,(a) possédant, pour m pair, un péle en a = 2, le pro-
longement de lexpression modifiée ne saurait fournir pour I°f(P) des valeurs
finies.

Il en serait de méme si au lieu de supprimer dans I¢ le facteur 1/Hp(e)
on le remplacait par un autre qui ne s’annule pas pour ¢ = 2.

Tel étant le cas pour le prolongement analytique, on peut se demander
comment se présente la question de la solution élémentaire si 1'on applique la
méthode de la partie finie. Or, c’est précisément 1'absence, dans les formules de
M. Hadamard, du facteur 1/Hn(e) — ou de facteurs qui se comportent d'une
maniére analogue au voisinage de ¢ =2 — qui faisait que cette derniére mé-
thode ne pouvait &’appliquer que dans le cas de m impair. ()

Pour m pair, on trouve dans le livre de M. Hadamard (p. 143) une solution
élémentaire qui n'est déterminée qu'a une solution réguliére additive prés, et
qui, dans le cas général de coefficients variables, renferme un terme logarithmique.
Nous allons montrer au dernier Chapitre de ce travail que cette solution élé-
mentaire se réduit dans le cas actuel — 4 ladite indétermination prés — a
Pexpression ¥V = d,-7*"™, dn étant précisement la valeur > o donnée par la
formule (37) du n° 58. La solution élémentaire en question ne pourra donc nous
rendre aucun service.

M. Hadamard(®) lui-méme a bien constaté (1, p. 287) que ladite solution
élémentaire n’'était pas utilisable dans la théorie générale et que par suite il lui

(*) Cf. HApAMARD 1, p. 190.
(*) Pour une autre méthode d’intégration voir HADAMARD 1, p. 316.
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fallait, pour m pair, recourir & la méthode de descente. Cette méthode consiste
& monter d’abord & une équation au nombre impair m + 1 de variables et d’en
redescendre & 1'équation originale.

60. Vérification de la solution. — En réalité, la formule (3) du n° 44, ap-
pelée dans ce qui précéde «formule de solution », n’est au point oit nous nous
trouvons qu'une transcription — consciemment illégitime — d'une formule de
représentation, & savoir de l'identité (2) du méme numéro. L’identité en question
permet d'exprimer la fonction w(P) par les valeurs que la fonction Aw admet
au domaine DY et que la fonction u elleméme et sa dérivée du/dn, prise sui-

vant la normale intérieure, admettent sur la portion de surface SP. La tran-
scription consistait en ce que nous avons, dans le second membre de la formule,
remplacé les quantités Au, du/dn, u par les données f, g, b, Appeler la formule
ainsi obtenue une formule de solution n’était pour nous qu'une facon commode
de parler — comme nous l'avons souligné dés le début de ce chapitre.

Or, dans I'hypothése que la surface S a une orientation d’'espace, admise
dans le cours de ce travail, sauf avis contraire, la formule dont il s'agit est une
vraie formule de solution, ce qui resterait i voir & présent. Voici quelques in-
dications sur ce sujet.

Chacun des trois termes dont le second membre de la formule (2) est com-
posé apporte sa propre contribution & la solution demandée, en ce qu’il donne
la solution compléte pour 1'une des données f, g, h et la solution nulle pour les
deux autres. Ainsi I%f, 0,0 résout complétement le probléme avec les données
S, 0,0 (Au=f, du/dn =0, u=0) et ainsi de suite.

Le probléme le plus difficile, lorsqu'on applique les méthodes habituelles,
différentes de celles de M. Hadamard et des notres, consiste & démontrer que
I'équation Au = f elle-méme est vérifiée, probléme qui chez nous se trouve résolu
par la formule (124) du n° 42. Il ne nous reste donc que les conditions aux
limites, & savoir la démonstration de ce que la fonction %, donnée par la for-
mule (3) et sa dérivée du/dn admettent sur la surface S les valeurs limites
respectives h et g. Or il en est certainement ainsi, grice 4 notre hypothése sur
l'orientation de S, bien entendu dans des conditions de dérivabilité suffisantes.
Cela tient au fait qu'en raison de ladite hypothése, les domaines d'intégration
D{ et SP deviennent infinitésimaux lorsque le point P s'approche indéfiniment

de la surface. Nous omettons ici la vérification détaillée des dites propriétés li-
mités des fonctions u et du/dn, vu que ces propriétés ont fait 'objet d'une étude
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soigneuse dans la Thése de M. Fremberg, a laquelle nous avons fait allusion plus
haut.(') Nous pouvons aussi renvoyer le lecteur au livre de M. Hadamard, tant
de fois cité, ol l'on trouve les vérifications nécessaires aux pages 249—2350 et
397—405 pour le cas général des équations hyperboliques normales & coefficients

variables.

61. Frontiére orientée damns le temps. — Une surface (ou une portion de
surface) est dite orientée dans le temps, si ses normales sont des droites d’espace.
Une coundition caractéristique équivalente est que la forme différentielle quadra-
tique X erd&; soit indéfinie en tout point (régulier) de cette surface.

P

Fig. 7.

Dans un ordre d’'idées général, considérons une frontiére S (d’orientation
arbitraire) pour laquelle il existe une région analogue & celle caractérisée dans
le deuxiéme alinéa du n° 43. Tout cone DT dont le sommet se trouve dans la

région en question devra délimiter avec la frontiére S un domaine borné D{.

On supposera aussi que les lignes droites issues des points P et intérieures 3
D, les génératrices du cOne y comprises, coupent S en un seul point sans lui

étre tangentes. Il est clair qu'une telle frontiére ne pourra, dans toute son
étendue, 8tre orientée dans le temps si elle n’admet aucun point singulier (point
sans plan tangent déterminé).

Cet état de choses est illustré par la fig. 7 ci-dessus, relative au cas de
m=2, ou les arcs B, (; et B, C; sont de caractére de temps et l'arc C, G, de
caractere d’espace. Les tangentes aux poinfs C, et C, sont des caractéristiques
(droites isotropes), paralléles aux génératrices PB, et P-B, respectivement. De

¢') FREMBERG 2, p. 54.
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telles frontiéres donnent lieu & des problémes aux limites mixtes, auxquels M.
Hadamard a voué des recherches assidues.(!) Comme on le verra dans la suite,
il n'y a lieu de poser le probléme de Cauchy — ou l'on donne u et du/dn —
que pour celle des parties d'une telle frontidre qui est orientée dans l'espace,
tandis que pour la partie orientée dans le temps, on aura i se contenter d'une
seule de ces données.

Si l'on admet des singularités, p.ex. un ou plusieurs points coniques, ou,
si 'on permet & la frontiére de s'étendre & l'infini dans la direction des & né-
gatifs, la frontiére peut étre orientée entiérement dans le temps, comme il res-
sort des fig. 8 et 9 ci-jointes. Un exemple explicite est celui d'un cone direct

Fig. 8.

Smai=o0, &, >0, N =1,0< —1I (¢=2,3,...,m). On comprendra par la suite
que pour une telle froutiére il ne peut étre question que d’'un probléme 3
une donnée aux limites unique, tout comme on pose, pour l'éguation de La-
place, le probléme de Dirichlet ou le probléme de Neumann (probléme hydro-
dynamigque).

Avant d’aborder cette question assez délicate, nous allons faire voir que
pour les frontieres orientées dans le temps, telles qu'on vient de les décrire et
assez réguliéres en général, l'identité (2) du n° 44 (notre point de départ pour
la solution du probléme de Cauchy) reste valide. Nous allons voir, en méme
temps, pourquoi cette identité ne conduit pas & une formule de solution pour de
telles frontiéres. Ajoutons que les considérations qui suivent seraient faciles &
étendre aux frontiéres de caractére mixte.

Remarquons d'abord que pour une frontiére orientée dans le temps il faudra
changer le signe de l'expression qui figure sous la racine carrée dans la défini-
tion de la quantité J (formule (34) du n° 21) pour rendre cette expression posi-
tive. Ce changement fait, toutes les formules des n> 21-—25 dont on a besoin

(") HapAMARD 1, p. 48—52, 337—347, 453—486; 2, p. 23—29.
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pourront étre conservées. Pour effectuer le prolongement analytique en présence
d’'un nombre fini de points singuliers on remplace les parties de S voisines des
singularités par de petites surfaces telles que la surface S modifiée soit suffisam-
ment dérivable. En appliquant les méthodes des n» 27—37, on peut former le
prolongement des intégrales modifiées. Si l'on observe encore que nos intégrales
étendues aux voisinages des points singuliers (supposés intérieurs & DY) ne cessent
jamais de converger, on voit que le prolongement des intégrales originales
s'obtient par un passage i la limite de celui des intégrales modifiées. Par ces

P

lim P

Fig. 9. La surface S de la figure est un cylindre portant (par derriére) le point @ = lim P.

considérations on a en particulier démontré que l'identité (2) reste valide dans
le cas actuel. (%)

Cette identité, conduit-elle & une solution, si I'on y porte les données f, g, h,
c'est-d-dire qu'on passe i la formule (3)? Elle y conduit en ce qui concerne
I'équation Awu = f, comme on le voit immédiatement. Supposons, pour simplifier,
que f=o0, de sorte qu'on n’ait a considérer dans I, que les deux intégrales de
surface, étendues a S” qui, pour ¢ =2 et pour m pair, se réduisent & des inté-
grales suivant l'intersection s? de la nappe CF avec la surface S, complétées,
pour m impair, par des intégrales étendues a S” elle-méme. Si P se rapproche
d'un point @ de la frontiére, S¥ et s¥ ne se rétréciront plus au point ¢, mais
tendront vers les variétés S? et s¢, & dimensions m — 1 et m — 2 respectivement.

() 8i le domaine s'étend & l'infini on prendra soin de faire des bypothéses convenables sur
Tallure de la fonction.
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Les intégrales correspondantes tendront vers des intégrales singulidres, auxquelles
on pourra en général donner un sens convenable. Postuler que 'expression limite
ainsi obtenue soit égale 4 la valeur prescrite /() en tout point @ de la fron-
tiére revient a poser une infinité de conditions pour les fonctions g et 2 gu'on
peut résumer par une équation intégrale de caractére singulier. Ces deux fone-
tions ne peuvent donc &tre données indépendamment l'une de l'autre.(') On
voit alors qu'il ne peut étre question que de donner a prior: une seule de ces
fonctions et de chercher a tirer I'autre de I'équation intégrale 4 laquelle on parait
étre arrivé. Or, on verra par les remarques qui vont suivre que l'esquisse ci-
dessus, tout en mettant en évidence 1'impossibilité du probléme de Cauchy, ne
pourra guére rendre de trop grands services quand il s'agit de résoudre le probléme
« correctement posé », conforme aux conditions actuelles, c'est-a-dire le probléme
ot une seule des données est prescrite, soit les valeurs limites de la fonction u
elle-méme.

En effet, la situation est tout analogue & celle qui interviendrait si 1'on
voulait résoudre le probléme de Dirichlet par la formule ordinaire de Green,

1
1 d; Idu)
u(P)=4—nf U as.

La aussi, on aboutirait a une équation intégrale entre les valeurs limites ad-
missibles de u et de du/dn, les intégrales étant cette fois étendues 3 la sur-
face totale S. Cette équation intégrale, qui présente des singularités assez faibles,
est trés facile & écrire. Néanmoins, il n’est pas trop facile d’en tirer soit la
résolution effective du probléme de Dirichlet, soit un théoréme d'existence. Dans
le cas actuel, I'équation & laquelle on arrive par l'aper¢u de nature tout a fait
théorique que nous venons de donner, est de caractére incomparablement plus
singulier que dans le cas du probleme de Dirichlet, et il parait difficile de
parvenir dans cette voie & une solution effective ou méme i une démonstration
d’existence.

Terminons cet exposé de caractére bien négatif en rappelant que Goursat ()
a résolu le probléme dont il s’agit, dans des conditions trés gémérales, pour le
cas du plan (m=2). La frontiére considérée par Goursat devient identique a

(") En conséquence, la formule célebre de Kirchhoff ne peut étre considérée comme une
formule de solution. Cf. HADAMARD 1, p. 332.
(*) GoursaT III (1915), p. 123 et suiv.
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02
celle représentée par notre fig. 8, si l'on remplace son opérateur ———— par
dx,0x,
2 32
Yopérateur Fy=hadrynl La structure de la solution trés remarquable de Goursat
1 2

fait pressentir les difficultés auxquelles on devra se heurter en attaquant le pro-
bléme concernant les dimensions d'ordre pair > 2. Les difficultés ne sauraient

étre moindres pour les dimensions impaires.

62. Frontiére caractéristique. — Considérons le cone caractéristique
X ek(é‘k - ak)2 =0

Pour tout déplacement (d ) tangent au cbne au point (&), on a manifestement
Zep(5i —ar)dEr=o0. Ce fait implique que le plan tangent mené & un codne ca-
ractéristique suivant l'une de ses génératrices et qui, par conséquent, contient
cette génératrice, 'admet aussi comme normale (et cela évidemment en tout point
appartenant 4 la génératrice). Il en résulte que de tels plans tangents contien-
nent toutes leurs normales, tandis que, pour tout autre plan, la normale menée
en un point n'a aucun autre point en commun avec le plan. N’oublions pas que
les génératrices en question sont identiques aux droites que nous avons appelées
isotropes (n° 14).

On donne le nom de plan caractéristique aux susdits plans tangents. L’équa-
tion d'un tel plan étant Zer§i— F=o0, on a J¢;'ai =0 et inversement. Daés

lors, en écrivant sous la forme
(38) S(§17 Ey ..., Em)=0

soit 1'équation d'un céne caractéristique, soit celle d'un plan caractéristique, on
voit que (38) entraine 'équation aux dérivées partielles

“ a 8\*
(39) 21, &t (0——&) =0.

Considérons maintenant, dans un ordre d’'idées général, une surface S donnée
par une équation de la forme (38). Si 1'équation (39) est remplie en chaque point
(régulier) de la surface, celleci est dite surface caractéristique. Voici quelques
indications sommaires sur les surfaces qu'on vient de définir.

La direction de la normale au point régulier (&) étant, en composantes
covariantes, donnée par les quantités 9 S/0&; (¢f. le n° 21), la condition (39) ex-
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prime que les normales d'une surface caractéristiques sont isotropes. Il n'y a
donc pas lieu de parler de normales unitaires. Nous allons faire voir que la
surface admet ses normales comme génératrices.(!) Il suffit & cet effet, de
montrer que toute courbe tracée sur la surface qui en chacun de ses points est
tangente 4 la normale menée en ce point & la surface est elle-méme une (portion
de) ligne droite.

En rapportant la surface a m — 1 parameétres, on établit facilement I'exis-
tence des courbes en question. Ce point admis et en posant pour abréger
08/0%; = Si, on aura & étudier les équations

&k d§k .
(40) S dr,

ol dz, défini par les premiers membres, est indépendant de k. En observant que
08:/0E=08;/05 et en tenant compte de (40), on obtient

@08k dE < 0S 0
(41) ZE_d_ Z ] Si=i5E

oi l'on a désigné par T le premier membre de (39). Or T étant par hypothése
identiquement nul sur la surface S=o0, on a, pour tout déplacement (d &) le long de
cette surface, Z 3L, d&=o0. Cela implique que le gradient de T est orthogonal

2 la surface. Il est done, & un facteur de proportionnalité prés, identique au
gradient de S, c’est-a-dire que

oT .08 _
et alors d’aprés (41)
a8y A

A étant indépendant de % On en tire par des quadratures que, pour j et %
arbitraires, le rapport S;: S est constant suivant la courbe; il en est donc de méme
de d§j:d&, ce qui veut dire que la courbe est une ligne droite, évidemment

(") L’équation (39) est équivalente au fait que la surface est, en chacun de ses points, tan-
gente & un céne caractéristique qui admet le point comme sommet. Le fait énoncé ici revient &
ce que les deux surfaces sont tangentes suivant une génératrice commune.

14-—48173. Acta mathematica. 8l. TImprimé le 7 avril 1948.
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isotrope, qui en tous ses points est normale & la surface. Le plan tangent res-
tant le méme suivant cette droite, la surface peut étre considérée comme une
surface développable.

Une frontidre caractéristique est formée d'une ou plusieurs portions de sur-
faces caractéristiques. Pour arriver & des frontiéres présentant le méme carac-
tére topologique que les frontiéres orientées dans le temps, considérées plus haut,
on aura encore & admettre des singularités.(’) On prendra p. ex. un diddre formé
de deux surfaces caractéristiques réguliéres, un polyédre a faces caractéristiques
et de préférence un cone caractéristique direct.

Les problémes aux limites conformes aux frontiéres caractéristiques sont en
quelque sorte intermédiaires entre ceux qui conviennent aux deux espéces de
frontiéres considérées plus haut. En effet, comme on le verra {aprés une légére
modification de la définition de dw/dn) 'une des deux données figurant d'habi-
tude dans le probléme de Cauchy détermine immédiatement l'autre (3 une con-
stante additive prés quant il s'agira de déterminer la fonction moyennant sa
dérivée).

Remarquons d'abord que, la normale étant isotrope, on ne pourra former la
dérivée du/dn puisque dn=o0. Peu importe; on pourra toujours former la
dérivée dans la direction de la normale (cf. les formules (43) ou (44) du n° 21)
et on le fera par rapport i une variable différente de la longueur identiquement
nulle du segment correspondant de la normale.

Tel étant le cas, on voit que, la normale faisant partie de la surface S, les
valears de #, une fois données sur S, déterminent la valeur de toute dérivée
prise suivant la direction de cette normale. La réciproque est aussi vraie, & une
constante additive prés. Il n'y a done lieu que de prescrire une seule des données
habituelles.

En nous contentant pour le cas général de ces indications sommaires, nous
allons, pour le cas particulier d'un cone caractéristique direct donner une solution
et une vérification complétes pour l'équation sans second membre. Le cas d'un
tel cone fera bien ressortir les traits essentiels du méme probléme posé pour des
frontiéres caractéristiques plus générales. Ajoutons que la présence d'un second
membre, tout en nécessitant des calenls supplémentaires, n’aménerait aucune
difficulté essentielle.

(') Cf. HapAMARD 1, p. 253.
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63. Probléme aux limites pour un cdne caractéristique direct.(!) — Nous
allons démontrer que 1'équation Au = 0 admet une solution et une seule, si l'on
prescrit les valeurs de u — ces valeurs étant suffisamment dérivables — sur la
surface S d'un cdne caractéristique direct.(*) Plus précisement, si les valeurs sont
prescrites sur une portion S de S, la valeur de u sera déterminée en tout point
P tel que la portion SP découpée de S par le cone rétrograde DT est inté-
rieure & S.

La solution de notre probléme reposait, dans ce qui précéde, essentiellement
sur la formule de Green (formule {(60) du n° 22 ou formule (61%5) du n° 23). Or
il entre dans cette formule deux éléments géométriques qui ne peuvent nous
gervir dans le cas actuel; ce sont 1'élément de surface dS dans le numérateur et
l'élément de la normale dx dans le dénominateur, tous les deux étant nuls
lorsque la surface est caractéristique. A l'aide de l'angle solide au sommet P, il
est facile de donner & la formule de Green une forme qui est intéressante sous
le point de vue général et qui est applicable aussi dans le cas ou nous nous
trouvons.

Considérons, dans nos notations usuelles, le domaine Df, la surface § étant,
jusqu'a nouvel ordre et pour fixer les idées, une surface d'espace. Les fonctions «
et v étant suffisamment dérivables, dans Df, et v s'annulant avec ses dérivées
du premier ordre sur la portion de nappe C%, on peut écrire la formule géné-
rale (41) du n° 21

(44) f(uAv—vAu)dQ=[(u%%—vg—:)dS,
5

P
Dy

la dérivation étant cette fois-ci faite suivant la normale extérieure. On peut
maintenant introduire I'élément d'angle solide d H au sommet P et écrire, dans des
notations légérement modifiées, en vertu de la formule (93) du n° 31,

-1
dH=r-"%" .08 ou 4§ =rm ﬂ) dH.
dn dn
En portant cela dans la formule (44), on aura, avec la notation

@E.(@:)“_Q.d_’z_dnf’
dn \dn] ~— dn dr  dar’

(45)

(') Nous admettons dans les n° 63—64 que les & ont leurs valeurs originales, & =1, &
R —— f B e I'
m

(*) Cf. pour ce probléeme D'ADHEMAR 1.
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(45) f(MAU'—‘UAu)dQ=f(u%—v?i’;:)rm-ldﬂ"
I)g s

\

La quantité r, par rapport & laquelle on effectue la différentiation étant
scalaire, on n’a pas besoin (dans nos conditions de dérivabilité usuelles) de dis-
tinguer ici entre les deux sens de la normale; la différentiation se fait simple-
ment dans la deirection de la normale.

La formule ci-dessus reste évidemment valide, si S signifie le cone direct
considéré plus haut, comme on le voit par un passage & la limite facile(*). Pour
simplifier les calculs qui suivent, admettons que le sommet du cone direct S se
trouve & l'origine O, ce qui ne restreint pas la généralité. Nous allons exprimer
I'élément d H relatif & § par d'autres éléments géométriques rattachés i ce cone.
L'intersection (®) s* (& m — 2 dimensions) des cones au sommet O et au sommet
P=x est évidemment située dans un plan & m — 1 dimensions, orthogonal aun
rayon-vecteur X et passant par le point X/2. (s* n’est qu'une sphére de carac-
tére euclidien au centre X/2, comme on le verra au prochain numéro.)

L'intersection s” comprend ceux des points & de S qui satisfont d la rela-
tion 7p;=r.;=0. Nous considérons sur S les deux variétés o et o/, homothé-
tiques 4 sP qui sont caractérisées(®) par les relations respectives r.z=r et
rzs=1r + dr, ces derniéres quantités étant fixées jusqu'a nouvel ordre. Nous
allons maintenant calculer 1'’angle solide total sous lequel la zone de § délimitée
par ¢ et o est vue du point P. On aurait donc & projeter (tout comme au n°
27) la zone en question sur 'hyperboloide x + H. Il est pourtant plus commode
d'évaluer la projection faite sur 'hyperboloide x + r H, dont o fait partie. Cette
projection-la qui, pour des raisons d’homothétie, est égale 4 1'angle total cherché,
multiplié par »™~!, peut étre évaluée par les considérations suivantes, ou l'on se
servira, avec un grand avantage, de la fig. 10 ci-jointe.

Un segment de génératrice A A’, découpé par o et ¢, sera projeté dans un
arc AA”, dont nous désignons la longueur par dz. Dés lors, en désignant encore
par o la mesure totale de la variété o, la projection aura (en premiére approxima-
tion) la mesure ods. Nous allons démontrer que dv = dr et obtenir ainsi, pour
la valeur cherchée, 1'expression o-dr.

(') On pent arriver an méme résultat en partant de la formule de Green écrite sous sa
forme affine, formule (32) du n°® 20.

{*) Pour certains détails concernant les propriétés de sP énumérées ici, voir le n° 64.

(®) 11 est évident que les variétés o et ¢’ font partie de deux plans respectifs paralleles an
plan qui contient 8P,
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>

Fig. 10.

En effet, les points P, 4", A’ se trouvant en ligne droite, la longueur du
segment 4”4’ sera la différence entre les longueurs de PA’ et PA”, c’est-d-dire
égale & » + dr —r =dr. Notons en outre, que 4”4’, étant normal i 'hyper-
boloide, est en méme temps orthogonal & 4”4 et de plus que A”A’, 4”4, A'A
sont respectivement segment de temps, segment d’espace et segment isotrope (tous
infinitésimaux). Ep exprimant que 4’4 a la longueur o, on trouve d7* —d+*=o,
c'est-d-dire que dv=dr.

La projection d'un élément qui est infinitésimal dans tous les sens se trouve
par le méme raisonnement. Ainsi, la projection d'un élément & m — 1 dimen-
gions, constitué par les segments de génératrices issus des points d'un élément
infinitésimal do de ¢ est do-dr, ce qui donne enfin, en écrivant, pour préciser,
do, au lieu de do

(47) rm1dH=do, dr.

Observons encore que dans (46) la différentiation par rapport & » suivant
la direction normale n’est, lorsqu'il s’agit d'un cdne caractéristique, qu'une diffé-
rentiation dans la direction des génératrices — opération que nous désignerons
désormais par d/dr. Cette convention posée et portant (47) dans la formule (46),
on trouve enfin

8
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I dv du
f(qu,-—vAu)dQ-—f{f(uE?—zrd—;)da,}d;,
D,I; 0 o

ou l'on a désigné par r, la valeur que » admet au sommet O,
(48) ro = (x*).

Nous introduisons encore R =1 & c6té de r, posant en particulier

(48%) R, = rj=x2
dv dv c .
On aura, pour commencer, T d1'=a—RdR. En outre, R varie d'une maniére

linéaire sur toute génératrice, ce qui présente un avantage considérable. En effet,
& variant sur une génératrice de S, on a

(49) B=(x—§'=x*—2x§=R,—2x§.

Nous rapportons maintenant chaque point § de la portion de surface S¥ au_
point b dans lequel la génératrice O coupe s*. Nous avons 13 m — 2 para-
métres. Le dernier paramétre sera la valeur R = R.; (carré de la distance lo-
rentzienne entre X et §). En observant, de plus, que la quantité I—R-%i varie

0
aussi d'une maniére linéaire sur toute génératrice, qu'elle s'annule au sommet O
(od R = R,) et qu'elle est = 1 aux points de s¥ (oi R = 0), il vient par homothétie

R\m-3
dO'r"—' (I_R_o) ds)

ou ds désigne 'édlément de s¥. On a done, eu égard aux remarques qui précédent,

Ry
, dv- du\ { R\m-3
(50) f(MA'l/—tAft)dQ—[de(ug“E*Uﬁ)(I—R—o) dR.
s 0

P
Dg
Nous spécialisons maintenant la fonction v en posant

at+2—-m
pati-m R_T'
T Hule+2) Huple+2)

v
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ou & > m jusqu'a nouvel ordre. Il vient alors

(51) I*u(P)= I+ Au(P)

Ry
1 - d a+2-m du a+2—m R m—2
+H—m(a+7>fd3f(“'—mﬂ s A )(‘”E) iR
sP 0

= I+2 Au(P) + U+ (P).

On voit facilement que les intégrales figurant dans la formule convergent toutes
et que la formule reste valable jusqua e« >m — 2.
En supposant que Au = 0, notre formule se réduit a

(52) IFu(P) = U=+*(P),
et en particulier (par prolongement analytique) a

(53) u(P) = U*(P).

Le prolongement analytique du premier membre peut étre effectué, tout
comme dans le cas d'une frontiére orientée dans l'espace (ou dans le temps) par
la méthode développée plus haut (ns 27—37 et p. 102). Il y aurait méme des
simplifications considérables, puisqu'on pourrait expliciter tous les calculs. En
particulier on trouve I°u(P)=u(P).

11 s’agit maintenant d’effectuer le prolongement analytique du second membre.

Posons pour abréger

— m—2
o THITR g 2T e (S22 < Kala + 2)

m—2 —
Hyu(a + 2)=n_2_2“+11‘(a _,2_ 2) I‘(a +i m)=Km(a + 2) I (8 + 1).

Nous allons d’abord transformer l'intégrale, par rapport a R, qui figure
dans l'expression (51) de U*t?. L'exposant de R dans cette expression étant g,

d’aprés la premiére des formules (54), écrivons

du ,, dR? ag @
I— - - = LM asepueny —ﬂ
0lRRl “4R B dR(uR )

D’autre part, en exprimant « par 8, on a e =28 + m — 2 et alors

I R

R T T B T

& g
ZROR )
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Cela posé, on obtient en intégrant par parties, grice au fait que le terme tout
intégré s'annule pour m > 2(!) et § assez grand (@ > o), et dés lors, par pro-
longement analytique, pour toute valeur de g,

fko(“% 3}23)( 170) =—fR"“'— uR- ﬂ)( 11:') 4R
fuR ﬂ—{Rﬁﬁ(l—%)m—z}dR=2of;(1—1%)7”— (gRﬁ— —?ERp)dR‘

Aprés p et p — 1 intégrations par parties exécutées respectivement sur

B e

et quelques simplifications évidentes, il vient, en tenant compte de (54),

(55) Us**(P) = Km fds{[op]*' r(ﬂ+ .f( ’

avec les notations

50 A= (v (=) ) =mr(i—g) D@,

0

‘) Rétr-14 R}

(57) Dﬂ&):iBg%.(R_Ro)h’ ot Bp = (}?;)( (m — 3)!

= m—3—p+h)!
p~1 ;
— P @ ) BT
(58) CP—E‘#}(A-:-ZROA )F(ﬂ+i+1)

Pour des applications ultérieures, observons déja ici que la comparaison -entre
les deux expressions de AP donne aussi

j4
(57%) Dr(g) = (R — Ryf-tn=s9 -2 (u- (B~ By).
L'intégrale par rapport & R dans (53) est convergente lorsque §+p—1>—1, 0u

formule (54)) p>—g=13%(m—2—a), ce quon admettra dans la suite. D’autre

(*) Le cas de m = 2, ou l'équation Au = o admet la solution évidente u = F(x; + ap)
+ G (xy — x2) (F et G arbitraires), sera définitivement laissé de coté.
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part, le terme tout intégré s’'annule pour R =o0, lorsque 8 est assez grand, et
dés lors, par prolongement analytique, comme plus haut, pour toute valeur de 8.
Pour R = R,, ce terme s'évanouit quand p = m — 3, tandis que, quand p > m — 3,
il contient la valeur de la fonction u et de certaines de ses dérivées au sommet
O de notre cone direct (ainsi que certaines puissances de R,). Nous donnerons
tout & l'heure des formules explicites pour ce terme dans deux cas particuliers
(m=13 et 4).

C’est 'expression de U*(P) qui, en raison de la relation (53), nous intéresse
en premier lieu. Nous le tirons de la formule (55) en y posant a =o0. Or, juste-
ment pour cette valeurla de «, il y aura une simplification considérable dans
toutes nos formules, en tant que les termes qui contiennent ¢ en facteur dis-
paraitront. — Dans l'examen détaillé de U?(P), nous aurons, comme d'habitude,
3 distinguer les cas de m impair et pair.

L : m tmparr, m =21+ 1.

Nous aurons & poser dans la formule (35) a=o0, g=(2—m)/2=}—1L
Choisissons p=1, on aura §+p—1=—1} et l'intégrale suivant R dans (55)
sera convergente. En admettant d’abord que m > 3oul>1,onap=1l<m—3
=2]—2, ce qui fait que le terme tout intégré dans (55) s’annule (¢f. (56)
et (58). En tenant compte de (54), on trouve 3 K,(2)= "% I @+ p)
=TI} —1+1)=r(}) ==t ce qui nous fournit (¢f. (53)

Ry
(59) w(P)= U*(P)=ﬂi,fds fA’R—*dR,
o 0

A étant donné par les formules (56) et (57).
T Le cas particulier m = 3.

Ici, I est=1 et =1 —1=—1 Tout se passe comme dans le cas général,
sauf que le terme tout intégré dans (55) n'est pas nul. On a d’aprés (56) et (58)
Cr=C'=A"RE/T(B+ 1)=wu-(=mR)" ! d'otu en désignant la valeur de « au som-
met O de notre cone direct par u(0) (cette valeur correspond dans le terme
tout intégré 4 R = R,)

wig o 20 2
[er] __—(7'51‘)0)1r et Ks(z)

15—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 4 juin 1948,

ok — 2 %(0) _ u(0)
(O = Ry R
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La mesure totale de s” étant R}z, la contribution & % (P ) du terme tout intégré
sera %(0). D’autre part, dans l'intégrale figurant dans (59) on aura i poser,
d’aprés (56), A'= A'=—du/dR. 1l s’ensuit la formule définitive

Ro
bis — J72 — __I_ ﬂ ~-%
(59%%) ‘ w(P)= U*(P)=u(0) nfds dRR dR.
Jy

IL m pair, m= 21
On aura & poser dans les formules (55) et (56) a=o0, =1 —-1”2—'= 1—1,

3} Kn(2)=12"1. En choisissant p=1, il vient 8+ p=1, 8+ p—1=0. L'inté-
gration par rapport & B dans (55) pourra donc &tre exécutée sur le champ

(60) farar=—ra-9m

Admettons d'abord que m >4 oul>2;onadoncl—1<m—3=21—3 Dans
cette condition, le terme tout intégré dans la formule (60) s’annule pour R = R,,
comme on le voit immédiatement par (56). Il en sera de méme du terme tout
intégré dans la formule (55). Il ne nous reste donc que celui des termes tout
intégrés qui dans la formule (60) correspond i R = 0, c’est-d-dire anx points du
bord s'. Le résultat final sera donc

(61) w(P)=U*P) =~ [Al—lds,
»

ot l'on pourrait, pour préciser, écrire 4'~* = Alz! . En raison de (56), on a sur
le bord

ai-1 R\2i-3
-1 (- —_— =
(62) Algmg =(—1) de—l(u(I Ro) )(R=0)
-1
d"u
— Ri-1 11 «(— Ry
P (£78) e =0

11’ Le cas particulier m = 4.

Tei I==2, =1—1= —1 et les termes tout intégrés dans (60) et (55) sont
différents de o. Celui dans (60) est — A'(R,), tandis que dans (55) il faut
poser, d’aprés (58),
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1‘ ) R-1+¢
c? (Ro) = Z 4 (Ro)ﬁg = 4! (Ro)a
i=0

ce qui montre que les termes tout intégrés se détruisent. La formule {61) sub-
siste donc aussi pour m = 4. En explicitant (62), en obtient

Al ______df_(u(l——ﬁ)) =(l—-‘ﬂ) !
(R=0) iR R/ )=y \R, dR]@r=o

ce qui nous fournit, en supprimant I'affixe R=o,

(61%%) u(P) = U’(P)=7—Ef(i—g%)ds.(’)

8

I1 suffiit d'un coup d'ceil sur les formules générales (59) et (61) ou sur les
formules particuliéres (50%) et (61%) pour voir qu'il y a ici la méme différence
fondamentale entre les solutions relatives aux dimensions d’ordre impair et pair
que dans le cas d'une frontiére orientée dans l'espace.

64. Vérification de la solution. — Jusqu'd nouvel ordre, les formules géné-
rales (59) et (61) ou leurs cas particuliers (59%s) et (61%) — formules que, pour
abréger, nous citerons dans la suite par (50—61%) — ne sont que des identités
relatives 4 une fonction arbitraire (suffisamment dérivable) u, gui satisfait &
I'équation Awu=o0. Il faudra maintenant vérifier que, les valeurs limites (suffi-
samment dérivables) de # étant données sur (une portion S de} la surface S, la
fonction «(P) qu'on peut en former moyennant les formules citées satisfait a
I'équation Au =0 et admet sur § les valeurs limites prescrites.

Soit maintenant { une quantité qui varie d'une maniére linéaire sur une
génératrice et s'annule au sommet 0. Telles quantités sont p. ex. la coordonnée

£, les quantités géométriques R — R, ou 1 ——;;. Le point § étant considéré
0

comme fonction de ¢, on pourra former les expressions

Ll dhu
(63) t* dth =t dae’

(") Cette formule qui est un cas particulier d’'une formule générale, & laguelle est consacré le
Chapitre V, s’ensuit facilement de la formule de Poisson, concernant le cas ou la surface portant
les données de Cauchy est un plan &; = const. (voir le chapitre indiqué).
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Les expressions (63) sont indépendantes du choix de t, ¢'est-d-dire qu'elles ne dé-
pendent que de £. Le fait est évident; en effet, £ =17 ol 1= const., donne
=2 et d'u/dt" =A"*d"u/d. Il n'est pourtant pas inutile d’observer que,
si la fonction # admet des dérivées partielles par rapport aux & dans un certain
voisinage de S, on a, en égard A ¢-d&/dt =&, l'identité

. d*u a2 \*
bis h, T — —) .

oi la derniére expression est manifestement indépendante de {. Notons que le
premier membre fait voir que ladite expression ne dépend pas du systéme de
coordonnées non plus.
Cela posé, l'expression D? (&) qui figure dans les formules (56), (57) et (57')
pourra aussi s’écrire
L Py

dar
(64) Dr (g) = 2 Bg tha W = ¢~(m—p-3) W(u . tm—s) ]
h=0

En reprenant l'ordre d'idées général, la fonction u sera considérée comme suffi-
samment dérivable sur la portion S de S si les expressions (63) existent jusqu’a une
valeur assez élevée de h, qu'elles sont continues sur toute partie bornée et fermée
de S et quelles s'annulent au sommet pour h= 1. KEvidemment, dans ces condi-
tions-13, D? (&) est aussi continu sur toute partie bornée et fermée de S. On voit
par (63%) que les dites conditions sont largement remplies si # admet un nombre
suffisant de dérivées partielles continues au voisinage de S.

~ Les fonctions U?(P) figurant dans les formules (50—61%5) seront donc dés
maintenant & former avec des valeurs prescrites » suffisamment dérivables dans
le sens qu'on vient d’adopter. Tl est alors presque évident que ces fonctions
satisfont & 1'équation A U?(P)=o0. En effet, en imitant le raisonnement des
n 39—42, on voit facilement que A U®+?= U% et en particulier que A U*=U".

Or, U® contient le facteur I (g) au dénominateur (voir la formule (55) qui est

relative a U**? et ou il figure au dénominateur Ky (« + 2)= 7tm_;3- 20tl. p (a : 2)),
ce qui entraine que U°=o.

La vérification du fait que U?{P) admet les valeurs limites prescrites » est
beaucoup plus délicate et exige un examen attentif des formules explicites en
question. Il figure dans toutes ces formules l'intersection s” des deux codnes,
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variété que de temps en temps nous appellerons aussi bord de S, et que nous
allons maintenant paramétriser.(') Désignons par b les points de s” et, en méme
temps, les rayons vecteurs qui de l'origine ménent & ces points. Les vecteurs
b et x —b étant isotropes, le dernier puisque le vecteur menant de b & X est
‘un‘segment de génératrice du codne rétrograde, on a

(65) b?=o, (x — b} =o0.

Ces relations caractérisent les points b de s”. En les écrivant sous la forme
(x—b)?=0, (x —(x—D»)% on voit que deux points b et X — b appartiennent
a s” simultanément. On tire de (65)

x* R,

(66) (5, b) =2 =0

(pour R, voir la formule (48%%). La derniére relation étant linéaire en b, on voit
que s¥ est situé dans un plan (d’espace) IT qui est orthogonal au vecteur X et

qui passe par le point %. En posant, d'aprés (48) et (48%),

(67) Rg:”o, b_&__.f,Q.c,
on aura

.2 2 -2 22
ﬁ.c}:(b_—E)=b2_(b’x)+£A=o_1—ﬁ)+_o_-—__Q.
4 2 4

De (66), (67) et de la derniére formule, on tire pour le vecteur ¢ les relations
(68) (x,e)=0, = —1.

En résumé, on voit que le bord s” (variété & m — 2 dimensions) est une
sphére (de caractére euclidien) de centre x/2 et de rayon 7,/2, située dans le
plan II 3 m — 1 dimensions. Les vecteurs ¢ sont, de leur c6té, des vecteurs
unitaires; en plagant 1'une de leurs extrémités a 1'origine, 1'extrémité libre décrit
la sphére unitaire du plan II' mené par l'origine parallélement & I7, engendré
d’ailleurs par les droites menées par l'origine et orthogonales & X. En para-
métrisant cette derniére sphére, on en aura fait autant pour la sphére s*. Pour

(') 11 ne s'agira que d’'une paramétrisation légére, adaptée & nos besoins.
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y arriver, nous nous servirons de la méthode par laquelle on construit un sys-
téme de coordonnées polaires dans l'espace ordinaire.
Soit b* un point particulier de s¥, ¢* le vecteur unitaire correspondant.

Nous considérons en outre 'ensemble des vecteurs unitaires (d'espace) e*
p

, ortho-
gonaux 4 X et 4 ¢*.(!) Si les vecteurs e* sont issus de l'origine, leur extrémité
décrit la sphére unitaire du plan o' & m —2 dimensions, qui fait partie du
plan IT' et qui est engendré par les droites menées par l'origine et orthogonales
4 X et 4 ¢*. L’élément de cette derniére sphére sera, comme d’habitude, désigné
par dwn—2 et sa surface totale par wm—s.

Tout vecteur situé dans le plan & m — 1 dimensions II’ pourra, d'une maniére
unique, étre décomposé en deux vecteurs, 1'un appartenant & n’, c'est-d-dire de
la forme 1-e* (L= o0) et l'autre, extérieur & =, et de la forme u-¢* (Ju| = o).
En particulier, tout vecteur unitaire ¢ de I1' peut, d'une maniére unique, étre
décomposé d'aprés le schéma

(69) e=cosy-¢* + siny-e”, oY=
Il s'ensuit, d’aprés ce qu'on a vu plus haut, la paramétrisation suivante de s”

(70) b=§+%’(cosw-c*+sinw-e"), oS Y=~

En particulier, pour =0 et ¢ = 7, respectivement,

(71) =24l x—pr=3_To ¢
2 2 2 2
Notons encore les relations, conséquences immédjates de (70) et de (71),

(72) (b x—b*)—g—&%cosw-c“g—ﬁ’(t + cos¢)=&(1 + cos )
' 4 4 4 4 ’

et en particulier

Ry

(73) (b*, x — b7) =~

De la formule de paramétrisation (70), on obtient facilement 1'élément ds
de sP. Observons d'abord que les multiplicités ol seule I'une des variables y et
e varie sont orthogonales l'une & l'autre. On le voit par les relations (¢*, e*)=o0
et e"*= — 1, qui donnent encore (¢*, de*)=o0 et (e*, de*)=o0. On peut donc
appliquer la formule de décomposition (55) du n° 21%s et poser ds=4ds - ds".

(*) On voit par (67) qu'ils sont en méme temps orthogonaux & b* et & X — b¥.
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En variant ¥, on a db'=%(—— sin1y - ¢* + cos - e*)dy; par conséquent ds
=|db' 2} = %dtp. D’autre part, quand e* varie, on aura db” = % gin 1 - d e*,

. . s a4 e Ty . m=3
et, puisque e* décrit la sphére unitaire wy-., il vient ds” = (—;— sin w) dwpn—z.

On a donc la valeur ﬁnale
2 \Mm—2
(74) ds= (%) sin® =3y - dy d om—2.

Dans le n° 63, tout point & de la portion de surface S* fut rapporté 1°. au
point b, point d'intersection de la génératrice, menée par &, avec le bord s%, et
2°. 3 la valeur que R admettait au point & Pour arriver & une vérification de
nos prétendues formules de solution (50—61%%), il convient de remplacer R par
une autre variable 7z, adaptée a ce but, ce qui se fera de la maniére suivante.

Soit & =17-b*, 0=7=1, un point du segment de génératrice b*. Nous
menons par £ un plan Z,, paralléle au plan tangent & S le long de la géné-
ratrice qui porte le vecteur x — b*. Le plan .4, coupe § suivant un paraboloide
0. et SP suivant une calotte de paraboloide of.(') L'équation du plan . qui
admet le dernier vecteur comme normale et qui passe par §&*, est manifestement
(&, x —Db*)=(&*, x —Db*). Le point d'intersection § =x - b de la génératrice, por-
tant un certain vecteur b, avec le plan .Z, ou, ce qui revient au méme, avec le
paraboloide o,, sera donc fourni par l'équation x-(b, X —b*)=1-(b*, X —b*),

qui, par (72) et (73), se réduit & x- cosg%2 =17. En posant, pour simplifier 1'écri-
ture ici et plus loin, 9 =2 ¢, on aura donc
T Y T
7= = — S s —_
(75) *= oty $T OS9S=]

D’autre part, puisque 1 — R/R, varie d'une maniére linéaire sur toute géné-
ratrice, qu’il s’annule 4 l'origine et qu'il devient 1 en b, on a au point d'inter-
section E=1xb
R,

T
cosstp)' |4 E| _coszq)d't'

R T
(76) L= & = somigr B B (1=

En résumé, les formules (76) expriment 1 — R/R,, R et |dR| sur la géné-

(!) Dans le cas de trois dimensions {(auquel se rapporte la fig. 11) le paraboloide se réduit a
une parabole.
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P=x

Fig. 11. La figure se rapporte anu cas de m = 3 ou la calotte de paraboloide devient un segment
de parabole, découpé de s* par le plan 4, , mené par le point §* = ¢ b* parallélement au plan

tangent & SP suivant le vecteur X — b*. Quelques lignes auxiliaires pointillées font nettement
ressortir la parallélité des deux plans.

ratrice portant le vecteur b en fonction de = et de dv, respectivement. Les points
§ du paraboloide o, sont, de leur c6té, selon (70) et {75) donnés par

T T X 7
= b= =+ L(coszp-e* +sinz2g-et)}-
(77) ¢ cos* g cos’p\2 2 ( 4 9 e

Puoisque, comme nous venons de le rappeler, 1 — R/R, varie de 0 & 1 sur
tout rayon vecteur (segment de génératrice b), ceux des points de o, — les seuls
qui nous intéressent — qui appartiennent en méme temps A la calotte of, sont
caractérisés par les inégalités

T
=E—-=1,0u 0=7=cos’p, ou 0= @ = arccos 7}.
cos’g

(78)

Ces calculs achevés, voici un premier pas vers le passage & la limite qu'il
nous faudra exécuter. Soit P=X un point trés rapproché de la surface S.
Cette propriété de P sera ici exprimée par la condition que la valeur x*= R,
soit trés petite, ce qui veut dire que le vecteur X sera sensiblement isotrope.
Posons ¢ = (2 + --- + xn)t et désignons par v le vecteur aux composantes v, =1,
vi=xi9, t=2,...,m On a vV*=1— 9% g* =0, c'est-d-dire que v est isotrope.
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De plus, (x,V)=x,—¢*/lo=u,—¢ et Ry=xX'=al—o*=(x, —0)(x, + 0). En
posant b* =} (x, + @)V, on aura done

bi=o, (x,b)="0, (x—h)=o,

ce qui veut dire, d'aprés ce que nous avons vu plus haut, que les points b* et
X — b* appartiennent 4 s¥.

On voit facilement que le point X et le point b* sont trés rapprochés I'un
de l'autre, dans le sens que les valeurs numériques de toutes les composantes
de X —Db* sont trés petites, étant toutes =< r,/2. En effet, on a d'abord, 3
cause de (x, —o)(z, + )= R,=1; et de x, — o = x, + o, 'inégalité x;, — ¢ = 7,.
Ensuite

|2 _bl_l :L‘,+g 1—9§ﬁ
: 2 2
Enfin, le vecteur X — b* étant isotrope, on a
(79) lop— 03| < |o, — B3| <2, k=1,2,...,m.

2

Cela veut dire que toutes ces valeurs tendent vers o avec R,.
On arrive a une liinite supérieure pour l'oscillation des & sur la calotte

af par les considérations suivantes. En posant, dans la formule (77), cosz¢

=2cos’ @ — 1, et en tenant compte de (71), on obtient

__Tt he oy Yo L at .
g cos’qa(x b+zsm2¢ e)+'zroc

et en particulier & = z(x — b*) + zr,¢* et dés lors

a s,_'Z’Sln Q(x_b*)_’_

7o . »
- —sin2gp-e°,
cos’ ¢ cos’p 2

Tout vecteur unitaire e* orthogonal & X et a ¢* est aussi orthogonal a

X 7 x, +
__,__‘).c‘:b*:_l___g.‘r
2 2 2
et, par conséquent, aussi & v et & X — pv. Ce dernier vecteur a les composantes
Z,—@,0,...,0, ce qui implique que e} =o0; cela étant, €3® +--- + en® =1, ce
qui donne |ef| < 1. Alors, vu que 7/cos®p < 1 et en vertu de (79),
%o Yo . %o
(6 — & = Jae — be| + ekl = 2+ 2=,
2 2 2
16—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 4 juin 1949,
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Cela veut dire que les & varient trés peu sur of, et cela pour toute valeur
de z.

Il nous parait convenable de résumer les faits géométriques qu'on vient
d’établir.

Si'l'on choisit un point b* arbitraire sur s, on peut décomposer ST en me-
nant par les différents paints &' =1b*, o= 7 =1, du rayon-vecteur b* des plans
de direction fixe qui coupent S? suivant des calottes de paraboloides 6. Lorsque
P =x est trés rapproché de la surface S, ce qui veut dire que X*®= R, est trés
petit, on peut choisir b* de maniére que les coordonnées de § variant sur la
calotte of soit sensiblement égales a celles du point &" =z Db* correspondant.

Tel étant le cas pour les coordonnées, il en sera de méme pour une fonec-
tion continue arbitraire F (&) définie sur 8, c'est-d-dire que si § se trouve sur
o, on aura sensiblement F'(§)= F(&*). Or, en tenant compte de ce quon a dit

an début de ce numéro sur les fonctions D (&), on peut immédiatement appliquer
ce résultat 4 ces derniéres fonctions.

St les valeurs limites prescrites w sont suffisamment dérivables, on aura, sensi-
blement, sur les susdites calottes, D? (&) = DP(&*).

Ces préliminaires posés, il est facile de donner des valeurs approchées con-
venables pour les différentes expressions U?(P). Nous commengons par le cas
impair m=127+ 1> 3. La formule (59), relative 4 ce cas-ld, s'écrit, si I'on y
tient compte de la relation (56) (en posant dans cette derniére p =)

(80) Ut (P) = (nRo)—lf ds.f Rt ( [ — R@)H DH8)dER.

0.
On a, d’aprés (74), (76), et en posant toujours ¥ =2 ¢,

-2
R (1 —%) ds-dR

(]

~% 1~2 : 21—2 d
_peif, T T 2y (SiN 2@ ) _ T
R (I cos”Q) (cos”qa) To ( 2 dg:dwn- R°cos’¢

= Rl [(cos*p —7) "t sin* 2@ cospldg - dom—z- 7' ?ds
et par suite

U”(P)=n;"flzl”d'rfdwm_zj[]Dl(ﬁ)d¢,
0 Wy—2 0

ol la limite 6 a la valeur arccoszt, qui s'ensuit de l'inégalité (78).
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L’intégration par rapport a la différentielle dp - dwn—s s'étend — = y étant

constant — & la calotte ¢f. La valeur de D'(§) qui y entre est donc sensiblement
égale & D' (&*)= D'(zb*), ce qui fournit pour UZ?(P) la valeur approchée

1

(81) UP)=n [ DHEY) o 2de [dwn-a- [[1dg.

0 Wpy—-2 0
On a (¢f. (8) du n° 6)

m—2 6

oL -3 g N A
fdwm—Z‘:wm—2: 272 = e 1) et][]dqué(l_z)l_l—Ml)
2

) r(m) r{— J r
m-2 2

et alors, aprés des réductions évidentes,

Wy —2

D’autre part, on trouve par la formule (64)

7
DE) = -0 ey o)

Tout cela étant admis, la valeur approchée (81) devient, aprés I — 1 intégra-
tions par parties,

1

U (8) = g [ (= o bt - om0 de = fule b - ST = ),

puisqu’on a, par hypothése, m > 3.

Dans le cas de m = 3, le terme tout intégré devient u(b*) — u(0). D’autre
part, en se reportant a la déduction de la formule (59%s), on voit que, dans ce
cas particulier, pour arriver & UZ?(P), il faut ajouter «(0) au second membre
de (80). On a donc, aussi dans ce dernier cas, la valeur approchée u(b*) pour
U (P).

En résumé, nous avons montré, pour m ¢mpair que, le point P étant trés
rapproché de la surface S, il existe sur cette surface un point b* trés rapproché
de P et tel que U*(P) est sensiblement égal & la valeur (prescrite) u (b*). Lorsque
P tend vers un point déterminé @ de la surface, il en sera de méme de b*, et
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U?(P) tendra par conséquent vers la valeur prescrite «(Q). Dans les conditions
de continuité posées, la convergence sera uniforme sur toute portion de surface
bornée et fermée. Les formules (59) et (59%5) sont donc bien des formules de
solution. (*)

Le cas de m pair est maintenant assez facile. L'intégrale, qui, en vertu de
la formule (61)(2), fournit U2(P) s'étend au bord s¥ seulement. On a

(82) U*(P)=n'~t [ A1 ds.
Y

Vu que 1 — R/R,=1 sur le bord, I'expression A’~!, donnée encore par la for-
mule (56), se réduit a

Al-1 = RI-1 Di-1(8).

La valeur de ds est comme plus haut (formule (74), m =21 et Y= 2¢)
1 21-3
ds =32 (—m—nzﬂ) dpdwn-.

La fonetion D'-1(§) étant sensiblement égale a D'~1(§*) sur o, elle le sera en
particulier dans tous les points qui appartiennent 4 la fois & of et a s*. Or,
pour ces points-ld, la valeur x =1/cos’ ¢ (formule (75)) devient égale a 1, ce qui
donne cos’@ =17.(}) En variant 7, on en tire |sin2¢-dg|=|d7| et ensuite,
par un calcul simple,

-1

ds=R}? (z(1 — o) *drdwn-s,

ou toutes les différentielles admettent le signe positif. En portant cela dans la
formule (82), on obtient pour UZ2(P) la valeur approchée(*)

(") Pour dire un mot de I'aspect géométrique du passage & la limite qui vient d'avoir lieu,
la portion de surface sF tend, en se rétrécissant, vers le segment de génératrice O ¢, tandis que
chaque calotte af tend vers un point déterminé de ce segment. Les propriétés d'une frontiére
caractéristique sont donec bien intermédiaires entre celles d'une fronti¢re d'espace et d'une frontiere
de temps; cf. en particulier la fig. 9.

(®) Cette formule renferme la formule (61%%) relative au cas particulier m = 4.

R . — . X 7

(®) Les points en question décrivent une sphére de centre §+ ~23 cos 2 ¢ c¥ de rayon
o . I
;‘3 sin 2 ¢ et située dans un plan orthogonal & X et & c*.

{(*) L'erreur commise dans I72(P) tend vers 0 en méme temps que celle relative & D!(E). En
effet, si l'on remplace dans l'expression (80) la fonction D! (E) par I, on aura une constante nu-
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7T

1
1-1 .
U =" ans f D&Y - (¢ — D)2 dr.
0

Le facteur numérique devant l'intégrale est

a=t 2. g 1

2 {(I—2) (l——z)!.

La formule (64) donne de son c6té

) d-t
dzi—?

D1EY) =02 (u(@zb*) gm3).

EBu égard aux deux derniéres évaluations, la formule ci-dessus peut s’écrive

1
U*(P)= (l*_—_l—z_)—,f(l - T)l—ﬂgd;tli (w@b* 7™ 3)dz = [u(2 b*) 2™ 3]"_) =u(b*),
0
puisque m = 4. Cette formule approchée étant démontrée, la vérification s’'achéve
comme dans le cas impazr. (*)

Nous donnons, pour terminer, quelques indications sur le degré de déri-
vabilité désirable de 4. Un examen rapide montre que nos calculs sont légitimes,
si 'on a soin de poser les conditions qui se trouvent au début de ce numéro
pour toute valeur kA =1+ 2; les deux derniéres valeurs h=1[0+1 et h=1+ 2
n'interviennent que dans les calculs concernant A U*(P)= U°(P)=o0. Dans le
cas pair, m =21, il ne figure dans 'expression finale de U?(P) que des dérivées
d’ordre = — 1 (formule (61)). Appliquant les méthodes du Chap. I, on pourrait
arriver a cette expression en ne se servant que de ces derniéres dérivées, c'est-a-dire
en se passant de l'expression A! ol entre la dérivée (63) d’ordre I. De méme,
dans la vérification de A U2(P)=o0, on pourrait se contenter des dérivées d'ordre
=l+1.

mérique, ne dépendant que de I, c'est-dire que de la dimension m. Cela est clair a priori par
les calculs qui ont conduit 4 U/*(P) dans le numéro précédent. On le voit presque sans calcul en
observant que ds me dépend de R, que par le facteur +7 2 = Rf,"}, ce qui fait que 1'expression
qu'on vient de former est indépendante de R,. (La constante numérique est d'ailleurs égale a
=221 =2)1)

(") 1 est clair que les variétés SP et sP tendent toujours vers le méme segment de géné-
ratrice, quand P tend vers un point de S.

9



126 Marcel Riesz.

CHAPITRE V.
Interprétation géométrique de la solution de Péquation des ondes sphériques.

65. IL’opérateur I7-%. — L'objet principal de ce chapitre est une étude
approfondie de la solution de l'équation des ondes, relative an cas le plus im-
portant, celui des ondes sphériques. Il s'agit donc de l'équation posée pour
T'espace-temps ordinaire — ¢rozs dimensions d'espace et, comme toujours, une di-
mension de temps. Par conséquent, il sera question de 1'opérateur /2 pour m=4,
qui manifestement est un cas particulier de I[/*~% pour m arbitraire. Vu que les
considérations géométriques dont on aura besoin ont un intérét en elles-mémes
et qu'elles sont indépendantes de la dimension, nous traiterons d'abord le cas
général pour m = 3. Nous déduirons ensuite de nos considérations générales la
solution de caractére géométrique de l'équation des ondes sphériques, sans second
membre, donnée par la formule (10} de I'Introduction.

On va appliquer les calculs du n° 57, d’ot sont tirées, sauf avis contraire,
toutes les formules citées dans le présent numéro. - Observons d’abord que
1/Hy(m—2) =0; on peut donc remplacer la portion de surface ST par sa partie
annulaire extérieure S, tout comme on l'a fait au susdit numéro en y calculant

I? pour m pair. D'autre part, les nombres g = g—_’_—Z—-~~ figurant dans les for-
mules (A) et (B) et 8= Q—Z—ﬂ figurant dans les formules (C) ct (C%) deviennent
respectivement 8 =0 et = — 1 pour e =m — 2. Il s’ensuit donc des formules

citées et de la formule (29) au moyen de la formule (13%) du n° 5

(1) Ir=2f, g9, h(P)=——; (240) + B + C'©).

Tei A(0) est donné par la formule (28%), tandis que B(o) et C’ (o) sont les va-
leurs de B(R) et de d C(R)/dR pour R=o0. Ces derniéres expressions sont
définies par les formules (B) et (C):

dR dl
(2) B(R)= ﬁdsx et C(R fh— —— dsg.

R

En ce qui concerne la valeur A4 (0), nous n'avons rien a ajouter 4 la formule (28%s),

Pour calculer B(o) et (o), rappelons que la variété sg devient pour B =o0 le
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bord sP dont 'élément de volume est désigné par ds. En tenant encore compte

de la formule (12) du n° 50, nous pouvons écrire

) Blo)=— [g4pds.

o
Le caleul explicite de C'(0) est plus difficile. On peut écrire

_ N K= OB 4l dse
(4) C(R)——fths on K= dn 1B ds
8P :

En rappelant la paramétrisation de § & l'aide des trajectoires issues des points
B de s et de la quantité B que nous avons donnée au n° 50, on voit que
. d
bis 0’ R) = —
(4%) (R) FyT

P

(hK)ds,

la différentiation par rapport & R étant faite suivant les trajectoires /. On a

. d . . dh AK
(5) ar " =g E R g
Pour R =o0, on a évidemment dsg/ds =1, ce qui, rapproché de la formule (i2)

du n° 50, montre que
(6) K= —1 pour R=o.

Dés lors, pour R =0, c'est-d-dire aux points du bord s?, la formule (5) ci-dessus
se réduit i
d

) )y = (

dR

dh dK
—aR " hd—,l_%)uevo)'

Posons maintenant, pour abréger,

Iio, g, h(P)=I; g, h(P),

alors, par les formules (1), (3), (4%) et (7) ci-dessus,

m—2 —_ e - ——
(8) I'X- g h(P) 2~ s m—2 lhdR ng (IR dS,
w2 r(—z—)sP

— 1 j dK dn dh}

ol, soulignons-le, les expressions sont formées aux points du bord s? et les
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différentiations par rapport & R dans d K/d R et dh/d R sont faites suivant les
trajectoires I.

En posant maintenant g =Z——: et h=wu, il vient

(8%) Iy~ u(P)=

dn m—2 —
T ] 2m—3 I u
2 P

YiR dndR _ dR

du 1 {dK du dn du}
ds.

66. Différentiation par rapport &4 R dans différentes directions. Les droi-
tes ». — On va encore simplifier la derniére formule en introduisant un sym-
bole de différentiation approprié. Rappelons que nous avons déji & plusieurs
reprises différentié dans certaines directions par rapport & BE= Rpq ou r =rpq
(¢f. en particulier I'Introduction, formule (10) et les n> 63 et 65) et méme
utilisé de temps en temps le symbole que nous allons maintenant introduire
d'une maniére systématique.

Désignons, dans un ordre d'idées général, par y une direction déterminée.
Soient d’autre part U(@Q) et V(@) des fonctions, continues avec leurs dérivées du
premier ordre. On entend par d, U et d, V les accroissements infinitésimaux de
ces fonctions correspondant au déplacement infinitésimal d @ dans la direction
y. Ceci posé, le rapport d, U/d, V sera appelé la dérivée de U par rapport &
V dans la direction y{('). Cette dérivée est manifestement indépendante du sens
de parcours positif de y.

Dans cette notation, les deux derniers termes sous le signe [ dans la formule
(8%s) peuvent s'écrire

dudn  du __dnu  diu

o) dndR T AR 4R T 4R
Les coordonnées du point ¢ étant désignées, comme d’ordinaire, par &, on a
manifestement

dyu < Ou d
(10) LU _ 9% Gy sk

dy ké’l § 4, R
Alors, en posant

’ dye _

(I I) d-‘,R =7%

on peut aussi écrire

() On prendra évidemment soin de ne pas former la dérivée dans les directions tangentes &
la surface V = const. qui passe par Q.
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d m
(12) iR= §§”

D’autre part, en différentiant la relation R=Zek(§k—xk)2 par rapport & R
k=1
dans la direction y, il vient

ou

(13) Ze,, Ex—xx m—; ou encore (& —x,¥')=-

Le déplacement aux composantes d,& ayant manifestement la direction y, il en
sera, de méme du vecteur 7' aux composantes y'x. Inversement, pour qu'un vecteur
Y aux composantes y'; puisse s'écrire sous la forme (11), il suffit qu’il ait la
direction y et qu’il satisfasse & la relation (13). ’

Ce point admis, on voit que si y et d§ sont des directions arbitraires, on
pourra toujours écrire en vertu de (11)

. T dy & ddg‘) dg‘
(r4) z(“”‘) Vi et (d RT&4R) 4R

v étant la direction du vecteur v', aux composantes »x, qui de son cdté est dé-
terminé par les directions y et d. En effet, les relations (13)

(«%—x,~(')=;‘z et (&—x,8)="

euntrainent

(15) (s_x’ vl)=

On aura en méme temps, en vertu des formules (10} et (14),

d-y dd’u dvu
(16) 4R GR LB

Cela étant, retournons i la formule (9) et tenons compte des faits que n
est la normale <intérieure» (') 4 la surface S en un certain point b du bord s%,
tandis que ! est (la direction de) la trajectoire issue de b. En désignant, comme
au n° 51, la tangente unitaire & ! par t, nous tirons du méme numéro que

(") Cf. 1a note p. 76.
17 —48473. Acta mathematica. 81. Imprimé le 4 juin 1949,
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(17) n+t=2(x—h),

A étant un nombre positif. Par conséquent, (n +t, b—x)= —i(b —x)*=o.
C'est-a-dire que
I

(‘—'n,b'_'x)-—(t, b"‘X)—;—x—a
ol » est aussi un nombre positif. Cela donne

(—xn,b—x)=(xt~b—x)=—;-
Par suite
(18) n'=—oyxmn t'=1xt

et le vecteur v' défini par la relation v' = ;—(n' + t') satisfait 4

P N ¥ —
(19) vi=_ (o' +t) 2‘(t n),
ce qui entraine
2 2
(19%) (V‘,V‘)=%((t, t)— 2, n) + (m, m) =%(—- 1+ 1)=o0;
il satisfait en outre a la relation
(20) b—x,v)= ;—

Le vecteur v' étant isotrope, la droite v menée par le point b et ayant la direction du
vecteur V' est wune droite isotrope. Les formules (14), (16) et (19) fournissent la
transcription suivante de l'expression (9)

du dn  du __dou  diu__dyu
(21) indRTAE 4 RT 4R Z4R
Cela posé, la relation (8%s) peut s'écrire
(22) m—z G U _ 1 dK d.,u)
Ir dn,u(P)— ma m——z) 8 A 3 7 ds.
x 2 23
("57)y

Il ne manque pas d'intérét de remarquer que R varie d'une maniére liné-
aire sur » ou, plus généralement, sur toute droite isotrope(’). Soit en effet C une
telle droite, ¢ un vecteur qui lui est paralldle, (¢, e¢)=o0, % un point fixe et
§ =% -+ ze un point mobile sur C, 7 étant un paramétre. Alors R;: = (& —x)*
= Ry, + 27(p — X, ¢), expression linéaire en ¢ (ou dans les coordonnées de &).

™ ¢f. p. 110,
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Observons encore que d,%/d, R peut toujours étre calculé par la formule (21) si
I'on connait sur § les données de Cauchy u et du/dn.

On vient de voir que par chaque point b du bord s” il passe une droite », v
déterminée par le vecteur ¥', qui de son cOté est donné par la formule (19).
Le vecteur n et le vecteur t étant respectivement orthogonal et tangent & la
surface S, les formules (17) et (19) mettent en évidence que la droife v est la
symétrique (au sens lorenizien) de la génératrice b — x indéfiniment prolongée par
rapport au plan tangent a la surface S au point b.

Nous allons montrer qu'en réalité la droite » et le vecteur v' dépendent beau-
coup moins de la surface S qu'il ne parait au premier instant. En effet, deux
surfaces S qui admettent la méme ntersection s¥ avec la nappe C¥ du cone de
sommet P admettent les mémes droites v et les mémes vecteurs v'(%).

Observons d’abord que la génératrice et la droite » passant par un point b
du bord s” sont isotropes toutes les deux et, de plus, qu’elles sont orthogonales
au bord, puisqu’il en est ainsi de n et de t (¢f. les formules (17) et (19) et le n° 51).
Cela posé, considérons autour du point b un élément infinitésimal du bord. Cet
élément, qui est & m — 2 dimensions, est évidemment orienté dans l'espace puis-
qu’il en est de méme du bord tout entier. Le plan & deux dimensions = mené
par le point b et orthogonal a cet élément est donc orienté dans le temps, ce
qui veut dire que la forme lorentzienne exprimant le carré de la distance de
deux points arbitraires de ce plan est indéfinie. Dés lors, on peut introduire un
nouveau systéme de coordonnées lorentziennes, 'axe des & et celui des &, étant
paralléles & s=. De li il s'ensuit que ce plan contient deux directions isotropes
(données par &, * & =o0) qui, par suite, doivent &tre celles de la génératrice et
de la droite v, considérées tout & l'heure. On voit alors que la droite » est
entiérement déterminée par I'élément infinitésimal de s. Il en est de méme du
vecteur v, puisque ce vecteur est déterminé par la direction de » et la relation (20).

Les droites » constituent une famille & m — 2 paramétres et engendrent une
surface réglée =F a4 m — 1 dimensions, dont nous allons montrer qu’elle est une
surface caractéristique (cf. le n° 62)(2).

Le point essentiel est que les » sont des droites isotropes, orthogonales &
une variété a3 m — 2 dimensions, soit s. (Le caractére particulier de s d’ap-

(") Cet énoncé pourrait étre remplacé par un énoncé plus précis, de caractére local; ¢f. la
démonstration.

(*) Dans I'Introduction, la derniére surface s'obtient aussi comme enveloppe de cones carac-
téristiques, construction rattachée 4 la méthode classique de Cauchy pour l'intégration des équations
aux dérivées partielles du premier ordre.
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partenir & la nappe d'un cdne caractéristique n'intervient pas dans la démon-
stration.) Désignons par % les points de s, par v' un vecteur paralléle & »,
(v, ¥)=o0 et (¥, dn) =o0; le point & =% + 7V décrit, quand v varie, la droite » et,
quand % et v varient tous les deux, la surface 3. Ona d&=dn +dz-v' + z-dv'.
On en tire (¥, d&) =o, puisque (¥, d7y)=o0 et (¥, v)=o0, par hypothése, et
(v, d¥) = o0 s'ensuit de (v, v') =o0. On voit donc que les génératrices » de 3 sont
normales a =, ce qui met en évidence que 3 est une surface caractéristique (n° 62).

67. Calcul explicite d’une dérivée. — Pour pousser plus loin 1'étude de

I,’.""2%,u(P), qui & présent est exprimé par la formule (8%:), reprenons la

quantité K figurant dans la formule (4). Nous écrivons K sous la forme facile
a comprendre

(23) goBR dl dse_ _dS duR
3 “dn 4R ds 4B ds dn’

dS=dsg-dl étant la mesure d'un élément infinitésimal de la surface S autour d'un

dn

dn
facteur constant prés, étre interprété comme le volume (i m dimensions) d’un

point de S, soit a. Observons maintenant que le produit d§- peut, & un

cylindre infinitésimal qui admet d.S comme base et dont les génératrices sont
des segments équipollents au rayon vecteur x —a, mené du point a au sommet
P=x. La hauteur de ce cylindre est la valeur absolue de la projection ortho-
gonale du vecteur x — a sur la normale n, c'est-i-dire égale a

dyr 1 @LIE
o —am)l=—r G ==

(formule (48) du n° 21). Le volume du cylindre est donc
(24) dV=—-—=—-4d8.

Nous rapportons les points b du bord s? et les trajectoires [ issues de ces
points & m — 2 paramétres A', A%, ..., 4”2, Ces paramétres et R fournissent une
paramétrisation des points a de la portion de surface ST, au moins dans le
voisinage dw bord, soit sur la partie annulaire extérieure § (n° 50). Enfin, pour
simplifier I'écriture, nous plagons l'origine des coordonnées au sommet P = X.

Tout cela étant admis, nous formons les vecteurs

(25) i?_alez_a_ et @—. j=1,2, ... m—2
OR d;R YN r ’ ’
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au nombre total de m — 1, et le déterminant d’ordre m

_|a 08 08 Oa
“{"oR oA Aam

da Oa

(26) D 3R b j=1,2,...,m—2,

=|ﬂ,

dont les colonnes sont données par les composantes du rayon vecteur a et des
vecteurs dérivés ci-dessus. D’'autre part, on peut identifier I'élément infinitésimal
da

aljdlf,jr—l,z,...,m—-z,

d S au parallélépipéde construit sur les vecteurs ;ll% dR et

ce qui donne

m—2

(27) dV=|D|dR [[ a¥,
1

toutes les différentielles étant positives. On tire de (24) et de (27), en observant
que d, R/dn est négatif,

d. R

—— ay
o, ds 2|D|dR]]

(28)

et alors, de (23), puisque i R =d R,
2| DIJ] d¥
T ds

Or s ayant é6té paramétrisé par les A7, on a d'aprés les régles du n° 21%,
ds=p#)[[d¥, od p(¥)> o est une fonction des #. On a donc

x— 2Dl
b
Enfin, puisque p est indépendant de R,
(20) dK _ _2a|D|__2|D| 1 &D_ L 1 diD
9 4R p 4R p DaR ~ DAR

C’est I'évaluation de la derniére dérivée aux points du bord dont on va s’occuper
dans le reste du présent numéro.

On trouve immédiatement, grice aux relations

dia 0a d da 0*°a d da __ 0%a

AR~ OR diROR™ OR" 4RO¥ OROW

que

(o] LS P
(30) 4R |*oRon oam-3

2 m-—2
d;D 0%a da da " ZDj,
i=1
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ot D; est identique a D sauf pour la colonne 01) qui est remplacée par

0
0%a _
OROM

Nous allons encore transformer les formules (29) et (30) en y introduisant
un nouveau vecteur qui, & la limite, devient identique au vecteur isotrope V',
donné par les formules (1g%) et (20). Posons i cet effet (dans la région annu-
laire §)
da

(31) a=(—9§—Na,

N étant un scalaire, dépendant de a, qui sera spécialisé plus loin. On a d’abord

*a _oa  IN_

ORAN — 0M 013 Nﬁ et Dj=D;+ ND,

ot Dj est identique & D sauf pour la colonne Oa

Eyik qui cette fois-ci est remplacée

’

par ;. Il en résulte

m—2 -2
(32) D= Z,D5+ (m—2)ND.

1 1
On a en méme temps
_ 0& da l ,0a .
(33) D 0.R01‘7 ﬂ’al‘,|7 J_I72,"'7m 2.
, da Oda

Observons d’autre part que, les vecteurs, au nombre de m, a, 9R W étant

linéairement indépendants, on pourra poser

02

(34) 350

=Aa +B + 5‘ Cjtm

les coefficients A, B, C; étant des scalaires, dépendant de a. On en tire pour
le premier déterminant dans (30)

023 da
(?R” Yy

(35) =BD.

Cela étant, nous faisons tendre a vers un point b du bord s”. Toutes nos
formules resteront valides, si nous y remplacons a et a’ par b et
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__ab

(36) b = 5B NDb
. . 0b . ‘o da
respectivement, ol —— est une notation abrégée pour {-— . Rappelons
OR O R] (r—o)
maintenant que R = a®=(a, a), ce qui donne
da I 9% a da Oa
(57) (2 5%) =3 * (» 57) + (5% 75) ==

Jormules valables encore quand on y remplace & par b. 8i l'on tient compte de
(37) et de ce que le vecteur b (segment de génératrice du come) est isotrope,
c’est-a-dire que

(38) b*=o,
on trouve pour le vecteur b’, donné par la formule (36),
ob\? ab 72 3%
re 27 —_ —_— ] = — —
b _(m) 2N(b,0R) (aR) w.

Cela veut dire que, si l'on choisit N de fagcon qu'au point b on a

db\*
(39) N= (ﬁ) :
b’ devient isotrope,
(40) b'2=o.
D’autre part, d'aprés (36), (37) et (38);
- N=(p 22} _1
(1) o, 1) = (b 73) =1

Cela posé, on voit (¢f. p. 131) que b est identique au vecteur isotrope v', donné par
les formules (19} et (20). En effet, les vecteurs isotropes b’ est v' sont ortho-
gonaux au bord tous les deux et ont méme produit scalaire avec le vecteur b.
En tenant compte de ce quon a dit au sujet du vecteur ' au n° 66 (p. 131),
on voit que b’ ne dépend que du bord s?, dans le sens qu'on a prété i ce mot
a l'endroit indiqué. La méme remarque s'applique aux dérivées db/AX, ab'[oIi
et dés lors aux quantités Lf définies par les formules (48).

Pour obtenir la valeur du coefficient B (formules (34) et (35)) au point b,
nous notons qu’il s'ensuit de (38)

(42) (b ab)=o.

¥
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11 vient alors au moyen de (38), (37), (42) et (39)
T N,
2

et le premier déterminant en (30) devient en raison de (35) égal & —2 ND. En
vertu de cette dernidre évaluation et de (32), on obtient (30) sous la forme

(43) m=(m—4)ND+ 2 D;,
ol N est donné par (39), D peut, d'aprés (33), s'écrire

=1,2...,m—2,

(44) lbb Eyit

et Dj s'obtient de D en y remplacant la colonne db/@3 par OW /dW.
Pour aller plus loin, exprimons le fait que les trajectoires ! sont orthogo-

nales au bord par les formules (%, g—%) =0, qui, en raison de (36) et de (42),
donnent

, b\
(45) (b , W) =o0.
On en tire, eu égard a (41), que

av

(46) (v T3) = o
Enfin, de (40) il vient
(47) (v.5%) =0

En résumé, les formules (38), (40)—(42), (45)—(47) disent que chacun des
vecteurs b et b’ est orthogonal & soi-méme et aux vecteurs db/dA et OB /I N,
I
tandis que (b, )= .
Les vecteurs b, b, db/d 47 sont linéairement indépendants et au nombre total
de m en raison du fait analogue pour b, @b/d R, db/0 ¥ et de la formule (36); on

pourra donc exprimer les b’/@ % comme leurs combinaisons linéaires

av £
5= Lib + LY —Z L](nk

Il résulte des formules énumérées que L; = Lj=o0. Il ne reste donc que
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D

0b’ m—2
(48) ~ 25

b .
o2 7

)

Si l'on porte les expressions (48) dans les Dj, définis par les explications qui se
rattachent & la formule (44), I'expression (43) devient

I dzD_‘_ m2 .

cette formule étant valable en tout point b du bord. On a en ces points aussi
K = —1, d'aprés la formule (6) du n° 65. Par conséquent, I'expression (29), dont
I'évaluation explicite est 1'objet du présent numéro, peut, en tout point b, s’écrire

@K =
iR =4—mN+ ZL;.,

j=1

(49)

o N est donné par la formule (39), tandis que les LJJ sont définis par les rela-
tions (48).
En portant la dernidre expression dans (8%%), on obtient

I

m—2
(s0) Ir-24%, w(P)= 5 {((4—m)N+ L;:)u—zd”“}ds
" ﬂ—22"“31"(m—2)
8P

2

et, en particulier, pour m = 4

2 4% =_I_[ ) N d.,u}
(51) n%, (P = {(L,+L2)u 2 &8s,

&
On voit que (51) est sndépendant de la surface S dans le sens qu'on a prété

4 ce mot plus haut (p. 131 et p. 135) et que (50) en dépend trés légérement, &
savoir par le facteur N (formule (39).

68. Interprétation géométrique. — Pour arriver i une telle interprétation,
nous chercherons sur le bord s? des courbes C telles que les droites isotropes »
appartenant aux points b de C (¢f. le n° 65) soit tangentes 4 une seconde courbe.
Une telle courbe C sera appelée ligne de courbure(') de s¥. Le rayon vecteur

(") Les considérations qui suivent sont tout analogues & celles qu'on rencontre dans la géo-
métrie différentielle des surfaces, relative 4 l'espace ordinaire 4 trois dimensions, le bord s joue ici
le role de la surface et les droites isotropes v, orthogonales au bord jouent le réle des normales
de la surface.

18-—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 4 juin 1949.
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mené de l'origine (du sommet P = x) au point de contact aura la forme b + gV,
¢ étant un paramétre(’). Il s'ensuit

(52) db + eb)=¢eb ou db +o-db" + do-b =¢b,

¢ étant une quantité infinitésimale. En formant le produit scalaire avec b, il
vient d'aprés (41), (42) et (46)

o=(de—¢&)(b, 0)=-(do ¢,

N | o

par quoi (52) se réduit &
(52%%) - db+ edV =o,

formule tout i fait analogue a celle d'Olinde Rodrigues(®).

Avant d’aller plus loin, remarquons que, pour m =3, m — 2 se réduit a 1,
le bord s? devient donc une courbe. Il n'y aura qu'un seul paramétre soit A'.
On voit de (48) que s? satisfait & 1'équation (52%¢) avec o=! = Li. La surface ca-
ractéristique YF, engendrée par les droites », est donc une surface développable.

Reprenons le cas général (m = 3). On peut donner pour g linterprétation
géométrique suivante. Posons b + ¢b’={f pour le rayon vecteur menant de
l'origine 0 au point de contact. Formons f* =02+ z¢(b, b') + ¢*b’%, identité
qui d'aprés (38), (40), (41) se réduit & ¢ =f*= Ror. Dans le cas général on le
sommet du coéne est désigné par P =X, on aura

(53) 0 = Bys.
Si nous posons maintenant ¢ = x~1, la relation (52%) s’écrit
(54) db +xdb=o0,

et la formule (53) devient

I

bis _ .
(53%%) *=p
Eecrivons
m—2 m—2 ’
db , b _.
— —_ q = g
(55) an qzl(mdz et db 2 770 44

ce qui, en raison de (54) et de (48), donne

(" On se rappellera que b’ est identique & ¥' (p. 135); b’ a par conséquent la direction ».
(®) Cf. p. ex. GoursaT, Cours d'Analyse I (1910), p. 611.
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m—2
o=—{(db +xdb)= Z (Lg—xag)g—;;dlq, ou 63={

p,9=1

Lyp=q
o,p+4q

Les vecteurs db/d4? étant linéairement indépendants, on a pour x et les dA7 le
systéme d’'équations

m—2

(56) 1(L;’—-xé‘g)dl"=o, pP=1,2,...,m—2,
q

qui fournit pour x I'équation
(57) | Lt —zé?| =0, pg=1,2,...,m—2.

Nous verrons tout & I'heure que toutes les racines de cette équation sont
réelles. Admettons ce point pour linstant et, pour simplifier, admettons aussi,
jusqu’a nouvel ordre, que les racines sont distinctes. A chaque racine x cor-
respondra par (56) un systéme de di? et les déplacements db et db’ donnés par
(55). D’autre part, on tire de (57), en numérotant les racines x,

]

-2 m—2

(58)

N

Xq4 =
1

M
L

1S
1

1

<
I

Si l'on numérote aussi les points de contact f correspondants et pose pour abréger
Rxt, = Ry, on obtient des formules (53) et (58)

m-2 m—2
L= >_1.
(59) ;Zi ] A% 7

Alors, si l'on remplace dans (50) et (51) le premier membre de la derniére
identité par le second, on parvient A& une nouvelle forme de I?~2 et, en parti-
culier, de I} pour m =4. Nous bornant & ce cas particulier important, nous
écrrvons la solution de Uéquation des ondes sphériques, sans second membre, Au = o,
sous la forme, annoncée déja dans 1'Introduction,

—n® =t ()., Bl
(60) u(P)-—I*dnau(P)——-n 12 (R1+R,) 2 dvRst'
P

Nous reviendrons sur cette expression, qui est 1'objet principal de ce cha-
pitre, au n° 71. En attendant, il nout faut reprendre les points ajournés plus
haut, en particulier la question des racines de 1'équation (57). Nous introduisons

d’abord la forme métrique de la variété s®. Un déplacement infinitésimal db
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‘m—ﬁab
g'éerit db = Z a_vd A et par suite
m=2 .
i . . [ob ob
(61) dht =j’kZ=l}’jkdljdlk, ou Y = (W’ 51-,;)

La variété ayant une orientation d’'espace (¢f. p. 131), la forme métrique ci
dessus est définte négative.

Il sera utile de considérer en méme temps que les L% un second systéme
de quantités L;: . Nous posons par définition

ob ov
fe2) L=~ (33 29)

La différention de (45) par rapport & i* donne
ob av , 0%Dh
(a_/u" av) + (b’ F¥G azj) =o.
Le dernier terme étant symétrique en j et %k, on voit que

(63) ij = Ly;.

Les Lji s'expriment par les L de la maniére suivante (¢f. formules (48) et (61)).

ab b by " nl(db ab
(64) ij‘-‘*"((ﬁj, 61") ( aw ZLkap) 21(5‘17,0”,) 1= Z}’mL

ce qui met en évidence que les L;; sont les composantes covariantes d'un tenseur
symétrique du second ordre dont les Lf;. sont les composantes mixtes.

Nous allons maintenant démontrer que les racines de l'équation (57) sont
réelles. En effet, en ajoutant les équations (56), multipliées par les facteurs res-
pectifs y;,, on obtient, en vertu de (64), le systéme équivalent

m—2

(65) Z(ij—xyjk)di"=o, ji=1,2,...,m—2.
k=1

De 13 on tire

(66) |Lj;,-—xy,-k|=o, j,k=1,2,...,m—2,

équation qui est équivalente a (57). Or cette derniére équation a toutes ses ra-
cines réelles, car la forme métrique (61) est une forme quadratique définie.

A chaque racine simple x de (66) correspond par (56) un systéme de dif-
férentielles d A%, ..., dA™~? & rapports déterminés, qui fournissent un déplacement



L’intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy. 141

infinitésimal db de direction déterminée. Plus généralement, a chaque racine x
de multiplicité % correspond une variété linéaire de déplacements, dont % sont
linéairement indépendants(').

Il est d'ailleurs clair que les équations (65) et (66) sont identiques a celles
qui fournissent les valeurs extrémes du rapport

DLpndidi: D ypd il dir.
gk gk

Pour arriver aux lignes de courbure C, il faut intégrer les équations vectori-
elles identiques (52%) ou (54) ou, plus précisément, le systéme d'équations (56)
qui leur est équivalent. Par tout point de s? oi (57) admet des racines dis-
tinctes, passent m — 2 courbes distinctes, tandis que la coincidence de certaines
racines ou de toutes les racines améne une indétermination(®) partielle ou com-
pléte. Ce dernier fait a lieu, comme on le verra au n° 70, dans le cas ou la
surface S est un plan ou un hyperboloide a® = const. ou, a la limite, un cone
caractéristique.

Voici encore quelques remarques complémentaires. Les déplacements d b4 et d by
correspondant 4 deux racines différentes x4 & xz sont orthogonauz, (d by, dbg)=o.
En effet, il s'ensuit de (65) et de la symétrie des Ljx et des yjx

(x5 — %4) Qypdijdat, =o
Wk
et, puisque xp — x4 =+ O,

(67) (dha, dbg)= D yrdiidik =o.

Tk
On peut encore tirer de (65) une seconde relation

(68) (@b, dbp) = (dbs, dba) = — D LpdAridil=o.
ik

En nous inspirant de la terminologie usuelle de la théorie des surfaces, nous
dirons que (68) exprime que les directions de db4 et de dbg — qui, comme nous
venons de le voir, sont orthogonales — sont aussi conjuguées.

Les points de contact £4 (4 =1, 2, ..., m — 2), distincts ou non, situés sur
une droite de la famille des droites » sont dits foyers relatifs a la droite. Ces

(") Pour tous ees faits bien connus, voir p. ex. COURANT-HILBERT 1, I, p. 32—33.
(*) Un tel point peut étre appelé ombilic.
10
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points décrivent une variété 4 m — 2 dimensions et & m — 2 nappes, en général,
que nous appelons la surface focale ou caustique de la famille de droites.

69. La plus courte distance. — La maniére dont nous venons de caractériser
les foyers et la surface focale a certains avantages sur celle qui se trouve dans
I'Introduction. Ainsi 1'équation (54), qui servait de base i toutes nos considéra-
tions, a été obtenue presque sans calcul. D’autre part, I'autre voie & laquelle nous
venons de faire allusion est certainement & préférer sous certains rapports, no-
tamment dans les cas de dégénérescence. Il suffira de l'indiquer suceinctement.

On sait que dans l'espace a trois dimensions les surfaces développables se
distinguent entre les surfaces réglées par les deux propriétés suivantes qui, en
général, sont équivalentes: 1°. Les génératrices sont tangentes a une courbe
(zauche). 2°. La plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines est
infiniment petite d'ordre supérieur au premier. On peut aussi exprimer cette
propriété en disant que les génératrices voisines d'une surface développable se
rencontrent. ('est la premidre propriété qui nous a servi de modéle plus haut,
c’est la seconde qui va nous guider dans ce qui suit.

Considérons une ligne I', tracée sur le bord s¥ et les droites » menées par
les points b de I. Soient(!)

(69) c=b+bete+de=b+ b+ (z+ L5 + AV

les points qui sur deux droites voisines forment les extrémités du segment four-
nissant le plus courte distance de ces droites. On devra avoir

(70) ', gJey=o0 et (b’ + AV, 4¢)=0

ol, en vertu de (69),

(71) de=db+ A4V + 4V + 4V).

On tire de la derniére des relations (70) et de (71)

(72) A= (Adb+1dV, de)=(db+ 1AW} + A2(db + AV, W + 4V').

On cherche la condition dans laquelle | ¢®| est infinement petit par rapport
4 |4b%|=¢* ce que nous exprimons par la notation |4 ¢*|=o(c?). Ecrivons

Ab=dhb + ; d®b + --- et pareillement pour Ab’, les termes non écrits étant

d’ordre supérieur au deuxidme. Puisque (b’, db)=o0 et (b, db’) = o (formules (45)

() Nous faisons, de nouveau, coincider l'origine avec le sommet P = X.
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et (47)), le dernier terme du second membre de (72) est O (e®) = 0(e®)("). De ce fait
et de |Z¢*l =0(c®) on tire (db + vdb)®=0(e?). La quantité = dépend des points
b et b+ #b. Supposons encore que, si b + 4 b tend vers b, = tend vers une valeur
limite 7', qui alors ne dépendra que de bh. Les valeurs v et ¢/ ne différant que
trés peu, on tire de la derniére relation (db + +'db’)® = 0(¢?), ce qui veut dire que
(db + 7 d b')? est infiniment petit d'ordre supérieur au deuxiéme. Or si la différenti-
elle db + ¢'db’ n'est pas nulle, elle sera un vecteur d'espace(®) de direction

constante, qui ne pourra satisfaire a une telle relation. Par conséquent
(73) db+ 7db' =o.

Inversement, si (73) est rempli, on aura (db + vdb)2 = o(c?) et (b + T AV)?
=o0(e?). Il en résulte aussi pour la plus courte distance #¢ (formule (71)), grice
aux relations (40), (45) et (47), Z¢® = o(e?).

On voit que dans (73) on est tombé de nouveau sur une équation de la
forme (52%); la ligne I' est donc identique 4 une ligne de courbure C. Donec,
au lieu de définir un foyer relatif & une droite » comme point de contact, on
peut le définir comme point limite de l'extrémité du segment qui fournit la plus
courte distance de cette droite et d'une droite voisine, la derniére correspondant
a un déplacement qui satisfait a (73).

Pour terminer cette digression, montrons que la plus courte distance |4 ¢]
de deux droites telles qu’'il a été dit est du troisiéme ordre, fait pareil & celui
trouvé par Bouquet au sujet de génératrices voisines d'une surface développable
(espace a trois dimensions)(®).

Considérons en effet sur les deux droites voisines les points respectifs

! i
g=>b+ (’L" +JTT)b’ et g+ Jg8=b+ 4b+ (x' +47’)(b’+4b’). On a
JTI ’ ’ I 2 21/ ’
d4g=4b+ ¢‘+—2— Ab =db + 7'db +5(d b+dd’b +dedb’)+ -,
les termes non écrits étant d'ordre = 3. Or db + ¢'db’ = o0, par hypothése, et

de la, par différentiation, d*b + «'d*b + dv' d b’ = 0. Par conséquent, #/g = 0O(s%),
| #g| = O(c?) et, & plus forte raison, la plus courte distance | c| est O(ed).

(") Pour la notation O, ¢f. la note (*), p. 50.

(®) En effet, le vecteur en question appartient, en raison de la formule (48), 4 1'élément in-
finitésimal du bord s situé autour du point b {¢f. p. 131).

(®) Cf. Prcarp 1, I, p. 323.
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70. Trois cas particuliers. — Nous avons déja dit dans I'Introduction que
la surface X% constituée par les droites », ses génératrices, peut étre considérée
comme l'image de la nappe CF du cOne caractéristique de sommet P par rap-
port & la surface S, tandis que la caustique de X? peut s'interpréter comme
l'image (diffuse) du point P. Nous allons envisager trois cas particuliers, celui
d'un plan d’espace et ceux d'un hyperboloide a®= const. et d’'un cOne caracté-
ristique direct, ot l'image du cone devient un second coéne caractéristique CF'.
La caustique se réduit & un point unique, savoir au sommet P’ du cone CF'. Ce
point peut donc s’interpréter comme l'image distincte du point P. Les lignes de
courbure, au contraire, sont complétement indéterminées; tout point du bord est
un ombilic parfait, toutes les racines de 1'équation (57) sont identiques et méme
indépendantes du point considéré du bord.

Soit d’abord S un plan (4 m — 1 dimensions(*)), d’orientation d’espace. Soit
de plus P’ le point symétrique (an sens lorentzien) & P par rapport a S, ce qui
veut dire que le segment PP’ est orthogonal & S et divisé par S en deux seg-
ments égaux. 1l résulte de la symétrie que l'intersection s du plan S et du
cone CF fait aussi partie du cOne caractéristique CF" au sommet P'. Les images
des génératrices de C? seront les génératrices de CF', qui se rencontrent toutes
au point P, auquel la caustique de X? = C? se réduit dans le cas actuel.

Le cas particulier qui précéde peut étre considéré comme cas limite de celui
qui suit. Soit S l'une des nappes de I'hyperboloide dont les points a satisfont
a l'équation a®= A =const. >o. Le fait que le centre se trouve a l'origine
ne restreint nullement la généralité. Soit de plus P=x un point intérieur a
celui des demi-cOnes caractéristiques £® =0 qui renferme S. Dés lors, le cone
C? coupe S en des points réels b i distance finie. Ces points satisfont aux
équations b* = A4 et (b — x)® =0. D’autre part, il est clair que les points b qui
satisfont 4 deux des équations b*=A4, (b —x)* =0 et b*— (b —x)*=2(b, x)
—x?= A, satisfont & la troisiéme. Or la derniére étant linéaire en b, elle dé-
finit un certain plan (& m — 1 dimensions et orienté dans l'espace), soit II.
L'intersection du cOne et de I'hyperboloide, désignée, comme d’habitude, par %
est en méme temps lintersection du cdne et du plan II. Par suite, en raison
de ce que nous avons vu au n° 66, l'image de C? par rapport a S est identique
a son image par rapport au plan II. Alors, d’aprés nos remarques concernant
le premier cas particulier, cette image est un cone caractéristique C*', le point
P =x’ étant I'image de P par rapport & II. On trouve d'ailleurs aisément

(*) Dans I'Introduction il n'est question que de m = 4.
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— 4
X' = j M.

(x, x

Les considérations précédentes s’étendent encore par un passage a la limite
ou autrement au cas ou l'hyperboloide dégénére en un cOne caractéristique, soit
C. L'image de CP par rapport au cOéne C se trouve identique & ce cOne
lui-méme.

Les cbnes CP et O ci-dessus se correspondent aussi par ¢nversion(®). La
définition de cette transformation est dans l'espace lorentzien essentiellement la
méme que dans l'espace euclidien. Deux points y et y’ se correspondent par une
inversion s'ils sont en ligne droite avec un point fixe o, le centre de l'inversion,
et satisfont 4 une relation de la forme (y — o,y — 0) = 4 = const. Remarquons
d’abord que tout point a de l'hyperboloide (a — 0)* = 4 se transforme en lui-
méme. Cela posé, notre énoncé concernant deux cOnes qui sont les images 1'un
de l'autre par rapport & cet hyperboloide résulte immédiatement du fait qu'une
drotte isotrope se transforme par une inversion en une droite isotrope. Voici la dé-
monstration de ce dernier fait. Plagons de nouveau l'origine en o. Soient y et
y =4y d'une part, z et 2’ =uz de l'autre, des couples de points qui satisfont
a(y,y)=(2)=A4. On entire Ay =pz® et (y —2' )P =242y —22uly, 2) + u®2®
=Au(z® — 20y, 2) + y) =2Au(y —2)? ce qui met en évidence que les deux carrés

scalaires s’annulent simultanément.

71. Résumé. — Pour une vue d’ensemble nous renvoyons en premier lieu
3 I'Introduction, ot l'on trouve un exposé assez complet des résultats du présent
chapitre. Il ne nous reste ici qu’a amplifier certains détails.

Signalons d’abord un cas particulier de la formule (60) qui, dans le cas des
ondes sphériques, fournit une solution de caractére géométrique du probléme de
Cauchy, posé pour I'équation Au =0 et pour une surface § d'orientation d’espace
qui porte les données. Ce cas particulier est relatif aux trois types de surfaces,
traités dans le numéro précédent, & savoir, plan d’espace, hyperboloide (a — o)*
= congt. > 0 et codne caractéristique (limite de surfaces d’espace). Dans le cas
de telles surfaces, les deux foyers f; et f;, distincts et variables en général,
coincident et restent identiques & un point fixe P’, I'image de P par rapport &
la surface considérée. En posant Rpp = R,, on tombe sur la formule de solution

() Pour éviter.toute confusion, on a écrit au dénominateur (X, X) au lieu de x2.
(®) On peut choisir comme centre de I'inversion un point arbitraire de la droite PP, excepté
‘leg points P et P’ eux-mémes.

19—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 4 juin 1949.
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(74) u(P) = i f {1-’;; — j:l’;} ds.

8

On voit donc que (60) comprend la formule (61%) du n° 63, relative au cas
ou § est un cOne caractéristique (direct). En effet, cette derniére formule est
exactement de la forme (74).

La formule (60) comprend aussi la solution de Poisson, relative au cas classi-
que ou la surface S est le plan x;, = 0. Il est, en effet, aisé de vérifier que (74)
peut dans ce dernier cas étre transformé dans la formule de Poisson, écrite sous
sa forme habituelle (*) (ou réciproquement).

Une grande partie des notions géométriques que nous avons utilisées dans
ce chapitre et qui rentrent dans la solution (60) — <mage, foyer, caustique —
appartiennent a l'optique géométrique. Cependant il est ici question de l'optique
géométrique de Uespace-femps, oi les rayons de lumiére sont fournies par les
droites isotropes. Nous reviendrons ailleurs sur les liens qui existent entre les
conceptions de cette derniére optique et celles de l'optique géométrique ordinaire
et montrerons comment on arrive dans cette voie aux théorémes classiques, tels
la régle des sinus et le théoréme de Malus.

CHAPITRE VL

Applications a la théorie relativiste de Vélectron.

72. Notations. — Les problémes que nous allons traiter dans ce chapitre se
rapportent — tout comme le probléme principal du chapitre précédent — a
I'espace lorentzien & quatre dimensions, espace-temps ou wunivers de la relativité
restreinte. Nous adopterons ici le langage habituel de cette derniére théorie et
les notations accoutumées du calcul tensoriel. Pour simplifier 1'écriture, mous
supprimerons aussi les caractéres gras utilisés plus haut pour représenter les
vecteurs.

La vitesse de la lumiére est égalée & 1, les quatre coordonnées d'un point
sont désignées par z°, z', 2%, 2%, 2° correspondant au temps, x!, 2% x® 4 I'espace
a trois dimensions. Le carré scalaire (x, ) du rayon vecteur x mené de l'origine
au point = est mesuré par la forme métrique

(") Cf. p. ex. GoursaT III (1915), p. 103.
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3

(1) (x,x)=x°2—xl"‘-—x¥’—x82=z gix ) ¥,
J, k=0
Joo=1, gnu=20e=0gg=—1; gix=0, j+ k.

En adoptant encore la convention due 4 Einstein, 4 savoir que, sauf indica-
tion contraire, une sommation est & effectuer pour fout couple d'indices identiques
(lun supériewr, Uautre inférieur), on peut aussi écrire
(%) (x, ) = gjrad 2*.

Les composantes contravariantes d'un vecteur U sont désignées par U’ et son
carré scalaire (U, U) est mesuré par la forme analogue & (1)

(2) (U, U) = g U? U™,

V étant un second vecteur aux composantes contravariantes V7, le produit scalaire
des vecteurs U et V est donné par

(3) (U, V)= g;x Ui V*.

Les composantes covariantes U; du vecteur U sont définies par U; = g U*
(c’est-a-dire que U,= U° U;= — U/, j+o0). Pour garder la s;métrie, on pose
en méme temps UJ=g/* U, oi, dans le cas particulier actuel, ¢/* = g;z. Cela
étant, le carré scalaire de U et le produit scalaire de U et de V peuvent s'écrire

(%) (U, U) = g3 U U* = ¢* U; Us = U Uj;
(3bis) (U, V)=gjk Uj Vk=gjk Uj 14 =UJV1= (Ij Vi,
L’opérateur des ondes est désigné par [, c¢'est-a-dire que

=02__02_02__62=gjk és.
ox® ox* Ox® Oa? 02 dxt

(4) 0O

Les indices j et k figurant dans les opérations @[dx et 02[0xi dx* sont & considérer
comme indices inférieurs (covariants).

Introduisons encore les coordonnées covariantes x; du point x (composantes
covariantes du rayon vecteur)

(s) xj= gjrx*, et inversement 2/ = g/*x;.
On a

a .0
© LA )
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et dés lors, l'opérateur des ondes peut s’écrire

02

bis _——
(4 ) = Oxj o0’

L'indice j figurant dans Uopération 0[0x; est & considérer comme indice supérieur
(contravariant).

73. Les équations de Maxwell. — Le tenseur antisymétrique F qui repré-
sente le champ électromagnétique admet les composantes covariantes Fjp= — I} et
les composantes contravariantes F¢=gi" gts F, ;= —F" (c'est-a-dire que F%=—Fy;

et F/* = Fj, 7, k== 0). On introduit aussi les composantes contravariantes s’ du

vecteur-courant s, vecteur-densité de charge et de courant électrique. Cela posé,

on arrange les équations de Maxwell en deux systémes, chacun a quatre équations,
o+

(7) axk —'_Sj7 j:o;1;21‘37

OFu _0Fy  0F; 0F:
oz 0x * 0 x* + dxt =o.(

(8)

ou, dans les équations du dernier systéme, j, £, ! forment une combinaison quel-
conque & trois éléments tirés de o, 1, 2, 3. (L'interversion de deux indices, j
et k& par exemple, ne produit qu'un changement de signe dans chaque terme.) Le

premier systéme donne, grice & lantisymétrie des F’*, 1'équation de continuité

. s
(9) div s = FPhe o,
a laquelle le vecteur-courant, supposé donné d’avance, doit satisfaire a priors.
Pour intégrer ces équations, on introduit d'habitude le potentiel vecteur A,

aux composantes covariantes et contravariantes A4; et A7 respectivement. En posant
(10) 0Ar 04,

Ek:rOtjkAZW_axk,

le systéme (8) se trouve satisfait. La formule (6) donne immédiatement

oA  9AI

vk =2 __ 2
E ox; Oxx

() Le premier membre de (7) est connu sous le nom de divergence tensorielle du tenseur F.

Nous nous permettons de proposer ici une notation abrégée pour la sommation cyclique figurant
dans (8).
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et par suite

" 9FE_ 0 (04 ru
dxt  dxj\dx*) Oxrdx*

En posant encore la condition supplémentaire

k
(12) divA=%%=o,

il ne reste dans le second membre de (11) que le dernier terme qui, d’aprés (4°%),

n’est autre chose que — [] 47. Alors le systéme (7) se réduit au systéme
(13) dA4Ai=s/ ou (JA=s,

qui 8'intégre par des potentiels retardés.

74. Les potentiels retardés. — Il est instructif de faire rentrer le probléme
d’intégration des équations (13) dans le cadre de la méthode développée au
Chap. IV. Ceci se trouve tout fait dans les travaux de M. Fremberg (') dont
nous nous permettrons de reproduire, dans les n® 74 et 75, quelques parties
essentielles. Nous nous bornerons comme lui 4 des domaines illimités tels qu'on
les trouve caractérisés au début du n° 15, ce qui fait qu'il n'y aura pas de con-
ditions aux limites. On admet que les composantes ¢, qui sont supposées don-
nées, comme nous venons de le dire, satisfont aux conditions indiguées aux
ns 15, 26 et 40, et en outre a I'équation (9). La solution des équations est,
selon la formule (2) du n° 44, donnée par A (x) = I*s(x). Pour arriver a l'ex-
pression de I®s(z), on forme d’abord

(19 Arle)=Isl) =g [ st dy—avaytayt g,

DE

ou (¢f. formule (20) du n° 16)

(15) H4(a)=2““1-n~r(g).r(a—2).

2

L'intégrale converge pour « > 2 et est définie, pour a =< 2, par prolongement
analytique.
En désignant l'origine par o, (14) peut s’écrire

Ae (x)=—ﬁfs(x +y)retdy,

ne

Y FREMBERG 2 et 3.
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d’ott découle, en raison de (9),

div A“(x)=ﬁix—)fdivzs(x + y)rgtdy =o.
DO

Les composantes covariantes

. O0A% 947
(16) Tt =40 ~ o2t

du tenseur antisymétrique F* et ses composantes contravariantes satisfont aux

équations
d Feik .
(17) 7 — 8%,
0 Fri
ol
S“j = D A“J..

En passant des composantes aux vecteurs eux-mémes, et en tenant compte du
résultat établi au n° 42, on trouve

(19) st (x) = [ 4%(x) = A*~2*(z) = I*"?s ().

Pour e =12, I*~%?s(x) devient I°s(x)=s(x), tandis que A%(x) devient la
solution cherchée de (13), & savoir A4 (x) = I®s(x), c'est-d-dire, d'aprés la formule
(30%5) du n° 57, le potentiel retardé

d!/l dys d:l/s'

I
Ax) = -4—7;]3(:6° —o, ¥\ % ¥® o
2

3 E
0= (2 (* ~ y")”) ,
1
et l'intégrale est étendue a l'espace entier a trois dimensions.

75. Le champ produit par un électron. — Aprés ces préparatifs, considérons
dans notre espace-temps une particule, soit un électron, représentée par un point
matériel z = (2° 2%, 2%, 2®) qui décrit une ligne d'unsvers L. Le déplacement in-
finitésimal dz sera, d’aprés les conceptions relativistes (toute vitesse mécanique
est inférieure & la vitesse de la lumiére), un vecteur de temps. Le carré de
I'élément d’arc s’exprime par la relation d7® =(d¢, dz) > 0. Le champ produit
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par un tel électron est donné par la rotation d'un potentiel vecteur, connu sous
le nom du potentiel de Liénard-Wiechert. Les considérations qui suivent con-
duisent & de nouvelles expressions pour le potentiel et le champ en question.

Les coordonnées 2/ des points de L pourront étre exprimées comme fonc-
tions d'un paramétre, p. ex. de l'arc v de L, temps propre de l'électron, mesuré
4 partir d'un point fixe arbitraire et croissant avec 2°. On suppose que ces
fonctions sont suffisamment dérivables (¢f. le n° 27). On suppose aussi que la
ligne L s'étend & l'infini du c6té des 2° négatifs et y admet une asymptote
qui est une droite de temps. Les valeurs correspondantes de z° et de 7 sont
égales & — oo toutes les deux, et on désignera encore par -— oo le point infini
lui-méme. Pour des raisons de commodité, nous supposons que L s’étend a l'in-
fini aussi du c6té des 2° positifs, mais nous ne faisons aucune hypothése sur son
allure & + co. Enfin on suppose que la charge portée par le point ¢ est cons-
tamment égale a 1.

On voit que le vecteur-courant est nul partout, excepté sur la ligne L ou
il devient infini. Soit maintenant x un point qui n’est pas situé sur la ligne L,
et formons, en analogie avec (14), le potentiel vecteur (retardé) d’ordre «

I

= m]r‘;;‘dz, M

x

(20) A ()

ol r;,=(2—=x, ¢—2x) et L* est la partie de L intérieure au cOne rétrograde
D* an sommet z. L'arc L* est donc formé de ceux des points de L qui sont
«sous onde» par rapport & x (¢f. le n° 55). La limite inférieure de l'intégrale
est le point — oo, tandis que sa limite supérieure est le point d’intersection — uni-
que, comme on le verra plus loin, — de la ligne L avec la nappe C* du
ebne D*,

On peut, par des formules analogues a (16) et (17), définir le champ et le
courant d'ordre o« et arriver 4 des équations de la forme (17) et (19). Une dif-
ficulté, particuliére au cas actuel, provient du point —oo. L'intégrale (20) converge
pour 2 < ¢ < 3, la limitation supérieure venant justement du point en question.
La convergence peut, au moyen d'une intégration par parties, étre étendue &
Vintervalle 2 < ea < 5, ce qui suffit & tous les besoins.(?)

() On ne confondra pas la notation dz qui figure dans l'intégrale (20) et qui signifie un
vecteur, avec la notation dy =dy° dy' dy* dy® figurant dans l'intégrale (14).
(®) Voir FREMBERG 2, p. 83.
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On déduit du potentiel vecteur A® le champ électromagnétique F* et le
vecteur-courant s* par un mécanisme analogue a celui développé au numéro pré-
cédent. Nous renvoyons pour les détails aux travaux cités de M. Fremberg.

Nous y renvoyons également pour l'application de notre méthode a 1'élimina-
tion de certaines quantités infinies qui interviennent dans la théorie classique
de l'électron (telle son énergie propre), probléme résolu antérieurement par MM.
Wentzel et Dirac(') en associant les potentiels avancés aux potentiels retardés.
Le fait que cette derniére méthode et la ndtre sont entierement équivalentes
dans la théorie classique de 1'électron a été établi par M. Ma.(*) Notre méthode
a aussi été appliquée en théorie quantique par MM. Gustafson, Nilsson et d'autres.(?)
Il ressort de leurs recherches que notre méthode conduit & I'élimination de cer-
taines quantités infinies, mais non pas de toutes, du moins dans l'état actuel de

1'Electrodynamique Quantique.

76. Potentiel de Liénard-Wiechert. — Nous avons dit plus haut que la
ligne L et la nappe C® du cone rétrograde ont un point d’intersection unique.
Nous allons examiner cette question d'une facon plus détaillée. Posons, en effet,
Ri.=1.=(¢—x, 2—x). On a alors, en raison de la formule (23%), ot = désigne
le temps propre, d R/dz <o. On voit par 14 que R est une fonction continue
et décroissante de 7 et qu’il en est donc de méme de 7 considéré comme fone-
tion de R. Cela fait voir que toute nappe rétrograde d’hyperboloide 2°—z° <o
et ¢—ux,z—2)=R>o0, ot R est fixé, coupe L en un seul point z(x, R). 1l
en est ainsi en particulier de la nappe C* du cbne rétrograde qui coupe L au
point z(x, o) qui est <juste en onde» par rapport 4 . Notons encore que R
décroit de + oo jusqu'a o, quand le point z va de — oo a z(z, o).

En résumé, a4 tout point x et & toute valeur = o de R corrrespond un point
unique z de L qui powrra étre désigné par z(x, R) et dont les coordonnées peu-
vent étre considérées comme fonctions de cing variables, savoir des quatre coor-
données x’ de x et de R, et peuvent &tre différentiées par rapport 4 ces variables.

Fixons d’abord le point . Le point z(x, R) sera alors une fonction de R
et l'intégrale peut s'écrire

(21) A (@) = -1 fRa—;,iz—d

(") Voir p. ex. Dirac 1. (® MaA 1. (®) Pour la Bibliographie voir N1LssoxN 1.
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Fig. 12. La ligne d'univers L.

La valewr ULmite de cette inlégrale powr o« = 2 nous fournira le potentiel de

Liénard- Wiechert. On a H,(¢)=2"'nl (g) - r (a _2— 2) . Pour a =2, le facteur

/

2“‘%:1‘(3) est =27, et alors on tire de la formule (13%) du n° 5 que le po-

tentiel cherché devient

- 1 (D2
A=A )= — (22} .
(22) @=are=—=(58)
La forme usuelle de ce potentiel (') est, si I'on tient compte de notre facon de
normer la charge,
dz
1 dz
4m de\’
(“’ ® dr)

ou 7 signifie le temps propre de l'électron. L’identité des deux expressions ressort

(23)

du caleul suivant. On a manifestement

Oz _dz dR
R dr de

D’autre part, R= (2 — x, 2 — z) nous donne

(") Dirac 1, p. 163.

20—48473. Acta mathematica. 81. Imprimé le 7 juin 1949,
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(23%%) (H:z z—ax CE)—~2 x—z d_z)
3 dt “dt] ' de)’

par oit l'identité des expressions (22) et (23) se trouve vérifiée. Il est clair que
dans (23) = peut étre remplacé par un paramétre quelconque.

77. Le point z(x, R) en fonction de x et de R. — On montre facilement que
dz Jde
(24) (,—xj—Z(Zj—xj)(jﬁ'
En effet, on a d’abord l'équation vectorielle
(25) 0z _, 02
5 oz " GR’

ot A; est un facteur de proportionnalité. D’autre part, en tenant compte de
I'identité R =(z—x,2—x) et du fait que R et = sont considérés comme des

variables indépendantes, on obtient

= d(z—ax)\ _ _ 02)
(26) I_Z(Z x, aR )—2(5 .’I:,oR )
(27) o=z2|z—=x 9fe — =) =2 z——x—(?i —2 z—acgg£
7 ) 0x] I ’f)x] ,oxj
ou
(28) (z x, o7, —(z x, c’)xf')_(zk x) 9o
. [0, JHE

1, j=Fk

En formant le produit scalaire des deux membres de (25) avec z — x, on tire des
formules (26) et (28) 4; = 2 (g — ;). Il résulte de (24)

. iE 0z
(29) div, Z:@ = Z(Zj'—‘xj) ﬁ
_ o —ai) 0 _OR _
_Z(ZJ xj) IR _6R(Z x, 2 x)_aR'—'I,

ce qui nous donne la formule tmportante

. Oz a .. _
(30) div, a—R‘ = 5? div, z = o0.
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On a donc en particulier pour le potentiel A (x) de Liénard- Wiechert, a Uextérieur

de la ligne d'untvers,
(31) div; A (z) =o.
On peut adopter un point de vue plus général. Posons, pour abréger,

(32) Q-Zg%& =v(x, R).

Les fonctions g(R) et G(R) étant définies dans l'intervalle o < R < oo, on peut
former les intégrales

et

W(x)=fv(x, R)d G(R).

Dans des conditions assez générales, que nous n’avons pas l'intention de préciser,
ces intégrales ont un sens, et on peut conclure de la relation div, v(z, R)=o0
que divy V(x)=o0 et diviW(x)=o0. La fonction G(R)=o0 pour R=o0 et
= —1/2x pour R > o0 fournit le potentiel de Liénard-Wiechert (formule (22)),

a—4

tandis que g(R)=—R ? /]EI4 (¢) fournit le potentiel d'ordre « défini par les
formules (20) ou (21).
Il s’ensuit de la formule (35) du prochain numéro que

DxV(x):4fg(R)R%@dR.

1]
Si Ry et d(Rg)/dR s'annulent pour R =o0 et oo, on obtient, au moyen de deux
intégrations par parties,

[}

DxV(x)=4f‘ D v{z, R)dR.

0
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78. Le champ électromagnétique. — Nous obtenons
n o vot A= 0Ar_0Ai_ 1 (0 0a_ 0 %)
Fp=rotjpd =505 — 5 = zn(oxf 0R 9z* R
_ 1 0 (& 0z) _ vI__f?_I(._x.)Qﬁ'_(Z _x)o_zi
T T 2ioR\or  oxt 2w 0R\ P T HGR T BT TR
e ) BBy D) 00
EEET AR - Ity - b 27!{(2] g @ gy
ou, en utilisant une notation usuelle (}),
1 ov 1 0
(33) F—;;;[w—z,(m] MaR[r g, vl=sglz—=, 4].

On trouve facilement que pour tout point x (extérieur a la ligne L) F satisfait aux
équations (7) et (8) de Maxwell, oi dans (7) on a identiquement s/ =o. D’abord
il est clair que ce champ, qui est une rotation, satisfait au second systéme de
Maxwell. En observant que, d’aprés (30), div. v{z, 0) =0, on voit, dés qu'on a
montré que [J.v(x,0)=o0, que F, en raison de (11), satisfait aussi au premier
systéme. Nous allons calculer, dans un ordre d'idées plus général, (J.v(z, R)
et (yz(x, R) et élablir les formules suivantes:

0%z 0z ov
(34) DTZ_4(R o R 0R) 4(Rﬁ_v)
et
2
(35) O:v=4R aRz'

De la formule (24) on tire

0z . L0z
—_— g — ) ———.
2 2(zd — )

(36) Py

Observons ensuite que, d’'aprés la formule (21), div, 2=1 et que div, z =4, ce

qui donne div, (z—ax)= — 3. Il vient, en utilisant (36),
*z 7} 0 1 ) L0z 9z
= ] — — 2 — 7 J—
Het = 50w — (9907{('2 GlFy i Bxf( by R dF F=
0 dz
— .7——— )
~6ap 2= g o

(*) Nous désignons par [U, V] (produit vectoriel des vecteurs U et V) le bivecteur (tenseur
antisymétrique du second ordre) dont les composantes covariantes et contravariantes sont respective-

ment [U, Vljx=U; Ve — Ux Vj et (U, Viik= Ui Vk— Uk Vi,
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De plus
. L0 0z L0 dz) (s N 0%z
(2 xJ)(?R—x?_(ZJ xJ)aRlz(zj )a—EJ—Z & — ad) (¢ xJ)aRz
de , . N 0 0%z 0z OR 0z
o — N ) = —_— = = T a1
+agp =gl —n) =2 Ryg+ on on RaR”+0R

Cela, porté dans la formule précédente, fournit la formule (34) qu'on voulait dé-
montrer. Ensuite on obtient

2
ng Dx 0 (Ra 2)

F=49R\"0oR T oR

0%z 03z 3z 0%z
_4(032 + RoR-’*“aRﬂ) =4 B

ce qui n'est que la formule (35).
En particulier, si R =0, d.v(x,0) =0, ce qui établit le premier systéme de
Maxwell.

79. Nouvelle expression du potentiel de Liénard-Wiechert. — Si l'on pose
dans la formule (34) R =0, on obtient

(57) (28)  —vie0)= —0ue0)

d’oil il s’ensuit pour le potentiel de Liénard-Wiechert (formule (22))

(38) Al@) =

3n O:2(z, o).

Pour éliminer l'origine des coordonnées, on peut utiliser le fait que J.x = o,
et on aura

(39) A@) =g -O:le—2)

oll, pour abréger, on a désigné le point retardé z(x, o) par 2.

En réalité, je suis arrivé a ces formules assez remarquables par une voie plus
intuitive, qui se rattache i l'ordre d'idées du n° 52. Li on a obtenu la solution
du probléme de Cauchy pour toute dimension paire m = 2! par la formule

I2=A"rr
A cette formule correspondrait, dans le cas actuel ot m=4 et I —1=1,

{40) A(x) = A*(x) = O 4* ().
11
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Or la formule (20) fournit (en raison de H,(4) = 8n)

4y 1
(41) 44 (2) snfdz 2w, 0),
) £

ce qui, en vertu de (40), condunit de nouveau au résultat (38).

A vrai dire, dans le dernier terme de (41) on a supprimé un vecteur cons-
tant soustractif relatif au point — oo, vecteur qui pour comble de malheur est in-
fini lui-méme. Or ce vecteur disparait de la formule (40), puisqu'on y applique
a A*(z) lopération [J.. En réalité, il disparalt aussi de l'expression de A*(x),
si on la calcule d'une maniére rigoureuse, c¢’est-d-dire par prolongement ana-
lytique.

Pour le champ électromagnétique F, la nouvelle expression (37) de v donne

e |, %0} __ 9 S O D
“zn[” Z’aR]" Sn[x z’aRD'z]“ Sn[w Z’J(?Rz]

= 1],= 1! =Y e 2
— 87I|:x €, D( 4[:]2)] 327I[x €, D Z]

ou enfin, puisque [1*x = o,

«=___.L —_ 2 _
I 32n[.2' z, [1%(z —x)].

Le bivecteur F' est, comme on l'a vu, la rotation du potentiel vecteur A et satisfait
aux équations de Maxwell (7) et (8), le vecteur-courant correspondant s étant nul

sauf sur la ligne L. Formons aussi la rotation G du rayon vecteur z — .

. Oz 0Oz 0z dz;
ijz I‘Otjk (Z—x)z ro@kzza—;j——%ﬁ=2(zj—xj)ﬁ— Z(Zk_xk)a—lé

= -—;{(?j—xj) O & — (2 — ) O 251,

c'est-d-dire que G s'éerit
Gs—é—[z—x, Oz — 2)].

Ce dernier bivecteur se trouve sur le méme plan que la fonction de Hertz(') donnée
par le grand physicien & propos du probléme d'un dipéle vibrant. Le potentiel vecteur
A est, 3 un facteur constant prés, la divergence tensorielle de @, c’est-a-dire le
vecteur-courant correspondant au champ &, champ qui satisfait aux équations

9 Gik ) ) ) oG
W:—D(zj—xﬂ)=—8nzfl] et O 0x’;-l=0

(") Voir p. ex. ABRAHAM 1, II, p. 62,
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La relation entre le champ G et le champ électromagnétique F' est simplement
O0G=—8=x#F.

En résumé, le rayon vecteur z — x, allant de x au point retardé z, définit
en tout point x de l'espace-temps un champ vectoriel, constitué d'ailleurs par des
vecteurs isotropes. Le champ s'annule sur L, qui en est une ligne singuliére.
Ce champ vectoriel se trouve a la téte d'une hiérarchie de champs successifs,
alternativement vectoriels et bivectoriels, z —x, G, A, F, tous engendrés par la
ligne d'univers de Uélectron et qui se déduisent l'un de I'autre par les deux
opérations fondamentales, rotation et divergence tensorielle, ou, en sautant un
champ sur deux, par l'opérateur des ondes. Cette succession de champs s'arréte
a la ligne L elle-méme, qui représente le vecteur-courant dégénéré, inhérent
au probléme.

CHAPITRE VII.

L’équation des ondes dans les espaces de Riemann.

80. Enoncé du probléme. — Le but de ce dernier chapitre est d'étendre la
méthode d'intégration exposée au Chapitre IV aux équations linéaires du type
hyperbolique normal & coeffictents variables. Nous nous restreignons ici au cas ou
le premier membre de 1'équation en question est fourni par le paraméire diffé-
rentiel du second ordre A; u de Beltrami(?), attaché 4 une certaine forme différentielle
quadratique. L’extension au cas général est immédiate(®).

Soit done

ds® = gjrda/dz*, (%)
la forme métrique attachée a un espace de Riemann & m dimensions. On se trouve
dans le cas de signature lorentzienne ou dans le cas hyperbolique normal, suivant la
terminologie de M. Hadamard, si cette forme, transformée en éomme de carrés,

admet wr carré positif et m — 1 carrés négatifs. En désignant par ¢ la valeur
absolue du déterminant |gjx| == 0 et par ¢/* les coefficients de la forme récipro-

que, le paramétre différentiel du second ordre correspondant A,u s’éerit

(!) On trouve pourtant au n° 98 un apergu succinet de 1'équation légérement plus générale
dont le premier membre est donné par Ayu + A'u. ‘

(® Un probléme d'extension plus général et plus difficile, concernant certains systémes parti-
culiers d’équations, qui pourtant renferment le cas d'une seule équation de forme générale, se trouve
résolu dans la Theése de mon ancien éléve, M. Malmheden; voir MALMHEDEN 1, Chapt. VII—IX.

(®) Nous appliquons dans ce chapitre l'écriture tensorielle; ¢f. p. 147 et le n° 81.
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1 0 - . O0u
Ayu= 175-, 0—13(1/99”5?)-(1)
C'est ce dernier opérateur A, qui dans le cas d’'un espace de Riemann généralise
Uopératewr des ondes de 1'espace lorentzien.

Un probléme difficile, résolu par M. Hadamard d'une maniére ingénieuse,
est celui de construire la solution élémentaire dans le cas de coefficients variables.
Ces solutions sont pourtant de caractéres trés différents(®) suivant que la di-
mension est impaire ou paire et il en est de méme des méthodes d'intégration.
La méthode de la partie finie n'est applicable que pour les dimensions impaires,
et pour les dimensions paires il faut recourir a d’autres méthodes, dont l'une est
la méthode de descente. Nous allons montrer que l'introduction d'un paramétre
convenable permet encore de donner la solution du probléme de Cauchy sous une
forme qui est indépendante de la parité de la dimension de l'espace. Chemin

faisant, nous allons développer un procédé d’intégration fractionnaire tout ana-
logue i celui donné plus haut.

81. Généralités. — Nous commengons par rappeler quelques notions du cal-
cul tensoriel(®). Nous appelons tout systéme de valemis admises par les coor-
données ', ..., 2™ point, désigné par z, d'une variété abstraite ou d'un espace
général & m dimensions. Les considérations qui suivent visent !'espace entier ou,
de préférence, une région de cet espace.

Soit 2/ =2/ (', .. ., ™) = 2/ («*') une transformation ponctuelle qui établit
une correspondance biunivoque entre les systémes de coordonnées 2, ..., 2™ et
x'', ..., 2™, de sorte quon a aussi x¥ = 2¥(x/). On suppose de plus que les

fonctions qui établissent la correspondance sont suffisamment dérivables(*) et que
d’ailleurs il en est de méme de toute fonction introduite dans la suite.
On a les relations équivalentes
. . . M
8 o 0w =={0 51 * Gagw =0
qui expriment que les matrices fonctionnelles (9ai/dx*) et (a9 /0aF) sont réci-
proques. Il en résulte pour les déterminants fonctionnels

() Les détails nécessaires concernant les espaces de Riemann, I'expression A% etc. seront
donnés plus loin (n® 81).

(®) Cf. en particulier le n°® 90 du présent ouvrage.

(®) Pour un exposé plus complet, on pourra consulter p. ex. le livre excellent de M. L. Bril-
louin; BrinLouIN 1.

*) Cf. 1e n® 27,

(%) Pour certaines conventions du calcul tensoriel ¢f. p. 147.
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d(x ', ..., ™ dlz) _dz', ..., a™)

() i) e ) am A )
que

d(x) dx)
(3) i) dl) !

Pour les différentielles des coordonnées, il vient

a9 a7

;0 ;0
(4) _ dx-’—-axk, do* ou dav 0mkdx .

Pour les dérivées partielles d'un scalaire u, on a

(5) | ou _ 0w ozt | Ou _ Ou O
5 | oxi 02" 9 % oaF ot o
Les quantités U!, ..., U™ attachées au point x forment les composantes
d'un vectewr coniravariant §'ils obéissent a la méme loi de transformation que les
différentielles (4). Les composantes V,, ..., Vn d'un vecteur covariant auront par
contre 4 obéir & la méme loi que les dérivées partielles (5). Ou, d'une maniére
explicite,
N . 0xr
J = —— k =" Ik
(6) U: pp U¥ ou U PP L
et
dx¥ dxt
(7) IC:—@_:(,‘;VL' on V,'=5-x7 V.
Le produit scalaire
(8) (U, V)=U7V;

est invariant par les transformations (6) et (7) qui sont donc contragrédientes.
En particulier, les différentielles da’ forment les composantes contravariantes
du vecteur dx qui exprime le déplacement infinitésimal du point x, tandis que

d
les dérivées partielles ;,)%=gradju forment les composantes covariantes du
Ou

gradient de . Le produit scalaire b_ﬁdxj des susdits vecteurs est un invariant,

la différentrelle totale du de la fonction u.

Au point od nous sommes, les vecteurs contravariants et covariants sont des
objets géométriques distincts. La situation change complétement au moment
ol, par l'introduction d’'une métrique, 1'espace général devient un espace de Rie-
mann. Dans un tel espace, on pourra assigner a chaque vecteur des composantes

contravariantes et covariantes.
21 —48173. Aeta mathematica. 81. Imprimé le 7 juin 1949.
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On aura un espace de Riemann, dés qu'on aura défini le carré de la distance
ds de deux points infiniments voising x et x + dx par une relation telle que

(9) ds’=gjkdz"'daf:k, gik = Gkj.

La forme métrique gjxrda’dx* est done une forme différentielle quadratique, dont
les coefficients dépendent en général des coordonnées du point =, gjr = gji ().
Cette forme peut jusqu'a nouvel ordre étre définie ou indéfinie. On suppose
pourtant que le déterminant |g;x| 4+ 0 et on désigne, comme plus haut, par g la
valeur absolue de ce déterminant. Les coefficients ¢/* de la forme réciproque
sont symétriques eux aussi, ¢g/* = g*/, et satisfont aux relations

(10) girg*t = g'* g = 0.

Du caractére invariant de
ds®= Gik dod dat = ai'k do’ dac""_.

il résulte que

. 6%”' (9x‘1’ _ axp axq
xr) =000 G g 00 WY g o

Ces derniéres relations et (10) entrainent

. ., 09 0xt - dxi’ o
k= gr'd’ = K o gpg T T
(12) ¥ 9 9z o 8 g 9 ar dan

Le vecteur U de composantes contravariantes U7 aura, par définition, les com-
posantes covariantes

(13) Uj=g;e U (d'od U/ = g* Uy),

tandis que le vecteur ¥V de composantes covariantes V; aura les composantes
contravariantes

(14) Vi=g* Vi (d'od V;=gp V¥).

On pourra dés lors parler du carré scalaire d'un vecteur U quelconque
(15) (U, 0)=gp P U* = ¢* U; U = U7 Uj, (")
et du produit scalaire de deux vecteurs U et V quelconques

(16) (U, V)=gn U Vi=g*U; Vi= U V;= U; V.

(*) Vecteur de temps, vecteur d’espace, vecteur isotrope et vecteur unitaire se définissent comme
4 la page 27.
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Deux vecteurs U et V dont le produit scalaire (U, V)= o0 sont dits ortho-
gonaux.

Les composantes contravariantes du gradient d'une fonction u sont
(17) grad/ u = gi* gradku=gj’°;;—?%-

Le carré scalaire du gradient de u et le produit scalaire des gradients de u et
de v sont les paramétres différentiels du premier ordre de Beltrami

. O0u Ou
— gk Y%
(x8) Au=g ox dxk
et
L O0u dv
(19) Al(“: ’l])=A1(’l), u)=y”‘6m’ dxk'

Les expressions (15)—(16) et (18)—(19) sont Znvariantes par rapport & une
transformation de coordonnées arbitraire en vertu des relations données plus haut.
Le déterminant |gjx| se transforme en raison de (11) d'aprés les formules

d (2?2 , d(z)\?
(20) lyjk|=|9j'k'|(——d(x)) ou |gj’k’l=|9jkl(m
et la racine carrée de sa valeur absolue g d’aprés les formules
3 o l/ ! d(x,) 7 d(x)
bis — — dlz) |
2o Vo=Va|a@m| o V9 =V air

Pour 1'élément de volume invariant de l'espace de Riemann, la formule (56)
du n° 21%s nous fournit 1'expression

dix, ..., d x™
(21) AdQR=1Vy

dnxt, ..., dpx™
ou, en particulier, -
(21%) aQ=Vg-da*...dz"

la premiére expression générale étant le volume du parallélépipéde construit sur
les déplacements infinitésimaux d, z, dyz, ..., dmx, tandis que dans le cas parti-
culier (21%s) une seule des coordonnées varie 4 chaque déplacement.

Nous aurons plus loin besoin de la divergence d'un vecteur 4. On arrive, soit
par différentiation covariante, soit par 'application du théoréme de Gauss (n° 92),

4 la définition
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(22) div 4 _V— 0—](V A9).
Cette définition peut aussi étre rendue légitime en observant qu'elle se réduit a
la définition ordinaire, lorsque les coefficients de la forme métrique sont cons-
tants, et en vérifiant que (31) est tnvariant par rapport & tout changement de
coordonnées. Ce dernier fait découle aisément du théoréme suivant de Jacobi,
théoréme qui d’ailleurs sert de base 4 la théorie des multiplicateurs d'un systéme
d'équations différentielles.

Les mineurs D] relatifs aux éléments 01027 d'un déterminant fonctionnel

a1 L Mld, ..., 2, .., x™) satisfont & la relation

& D]
30D
j=1 ot
Or les matrices (9% /02') et (0x*/da) étant réciproques, le mineur rela-
‘ Jj
tif & 1'élément 92 /02’ du déterminant d(z')/d(x) est égal a %%;)) gg— Par
suite, le théoréme de Jacobi peut aussi s'écrire

Eu égard 3 cette relation et aux relations (6} et (20%), il vient

I New L 0 (y= |d&)] o2’
V— (VgA) xf(Vg ’ d(x), Fys 4 )
1 |d(x 0 2
Y wﬁ a7 AkoV‘V‘a”“@Aw()

En égalant les composantes A7 qui figurent dans (22) aux composantes contra-
variantes de grad «, données par la formule (17), on conclut I'snvariance du para-
métre différentiel du second ordre

™) C¢f. p. ex. GoursaT II (1911), p. 3I0.

(*) La vérification ci-dessus rappelle beaucoup celle donnée par M. Brillouin (1, p. 71—72) qui
pourtant ne s’'appuie pas de manié¢re explicite sur le théoréme de Jacobi. Les deux vérifications
s’appliquent aussi & 'expression plus générale t7' (6 4¥)/d %, ou o et T sont des densités scalaires
(6=0d-d(x)d(x), =1+ d(x')/d(x)). Cette derniére expression ne contient aucun élément métrique,
la propriété d'invariance envisagée appartient donc en réalité ala géométrie vectorielle affine, point
de vue que M. Brillouin fait soigneusement ressortir.
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3 1 0 —~ . O0u

(23) Ayu=Au=div gradu=V—§a—x—j(V gﬂﬁ),
dont I'étude forme un des principaux objets du présent chapitre. Faisons remarquer
que c'est uniquement de la notation abrégée Aw que nous nous servirons dans la suite.

Les vecteurs sont les fenseurs du premier ordre. Nous pouvons nous dispenser
de parler longuement des tenseurs d’ordre supérieur au premier et nous contenter
de signaler un tenseur du second ordre, qui d’ailleurs est d'une importance capi-
tale, le fenseur métrique de l'espace. Ses composantes covariantes et contravariantes
sont les quantités g;; et ¢/* respectivement, avec leurs formules de transforma-
tion (11) et (12), tandis que les quantités invariantes 3] sont ses composantes

maxtes.

82, Géodésiques. — Pour la commodité du lecteur, nous donnons ici un
apercu des géodésiques d'un espace de Riemann, lignes qui vont jouer un
role fondamental dans la suite. Il nous faudra tenir compte du fait que la forme
métrique de Uespace est indéfinie dans les applications que nous avons en vue.

~Envisageons des courbes C, données sous la forme 2/ = 2/(¢), ¢ étant un

parametre, et le probléme de variation relatif & l'intégrale
. .. da . P
(24) L(z, #)da, ou #l = et Lz, &) = gji(x) 47 £,
¢
Les extrémales de ce probléme sont données, par les équations d’Euler
(25) T — e =0, j=1,...,Mm.

De ces équations et du fait que L est homogeéne et du second degré dans les

Z*, on tire
dL_0L , 0L., d oL, 0L. d oL,k)_d 4L
do 02" T 03" Tdeoit Tr” "M(ﬁk” =70 =25

C’est-a-dire que dL/do=o0, ou, en d'autres termes, L est constant le long de
toute extrémale C. Si cette valeur constante est différente de zéro, on peut diviser
(25) par 2| L, ce qui fournit les équations

OI|LI* 4 o]L|*_

6 ; S ==
(26) 0t do 047 °,
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qui ne sont que les équations d’Euler relatives au probléme de variation
(27) [1Lldo = [|gdad dat]t.
¢ C

La derniére intégrale exprime la longueur de l'arc de la courbe a laquelle
cette intégrale est étendue, les équations (26) fournissent donc les géodésiques de
I'espace de Riemann envisagé. En conséquence, les équations (25) fournissent,
elles aussi, les géodésiques en question ().

Or le systéme (25) admet aussi des solutions pour lesquelles la valeur cons-
tante de L est nulle. Par extension, ces lignes seront encore considérées comme
des géodésiques, bien que le systéme (26) cesse d’'avoir un sens pour une
telle ligne. .

Le fait que la valeur de L est constante sur toute courbe fournie par le
systéme (25) implique que, sur une géodésique arbitraire, la forme métrique
girdx’ dx* garde son signe ou s’annule identiquement. Suivant que ce signe est
positif, négatif, nul, on pourra parler de géodésiques de temps, géodésiques d espace,
gbodésiques isotropes ou de longuewr nulle. Ces derniéres sont encore appelées
bicaraetéristiques suivant la terminologie de M. Hadamard.

1l y a une différence essentielle entre le réle que le paramétre ¢ joue dans
le systéme d'équations (26) d'un coté et dans le systéme (25) de 'autre. En effet,
il est clair par la seconde forme de l'intégrale (27) que, dans la premiére forme
de cette intégrale, on peut remplacer ¢ par un paramétre tout a fait arbitraire,
soit 7, en posant i/ = da//dz. Cela étant, les équations (26) ne seront pas changées
si on y introduit ¢ au lien de o, ce qui d'ailleurs est aisé a vérifier par un
calcul direct. En d’autres termes, les équations (26) (et des conditions aux li-
mites appropriées) déterminent la géodésique O, mais non o, qui reste un para-
métre arbitraire. Il en est tout autrement des équations (23), ot la coordination
entre les points x de la courbe et le paramétre o est déterminée & une substitution
linéasre ¢ - ao + b prés(!), résultat extrémement imporﬁant pour la suite.

D’abord il est clair que les équations (25) restent valides si 'on y remplace
¢ par ao + b. Réciproquement, si la relation L == const. == 0 a lieu en deux
représentations paramétriques (?) relatives & deux paramétres o et 7, elle implique
que dz/do doit &tre constant.

(') Quant aux rapports entre les équations (25) et (26) et les principes de la Dynamique, voir
HADAMARD 1, p. 117—118. '

® Evidemment, les valeurs constantes en question seront, en général, différentes.
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Le raisonnement ci-dessus tombe en défaut pour une géodésique de longueur
nulle, la valeur constante de L étant nulle sur une telle géodésique. Voici une
démonstration qui embrasse tous les cas.

Admettons qu'une extrémale satisfait en méme temps aux équations (25)
relatives soit au paramétre o, soit au paramétre z. En posant do/dv= A4, on
a d/dt=A-d/do, tandis que les quantités L, d L/02%, 0 L/dit, relatives & o,
deviennent respectivement A*L, A*9 L/0ad, A0 L/d44, par ou les équations rela-
tives & 7 §’écrivent

7 .0 d oL dA 0L
°=A”%—A%(A5§)=A'(Tff“d—aﬁ) 4G o0
La comparaison avec (25) donne que le dernier terme s'annule pour tout indice
J. Il en résulte que d 4/do=o0, car d L/047 = o, pour tout j, donnerait, en vertu
de |gx]+o0, i*=0, pour tout k. Par conséquent do/dz= const. ou dv/do
= const.

Les paramétres dans lesquels les équations des lignes géodésiques admettent
la forme (25) et qui, comme nous venons de le voir, sont déterininés, & une sub-
stitution linéaire prés, seront appelés paramétres admissibles. Seuls ces derniers
paramétres seront utilisés dans la suite.

83. Equations canoniques. — Le systéme de m équations du second ordre
(25) & m inconnues 2/ est équivalent i un systéme de 2m équations du premier
ordre & 2m inconnues. Pour arriver aux équations hamiltoniennes ou canoniques,
on introduit & c6té des 2/ comme nouvelles inconnues les quantités (composantes

covariantes du vecteur tangent de composantes contravariantes i7)

a1 OL ,
(28) D= dt = s
relations équivalentes a
. 1 ,..0L ,
(29) #=_gYo5=9"p

Introduisons encore la fonction hamiltonienne

(30) H(z, p)=¢*pipe.
On tire des formules qui précédent

10H _ uo 9%
(31) 20pj_gj pk'—x_da

et
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oH » ) ,
(32) H(z, p)= - @pj:x’pj:— @ ——= Lz, 2).

On a encore les relations

OH(x,p)  9L(x, @)
(33) T =T

qui résultent des propriétés connues de la transformation de Legendre, si I'on
observe que L + H = 21*p;, mais qui peuvent aussi se vérifier par un calcul
direct. En effet

OL(x 4)  0H(z, P)_,agu kel d gt 9 Gri 4, . agtr "
00 T 0w owl T T gl = g5 0 P8t 5 Gl
O (grig*") 29 .

Des relations (31), (25), (28) et (33), on tire les équations canoniques des
géodésiques

de! 10H dp;

(34) do  20p] do

=

I
2

D

wf

Il résulte immédiatement de ces équations que dH = o0, c'est-d-dire que
H = const. le long de toute géodésique, en accord parfait avec le fait identique
établi plus haut pour L(= H).

84. La distance géodésique. — Dans la théorie habituelle des géodésiques,
ou la forme métrique est définie positive, c’est l'arc de la géodésique qui figure
comme paramétre dans les deux systémes équivalents (25) et (34). Cet arc, compté
4 partir d'un point arbitraire x, de la géodésique, se définit par I'intégrale, prise

x
sulvant la géodésique, s= f (girda? dx¥)t. Avec s comme paramétre, on a évidem-
To

ment L (z, ) = 1 = const., ce qui fait voir que s est un paramétre admissible. Dans
le cas d'une forme indéfinie, on pourra faire de méme pour les géodésiques de
temps, sur lesquelles gjrda/da* > 0; c'est précisément ce que nous ferons au
n° 89. L'emploi de l'arc comme paramétre est encore possible sur les géo-
désiques d’espace, ol gjrda/da* < o, si l'on utilise I'expression flgjk dzd dak |},
comme nous l'avons fait incidemment plus haut, ou si l'on admet des valeurs
imaginaires (pures) pour l'arc. Cependant dans le cas des géodésiques isotropes,
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dont la longueur d’arc est identiquement nulle, on doit garder le paramétre sous
sa forme générale.

Plus important que cette question de paramétrisation moyennant l'arc est
le probléme de la distance géodésique s(x;y) de deux points x et y, donnée
(dans certaines conditions qu'on va encore préciser) par l'arc de la géodésique
qui joint ces points. Pour éviter des quantités imaginaires, nous préférons con-
sidérer le carré s®(x;y) de cette distance, qui aura toujours une valeur réelle,
cette valeur étant, suivant les cas, positive, nulle ou négative.

Il ressort des théorémes d'existence des systémes d’équations différentielles que
les géodésiques menées en un point fixe x, sont parfaitement déterminées par les
rapports mutuels entre les différentielles da®. On peut aussi montrer que, le
point x se trouvant dans un voisinage suffisamment restreint(!) du point z,,
il existe dans ce voisinage wune géodésique el une seule qui joint les deux points
et que cette géodésique varie d'une maniére continue et méme suffisamment
dérivable avec ces points (?).

Tout cela étant bien compris, le carré s*(x; y) de I'arc géodésique, précisé tout
a 1'heure, joignant deux points suffissamment voisins x et y sera une quantité bien
déterminée. Cette quantité, qui est dailleurs symétrique en x et en y, sera appelée
carré de la distance géodésique des puints x et y. Nous posons encore, avec
M. Hadamard, s®(z;y)= I'(x;y) et nous allons déduire l'équation aux dérivées
partielles du premier ordre que I'(x; y) vérifie en fonction soit de z, soit de y.

On a vu plus haut que la fonction L admet une valeur constante le long
d'une géodésique arbitraire et ainsi, en particulier, le long de la géodésique
joignant = et y, valeur qui pourtant dépend du choix du paramétre o, la sub-
stitution ¢ - Ao + B amenant le changement L > A2 L. Nous allons montrer
que la valeur constante en question devient égale a I'(x; y) si I'on normalise le
paramétre ¢ de fagon qu’il admet les valeurs respectives o et 1 aux points x
et y. Observons d’abord que le parameétre est enfiérement délerminé par ces con-
ditions; nous l'appellerons paramétre normalisé relativement @ x et y. Désignons
ensuite par z le point courant de la géodésique et par o. la valeur de ¢ qui,

() On entend ici par voisinage d'mn certain point 'intérieur d'une surface simple fermée
entourant ce point. On dira, dans les circonstances figurant an texte, que le point x est suffi-
samment voisin du point x, et, dans des circonstances analogues, que deux points x et y sont
suffisamment voisins.

(*) Pour des énoncés plus précis voir HADAMARD 1, p. 120—123, 156—159, 408; HADAMARD
8, p. 106—123 {(pour p. 121 ¢f. les Errata), 497—511; A. SzUcs 1, p. 380—391.

22--48173. Acta mathematica. 81. Troprimé le 8 juin 1949,
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dans une paramétrisation arbitraire(!), correspond a z. Admettons, pour com-
mencer, qu'il s’agit d'une géodésique de temps. Si l'on pose d’'abord o, égal &
larc s(z; 2z) (compté & partir de x) de cette géodésique, on obtient évidemment
L=1. Pour le paramétre normalisé 7. = s(x; 2):s(x; y), il vient par conséquent
L=s"(x;y)=TI(x;y). Pour des géodésiques d'espace, le choix o,=|s(x; 2)|

donne L= —1, et le paramétre normalisé 7.=|s(x; 2)|:|s(x; y)| fournit en-
core L= —|s(z;y)]*=5(x;y)=T(z;y). Enfin, si la géodésique est isotrope,
on a encore L =TI(z;y), puisque ces valeurs sont nulles, toutes les deux. En
résumé

(35) L(z, § =I'(z; y)

ot z est un point arbitraire de la géodésique qui joint x et y, 25 =dz*/dz et v est
le paramétre normalisé admettant les valeurs respectives o et 1 en x et en y.

1
Puisque L(z, 2) =I'(z; y), on a aussi I'(x; y) = f L{z, 2)d=, 'intégrale étant
0

prise le long de la géodésique C joignant z et y. Soient maintenant
x+dx et y+ dy deux points infiniment voisins, le premier de x, le second
de y, et C + d C la géodésique qui les joint. On a cette fois-ci I'(x+dz; y +dy)

1

= f L(z,2)dz, 'intégrale étant prise le long de C + 6 C et le paramétre 7z nor-
(1} .

maligé relativement & = + dx et y + dy. Il vient dés lors, grice & la formule

aux limites(®) du Calcul des Variations,

5 (e=y)
(66 0rlig)=Tle+omy+dy)— Il = [255P 0],
z=1x}
ou c'est le paramétre 7, normalisé relativement & z et y, qui figure dans les
dérivées £t =(dz*/dz. Cette formule nous donne

aF(x; y)_;aL(x,ab) Or(x,y) ALy, y)

(37) dxk oz ¢ oyt dy*

b

et dés lors, en raison de ce qui précéde et des formules (35), (32) et (28),

(59 rei )= L, #) = B, p) = 1 (w, 2EE),

ou, éerit d'une maniére détaillée,

(") 11 n’est évidemment jamais question que de paramétres admissibles; voir plus haut, p. 167.
(*) Voir p. ex. HADAMARD 8, p. 144 et 152; GoursaT IIT (1915), p. 567.
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0T (x;9) 0T (z; y)

(38%5) A I(z; y) = ¢*(x) Fy Fp =4I (x; y),(")

équation d'importance capitale, qui subsiste évidemment si 'on y échange x et y.

Remarquons dans un autre ordre d'idées que, dans le cas ou les géodésiques
C et C + 8 C sont isotropes, on peut encore tirer de la formule (36) la relation
importante

0Ll 3), . 2L, 2)
oy Y a4k

(39) §z* =0 ou gix(y) ¥ 8y* — gin(2) i/ d2* = o,
valable pour un paramétre admissible arbitrarre.

En effet, les égalités I'(x; y)=TI'(x + dx; y + dy)=o0 entrainent § I'(z; y)=o,
ce qui, de son coté, entraine (39) pour le paramétre normalisé z. Le passage au
paramétre ¢ arbitraire est immédiat, car les termes de (39) se multiplient par le
méme facteur A quand ¢ =47 + B.

En vue d'une application prochaine, nous transcrivons encore les formules
(35) et (37), relatives au paramétre normalisé z, pour le cas d'un paramétre arbi-
traire 0. Ce dernier paramétre admettant les valeurs respectives o. et o, aux

points = et y, on aura 7= (¢ — 0:): (0, — ;) et par conséquent
(35%) I'(z; y) = (o, — 0:)* Lz, 2).

On aura de méme

) or(x;y) 0Lz, ) , 0I(x;y) dL(y,v)
bis it b I - R ! LI — 9 )
(37 ) 0xk (61- 0!/) ox-k et ayk (O'y 0'-1') 0 :"/k
85. Coordonnées normales. — Considérons une région R, un point z, in-

térieur & R et supposons que tout autre point z intérieur 4 R peut étre joint
a x, par une géodésique parfaitement déterminée, située dans R et variant d'une
maniére continue et suffisamment dérivable avec z(*). On reprend le parameétre
o des équations (25) et on pose 6 =0 en x,, par ol la paramétrisation de chaque
géodésique est déterminée & une substitution o > A o prés. Envisageons un point
x de R, la géodésique C qui le joint au point z,, et formons-les quantités

(*) On peut encore procéder de la maniére suivante

I,kﬁL 1 ., 0L L 1 .kOI' or

P L=t s = 1Y 6w oar — 49 003 0t

(*) Voir HADAMARD 1, p. 156—1359.
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d x*
e aexry _ .k
(40) 3 ——ax(da)o—axxo,

olt les paramétres directeurs sont ceux de la géodésique C au point z,, g, est
la valeur que le paramétre o admet au point xz, le tout étant d’abord-calculé
au moyen d’'une paramétrisation fixée. Or les quantités &, étant invariantes par
toute substitution ¢ -~ 4 o, ne dépendent pas du choix du paramétre, c'est-a dire
qu'elles ne dépendent que du point x ou, si l'on veut, des coordonnées x* de ce
point. Inversement, les quantités & déterminent le point x. Il suffit de montrer
que deux points x différents fournissent deux systémes de valeurs & différents.
Supposons done un instant, pour fixer les idées, que ¢ est normalisé sur chaque
géodésique de facon qu'il admet la valeur 1 au point d'intersection de la géo-
désique avec une certaine surface fermée, intérieure & R, entourant z, et coupée
en un seul point par chaque géodésique issue de x,. Cela étant, considérons
deux points = différents. Si ces points appartiennent a des géodésiques tan-
gentes en x, & des droites différentes, les rapports mutuels des & seront différents.
Pour deux points situés sur deux arcs opposés admettant la méme tangente, les
signes des £ seront opposés. Enfin pour deux points différents situés sur le
méme arc géodésique, on aura les mémes paramétres directeurs, mais des valeurs
différentes de o.

En résumé, le point x et le systéme des quantités & sont mutuellement déter-
minés l'un par l'autre, ce qui fait que ces quantités pourront étre introduites
comme de nouvelles coordonnées de x. Ces coordonnées, inventées par Rie-
mann, sont appelées coordonnées normales(*) du point x (autour de z,). Le point
Z,, dont toutes les coordonnées deviennent nulles, est appelé 'origine du systéme
de coordonnées en question.

Le systéme de coordonnées (40) est tangent en z, au systéme original des
x*. On a visiblement d2//0E = 6{ au point x,, les coefficients gj; de la forme
métrique resteront donc inaltérés en ce point (¢f. la formule (11)). Si l'on part
d'un second systéme de coordonnées z*, le systéme de coordonnées normales &
déduit de ce dernier systéme de la maniére ci-dessus, est lié au systéme &* par
une transformation linéaire a coefficients constants

. (0
(1) = (5). &

(*) Ces coordonnées sont des fonctions suffissamment dérivables des anciennes coordonnées et
vice versa; voir la note précédente.
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Les géodésiques issues du point z, sont dans un systéme de coordonnées
normales, prises comme coordonnées affines, représentées par des lignes droites
issues de l'origine de ces coordonnées.

Pour des géodésiques de temps, il est souvent avantageux de spécialiser o
et d’'écrire, tout comme dans le cas d'une forme métrique définie positive,

dx*
r — s gt
(42) g § ( ds )0' s 0

s désignant la longueur de 'arc géodésique (x,, x).

L'emploi de coordonnées normales améne de grandes simplifications dans
beaucoup de calculs. Pour commencer, nous modifions légérement nos notations.
Le point xz,, origine des coordonndes normales, sera désigné par o, le point x
de coordonnées normales & par &; le point courant z de la géodésique sera
ici . Nous écrirons respectivement g;;(0), gix(£), gix(5) au lieu de gji(w,), gjx(),
gjx(2) ete. L’expression I'(x,; z), carré de la distance géodésique entre x, et x
devient dans les nouvelles notations I'(0; £). Les formules (40), transcrites d'une
maniére convenable, deviennent & leur tour

) d gk .
b (25 ) 5
(43) g G’(do)o ol
Il en vient, le long de chaque géodésique,
.o dgE
b= 22 = = gk —
(44) g 1o £k = u* = const.

Dés lors, la relation L(z, 2) = const. s'écrit dans les notations actuelles
(45) L, 0) = L(L, u) = g (0) w u* = const.

On a, en particulier, L(§, )= L(o, u) et par suite

(46) ot L{(§, u) = ot L(o, u)
on
(47) gix (§) § & = gji{0) F &

Le premier membre de (46) étant, en vertu de (35%), égal & I'(0;&), on a
V'identité fondamentale

(48) I'(o; &)= gjx(0) & &*.
12
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Nous donnons encore quelques identités importantes, remontant 4 Riemann. On tire de (48)
0 (0; 9
oy

ce qui montre que 0 I'/0¢/ est linéaire et homogéne en 6.. Il en résulte, d'apres (37%%), que

= 2gjk(o)§k= 26.g;;(0) uk,

0L 8 _ 0L w

(49) Y =

= 2gjk(§)u,k = 2“]' = const.

le long de chaque géodésique('). On a done, en particulier, gjk(§)u’~'-—= gjk(o)uk, ce qui, multiplié
par o, donne

(50) !Ijk(f)fk =.qjk(°)§k-(’)

Ces formules impliquent évidemment (47).

86. Quelques formules auxiliaires. — Ces formules se rapportent aux para-
métres A, et A;=A (n° 81). La plus grande partie des calculs sera faite en
coordonnées générales, et ce n’est que pour expliciter A(I') qu'on aura & recourir
a des coordonnées normales.

Nous posons, pour simplifier 'écriture, I'(xy; ) =T, gji (€)= gjr, ¢*(x)=g¢*.
Nous désignons, comme d’habitude, par g la valeur absolue du déterminant | g;«|

et par o le paramétre usuel; 6 =0 en z,.

1°0 On a pour une fonction U arbitraire

QLU au
daf ox* do

(s1) A(r, U)=g¢ :
la différentiation étant faite suivant la géodésique joignant z, et .
En effet, il résulte de (37%%) et de (29)

L 01 . 0L
k2" Jk — ok
(52) & 20 =09 g =204,

par conséquent

) (!) On voit que, en coordonnées normales, non seulement les composantes contravariantes
' de la «vitesse» sont constantes le long de la «trajectoire», mais qu'il en est de méme de ses
composantes covariantes u;. On tire de (49} au moyen des équations (25), ou de (50) par diffé-
rentiation

091 9911

A g1y 09” . .
0—§L§J§k=° et Ty§f§k=o ou 0—§lu}ul=o et 0—§juv1u’f=o.

A lorigine des coordonnées normales, l'une quelconque des deux derniéres identités est valable
pour des uJarbitraires, d'ott 1'on conclut que toutes les dérivées 0 9;5/0 & s'annulent en ce poirt.

(*) Temprunte la déduction élégante qui précede i la Thése de M. Malmheden (1, p. 57). La
méthode utilisée an numéro précédent aussi a été sensiblement influencée par celle de M. Malmheden.
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oU _

0U__ oUda__ dU
dxt

p— 'k e
Al U)=204 o de —2%da

2

On tire de (51) pour une fonction F' arbitraire

av
do

(51%%) A((FD, U)=2F'(I)-0

2°. On a pour l'opérateur A, défini par la formule (23), U et V étant des
fonctions arbitraires,

(53) A(UV)=UAV +2A,(U, V)+ VAU.
En effet, en utilisant la notation (17), on peut écrire

X

Vg

Dés lors, l'identité (53) découle immédiatement de

0 ,\f .
A(UV)= E;j(l/ggra.dﬂ(UV)).

Vg grad (UV)= UVg grad V) + V(Vg grad’ U).

3. On a
(54) A(F(F)U)=UAF(I‘)+4F’(F)-o%%+F(I‘)-AU
et
(55) AF(N)=F (I'-AT + 4F"(I)-T.

La premiére formule est une conséquence immédiate de (53) et de (51%).
Quant 4 la seconde,

1 0 - .. 1 0 , - .
A(FID) = Ve a—xj(Vg grad F (IN) = Ve 5—9&.(1«“ (Vg grad I')

- cn 0
=F'(I')-AT + grad’ T amiF(I)'

Le dernier terme est égal & F'(I') gradi I" grad; I', ce qui, en vertu de (38%)
se réduit & 4 F"(I)- I

4°. Pour F(I')=T?, on tire des formules (54) et (53)
(56) AP U)=ﬂl“ﬂ‘1[(4(ﬂ~— D+ADT + 40‘2—’({] +I8-AU.

5o, On a

(57) AI‘=2(m+afi—A%i—Vg)-
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o m désigne la dimension de l'espace de Riemann et g désigne, cette fois-ci,
la valeur absolue du déterminant gz, non plus dans un systéme de coordonnées
générales, mais dans un systéme de coordonnées normales arbitraire qui admet x,
comme origine.

Vérifions d’abord que l'expression ci-dessus reste inaltérée si on passe d'un
systéme de coordonnées normales 4 un autre. Or on a vu qu'un tel changement
s'opére au moyen de coefficients constants (formule (41)), g sera donc multiplié

par une constante (formule (20)) et d log V;/ do ne sera pas changé. Bien entendu,
ce dernier fait résulte aussi, quoique d'une maniére implicite, du calcul qui suit.
On a d’'abord en coordonnées générales (¢f. les formules (23) et (52)

Ar= - 2 (Vo 5a) = - 55 Vaos)

g 0 0 x* V_gﬁ
2060Vg . o, . dlog Vg o, ..
=V o Pt 2 pe ¥ =20 I b2 0,

Dés lors, si le systéme des a* est un systéme de coordonnées normales admet-
tant z, comme origine, on aura, d’aprés les formules (43) et (44), 0@/ = a7 et

dos) _03)(_ 502)
dad Al 9 o

87. Le conoide caractéristique. — Les géodésiques de longueur nulle ou br-
caractéristiques issues d'un certain point x engendrent le conoide caractéristique(*)
de sommet x. Les points y de ce conoide satisfont & I'équation I'(z; y) =o. La
fonction I'(z; y) s’annule du second ordre au point z, point singulier du conoide,
ol toutes les dérivées 9I'/dy* s’annulent. Par contre, tout autre point (%) du
conoide est un point régulier; I' (z; y) s’y annule du premier ordre, I'une au moins
des susdites dérivées étant différente de zéro en un tel point. Tous ces faits
découlent immédiatement des formules (37%) et (29).

Dans le cas de signature lorentzienne, le seul qui intervient dans nos ap-
plications, le conoide divise l'espace (voisin de z) en trois régions. Deux d’entre
elles, ot I'on a I'(x; y) > o, sont intérieures au conoide et une, avec I'(x; ) <o,
lui est extérieure. Les géodésiques, issues de = et menant & l'intérieur, sont des
géodésiques de temps, tandis que celles menant i son extérieur sont des géo-
désiques d’espace.

(') HADAMARD 1, p. 47 et 124.
(*) Toutes nos considérations se rapportent & un voisinage suffisamment restreint de .
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Les faits énumérés se réduisent aux faits correspondants relatifs a I'espace
lorentzien traité dans les chapitres précédents. En effet, en introduisant des co-
ordonnées normales, avec leur origine en z, le conoide devient un céne ordinaire
gir(0)nint =o0. Par un choix convenable de ces derniéres coordonnées on peut
méme s'arranger de maniére i ce que I'(z; y) se réduise i la forme lorentzienne
(1) du n° 14

(s8) Fla; y)=n2— g —- — .
88. Surfaces caractéristiques. — Une surface caractéristique est définie par
les équations semultanées
(59) Sy’ ... ym=8@k =o
et
.08 88
E_— = = =
(60) & oy OyF o

Le conoide du numéro précédent, appelé de prime abord conoide caracté-
ristique, est une surface caractéristique d’aprés la définition que nous venons de
poser. En effet, en prenant S(y)= I'(x; y), le conoide satisfait aux équations (59)
et (60) (¢f. l'identité (38%%). L’équation (60) admet l'interprétation géométrique
que voici. ()

Posons, selon la formule (30),

(61) H(y; 7t)=gjk7tj7tk=nj7l:j,
ou
o8 . 1 0H
i == ——— J —= gJk _
(62) 7T oy et o/ =gitm 2 0m

sont respectivement les composantes covariantes et contravariantes du gradient
de S. La direction normale & la surface S == o0 étant, en chaque point régulier de
S, donnée par celle du gradient de S, I'équation (60) exprime que cetfe direction
est sotrope. Elle sera par suite orthogonale 4 elleméme et dés lors aussi fan-
gente 3 la surface. On a la d’ailleurs la seule direction isotrope qui soit tangente,
puisque deux directions isotropes différentes ne sont jamais orthogonales I'une
a l'autre. (%)

(") Cf. pour tout ce qui suit le n° 62, ou sont envisagées les surfaces caractéristiques de
T'espace lorentzien.

(*) En effet, il est géométriquement évident que toute direction, orthogonale & une direction
isotrope et différente de cette dernitre, est une direction d'espace, tout plan tangent 4 un cone
caractéristique étant extérieur & ce cone,

23—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 8 juin 1949,
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Tout cela étant admis, nous allons montrer (*) que par fout point régulier d'une surface caracté-
ristique il passe une et une seule bicaractéristique située sur la surface. 1l résultera aussi que deux
surfaces caractéristiqgues tangentes en un point sont langentes le long d'une bicaracléristique.

Considérons les lignes tracées sur la surface S=o0 qui en tous leurs points sont tangentes
4 la normale menée en ce point ou, en d'antres termes, au gradient. En rapportant la surface
4 m — 1 parameétres, l'existence de ces lignes s'établit aisément.

Ceci étant admis, une telle ligne satisfait au systéme d'équations différentielles(*)

doyi . dyf 10
(63) ﬁ=7ﬂ oun —d—t—=;0n‘}
Le fait que la ligne est de longueur nulle est garanti par les derniéres équations et 'égquation (60).
Tout revient donc & démontrer qu'elle est une géodésique. (%)
Observons maintenant que la fonction S(y) et ses dérivées partielles m, sont, comme fonctions
du point y, manifestement définies dans un certain voisinage de la surface S = 0. Il en sera done
de méme de la fonction H(y, n). On a évidemment

(64) "_’2=%(=_"_2_S_)_
Oy Oyt \ pyiayk

On pose H(y, n(y)) = H(y) et on trouve, en utilisant (64) et (63),

-~

OH_oH OH %% oH 0% dyt OH

0B _0H 0H Om 0H , 0% ay:_ &
oyl Oyl " Om, dy Oy dyk dt oy

at’
D’autre part, puisque H (y) = o aux points réguliers de S(y) = o, Ie gradient de H (y) aura en ces
points la direction du gradient de S(y), c'est-a-dire que

la fonction A = A(y) étant bien déterminée anx susdits points. Cela nous permet d'écrire

dm; dH(y,n
(65) U g =t Y, 7,
5 at MM T T ay

Il s'agit d’éliminer A. Posons & cet effet, le long de la ligne considérée, n; = k(t)- 2;, 1a fone-
tion k(¢) étant arbitraire jusqu'a nouvel ordre. On aura, en raison de 1'homogénéité de H et de
ses dérivées,

OH(y, m) _ n 0H(y,p) 0H(yn) — 0H(y, p)

— 12
H(y, ny=k* H(y, p), 9y 3y om, op;

Dés lors, les relations (63) et (65) deviennent

(*) Les remarques qui suivent, et qui ne sont qu'une mise au point de quelques faits connus,
nous seront trés utiles dans un ouvrage 4 venir. Aucune application n’en étant donnée dans le
présent travail, le lecteur pourra passer sur le reste de ce numéro.

(*) M. Malmheden a étendu la méthode d'intégration qui suit au cas ou H est en fonction

des 7; une fonction homogene de degré arbitraire; MALMHEDEN 1, Appendice II, p. 110112,

(*) Bien entendn, il s'agit de montrer qu'elle a le caractére géodésique par rapport i l'espace
de Riemann envisagé et non seulement par rapport au sous-espace défini par S =o.
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dyl _1, 0H(y. p) Wi o __1,.0HGyp,
dt_zk 3y, et kdt+(k AE) p;= 2k 9y

En choisissant k& de fagon que k¥’ — Ak =0 et en posant dg = k- d ¢, on arrive aux équations canoni-
ques (c¢f. formule (34))

10Hy.p) . P _ 10H@p,
2 Op; do 2 Oy

dy
e =
La ligne est donc une géodésique et dés lors, par ce qui précéde, une bicaractéristique.

Le dernier systéme d'équations est indépendant de la surface caractéristique envisagée. Il en
ressort que si deux surfaces de cetle nature ont un élément de contact (point et plan tangent) en
commun, il en émanera. une bande caractéristique commune d'éléments de comtact; en d autres
termes, les deux surfaces se toucheront le long d'une bicaractéristique commune. En effet, les 7,
correspondant aux deux surfaces, auront les mémes rapports mutuels au point commun. On
pourra donc choisir les valeurs initiales des p; ¢gales, puisque les valeurs initiales des k(f) sont
arbitraires.

On voit aussi par ce qui précéde que toute surface caractéristique peut étre obtenue comme
enveloppe de conoides caractéristiques.

Voici une derniére remarque qui appartient & un ordre d'idées légérement différent. Nous
avons vu que les bicaractéristiques tracées sur une surface caractéristique sont orthogonales & tout
déplacement fait le long de la surface. Cela étant, premons sur chaque bicaractéristique un point
unique (ces points variant d'une maniére continue et suffisamment dérivable). Il s'ensuit que les
points en question forment une variété despace() T i m — 2 dimensions, & laquelle chague bi-
caractéristique est orthogonale.

Réciproquement, envisageons une variété d'espace T arbitraire, &4 m — 2 dimensions. En
chaque point de T on peut mener deux bicaractéristiques orthogonales & T(*), qui engendrent deux
surfaces distinctes. Nous disons que ces surfaces sont caracléristiques. Soit X 1'une de ces sur-
faces. Il suffit de montrer qu'une bicaractéristique arbitraire C appartenant 4 X est, en chacun
de ses points y, orthogonale 4 un déplacement infinitésimal arbitraire dy fait le long de la surface.
Désignons & cet effet par x et x + J « les points d'intersection de la variété T et des bicaractéristiques
C et C+ J C passant respectivement par y et y + dy. On aura, en vertu de la formule (39),

ay _ dad
gjk(?/)d—cdyk = gjk(oc) o dxk.

Le second membre s'annulant par hypothése, le premier membre s’annulera lui aussi.

On voit aussi que la variété initiale T ne joue aucun réle particulier parmi les variétés
d'espace (4 m — 2 dimensions) situées sur X et qu'elle pourrait, dans la construction ci-dessus, étre
remplacée par n'importe laquelle de ces variétés.

89. Le noyau fractionnaire. — Nous voila arrivés 4 un des problémes prin-
cipaux du présent chapitre, celui de construire le noyau qui, dans un espace de
Riemann, correspond au noyau 7*~™/H,(e) servant de base i la méthode d'inté-
gration fractionnaire, développée dans les chapitres précédents.

() Une variété d'espace se caractérise ici, en analogie avec le cas lorentzien, ¢f. p. 37, par
l'inégalité m dxjdxk <o, vérifiée par tout déplacement infinitésimal le long de la variété.

) ¢f. p. 131
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Soit # un point de l'espace de Riemann envisagé, et considérons en méme
temps les points y suffisamment voisins(*) de x et satisfaisant a 'inégalité
I'(z; y)> o, c'est-a-dire appartenant & l'un quelconque des deux domaines inté-
rieurs au conoide caractéristique qui a son sommet en z (¢f. le n° 87).

Désignons comme plus haut par s = s(z; y) = s(y; z) la distance géodésique
des points x et y, c'est-d-dire que s={I'(z; y)}”>. Nous nous proposons de
construire une fonction V*(x;y), dépendant d'un paramétre a, qui satisfait a
I'équation

(66) Ay Ver2(z; y) = Ve(x; y)

et qui devient singulier sur le conoide comme s*~™. A l'exemple de M. Hada-
mard nous admettons d'abord que les coefficients g;r(y) sont des fonctions holo-
morphes des variables 4. 1l en sera alors de méme de s, sauf sur le conoide.
et de s® partout.(*) Nous posons

0 Vk . Sa+2k—m _ ga-m ) Vk‘ §2k
=0 Kn(a) L (e + 2 ) & Hula, k)

(67) - V=

les coefficients V; mne dépendant que de x et de y, tandis que Kn(a) et Ln(e)
ne dépendent que de « (et de la dimension m). Introduisons maintenant un
systéme de coordonnées normales, admettant le point 2 comme origine, en gar-
dant la notation g pour la valeur absolue du déterminant des coefficients g;:
correspondants. Si nous remplagons encore le paramétre o, utilisé dans les nu-
méros 82—86, par s qui, nous le savons, est un paramétre admissible (¢f. le
n° 84), les formules (56) et (57) nous permettent d’écrire

aty < a2k a+2+2k—m
(68) 4, V" g(’,s {Km(a+2)-Lm(a+2+2k)
d log Va) d Vk] AVig 1
X [(a+2/c+s——ds Vitz2s 1 +K,,,(a+2)-Lm(a+2k)I’

la notation d/ds désignant une différentiation suivant la géodésique (de temps)
qui va de & y. On choisit maintenant Ln () de sorte qu'on ait

() Nous admettons en particulier que x et chaque y peuvent étre joints par une géodésique
d'une mani¢re univoque (¢f.-p. 169).

(®) Les coordonnées mormales qu'on va introduire tout & 1'’heure seront aussi des fonctions
holomorphes des anciennes coordonnées et réciprogquement. Ces faits résultent des théorémes
d'existence classiques relatifs aux systémes d’équations différentielles ordinaires.



L'intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy. 181

a+2—m 1

Lu(e +2) Ln(a)

et on détermine les 7, par le systéme d'équations différentielles récurrentes

dlog Vg

, av
§ ds

(69) ds

Voi=o, Velzr;x)=1.

+(2k+8 ) 4+ A Viei=o0;

Comme chez M. Hadamard, la solution est uniquement déterminée par le postulat
que les Vi(x;y) sont des fouctions réguliéres (c'est-d-dire suffisamment déri-
vables) de y.(!) Notons qu'on trouve en particulier

Vola; y) = (%)~1

Les formules de récurrence posées étant satisfaites, il vient

Vk . Sa+2 k—m

at2 — .
Av aéoKm(a+2)-Lm(a+2k)

En choisissant encore K, (z) en sorte que

[+4 I

Knla + 2)=Km(a)’

I'équation (66) se trouvera résolue.
Kn(e) et Ly(x) auront les propriétés désirées si 'on pose

Km(“)=K-25‘I‘(‘—;) et Lm(a):'L'ZTz'I‘(ﬁ—z—_'ﬁ)r

2
K et L étant indépendants de ¢. Nous écrivons encore

Hy(a, k) = Kn(e)- Lnl{a + 2k)

() Pour k=o0, la solution est déterminée par la condition V,(z: x)=1. Pour k> o, I'équa-
tion peut s’écrire

d d — !
Y sk VY 4+ & Va.sk Vil gk—1. =o.
zds(s Vi) + 75 logVg:skVid s AV, y=o0

La solution est encore déterminée. En effet, Vi étant régulier pour y = x, c'est-a-dire pour s=o,
on aura pour cette valeur sk Vi = o, ce qui fait que st Vi est déterminée, ef il en est alors évidem-
ment de méme de Vx. On trouve par un caleul facile

&

(19) o vem v [
Vo_(g(:n) et Vi=—V,s 2 7, AV, ,ds.

0
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et nous déterminons le produit KL en sorte quon ait

24

(70) H, (e, 0)= Hp(a)= nl;_% 201, F(E) . F(g—_”;ﬁ),

2
la fonction Hp(a) étant le facteur spécial, relatif a 1'espace lorentzien (formule
(20) da n° 16). Il vient en définitive

—2

(7Y) Hu(e, ) = Kn(a) Ln (e« + 2k)=nT,2a+k—]_F(g)I,(a+ 270: 2——m)'

Signalons encore la formule de récurrence
(72) Hy(e, k)= (¢ + 2k —m): Hule, & — 1),
et observons que cette formule, associée & la formule (70), détermine entiérement

la fonection Hy(e, k).(1)
Les questions de convergence de la série (67) seront étudiées au n° 91.

90. Comparaison avec les solutions élémentaires de M. Hadamard. — Il y a
lieu de comparer les calculs ci-dessus avec ceux de M. Hadamard.
Considérons & coté du systéme récurrent (69) le systéme analogue, dans

lequel g désigne un nombre fixe arbitraire qui n'est pas un entier négatif,

dT (2k+s£l—l%iv‘zl) k Al

28— +
(73) ds

T-1=o0, Ty(z;2)=1.

2(q + k)

b

11 est clair qu'on a

Vi __ Tfg+1)
g+ 1)(g+2)...(g+k 2*Tlg+1+k)

(74)  To=V, Ti= Ve

En particulier, si I'on prend ¢ = a—m, on trouve 3 l'aide des formules (70) et (71)

(') Dans le cas elliptique, la fonction correspondante Hm (e, k) se détermine par la formule de
récurrence (72) combinée avec la relation
m
7'65 coa. ] (g)
2

r (m —a) ’

2
cette derniére fonction étant le facteur adapté & Popérateur de Laplace (¢f. la formule (7) du
n° @)

Hm (oc, 0) =
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Hyple)

(75) T He g ™

¢'est-a-dire que

0 bl Ir"s,'zk
Qe M C o2k — La—m Ny VRS — . Pe.
(76) Te=s 2 Tis** = Hula) s ;0 Hola ) Hula)- V

Le systéme d'équations (69), gui détermine les Vy, étant indépendant de ¢
ou de «, il en est de méme des Vi, tandis que les T dépendent de « de la fagon
mise en évidence par la formule (73). ‘

o —

Si g= est un entier négatif, il y aura dégénérescence pour les T} &

partir de k= — ¢, puisque 'équation (73) cesse d’avoir un sens pour k= —g.

L3 PN . . 2 —
M. Hadamard ne considére que la valeur particuliére ¢ = —2—"—1 =p. Dans

le cas impair, il en tire la solution élémentaire(!)
(77) U =s" D Ui s**,
k=0

ou nous avons désigné par Uy les quantités T4 qui correspondent & la susdite
valeur particuliére. Pour les valeurs paires de m, p est un entier négatif; 1'équa-

. . m—2
tion (73) cessera done d'avoir un sens pour k =

et il n’existera pas de solution
élémentaire de la forme (77).

On voit que nous avons tourné cette difficulté en introduisant le noyau (ou
— #i 'on veut — la solution élémentaire) fractionnaire V. M. Hadamard de son
c6té(®) introduit pour m pair, dans la voie ouverte par Picard, une solution élé.
mentaire renfermant un terme logarithmique. Elle a la forme

w3

-2
s2m D Ui s** + w— 2 U log s,
k=0
ot les Ui, w et U sont des fonctions réguliéres, w n’étant déterminé qu'a une
solution réguliere prés de l'équation Aw=0.(%) Il ne manque pas d'intérét

d'observer que cette solution élémentaire logarithmique est, & un facteur constant

() HapaMARD 1, p. 136.

(*) HADAMARD 1, p. 143; application & la résolution du probleme de Cauchy p. 316. La re-
marque qui commence au bout de la page g8 du présent ouvrage est erronée et doit étre supprimée.

(*) Bien entendu, M. Hadamard traite I'équation générale du second ordre au lieu de I'équa-
tion relative & A, traitée ici.
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et 4 une fonction réguliére additive prés, identique a4 la fonction

(77%5) (d Va) (N
da (a=2)
91. Questions de convergence et de majoration. — Venons a la question de

convergence de nos séries. M. Hadamard(®) a, par une application ingénieuse
de la méthode des séries majorantes(}), montré que la série figurant dans la
formule (77) converge absolument et uniformément tant que s est inférieur & une
quantité fixe. La convergence est uniforme aussi par rapport & = quand x varie
dans une région strictement intérieure & la région R considérée au n° 85. Nous
pouvons largement profiter de la susdite démonstration, en observant que non-
obstant qu’'on y suppose que le nombre ¢ a la valeur particuliere p et que m est
impair, on n'y utilise réellement que le fait que q n'est pas un entier négatif et
que, par conséquent, les équations (73) ne cessent jamais d'avoir un sens.

En résumé, lorsque les coefficients de la forme métrique sont des fonctions
holomorphes des coordonnées, la fonction I' = s® et les coefficients ¥V} figurant
dans l'expression (67) de V* seront des fonctions holomorphes(*) des coordonnées
du point y et la série (67) convergera absolument et uniformément dés que s
est assez petit (sauf peut-8tre — quant & l'uniformité — au voisinage du co
noidé, ol le facteur s*~™ peut devenir infini). Il résulte de I'holomorphisme en
fonction de y que les séries obtenues de (67) par des différentiations terme &
terme ont des propriétés analogues, d'ou il résulte que nos calculs, qui reposaient
sur de telles différentiations, étaient légitimes.

Occupons-nous maintenant de la convergence uniforme de la série (76) par
rapport & e. Soit 2 un nombre réel qui n’est pas un entier négatif.

On sait par ce qui précéde que la série D\ [ Vi|s**:| Hu(a, %)| est convergente.
k=0

Cela admis, et [ = o étant un entier arbitraire, la série

(Y Cf. pour tout ce qui précede les n® 58 et 59. L'expression (777) se réduit dans le cas
lorentzien & dmr2—m, ot dm est donné par la formule (37) du n° §9. '

(3) HADAMARD 1, p. 137—140 et p. 408—412.

(*) Rappelons qu'on se trouve tonjours dans le cas holomorphe, ce qui veut dire que les coef-
ficients g;i de la forme métrique sont des fonctions holomorphes des coordonnées. Le domaine de
convergence de la série (77) dépend des rayons de convergence des développements en séries entiéres
des coefficients g;x autour des points de la la région R.

(*) Voir note () p. 180. L'holomorphisme en fonction des coordonnées de « résultera de
la symétrie en x et y établie plus loin.
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Sl v
| Hn (a, k)|

gera convergente, elle aussi. Pour R(e)=a et a—m +2k=0 on a aussi
R(e—m + 2k) =0, par conséquent |¢—m + 2k|=R(e—m+ 2k)=a—m+ 2k
On a done, en vertu de la formule (72), pour les mémes valeurs de %

|Hale, ®)| _  |Hala, B)]
| Hula, 5 —1)| = | Hu(a, &k —1)]

En désignant par ! un quelconque de ces nombres k, il ressort que la série de

factorielles
, Hyle, ) . .,
1 Y‘ m S Y o2k
(78) . ﬁ ((Z, l) LJHm( IC) I/L'S'
_ ‘Vl S2l + VH-] S2(l+l) Vl+hs‘2\l+h)

e—m+2l+2 ot (e—m+21+2).. (a—m+2l+2h)

est absolument et wniformément convergente pour R(e) = a.

Avant d'aller plus loin, notons la relation
(780is) I llim Fle, )= V5%,

Les termes de la série uniformément convergente (78) étant des fonctions
holomorphes de e, cette série représentera, elle aussi, une fonction holomorphe
de a. En la multipliant par la fonction holomorphe s*~™/ Hy (e, I) et en y ajoutant
un nombre fini de termes holomorphes, on obtient la fonction ¥ (¢f. la formule
(67)), qui est donc une fonction holomorphe de «.

Nous allons maintenant construire une majorante de la fonction V7% en
nous restreignant & des valeurs de ¢ dont la partie réelle est assez grande, soit
a—m

2

La série 2 Ty s** figurant dans (76) devient d’aprés (74) = Vis?*/2*%k!. Nous

savons que cette série converge absolument (et uniformément) tant que s est in-

R () = m. Prenons d’'abord ¢ =m, ce qui donne ¢ =

férieur & une quantité fixe. C'est ce que nous supposons dans la suite et nous
posons

(79) Sl

k.
= 2 k!

D’autre part, il vient des formules (72) et (70), pour R(e) > m,

24—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 8 juin 1949.
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E k
| Hn (e, k)| = | Hn (@ Ha+2p~—m)‘£|Hm(a‘)| (2p)=2"-k!| Hn(a)|
p=1 p=1
Il §’ensuit
el | o S"‘k I'sa—m had I 1 I 52" l&,a—m |
(80) II/ I & ZH (a /C) |Hm Ié) ok k) = le(a)l’

la valeur de C étant indépendante de «.
I1 est facile de donner une majorante de forme trés simple de la fonction

I I

Hy () nm%Qz““IF(q) F(a + 2 —m).
2 2

On tire de la formule de Stirling pour R(z) =0 et |z]| > oo
log I'(s) =2 (log 2z — 1) + O(log |2]).
Il s’ensuit pour R{e)=m et |a]| > oo
log Hy(e) =« (log « — 1) + O (log | «|).

On a done, dans les mémes conditions,

1)

l'exposant p 6tant indépendant de a. Cette inégalité se trouve établie pour |a|

I
(81) [Hon ()]

’ |‘ZIP’(1)

assez grand, soit || > 4, et pour R(a) =m. Nous disons que, en augmentant
p (le cas échéant), l'inégalité subsiste dans tout le demi-plan R(e) =m. En effet,
pour R(e)=m et |[¢| = A, le premier membre est borné supérieurement, le se-
cond membre inférieurement, et on a de plus |a|=m > 1.

Soit maintenant § un nombre fixe, tel que R(f) = 0. On montre aisément
que la quantité 1:|Hn(e + B)| satisfait, elle aussi, & une inégalité de la forme
(81), l'exposant p étant toujours indépendant de @. On a en effet, d'aprés ce

SR

(") En posant ¢ =§+ iy = geff, on a évidemment

qui précéde
I

| Hule + )|

(82)

Ja+ gl

()

= p—§ ebn+é,
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Le rapport entre la derniére expression et le second membre de (81) est asymp-
totiquement égal 4 (|e|:e~1)~* quand |e| tend vers l'infini. Vu que R(B) = o, le
second membre de (82) se trouve asymptotiquement majoré par celui de (81). Ce
point acquis, la démonstration s'achéve comme plus haut.

En vertu de l'inégalité (80), on a en résumé:

Le nombre B8 étant fixe et tel que R(B) = o, les noyauxr V* et Vo8, fone-
tions holomorphes de « toutes les deux, satisfont dans le demi-plan R(a)= m

aux inégalités

83 171= c-momn|(6) | ek er el s osmermon (4L apy
les valeurs de C et de p étant indépendantes() de «.
92. La formule de Green. — Reprenons le domaine D, limité par une ou

plusieurs surfaces fermées I', considéré au n° 18. Envisageons le champ des
vecteurs A et écrivons, en nous reportant aux formules (21%) et (22) du n° 81,
T'intégrale

fdivAd.sz—f—. %(VgAk)-V};dyl...dy"lzfi(ngk)dyl ody™
Vg 0y oy*
D D
En utilisant la formule (26) du n° 18, on obtient
(84) fdivAdQ= [Aka-V;-dv...dm-l,
T

ou les J; sont les déterminants fonctionnels (¢f. formule (25) du n° 18)

dly’, v, .., 9L oo g™
d (AL, 22, . am-1)

Jp=(—1)F1- .
La relation (84) exprime 1'une des formes principales du théoréme de Gauss relatif
4 un espace de Riemann.

Désignons maintenant par 7" une portion de la surface T ayant une ori-
entation d’espace.(}) Nous nous proposons de transformer l'intégrale figurant
au second membre de (84), en tant qu'elle est étendue & 7", dans une autre

intégrale, ne renfermant que des éléments géométriques intrinséques. Observons

(*) Une forme plus précise de la formule de Stirling que celle utilisée plus haut fournirait
aisément p = 1.
(*) Cf. 1a note (*), p. 179.
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a cet effet que l'expression A*J; est égale au déterminant d’ordre m dont les
lignes sont formées des composantes contravariantes du vecteur 4 et de celles
des vecteurs Ay/dA? (p=1,2,...,m—1). En introduisant encore un nombre
positif infinitésimal 5, on voit, en vertu de la formule (21), que la quantité
Vg Aka-anlp est, au signe prés, égale au volume du parallélépipéde infini-
tésimal construit sur les vecteurs -4 et dA?-9y/dA?. D’autre part, ce paral-
1élépipéde peut étre considéré comme ayant comme base 1'élément de surface
dT, parallélépipéde & m — 1 dimensions, construit sur les vecteurs dA?-dy/di?,
et comme hauteur le segment 7- A<n>, o0 A<u- est la projection orthogonale
du vecteur A sur la normale extérieure; en formule k

(85) Acns = Ak"k,

les n étant les composantes covariantes de la normale extérieure unitaire n.
Le volume en question s'exprime donc aussi par le produit(!) dT -5 Ad<s>, au
signe prés. On a par conséquent, aprés avoir divisé par #, toujours au signe pres,

(86) A J, - Vo]l dwr = A<.-4dT.

Le signe aussi est correct, si l'on attribue 4 dT et aux dA? des valeurs posi-
tives. En effet, d'aprés la convention posée au n° 13, relativement aux signes
des Ji, l'expression B*J; a, respectivement, le signe positif ou négatif pour tout
vecteur B menant & l'extérieur ou & l'intérieur de la surface 7, tandis que B*J;
s'annule quand le vecteur B est tangent a la surface. Les circonstances sont
les mémes quant au signe de B¥n, puisque #» est une normale extérieure, et
que l'on a #*nr=1>0, vu que 7' a une orientation d’espace et que, par con-
séquent, n est un vecteur de temps (unitaire).
L'identité (86) fournit pour la portion de surface I’ 1l'identité analogue

(87) [4 3 Vg-art ... dim= [A<p-dT.
T b
Nous passons maintenant & la formule de Green. Etablissons d’abord la
formule
(88) uAv—vAu= div (4 grad v — v grad u),

u et v étant des scalaires. On a, en utilisant la formule (22)

(") Qf. pour ces questions le n° 21%, en particulier la formule (55).
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div (u grad v) = - (Vgu gradtv)

i/-a_

=y div (grad v) + grad" v=wuAv + grade u grad*v

day*
=wuAv + (grad u, grad v),

ce qui entraine (88). Dés lors, la formule de Gauss (84) nous fournit la formule
de Green

(89) f(uAv——vAu)d.Q=f(u grad® v — v grad® w) Ji- Vg da ... dim,
T

D

Le long de la portion de surface 7", la quantité figurant dans la derniére
intégrale peut, d'aprés les formules (86) et (85), se mettre sous la forme

(u grad* v-ny — v grad* u-n)dT.

Or grad*v-m = grady v-nf = g—;c nk = Z—:, d’aprés la formule (42) du n° 21. On
a donc en définitive
(90) [(u-grad’“U—v'grad"u)JkV‘E;Hle= (ud_v’_vgl_u ar.

. dn dn

T 7

Remarquons en passant que le long d'une portion de surface T orientée
dans le temps l'égalité (86) aura lieu avec le signe opposé. Cela tient au fait
que, la normale # étant dans ce dernier cas un vecteur d'espace, on aura
n*my= —1 <o. Enfin, sur une portion caractéristique (ou en un point ol le
plan tangent est caractéristique) aucune transformation de la nature indiguée
n’est possible.

Envisageons pour terminer un domaine D limité par une surface fermée T, celle-ci étant
composée de certaines portions orientées respectivement dans 1'espace et dans le temps et séparées

par des variétés (arétes) caractéristiques 4 dimensions < m — 2. On tire des considérations qui
précedent la formule de Gauss

faivAad@=[A<n>edT
D T

dv du
f(uAv—vAu)d.Q—f(uﬁ—vd—n)edT,
D T

la quantité & ayant la valeur -+ 1 le long des portions d'orientation d'espace, la valeur — 1 le
long des portions orientées dans le temps et la valeur o le long des variétés caractéristiques. (")
Nulle application des deux derniéres formules ne sera donnée dans le présent travail,

et la formule de Green

(*) Ce facteur ¢ doit évidemment entrer dans les intégrales dont il est question au n°® 61.
13
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93. Les intégrales I* et I2. La formule fondamentale. — Nous avons vu
au n° 87 que, dans le cas de signature lorentzienne, le seul cas qui nous intéresse
dans la suite, le conoide au sommet x et & I'équation I'(x; y) = o divise 'espace
voisin de z en trois régions. Certaines conventions faites, on pourra, comme
dans le cas de l'espace lorentzien, parler sans ambiguité de la nappe rétrograde
et de la nappe directe d'un tel conoide. (")

Soit maintenant S une surface & m — 1 dimensions d'orientation d'espace, et
admettons que les conoides rétrogrades par exemple ayant comme sommet un point
arbitraire x situé d’un certain coété de S et assez voisins de § délimitent avec §

certains domaines D?. Nous admettons aussi, jusqu'a nouvel ordre, que nos

séries (67) convergent dans ce domaine. Cela étant, on pose

(01) I fl@)= [ fly) Ve(x; y) dy. ()
ot

Nous savons que V<(z; y) devient singulier sur le conoide comme le facteur
a-m

s(x; y)*~™ = (x; y) * ; plus précisement V*(z; y) = s(z; y)* ™ v*(x; y), ok v*(z; y)
est régulier sur le conoide et ot l'on a v*(x; x) = V,(x; ) =1 (formules (67) et
(69)). Vu encore que, dans un systéme de coordonnées normales approprié
I'(z; y) admet l'aspect lorentzien (58), 'étude de l'intégrale (91) se réduit immé-
diatement 3 celle de notre ancienne intégrale I°/(P) relative a 1'espace lorentzien
(p. 47).(]) On pourra donc répéter presque mot 4 mot les faits démontrés plus
haut au sujet de cette derniére intégrale. En particulier, la nouvelle intégrale
converge et elle est une fonction holomorphe de a pour R(e)>m — 2),(*) qui
peut &tre prolongée vers la gauche(®) jusqu'a une valeur arbitraire de R(e), si
la fonction f et la surface S sont suffisamment dérivables. On a en outre

(91%%) ~ Ifl@)=flz), I**f(z)=A7f(2).(°)
Nous allons maintenant appliquer i nos intégrales la formule de Green (8g).
La marche sera tout & fait analogue a celle suivie dans le n° 22. Pour com-

mencer, nous posons dans la susdite formule v = V°*2. En désignant alors par

(") Cf. Burgeavu 1, p. 33.
(*) Nous posons ici, pour éviter toute ambiguité, dy=Vgdy'dy®... dy™, quantité désignée
auparavant par d & (c¢f. formule (21°%)),
(}) Notons que la quantité V; devient = I au point .
(Y Cf. n°® 25.
(®) Cf. n° 27—36, en particulier p. 5I.
(®) Cf. n° 87.



L’'intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy. 191

T la surface totale délimitant D%, il vient pour d'assez grandes valeurs de R (a),
qu'on va préciser,

[ Ay V=¥2@; 9) — Auly) Vo2 (z; y) dy

2
DS

= [ (u grad® P=+2 — Vet2 gragt u) J; Vgda' .. . dim-1-
T

La surface T est composée d'une portion de la nappe du conoide et de la por-
tion de surface S* découpée de S par le conoide. Les intégrales de volume ci-
dessus convergent certainement si 'on prend R(e) > m — 2. Les circonstances
sont moins favorables pour les intégrales de surface, puisque les dérivées pre-
miéres de V**? deviennent infinies sur le conoide tant que R (e) < m. Par contre,
pour R(z) > m, ces dérivées restent finies et continues sur la surface 7. Il y
en a plus; pour les mémes valeurs, la fonction V**2 et ses dérivées en question
s'annulent sur le conoide (¢f. le n° 22). Il ne reste donc de l'intégrale de sur-
face que la partie étendue & la portion de surface S%; celle-ci ayant une orienta-
tion d’espace, 'intégrale correspondante pourra s'écrire sous la forme (go), savoir

a+2
_f( V du ]’/a+2)ds’
dn

le changement de signe étant dii a la nouvelle convention d’aprés laquelle on

entendra désormais par n# la normale unitaire intérieure. QObservons encore que
Ay Vet2 =7V, selon (66). Dés lors, nous sommes & méme d'écrire la formule
Jondamentale

(02) f u(y) V(o; y) dy = f Avu Ve+2(z; ) dy

bz . Dz
a+2 .
+vf[d',§‘ ) pesaa; ) —ui L) ”)]ds.

N S
S%

Pour mettre cette formule sous une forme plus condensée, nous posons

(03) 13/, g’h(x)=ff(y) Ve (x; ?/)dy+f[y(y) Ve (; y)—h(y)d—V‘;(:;'l)]dS,

‘] T
DS §

par ot la formule fondamentale s'écrit, comme dans le cas lorentzien (formule
(61%5) du n° 28),
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du
@ = Jat2 ]
(94) I u(x) I‘ Au: dn

» ul(z).

Les formules ci-dessus ne sont jusqu'ici démontrées que pour R(e) > m. Or
les intégrales figurant dans (92) restent convergentes pour R(a) > m — 2 (¢f.
n° 25), d'olt l'on conclut, par les principes du prolongement analytique, que la
formule reste valable pour toutes les valeurs vérifiant la derniére condition. Il
résulte du méme principe que les formules équivalentes (92) et (94) subsistent
pour toute valeur de @, jusqu'a laquelle le prolongement est possible, en raison
des hypothéses relatives 4 la fonction u et a4 la surface 8. Comme plus haut,
on aura en particulier pour e« =0 la formule d'¢mportance capitale(*)

(95) ule)=I18u, 3% u(a),

dn
formule par laquelle se résout le probléme de Cauchy, exposé succinctement aun
numéro qui suit.

Signalons encore les relations A I3+?= J2 et I*I? = I%*#(*) dont la premiére
se vérifie comme le fait correspondant établi dans le cas lorentzien (n° 42), tandis
que la seconde exige une démonstration qu'on donnera plus loin (n° 93).

94. Probiéme de Cauchy. Absence du principe de Huygens. — Pour éviter
des redites continuelles, se faisant déja pressentir au numéro précédent, nous
nous bornerons, en ce qui concerne le probléme de Cauchy, i quelques indica-
tions sommaires. Un tel procédé est d’autant plus légitime que le probléme en
question a été traité dans le cas lorentzien avec une profusion de détails. Nous
renvoyons le lecteur au n° 43 pour l'énoncé du probléme, & la formule (93),
transcrite 4 la maniére de la formule (3) du n° 44, pour la solution sous sa
forme générale indépendante de la parité de l'espace, enfin aux endroits cités
au n° 60 pour la vérification de la solution.

On a vu aux n* 55 et 56 que, dans le cas lorentzien, la solution obéit au
principe de Huygens pour les dimensions paires, tandis qu'il y a des intégrales
résiduelles (diffusion des ondes) pour les dimensions impaires. Pour les derniéres
dimensions, il n’y a aucune différence essentielle entre le cas actuel et le cas
particulier. Pour les dimensions paires, il y a au contraire une différence fonda-
mentale en ce que ce ne sont que certains termes de la série (67) qui donnent

(") Cf. le n° 44.
() Cf. les n® 42 et 24.
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lieu au principe de Huygens. Tout dépend encore des propriétés de la fonction
gamma. En effet, les fonctions Hp (e, k), figurant dans la formule (67), chacune
produit de deux fonctions gamma, n'admettent de pbles en a =2 que si l'on a

= ém— 2; ¢f. la formule (71). Ce ne sont donc que ces termes-la, complétés,
en ce qui concerne la double couche (pour des raisons expliquées au n° 15) par
le terme correspondant & k= ém — 1, qui obéissent au principe de Huygens.

Tous les autres termes, en nombre infini, fournissent des intégrales résiduelles
(convergentes), étendues & D% ou a S°.

Les derniéres lignes ne sont qu'une reproduction presque littérale de ce que
nous avons dit au n° §56% au sujet de la solution de I'équation des ondes amor-
ties. Cependant, dans ce cas particulier, on sait que les termes fournissant
les intégrales résiduelles sont effectivement différentes de zéro, puisqu'on les
connait d'une fagon tout & fait explicite. Dans le cas général qui nous occupe,
ces termes sont définis comme solutions d’'un systéme récurrent d'équations dif-
férentielles, et on est loin de les connaitre effectivement. Cela explique la ques-
tion posée par M. Hadamard(') indiquée dans la note (°) & la page 87 du pré-
sent ouvrage et que nous y avons encore élucidée par des renvois 4 des résultats
récents dus & différents auteurs.

95. Formules de composition. Propriétés d’échange. — Dans le cas lo-
rentzien, la formule de composition

(96) (P f@) = I**F f ()
et la formule légérement plus générale
(96%¢) (18 f, 9, h@) = I*P £, g, h(z)

(¢f. les n> 238 et 24) étaient des conséquences faciles d'une formule de composi-
tion relative au noyau respectif »*~™/H,(a) (¢f. le n® 5), que nous écrivons ici
sous la forme

(97) ["(x?f)“_m."(z;?/)ﬂ_m, de — r (z; y)etp-m

Hu@) Hu(B) “*7 Hala+8)

D*
v

(") HApAMARD 1, p. 325;

25-—48172. Acta mathematica. 81. Imprimé le 8 juin 1949.
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Les formules de composition de caractére général relalives au cas actuel sont du
méme aspect que les formules (96) et (96%) et dérivent de lewr coté de la formule de
composttion relative au noyau V°
(98) [ Ve(@; &) VB(e; g)de = Verb(z; y)-()

Py
On suppose ici que les points z et y sont tels gue le conoide rétrograde ap-
partenant & l'un d’eux et le conoide direct appartenant & l'autre délimitent un

certain double-conoide borné D,, domaine d’'intégration dans la formule ci-
dessus. (*)

Fig. 13. Le double-conoide D;.

Si I'on savait déja, ce qui ne sera démontré que plus loin, que le noyau
Ve(x; y) est symétrique en fonction de x et de y, la formule (98) serait identique
a la suivante, dont nous allons nous occuper en premier lieu,

(99) [ Vela; 2) - V(y; £)de = V=+8(x; y).

La démonstration de la formule (97) reposait sur des calculs explicites, tandis
que celle de (99) sera basée sur une application de la formule de Green, sur le
fait que l'opérateur I° est l'opérateur identique et sur un théoréme d'unicité
trés gimple, emprunté 4 la théorie des fonctions analytiques.

(*) Pour la signification de dz c¢f. 1a note(?) &4 la page 190.
(® Cf. le n° 17 et en particulier la fig. 1, ol les points P et ® jouent les roles de x et de .



L’intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy. 195

La formule (99), une fois démontrée, fournit sur le champ (comme on le
verra & la fin de ce numéro) la propriété d'échange (ou de symétrie) de la fonc-
tion V¢, savoir V*(x; y) = V%(y; ), d’ott s'ensuit immédiatement d’'une part la
formule (98) et d'autre part la propriété d'échange des coefficients Vi, savoir
Vi(z; y) = Vily; 2).()

Nous démontrons d’'abord la relation

(100) [Vetn(a; o) Vo (y; 2)dz = [ Ve(x; 2)- VB+2n(y; 2)de,
D DE
Yy Yy

qui, pour commencer, est certainement valable lorsque N (a) et R (8) sont assez
grands et pour » =0, 1, 2,...

Observons a cet effet 1°. que par exemple A, V*?(x; 2) = Ve(x; 2) (formule
(66)) et 2°. que les produits V7(x;z)-0Vi(y;2)/04 et Viy;2)-0Vi(x;2)/0d
s'annulent sur la surface du double-conoide, dés que R (y) et R (J) sont assez
grands, fait d& & la présence des facteurs respectifs s7~™ et s7~™ dans les fone-
tions V7 et V9. Dés lors, une application réitérée de la formule de Green (89)

d’'aprés le schéma
[ Ve (m; ) VRly; Ade = [ Ver2(x; 2)- A, VE+2(y; £)de
= fAz Vett(x; 2) - VB2 (y; 2)de =f Ve(x; 2)- VE+2y; ) de

fournit la relation demandée. L’absence des intégrales de surface dans les for-
mules ci-dessus repose sur l'obsgervation 2°,

C'est de la relation (100) qu'on va déduire, & I'aide du théoréme d’unicité
auquel nous avons fait allusion, la formule (99) — notre objet principal — qui,
comme mnous l'avons dit, comprend pour ainsi dire tous les autres résultats
indiqués. Cependant, pour des raisons méthodiques, il nous parait préférable de
faire précéder cet arrangement par une déduction directe et trés simple de la
propriété d’échange des coefficients Vi(x; y).

La formule (100) n'est démontrée jusqu’ici que pour d’assez grandes valeurs
de R(e) et de R(), par exemple pour R(a) > m et R() > m, mais on voit par
prolongement analytique qu’elle reste valide par exemple pour ¢ = 8 = 0. Ecrivons
donc la formule

(') M. Hadamard obtient cette propriété par la méthode de descente et en outre, mais seule-
ment pour k=o0, par une étude approfondie du systéme d'équations des géodésiques; ¢f. HADA-
MARD 1, p. 366—377.
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(101) f Vir(x; 2)- Vo (y; z)dz=f Vo(x; 2)- Virly; 2)de,

oli, si l'on veut étre rigoureux, on doit écrire au lieu du second membre, par
exemple,
prol. anal. f Vi(x; 2)- V2 (y; 2)dz.

7=0 D%
Yy

Si I'on identifie la nappe du conoide de sommet y a la surface S figurant
dans la formule de définition (91) de l'intégrale I°f(x), la derniére formule peut
s'écrire I° V" (y; ) = V2*"(y; x); on se rappelle que I° est I'opérateur identique.
En d’autres termes, le second membre de la formule (101) se réduit a V2" (y; z);
le premier membre devient donc V?2"(x;y). Dés lors, la formule (101) se réduit
4 la relation d’échange

(102) Vir(x; y) = Vir(y; x).

En réalité, le fait que l'opérateur I° est I'opérateur identique n'a été énoncé
jusqu'ici que pour des surfaces S ayant une orientation d’espace, tandis que la
nappe en question est une surface caractéristique, admettant méme un point
singulier, a savoir son sommet. Cependant, les calculs donnés aux n% 27—37
s’appliquent au cas actuel presque sans modifications, et la difficulté insignifiante
provenant du point singulier s'élimine aisément & l'aide des indications données
3 la page 102.

On tire facilement de l'identité (102) la propriété d’échange des coefficients
Vi, ¢’est-a-dire

(103) Vilz; y) = Vily; ).

I1 suffit de remplacer dans la formule (78) Vi par Vi(z; y) — Vily; z), de faire
tendre o vers linfini, en parcourant les nombres pairs 2#, et d’appliquer la
formule (78%5), en y posant successivement l=o0, 1, 2, . ..

En portant le résultat (103) dans la formule de définition (67) écrite pour
Ve(x; y) et V*(y; x) et en tenant compte de la symétrie de la distance géodésique
s(x; v), on obtient aussi la formule d’échange

(104) Ve(z; y) = V(y; 2).

Il en résulte en particulier que V* qui, comme nous le savons, satisfait a
la relation (66) A, Ve*2(x; y) = V=(x; y), satisfait aunssi & A.Vet2(x; y) = Vo(z; y).
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Revenons maintenant 4 la démonstration de la formule (9g9). Fixons dans
la formule (100) la valeur de 8, avec R(8) = m, et posons a =o0. En s'appuyant
toujours sur le fait que I° est l'opérateur identique, on obtient

(105) [V 2) VE(y; 2)de = VEr2n(y; ).

DE
y

Nous formons l'expression

(106) G (o) = [ Ve(w; 2) VE(y; 2)dz — Verb(y; a),

D*
Yy

ot Ria)=m, R(B)=m, ce qui fait que la quantité 4 intégrer est bornée et
continue. La valeur de g étant fixée, G (a) est une fonction holomorphe de «
qui, d’aprés la relation (105), s’annule pour ¢ =27 assez grand.(') Remarquons
encore qu’'on a toujours s(x; 2) = s(x; y). Ceci posé, on voit par 'inégalité (83)
que la fonction holomorphe G (z) satisfait dans le demi-plan R(a)=m & une
inégalité de la forme

(107) 6@l = |0 (%) "or-stai v

»

[

les valeurs de C et de p étant indépendantes de a.(?)

Ceci étant admis, il résultera du théoréme d’unicité qui suit que la fonetion
G (o) s’annule identiquement ou, en d'autres termes, notre relation (99) se trouve
établie pour R(a) =m, R(B) = m.

Voici le théoréme d'unicité en question. Supposons que les fonctions g(2) et k()
satisfont & l'inégalité |g(z)| < |h(2)] et qu’elles sont holomorphes dans le demi-
plan R(z) = o, la fonction h(z) y étant constamment différente de zéro, tandis
que ¢(2)=o0 aux points 2y, 23, ..., 2Zn, ... avec R(z,) >0 et |2.| > 1; dans ces
hypothéses la divergence de la série ¥ R(1/z,) entraine que la fonction g(z)
s’annule identiquement.

Dans I'énoneé habituel de ce théoréme, la condition de majoration ci-dessus
est remplacée par la condition que g(2) est borné.(®) Notre théoréme apparemment
plus général se réduit immédiatement au théoréme particulier, si on applique ce
dernier & la fonction g(2):h(2).

Appliquons le théoréme d'unicité ci-dessus & la fonction G (a), en posant
z=0a—~—m. Remplacons g(z) par G () et h(z) par la fonction holomorphe de a,

(") P. ex. pour 21 = m.
(*) Bien entendu, les valeurs en question dépendent de x, de y et de 8.
(*) Cf. p. ex. POLYA-8zEGO 1, t. I, Abschnitt III, probleme 298, p. 142 et 327.
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dont la valeur absolue forme le second membre de la formule (107). Observons
encore que les zéros connus de G () donnent lieu, aprés la substitution z=e¢—m,

a la série divergente D 1/(zn—m). On conclut que G(e) g’annule identique-
2n>m

ment pour R(e) =m, ce qu'il fallait démontrer. La formule importante (99) se
trowve ainsi établie pour R(e)=m, R(B) = m. Elle s'étend par prolongement
analytique & des valeurs arbitraires de o et de 8.

A vrai dire, la formule en question se trouve établie avec Ve+f(y; x) figu-
rant au second membre, tandis que dans 1'énoncé on a Vetf(x;y). Ceci dé-
pend du fait que, dans la démonstration, on a fixé 8 et qu'on a fait varier o.
Le chemin opposé aurait conduit & Vo+é(x; #).

Des derniéres remarques il ressort de nouveau qu'on a pour une valeur
arbitraire de y la propriété d’échange V¥(x;y)= V*(y; ). En faisant tendre
|| vers linfini, on retrouve la propriété d'échange des coefficients Vi(x; y)
= Vi(y; ), démontrée plus haut moyennant y = 2% - co. Mais ce qui importe
davantage, c’est que, par la symétrie de V7, la formule (98) se trouve démontrée en
méme temps que la formule (99), ce qui & son tour implique les formules de composi-
tion générales (g6) et (g6%s).

96. Le cas non analytique. Apercu de la méthode.(') — Placons-nous main-
tenant dans le cas ou les coefficients gj; de la forme métrique ne sont plus né-
cessairement analytiques; nous supposons pourtant qu’ils sont réguliers suivant
la terminologie de M. Hadamard, c’est-a-dire qu'ils sont suffisamment dérivables.(®)
L'expérience acquise dans le cas lorentzien concernant l'allure appropriée des
données nous apprend qu'une telle hypothése est non seulement commode, mais
pour ainsi dire indispensable.(®) Nous allons montrer que la méthode développée
plus haut peut encore s'étendre au cas généralisé. Nous nous laisserons guider
par quelques observations supplémentaires relatives au cas analytique.

Du point de vue de la résolution du probléme de Cauchy, l'utilité du noyau
fractionnaire consiste & permettre de calculer par prolongement analytique cer-
taines intégrales qui deviennent divergentes si 1'on utilise la solution élémentaire
proprement dite. Le cas lorentzien fait ressortir ce point d'une maniére trés
claire, la solution élémentaire y étant tout simplement +2~™ et le noyau fraction-

() Pour éviter des longueurs et des redites, nous nous contenterons en général dans la suite
d’esquisser 1a marche du raisonnement sans trop nous arréter sur les détails.

(®) Voir p. 51 et 160.

(®) Cf. HADAMARD 1, p. 415 et COURANT-HILBERT 1, II, note (*), p. 469.
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naire 7¢"™: Hp(a). Dans le cas actuel, le noyau fractionnaire ¥* est donné par
la série (67) qui, en général, contient un nombre illimité de termes. En posant
dans cette série ¢=2, on obtient la solution élémentaire proprement dite V2,
qui pourtant, comme nous le savons, ne peut étre immédiatement substituée dans
la formule (95). Or si I'on prend la série (67) terme & terme, en y posant a =2,
on voit que ce n'est quun nombre limité de termes au début de la série qui
donne lieu & des intégrales dangereuses, et le prolongement analytique n'est
nécessaire que pour le compte de ces termes-ci. Quant aux autres termes, on
pourrait les introduire dans la formule (95) en substituant dans leurs expressions
@ =2, en s'abstenant ainsi de tout prolongement analytique pour autant qu’il
est question de ces derniers termes.
Conformément & cela posons

(108) S Visemmi2t Z Z = VT (x; &) + Vilx; 2).

H,,. @ k) & k=p+1

Nous choisissons p assez grand pour que V2(x;2) en fonction de z s'annule
avec ses dérivées du premier ordre sur le conoide de sommet z. Il suffira de
prendre 2p > m — 2.

On obtient aisément, en raison du systéme récurrent (69)

. o A, Vylx; 2)
+2 — . . plet2—mt2p 22 TP VY, ©)
(100) A Vit(@; o) = Vi (; 2) + s(; 2) "Haa+t 2,p)
et
) « « A, Vylx; 2)
bis +2 — N . plat2—m42p ZF TP\ B
(109%) A: Vi (a; 2) = Vir(z; 2) — s (; 2) "Hulat2,p)

En posant e =o0, on a V=0, sauf sur le conoide de sommet x, et V) =o0
partout.(*) Il vient donc pour s> o
v A, Vp(x; 2)

(109)  A: Vi(z; 2)= — A. Vir(w; 2) = s (; 2t~ +2» Hul(2, p)

= A(z; 2),
pour abréger.

Nous allons maintenant utiliser la formule de Green & peu prés de la méme
maniére qu'au sujet de la formule (99). Soit v(z) une fonction qui s'annule avec
ses dérivées du premier ordre sur le conoide de sommet x. Pour R(z) assez

grand, Vi*?(y; ¢) se comporte de méme sur le conoide de sommet y. Dés lors,
on obtient par la formule de Green et la formule (109)

(") Cela tient an factenr I' (g) de Hwm (e, k) (formule (71)).
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(110) fAv(z)- Vit (y; 2)dz

=fv(z)-{VI“(y; 2) + s(y; Z)““""“”‘fﬁ(?%%}dz'

xr
Dy

Par prolongement analytique, cette relation devient pour ¢ = o0, en vertu de la

relation (1og*),

(111) Fla;y)=v(y) + | Aly; 2)v(e)de,

t:‘bsx Sm—

ol Fl(z; y), prolongement analytique du premier membre de (110), peut &tre con-
sidéré comme connu, dés que A v est donné. Pour v(2) = Vii(x; 2), on aura, d’aprés
(109*r), & substituer dans le premier membre de (110) Av(2) = — A(x; 2).

On a donc, dans le cas holomorphe, obtenu pour la fonction Vii(x; 2) une
équation intégrale du type de Volterra a noyau borné et continu.

Passons au cas non analytigue. Nous. y avons déja supposé que les coef-
ficients gjr sont réguliers. Naturellement on doit aussi supposer qu'il en est de
méme de la région considérée, surtout au point de vue du probléme des géodé-
siques. On peut alors calculer la distance géodésique s et, 4 'aide du systéme
récurrent (69), les coefficients ¥,, V,,..., ¥,, toutes ces quantités étant des
fonctions assez réguliéres. Cela étant, on peut encore d'une part calculer le
noyau A (y; z) et d’autre part le noyau fractionnaire tronqué V1 (x; 2} et dés lors
la fonction F(z;y). Enfin, on définit v(z)= Vii(x; 2) comme solution de Uéqua-
tion de Volterra (111). Cette solution, qui sera examinde au numéro suivant, a
des propriétés de convergence excellentes, chose qu'on devine par la connaissance
quon a de l'équation de Volterra dans le cas linéaire. On peut aussi montrer
que Vil(z; 2) a les propriétés requises: évanouissement avec les dérivées du pre-
mier ordre sur le conoide de sommet x, A (Vi + Vi) =o0 etc.(') Dés lors, on ar-
rivera & la solution du probléme de Cauchy si I'on porte dans la formule (95),
transcrite 4 la maniére de la formule (3) du n° 44, le noyau V*= Vi+ Vn, les
intégrales formées avec Vi étant définies comme prolongements analytiques des

intégrales correspondantes formées avec V7.

(*) Voir les remarques faites & la page 212 au sujet des propriétés analogues de la fonction W,
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Avant d’'aller plus loin, rappelons que la premiére solution du probléme de
Cauchy dans le cas non analytique est encore due 3 M. Hadamard.(!) C’est en
s'inspirant de la méthode utilisée par E. Elia Levi et Hilbert dans le cas elliptique,
méthode appelée par Hilbert celle de la <parametriz> (solution élémentaire in-
compléte), que M. Hadamard a formé une «parametrix» adaptée au cas actuel.
Tandis que, dans le cas elliptique, les auteurs cités arrivent & une équation
intégrale de Fredholm, M. Hadamard réduit la résolution du probléme de Cauchy
a celle d’'une équation intégrale de Volterra — le domaine d'intégration étant du
type que nous avons désigné par Ds au n°® 93 — pour remonter(?) ensuite de la
solution du probléme général i la solution élémentaire. Afin de traiter les dimen-
sions impaires et paires, il faut encore recourir & des méthodes différentes. Le
double-conoide Dy, & I'aide duquel nous formons notre noyau fractionnaire (espéce
de solution élémentaire généralisée), ne figure pas chez M. Hadamard.

97. Recours & une équation intégrale de Volterra. — Rappelons briévement
le mécanisme de 'équation de Volterra de seconde espéce dans le cas linéaire. (%)
Ecrivons 'équation

x

(112) o@)— [ Kx;y) g y)dy =fl2),
K et f étant des fonctions données et ¢ (z) la fonction inconnue. Nous sup-
poserons que la fonction K(x;y), le noyau, est bornée dans le triangle limité
par les droites y =a, x =0, y =z (b > a).

Formons les noyaux itérés successifs de K (x; y) = K" (x; y), définis de proche
en proche par les relations de récurrence

K0+ () 9) = [ K (@3 6) K (s 9) ds = [ KW (a3 ) K(s; y) ds;
] v
ces noyaux sont tous bornés dans le méme domaine que K(x;y). Plus pré-
cisément, I'inégalité | K (x; y})| < M entraine les inégalités

(n+1) (- (ﬁ_—_y_)"
| R0 (a; )| = B2

(') HADAMARD 1, p. 377—379, 415—426.
(*) HADAMARD 1, p. 421—424.
(*) Cf. GoursaT III (1915), p. 324—329.

26—48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 8 juin 1949,
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En effet, 'inégalité précédente étant supposée valable pour % an lien de n+1,
on obtient

|
y

| Kot (g )| < M - L fac——.s” lds= Mr+1. (x;—_'g)_'

Dés lors, la série
(113) Liz;ylp)=Kl;y) + - KE®@;y) + -+ p* - K™ (z;9) +

est absolument et uniformément convergente tant que u reste borné. La fonc-
tion L(x; y|u) est une fonction entidre de u, qui s'appelle le noyau résolvant
relatif au noyan K(z;y). A l'aide du noyau résolvant, la solution de 1’équation
(112) s'éerit

(114 pl@) =@ + [ L ylu) /) dy.

Nous appliquerons des principes analogues & l'équation intégrale (r11).
Soit dans un ordre d'idées général D? un double-conoide intérieur 4 la région R
(n° 88) et K(z; y) une fonction définie pour tout couple de points = et y tels que
x appartient & D% et y & D. Posons K" (x; y)= K (x; y) et

(1135) Krt) (g; y) = fo 2) KW (z; y dz—-fK(")(x 2)K(z;y)de.

D,

D)y v

y

Nous allons établir I'existence d'une constante B, ne dépendant que de la région
R et telle que l'inégalité

(116) |A(z; )| =M
entraine les inégalités
(117) |Koia; 9)| = T Mm B_)
avec
Wy lr( I) nga.x
B= (1)

2{(m—1)

(") Dans le cas lorentzien, on peut améliorer cette estimation en montrant que

M. By
(mn)!

| 4+ (s )] <

( . )mn

avec une certaine valeur de B. Cette majoration est facile 4 étendre au cas riemannien pour la
dimension 2. L'extension aux dimensions supérieures semble exiger des calculs assez laborieux.
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1 Conoide
an sommel Z

-~ -

§eodesi

Fig. 14. Les deux nappes du conoide an sommet 2 séparées par une surface I” = const.

ol m désigne comme toujours la dimension de l'espace, wnp—_; est donné par la
formule (8) du n° 6 et gmax désigne le maximum de g dans le domaine Dj, la
quantité g étant relative i certains systémes de coordonnées normales autour de x.
Pour parvenir i cette limitation, nous aurons besoin de quelques considéra-
tions géométriques. Nous montrons d'abord que les surfaces I"(z; z) = const. > o,
x étant fixé et z variable, sont coupées orthogonalement par les géodésiques
issues de z. Cela résulte sur le champ de la formule aux limites (36)(*), qui
donne gjxd2z/dz* =0, dz signifiant un déplacement infinitésimal le long de la
géodésique et dz un déplacement infinitésimal arbitraire le long de la surface.
Les géoddsiques en question étant des lignes de temps, il ressort de I'orthogonalité
établie tout 4 1'heure que les surfaces I' = const. ont une orientation d’espace.(?)
On en conclut qu'une bicaractéristique (géodésique de longueur nulle) ne saura
étre tangente 4 aucune des surfaces en question, d’oi il s’ensuit qu'une telle
ligne rencontrera chaque surface en un seul point au plus. On voit par ceci
que les deux nappes du conoide qui a un certain point z comme sommet seront s$é-
parées par la surface I' = const. passant en 2.
Ces faits étant admis, nous introduisons un systéme de coordonnées normales
autour du point  comme origine, ce systéme étant choisi de facon que les coef-

(") L'application de cette formule est légitime puisque, I'= 8! étant constant, le parameétre s
qui remplace le parameétre normalisé 7, figurant dans la formule originale, ne subit aucun change-
ment au cours de la variation.

(® Cf. 1a note () p. 179.
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ficients au point x de la forme métrique se réduisent 4 ceux de la forme lo-
rentzienne (¢f. formule (58) du n° 87). On aura dés lors, dans des notations
faciles & comprendre, I'(x; 2) = r%. (¢f. formule derniérement citée, formule (48) du
n° 85 et formule (1) du n° 14); les surfaces I'(x; 2)= const. deviennent des
hyperboloides rz. = const., telles qui figuraient au -n° 57, par exemple. En parti-
culier, le conoide de sommet x devient le cone caractéristique de méme sommet.(?)

Ajoutons & ce qui précéde que les plans tangents des hyperboloides en ques-
tion sépareront, eux aussi, les deux nappes du conoide ayant comme sommet le point
de contact. Cela implique en particulier que le double-conoide Dj est tout entier
compris dans le cone solide D délimité par 1'une des nappes du cone de sommet
x (savoir celle qui renferme y) et par le plan IT tangent en y & 1’hyperboloide
passant par ce dernier point.

En admettant alors que l'inégalité (117) est valable pour » au lieu de n + 1
et pour 2 au lieu de y, ¢ étant un point arbitraire intérieur & D, on trouve,
en raison de (116),

(118) | KO+ (z; 9)| = | [ K™ (w; 2) K (2} y) d 2|

Dy

M.(MB)H~1
= F(m(n—l)-l-_l)

. n—1
«r;"z("—”-M-dz=——Wl—-M r’"‘"“”dz.

F(m(n——l)i-_l) zz

2 2

z x
D, Dy

Afin d'arriver 4 une majorante de la derniére intégrale, notons d’abord que
de=Vg-de'...de" < Vgma-d2z ... dz™. (%)
D’autre part, en nous reportant & la formule qui précéde la formule (24) du n° 57
et aux notations du méme numéro, nous aurons
det ...dem=dH,-dr,

I'élément de surface de l'hyperboloide H, étant maintenant mesuré au sens
lorentzien. Faisons observer que toutes les notions géométriques, telles mesure

() Dans les notations du n° 85, on désignerait ce point par o.

(*) Dans un syst¢me de coordonnées lorentziennes dont l'axe de temps, soit 1'axe des x!,
coincide avec la droite xy, on a évidemment r,, =< |x'—z'|. Par cette remarque on arrive,
moyennant des calculs trés simples, 4 une majorante du type de (117), out pourtant le dénominatenr

mn+1 . . : .
r — est remplacé par (n + 1)!. La derniére majorante, bien que plus grossiére que celle du

texte, suffit largement 4 tous les besoins.
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Fig. 15. Le double-conoide Dj et le cone solide D.

de certains éléments, orthogonalité etc., seront 4 prendre dans le méme sens au
cours des présentes évaluations. On a done, en notant que 7 =r7,, varie de

0 & Tyy,
Ty

(110) [rmaz < ygor [ (fdH)#mar,
b "

I'expression [d H, signifiant la surface totale de la calotte d’hyperboloide com-
prise dans le domaine Dy, qui, évidemment, est inférieure a la surface totale, soit
K., de la calotte comprise dans le cone solide D qui renferme Dj.

En se reportant, d’autre part, & la formule (27) du n° 57, ot 'on a x,—£, =7,
on voit que (la mesure de) d H, est inférieur(e) & (celle de) sa projection ortho-
gonale sur un plan quelconque & = const. Or, par une transformation de Lo-
rentz convenable, on peut faire jouer & tout plan d'orientation d’espace le réle
d'un de ces derniers plans, ce qui fait voir que d H, est inférieur & sa projection
orthogonale sur un plan d’espace quelconque. Il est manifestement de méme
de la surface totale K, de la calotte de H, comprise dans le solide D, qui est
donc inférieure & sa projection orthogonale sur le plan II limitant D. Or cette
projection est identique au domaine intercepté sur IT par H,. En remarquant
d’autre part que la droite xy est orthogonale au plan II, on voit que l'inter-
section de H, et de IT n'est qu'une sphére dans II, considéré comme un espace
a m— 1 dimensions, sphére, dont le centre est y et dont le rayon ¢ est donné
par ¢* =7}, —1®. Par suite, K, est inférieur au volume, soit K,, de cette sphére
ou, en raison de la formule (8) du n° 6 et de celle qui la précéde,

1
e 1 Wm-1 s Wm—1

K. <K,=¢"!l ——— =(rpy—1}) 2 - ——.
m—1 m— 1

14
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Daprés ce quon a dit plus haut, la quantité [d H, figurant dans la formule
(119) admet la méme majoration. On a donc

Txy

. f7 P — , m—1
(120) j rimds < mm—‘l nga,f7~km(,.;y —%) 72 dr
o,
v : !
m—1
= ety [ (=S

0
r(l_cm+1)r(m+1) r(Icm+1)r(m—l-1)

I 2 2 2 2
(IZI) - < = .

2 F((_lc_-l-_le;ﬁ_*_l) % F((k+l)2m+l)

La derniére intégrale est égale a

Les formules (119)—(121) avee k=% — 1 et la formule (118) fournissent, aprés
quelques simplifications, les inégalités (117) que nous avions & démontrer.

Les derniéres inégalités une fois établies, la solution de l'équation du type
de Volterra
(122) 9 @) —u [ Kz, 9) ply) dy = f(@),

P

rattachée au noyan K (x;y), s'obtient en analogie parfaite avec le cas linéaire.

On passe de I'équation (122) & I'équation (111) en remplacant a, z, y et K(x; y)
_par #,y, ¢ et A(y;2) respectivement et en posant u= —1. Les noyaux itérés
A+N(y;: 2), correspondant au noyau A (y; 2), satisfont & des inégalités de la forme
(117), excepté que l'arc s(x; y) doit étre remplacé par l'arc s(y; z). Il en résulte
que le noyau résolvant, formé en analogie avec (114),

L(jl/; zly)=A(y;z) + yA(z’(y;z) 4o+ y"_lA(”)(y; Z) + ..
a des propriétés de convergence éminentes et qu’il en est de méme de la solu-
tion de 1'équation (111), savoir
(123) Vila; y)=vly) = F(z; y) — [ L{y; 2| — 1) F(; &) d=.
Dy

98. L’équation des ondes amorties dans les espaces de Riemann. -— On a vu
que le noyau accessoire Vi+ Vi suffit complétement 3 résoudre le probléme de
Cauchy dans le cas régulier non analytique. Cependant ce noyau considéré en
soi me posséde aucune propriété intéressante. Il lui manque par exemple toute
loi de composition. Nous nous proposons de former aussi dans le cas non ana-
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lytique le noyau fractionnaire complet V¢ et de démontrer qu'il posséde toutes
les propriélés essemtielles remcomirées dans le cas analytique. En particulier, ce
noyau vérifiera la formule (66) A Vo+?= Ve propriété qui, dans le cas holo-
morphe, servait de point de départ lors de la construction de V*; il admettra
les lois de composition (98) et (9g). La premiére de ces lois permettrait évidem-
ment de construire, aussi dans le cas actuel, un procédé d'intégration fraction-
naire, possédant les propriétés fondamentales I« If = [o+# =18 = J2+8,

Nous arriverons a 7 a l'aide de certains noyaux rattachés a 1'équation des
ondes amorties
(124) Aulx) + 2u(z) = f(2), (")
relative a I'espace de Riemann considéré. A l'opérateur A + 2® correspondent,
dans le cas analytique, un noyan W< et, dans le cas non analytique, un noyau
Wi + Wi, formés en analogie avec les noyaux rattachés & l'opérateur A. Les
deux noyaux indiqués permettent, suivant les cas, de résoudre le probléme de
Cauchy posé pour l'équation (124). Mais il y en a plus, et voild notre point
principal, le noyau Wit nous meltra en état d’accomplir la construction de V=,
Admettons encore une fois jusqu'a nouvel ordre que les coefficients g;i sont
holomorphes et posons, dans l'ordre d'idées du n° 56%,

a

2] 12k patan

(125) We=
h=0

1 °° S\SE+k
="m—2 atm-3 a,z Vk'(z) : -J.i.i,+k(},s),(’)
x ® .p 12 ‘F(_)k=0 2
2
ou les J sont les fonctions de Bessel, définies par la formule (20) du numéro
cité. Il est manifeste que W* devient singulier sur le conoide de la méme
maniére que V* et on vérifie facilement la relation

(A + 2%) Wet2 = Wre,
On peut, tout comme dans le numéro cité, définir les intégrales I et Is, ar-

river & une formule de I'aspect de la formule (22) du méme numéro et donner,
moyennant cette formule, la solution du probléme de Cauchy.

(') Bien entendu, 'opérateur A signifie ici, comme dans tout ce chapitre, 'opérateur du second
ordre de Beltrami, défini par la formule (23).

(* L'identité des deux expressions de W& déconle aisément des calenls gui ont conduit » la
formule (23) du numéro cité.
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Laissant de edté ce dernier point de vue, envisageons l'inégalité suivante,
valable pour » réel et = — %,

(126) l%(ﬁlé%-em“”,(‘)

t étant une variable complexe. Il résulte facilement de cette limitation et de
la convergence de la série (79) que W?* est une fonction entiére de 4.
On a d'autre part(?)

o0

Y
J,(0)dt ’(‘ 2)
vta—1
t 2”+“’1-T(7+g)

1

0

formule valable pour § — R (») < R(e) < 2. En désignant par C un contour qui
va de —oo 4 + oo le long de l'axe réel, évitant l'origine par une courbe tracée
dans le demi-plan inférieur, et en observant que oJ,(¢)/t*~! est une fonction im-
paire, on obtient '

4 in{a—1)
. 'ty — —) ZeT
Jv(t)dt'——zielh?-sinn—a ( 2 = me * -
e 2 grtestir (r + 9) grta?. 1“(‘—") . (v + g)
2 2 2
C
ou encore
1 J(dt 1
v (S Pa—1 )
7T t (7/ t) 2'v+a—2 . I“(g) F(’V + ‘})
2 2
c

7T . T < L s p
avec ———2—§ arg (¢t) < 2’ les intégrales curvilignes étant convergentes et les

formules étant valables pour R(a) >3 — R(»). Dans nos applications, il sera

—_m

. 2 L3N
question des valeurs » = - +k(k=o,1 la derniére formule sera done

1).

(") WATsoN 1, p. 49. On entend par J () la partie imaginaire de ¢.
(*) Warsox 1, p. 391, formule (1), en y posant =2 — a.

' 2,05
m +
valable, dés que R (e) sera assez grand (EH (¢) >
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Posons t=1:s ou § > 0. On obtient

(127) I (ﬁ)’.Jv(ls)- da_ g2v+a—1 .
A ('l:l)a—l 2vta—2, F((—z) F(l’ + g)
. 2 2
c

En appliquant alors la seconde expression de la formule (125) qui donne W<,
on trouve, pour R(e) assez grand,(?)

1 ] o ~m+2k
(128) ; %:— Z’ Vi — sE—m = Je
(zA) k=0 m ? .petk—1, F(g) r (a—+2—2m +2_k)
[

C'est cette méme formule qui, légérement modifiée, nous fournira plus loin ¥V*
dans le cas non analytique, dés que nous aurons, dans ce cas-li, réussi 4 calculer
W? ou Wi, ce qui se fera i I'aide d’'une nouvelle équation de Volterra.

En restant toujours dans le cas holomorphe, choisissons de nouveau un nombre
entier p tel que 2p>m — 2. Posons, en partant de la seconde expression (125),

(129) Wom——1 S V.-(f)?_Tm”-Ja_m (As)
ﬂ...z...r(g)g'o k l —2—-+k
2
1 a 1 w\ o «
= + Z = Wi+ Wi.

On trouve par un réarrangement analogue mais de sens opposé i celui appliqué
dans la formule citée

(130) wi= > h2 a3h Yotan,

1 étant défini par (108). Nous allons démontrer que
(131) (A + A3 wi™?

« 1 ¢t+2-m+ }
= Wi+ 5w (a+2)(i) T s () AT
r

w? .2 2.

() Cf. les formules (67) et (71).
27 —48173. Acta mathematica. 81. Imprimé le 8 juin 1949,
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On tire en effet de (130), moyennant (109),

o0

(A + 29 Wizn___z _0__42'_2 22H(A + 2%) pETEERS
h=0
h
bad a+ 2 AV, 1
— —_ 2h a+2h e yre+2+2h a+2+2h+2p—m, 14 .
hzo et ) {(VI + A Vi ) +s Holat2+ 753
k

La premiére partie de la série, savoir celle comprenant les expressions -

~a+2Rh +2+2A
(VE+h 4 22 pptoieh),
peut s8’écrire

had o+ 2 a+ 2 o a
21—V e vt =2 [ ) e v =k
h=0 h=0

h h—1 h

La seconde partie de la méme série est, d’aprés la formule (20) du n° 56%: et
la formule (71) du n° 89, égale au dernier terme de (131).

Vu que Wi=o, pour s o(!),~il s'ensuit de (131), si l'on y pose a =0
(¢ + 2 =2) (¢f. (109)),

(132) (A, + 2%) Wi(z; y) = — (A, + 2%) Whix; 9)

2—-m
(%) TR . p(ls)-A Vo= Au(z; y),

2
7 ? -22

1
T m—2 m

pour abréger.

Au moyen de la formule de Green, on obtient, en analogie avec (110), pour
toute fonction w(z) qui s'annule sur le conoide de sommet x avec ses dérivées
du premier ordre,

(133) [ A+ 2 w(e) Wit (y; 2)dz = [w(2) (A, + 4% WEP* (y; 2)de.

2
D, D

Y
En particulier pour w(z) = Wx(x; 2), on arrive, en analogie avec (111), 4 I'équa-
tion intégrale

(134) Fala;y)=wly) + [w(e) 4w (y; 2)de,

ot F(xz; y) est le prolongement analytique pour ¢ =0 du premier membre de
(133), avee (A + A% w(z) = (A; + A%) Wit(x; 2) = — Ay (x; 2).

(") Cf. 1a note (%), p. 199.
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99. Le noyau V* dans le cas non analytique. — Dans le cas non analytique
mais assez régulier, on connait Wi et méme Wi et par la Fiy(z; y) et on
définit Wn par l'équation intégrale (134), d'aspect identique & celui de (111).
Le noyau A, satisfait, d’aprés les formules (132) et (126), & une inégalité de la
forme

(135) |A(;,)(y; 2)| = M 3{islviad ]

M ne dépendant que de la région R.
On forme maintenant les noyaux itérés A&')) et on établit, en analogie avec
'inégalité (117), que

(n+1) 1 M . Jmn, I8 {As(y; 2]
(136) |45 (y; 2)| < F(Z)I‘(mn +_1)8(!/, z)mn . el 3lhslyi=d ]
2

ou B ne dépend que de la région R et m est la dimension de l'espace.

La seule chose exigeant des commentaires, qui, d'ailleurs, sont d'un assez
grand intérét, est le facteur exponentiel. Considérons p. ex. le noyau itéré
d'ordre 2. 1l est égal &

A(y;2)= [ Awly; w) Aw (u; 2) du.

o}
Dans la limitation de A}y entre, d’aprés (135), le produit

el 3wkl (3{2stu; 23 | = S I{RMaly; w) +elu; A

Or, grice au caractére lorentzien de V'espace, on a s(y; u) + s(u; 2) < s(y; 2); par
conséquent, ’exponentielle en question est

< 328ty 31

On observe que I'inégalité géométrique ci-dessus est de sens opposé a l'inégalité
accoutumée relative aux triangles géodésiques. On appliquera une méthode de
démonstration donnée dans le cas classique par Darboux (*), méthode basée sur une
espéce de coordonnées polaires.

Menons du point y un faisceau d’arcs géodésiques intérieurs au domaine
D et remplissant une certaine région B qui, de son cdté, comprend le triangle
géodésique yuz. Choisissons de plus une valeur positive a assez petite, en sorte
que la surface I'(y; {) = a, y étant fixé et ¢ variable, coupe toutes les géodésiques
du faisceau. Nous paramétrisons d'abord la portion de la surface I'=a com-

(!) DaRBoUX 1, II, p. 410—412.
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prise dans la région 3 par m — 1 paramétres A% A%, ..., A™, et rapportons en-
suite les points v de la région I3 & m paramétres, savoir a A =s=s(y; v) =
longueur de l'arc géodésique yv et aux m — 1 paramétres A% A%, ..., A™ corres-

pondant au point d'intersection ¢ de la géodésique yv avec la surface I'(y; t)=a.
Ceci posé, 1'élément linéaire de l'espace, désigné incidemment par do, prend la
forme do®=y,q-dA?-d29. Nous disons que 7,, =1, tandis que y;4=0 pour
g+ 1. Afin de vérifier le premier énoncé, il suffit de remarquer que, pour
Al =---=dA™ =0, do® se réduit a ds®(=dA'-dA'). Le second énoncé résulte de
ce que les géodésiques issues du point y coupent les surfaces I'(y; v) = const.
. orthogonalement, fait établi au n° 97. On en a conclu au méme numéro que
les derniéres surfaces ont une orientation d’espace. Il s'ensuit que

do*=ds*+ D) ypq-dA?-dAI,
P,q=2
la derniére forme quadratique Y... étant définie négative.
Ce point acquis, considérons un chemin de temps C quelconque, compris
entiérement dans la région I3, réunissant les points y et z et coupant chaque

surface I' = const. en un seul point. On va voir que la longueur de ce chemin,

exprimée par l'intégrale f do, est inférieure & s(y; 2). En effet
c

fdor—:f(ds’ + 2...)*§fds=s(y;z).

¢ b b

Le dernier résultat comprend l'inégalité demandée s(y; u) + s(u; 2) < s(y; 2).
En résumé, on a d'une part, avec une constante convenable K,

(137) | Wi(z; )| = w(y) = K- d3Cstim3]

et d’autre part, on voit facilement que Wi(z; y) s’annule avec ses dérivées du
premier ordre sur le conoide de sommet x, comme il fallait s’y attendre. On
a aussi pour s o0

(138) (Ay + 2%) W2(z; y) = (Ay + M) { Wilx; 9) + Wi(z; y)} = o.

De plus, toutes les fonctions figurant dans '’équation intégrale (134) étant des
fonctions entiéres de A, il en sera de méme de W#. Les derniers faits se démon-
trent sans difficulté, grice aux propriétés de convergence de la formule de solu-
tion de (134).



L'intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy. 213

En nous laissant guider par la formule (128), valable dans le cas holomorphe,
nous posons dans le cas non analytique, par définition, pour R{e)> 2,

o Wi di re «
(139) W=V1+ifﬁﬁ= 1+ Vi
¢

ou C est la courbe figurant dans la formule (128) et ot 'on choisit

“—gé arg (1) <

[N

L'intégrale converge en raison de l'inégalité (137).
On a encore, d’aprés les formules (108) et (127)('), pour R(e) assez grand
R@>m + 1),
2
(140) Ve = _I/‘Eﬂ

) (a1
[

Il est & peu prés évident que la premiére formule, dans laquelle V7 peut
étre considéré comme connu, forme le prolongement analytique de la seconde.

Le fait qui nous intéresse en premier lieu est que la fonction V* définie de
cette maniére posséde toutes les propriétés essentielles que mous avons rencontrées dans
le cas analytique. Il est d’abord clair que les termes principaux sur le conoide
restent les mémes, puisque V7T est conservé et que Vi devient singulier sur le
conoide d'un ordre moins élevé que les termes de V1. Vérifions aussi la for-
mule A Vet2= Ve Tl suffit videmment de le faire pour R(e) assez grand aun
moyen de la formule (140). 11 vient (¢f. formule (138))
1 (AW?dd __ If—ls W2di IfW_’u_lj_

) @A T m @Attt g @w%“V”
C c¢ C

Ayet?=
J'arrive au dernier point, la validité des formules de composition (98) et (99)
dans les conditions nouvelles, question qui me tient particuliérement au cceur.
La seule difficulté qui reste est de montrer que le noyau ¥* admet une majora-
tion du méme genre que plus haut (formule (83)). Or ceci est clair quant & V7.
En ce qui concerne Vi, nous arriverons au fait demandé en examinant de plus
prés les fonctions données par des intégrales du type de (139).
Soit A une variable complexe et supposons que la fonction f(1) est holo-

(") Cf. aussi la formule (128).
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morphe dans le demi-plan inférieur J(1) = o('), sauf peut-étre a l'origine, et
quelle y satisfait & 1'inégalité |f(2)| =< M 13@W], avec ¥ = 0. Formons la fonc-

tion de « =§ + 27, holomorphe pour R(e) > o0
(141) g(a)=f(lf§alldl
é

le chemin d’intégration C étant le méme que dans la formule (128), et les iné-

galités — 7—: =< arg (¢A) ég étant toujours remplies. Ceci posé, on a linégalité

(142) [g(a +b)] < M|e ] avec l?l[:M(ﬂek_*_g),

valable pour R(e) > o et pour un nombre positif b arbitraire.

Remarquons d'abord qu'on peut, sans changer la fonction g(a), remplacer
le contour C par un autre contour, composé d’'une part d'une demi-circonférence
de rayon § + 1, od £=R(e), décrite autour de l'origine et située dans le demi-
plan inférieur, et d’autre part des segments infinis adjacents de 1'axe réel. En
posant 74 = g¢'?, on a, avec 5= J(a),

o
(143) l(l'l)—(a+l+b) | —_— Ig—(a+l+b) | . | e—imlatl+b) ' —_ Q—(§+1+b) ern < g—(5+1+b)65|"|_

On obtient ensuite pour £ =o

10 gp— EF DTEY B+ )7 §—
[9 ="y Frp CTUT
£t
ce qui donne sur les deux segments infinis (¢f. formule (143))
i. o0
{ )(EA) (a+1+b)dl’ < Me fg—(,+1+b)d9/ Me‘m gb;
+ ¢+ §+1

La valeur absolue de l'intégrale étendue & la demi-circonférence de rayon § + 1
est de son coté inférieure &

. n
k(E+1)+ Zlql :

M (€4 1)(E 4+ 1) < g I s

Mek( +1). e?

(") Puisque la fonction f(A) est bornée par hypothése, il nous suffirait, grice 4 un théoréme
fondamental de Fatou. de supposer que f(4) est holomorphe pour J(4) > o.
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On a donc l'inégalité préliminaire

(144)  Jgla+8)[< M(mms+1)+ g),g_gve’fjlnl

E4
1kl

T v e, 2
= Me-e -§‘$avecM=M(ne"+z)-

De la derniére inégalité on déduit aisément l'inégalité définitive (142). Re-
marquons en effet que la fonction h{e)=a~%¢** est holomorphe dans le demi-plan

R(a) =0, & l'exception de l'origine, et que l'on a sur l'axe réel positif et sur

l'axe imaginaire

n
— . =1l .
Meks' . 62 . E—; —
= = 1
= [h(@)] M. (%)

gla + 1)

(145) )

D’autre part le premier membre est dans le demi-plan R (¢) = 0 manifestement
inférieur A& const. exp (|¢|*~%) o0 0 <e< 1. 1l suffit done, pour voir que l'iné-
galité |g(a + b):h(e)| = M est remplie dans tout le demi-plan R(e)= o, d’ap-
pliquer aux deux domaines angulaires (d’ouverture zr/2), limités chacun par I'axe
réel positif et par l'un des demi-axes imaginaires, un théoréme classique de
Phragmén-Lindelof.(]) L'inégalité (142) est identique 3 celle que nous venons
de vérifier,

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la formule de composition (g9)
aussi daus le cas non analytique. Remarquons & cet effet que la formule (105)
gse déduit exactement comme plus haut. Cela étant, on forme de nouveau la
fonction G (e) définie par la formule (106), fonction qui, d’aprés la formule
(105), s’'annule pour tout nombre pair ¢ = 2n assez grand. Pour arriver i la
formule (99), il suffira done, aussi dans le cas actuel, de donner une majorante
holomorphe convenable de G (x), probléme qui se réduit au méme probléme con-
cernant V<,

Nous commengons par appliquer l'inégalité (142) & la fonction

« _ l WI’I dz-
(146) Vi= %f (gA)T
C

(¢f. la formule (139). Nous notons que Wi est une fonction holomorphe de
4 dans le demi-plan J(4) < o(%) et que, d’'aprés (137), cette fonction satisfait a

(*) On a h{a)| = 0—5- efn+ks,
(*) PERAGMEN-LINDELOF 1, p. 385.
(*) Elle est méme une fonction entiére; ¢f. p. 212.
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une limitation de la forme |f(4)| = &13@!, posée plus haut au sujet de la fone-
tion f(A) figurant dans la formule (141). On a dans le cas actuel % = s(x; y).
Il faut encore remarquer que dans (146) on a l'exposant ¢« — 1 (au dénominateur),
tandis que pour g(a + b) c'est l'exposant « + 1 + b qui figure dans !'intégrale
(141). Avec b=1, le dernier exposant devient « + 2= (e — 1)+ 3. On a done,
en vertu de (142), pour d'assez grandes valeurs de N(e), les inégalités préli-

minaires
l V?IHI = Iﬂ'a_a'eas(r;y)l ou l V?Il = l]—li(a —3) _(“—3).3(0!'—3)8(95;1/),,
ou encore (¢f. le n° 91), toujours pour RN (e) assez grand,
| V‘IXII = Il—l[-a"“-e“-apL

majoration qui est essentiellement de la méme forme que celle donnée dans la
formule (83).

Quant & V7, défini par la formule (108), il suffit de se reporter aux évalua-
tions du n° 91 pour arriver & une majorante de la forme |C-e¢—*-é*%-e?|. Dés
lors, V*= V1 + Vi admet aussi une majorante de méme forme, les valeurs
de O, %, p étant indépendantes de . Enfin on montre, comme au n° 95, que
la fonction G (e), définie par la formule (106), satisfait & une inégalité semblable.
Donec G(e) s'annule identiquement en vertu du théoréme d'unicité donné au
numéro cité.

La formule de composition (99) étant démontrée, la relation d'échange
Ve(z; y)= V*(y; ) en découle comme plus haut. Dés lors, la formule de com-
position (g8) et, avec elle, les formules de composition de caractére général (96)
et (06%) se trouvent également établies.
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