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MORPHEN FUNKTIONEN MEHRERER VARIABELN, SOWIE
VON ANALYTISCHEN ABBILDUNGEN.
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Einleitung.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Teil der klassischen Ergebnisse von P.
Montel iiber normale und quasinormale Scharen auf Funktionen mehrerer Vari-
abeln (kiinftig: Fkt. m. Var) iibertragen.

Dabei kniipfe ich an die Arbeiten von G. Julia und W. Saxer an, welche
bereits normale Scharen analytischer, bzw. meromorpher Fkt. m. Var. zum Gegen-
stand hatten. Die Ergebnisse dieser beiden Arbeiten sind zum Teil in § 1 dar-
gestellt.

Da bekanntlich die irreguléiren Punkte einer Folge analytischer Fkt. m. Var.
nicht isoliert auftreten konnen®, kann die klassische Definition der quasinormalen
Scharen nicht ohne weiteres auf Fkt. m. Var. iibertragen werden.

Man muss vielmehr eine Schar analytischer oder meromorpher Fkt. m.
Var. dann quasinormal nennen, wenn man aus jeder Teilfolge der Schar eine
weitere Teilfolge auswithlen kann, deren irregulire Punkte hochstens analy-
tische Flidchen bilden.

Eine weitere Schwierigkeit entsteht in dieser Arbeit natiirlich aus der Un-
moglichkeit, die a-Stellen einer Funktion oder die irreguliren Punkte einer Funk-
tionsfolge zu zihlen.

Diese Schwierigkeit wird nun dadurch behoben, dass man jeder in einem

gewissen Bereich 8B singularititenfreien analytischen Fliche (Vgl. Def. 1) eine

! Vgl. Jurxa, Abschnitt 16.
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natiirliche Zahl », die sogenannte Blitterzahl (Vgl. Def. 4, Zusatz) zuordnet. Es
gilt dann:

Satz 2: Ewne Schar analytischer Flichen, deren Bldtterzahl, oder deren Fldchen-
inhalt im Bereich B durchwegs unterhalb einer gewissen (irenze n, bzw. F bleibt,
ist normal in B, d. h. man kann aus jeder Teilfolge dicser Schar eine weitere Teil-
Jolge auswdihlen; die in B gegen eine singularititenfreie analytische Fldiche kon-
vergiert.

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich nun fast alle Montel'schen Ergebnisse
auf Fkt. m. Var. iibertragen, z. B.:

Satz 9: Eine Schar analytischer Fkt. m. Var., wobei die Blitterzahlen der
Null- und Finsstellenfldchen fir alle Funktionen der Schar lLeschrinkt sind, vst im

betrachteten Bereich quasinormal von endlicher Ordnumg.

Entsprechendes gilt natiirlich, mit 3 Quasiausnahmewerten «, b, ¢, auch fiir
meromorphe Funktionen (Satz 18).

Man kann die Betrachtungen iiber die Konvergenz einer Folge analytischer
Flichen durch Einfiihrung der Belegungszahl (Satz 3 und Def. 8) noch verfeinern,
es gelingt auf diese Weise, den Begriff der totalen Ordnung einer quasinormalen
Schar auf Fkt. m. Var. zu iibertragen (§ 8 fiir analytische, und § 12 fiir mero-
morphe Funktionen). Es gelten dann die bekannten Bedingungen, unter denen
eine quasinormale Schar total endlicher Ordnung normal ist, (Satz 10), und die
schliesslich zu den Sitzen von Schottky und Landau fithren (Satz 11 und 12).

Im dritten Kapitel folgen dann die entsprechenden Sitze fiir meromorphe
Funktionen, welche in der Regel etwas komplizierter sind, als bei analytischen
Funktionen.

Im vierten Kapitel wende ich die erhaltenen Resultate auf ganze Funktionen
und solche, die in jedem endlichen Bereich meromorph sind, an. Der Picard’sche
Satz, wonach eine ganze transzendente Funktion hochstens. einen Wert a, nicht
oo oft annimmt, hat bei Fkt. m. Var. ein Analogon, wenn man statt der Zahl
der g-Stellen die durch Formel (12) definierte Funktion @,(R) betrachtet (Satz 23
und § 13, b).

Die Theorie der quasinormalen Scharen erlaubt auch eine Aussage iiber
Julia-Geraden einer ganzen Funktion, es zeigt sich (Satz 24), dass jede nicht kon-
stante ganze Fkt. m. Var. Julia-Geraden besitet. Bei meromorphen Funktionen
liegen die Verhiltnisse etwas komplizierter, bei gewissen rationalen Funktionen
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fehlen die Julia-Geraden (§ 15, a). Ausserdem treten hier wie in der klassischen
Theorie die sogenannten Ausnahmefunktionen auf, die aber nicht weiter betrachtet
werden.

In den beiden folgenden Kapiteln komme ich noch auf Folgen und Scharen
analytischer und meromorpher Abbildungen zu sprechen. Im Gegensatz zu den
Arbeiten von C. Carathéodory und H. Cartan!, welche im wesentlichen ein-
deutige Abbildungen zweier fester Bereiche aufeinander, sowie eines Bereiches
auf sich selbst betrachten, habe ich fur die Bildbereiche weder Schlichtheit noch
Beschrinktheit vorausgesetzt.

Dem Konvergenzbegriff lege ich die projektive Erweiterung des Bildraums
zugrunde und definiere dann die regulire Folge meromorpher Abbildungen durch
Betrachtung der Punktfolgen S;(P;), wobei P; gegen P, konvergiert (Vgl. Def.
15 und 16).

Es zeigen sich hier zum Teil ganz &hnliche Erscheinungen wie bei Funk-
tionsfolgen (Vgl. etwa die Sitze 7 & 30, sowie 16 & 32 miteinander), inshe-
sondere treten an die Stelle der 3 Quasiausnahmewerte a, b, ¢ der klassischen
Theorie® die 6 Quasiausnahmeebenen in Satz 38. Entsprechend werden aus den
3 Ausnahmewerten 0, 1, o des Landau'schen Satzes die 6 Ausnahmeebenen (20)
(S. 317) des Satzes von F. Bureau.

Hingegen konnen die irreguliren Punkte bei einer Folge analytischer Ab-
bildungen isoliert auftreten, was bei einer Folge analytischer Funktionen be-
kanntlich unméglich ist.

Aus Satz 38 folgt iibrigens ein schon von P. Myrberg' gefundenes Resultat:

Die Schar aller projektiven Abbildungen ist im abgeschlossenen R*
quasi-normal von erster Ordnung, d.h. jede Folge projektiver Abbildungen
besitzt eine Teilfolge, die, mit Ausnahme héchstens einer analytischen Ebene,
iiberall gleichmissig konvergiert.

Ich mochte an dieser Stelle darauf hinweisen, dass ich einen Teil der Er-

gebnisse bereits in zwei C—R-Noten publiziert habe.?

Konventionen.

Wo im folgenden von Bereichen die Rede ist, soll es sich immer um offene,
beschriinkte und schlichte Bereiche handeln.

! Vgl. Literaturverzeichnis.
? MONTEL, 8. 149—I5T.
8 Comptes rendus, Band 224, S. 1804, und Band 225, S. 33.
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Die meisten Sitze lassen sich zwar vermoge des Diagonalverfahrens auch
fiir allgemeinere Bereiche beweisen, wenn sie nur von innen durch eine Folge
beschrinkter, schlichter Bereiche approximiert werden kénnen.'

Die in dieser Arbeit behandelten Probleme bringen es mit sich, dass man

den Begriff der analytischen Fldche zweckmissig etwas weiter fasst:

Def. 1: Unter einer im Bereich B singularititenfreien analytischen Fliche
verstehe ich die Gesamtheit aller in ® liegenden Punkte, die Nullstellen® einer

geeigneten, in B meromorphen Funktion sind.

Damit braucht also eine derart definierte analytische Fliche keine zusammen-
hiingende Punktmenge zu sein, sie kann ausserdem in B Doppel- und Verzwei-
gungspunkte (sog. algebraische Singularititen) besitzen. Hingegen sind natiirlich
wesentliche Randpunkte in B nicht zulissig, und eventuelle hebbare Singulari-
titen miissen durch geeignete Ergiinzung eliminiert worden sein.

Def. 1 umfasst den Begriff des erginzten analytischen Flachenstiicks im
iiblichen Sinn; aber auch die Vereinigungsmenge von endlich vielen solchen werde
ich gemiss Def. 1 kurz als analytische Fléichen bezeichnen.

Schliesslich wird in dieser Arbeit, um Verwechslungen zu vermeiden, durch-
wegs von singuldren Stellen einer Funktion, und von srreguldren Stellen einer Folge
oder Schar gesprochen.

Die Bezeichnung regulir wird nie fiir eine Funktion gebraucht, ebensowenig

singulidr fiir eine Folge oder Schar.

Verzeichnis der definierten Begriffe.

Analytische Fliche . . . . . .« .« . . . . . .Def 1, BSeite 252
Regulire Funktionsfolge (auch merom) e e e » 2, > 253
Haufungspunkt und Grenzpunkt einer Folge analytlscher Blachen > 3, >  2g5%
a-Stellenzall einer Funktion, Blitterzahl einer analytischen Fliche » g4, » 256
Konvergenz einer Flichenfolge . . . . . . . . . . . . . . . » 5 > 261
Zweig einer analytischen Fliche . . . . . . . . . . . . . . » 6, > 2653
T.(X), Schlauch . . . . ;. coe .77, > 266
Belegungszahl in Bezug auf eine Folge analytlscher Flachen .o.oo» 8, » 267
Reduzierte Flichenfolge . . . . . . . . . . . . . ., . . .. » 9, > 269
Quasiregulire Funktionsfolge (auch merom). . . . .. ... >0, > 273

' Wie beim Beweis von Satz 12.
> Zu den Nullstellen einer meromorphen Funktion miissen in diesem Fall auch die Unbe-
stimmtheitsstellen gerechnet werden.
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Irreduzible Funktionsfolge (auch merom) . . . . . . . . . .Def. 11, Seite 274
Belegungszahl in Bezug auf eine Folge analytischer Funktionen Satz 8, » 2753
Quasinormale Funktionsschar (auch merom) . . . . . . . . . Def, 12, > 27s
Totale Ordnung einer Funktionsschar . . . . » 13, > 278
Belegungszahl in Bezug auf eine Folge meromorpher Funktlonen > 14, > 291
Grenzschwankungsbild . . . . . . . . . . . . . . .. .. » 15 > 299
Reguldre Abbildungsfolge . . . . . . . . . . . . . . . .. » 16, » 299
Quasiregulire Abbildungsfolge . . . . . . . . . . . . . . . » 17, » 308
Irreduzible Abbildungsfolge . . . . . . . . . . . . . . . . » 18 > 309
Belegungszahl bei Abbildungsfolgen . . . . . . . . . . . .Satz 34, » 313
Quasinormale Abbildungsschar . . . . . . . . . . . . . . Def 1z > 275
Totale Ordnung einer Abbildungsschar . . . . . . .. . . . » 13 > 278

§ 1. . Die Ergebnisse von G. Julia und W. Saxer.

Die HKinbeziehung der meromorphen Funktionen in den Kreis der Betrach-
tungen erfordert zunichst einmal eine Erweiterung des Konvergenzbegriffes, wir
treffen fir analytische und meromorphe Funktionen gemeinsam die folgende Fest-

setzang:!

Def. 2: Eine Folge 6 von Funktionen heisst regulir im Bereich B, wenn
fiir jedes abgeschlossene Teilgebiet B* von B folgendes zutrifft:
Die durch die Folge 0 erzeugte Folge von Abbildungen von B* auf die Rie-

mann’sche Zahlenkugel konvergiert gleichmissig.

Die Grenzfunktion einer reguliren Folge analytischer Funktionen ist natiir-
lich wieder analytisch in B, oder dann die Konstante co. (Diese zihlen wir
kiinftig zu den meromorphen Funktionen).

Die Grenzfunktion einer reguliren Folge meromorpher Funktionen ist wieder
meromorph in B und hat keine Unbestimmtheitsstellen, denn in der Umgebung
einer solchen konnte die Folge nicht regulir sein.?

Bekanntlich heisst nun eine Schar I von Funktionen normal in 8B, wenn
jede aus Funktionen der Schar gebildete Folge eine in B regulare Teilfolge
besitzt. :

Es gilt auch hier das klassische Kriterium:

a) Ist 3 eine Schar analytischer Funktionen, und nimmt keine Funktion dieser

Schar einen der festen Werte a und & in B an, so ist diese Schar normal in 8.

! Vgl. Def. I in der Arbeit von W. SAXER.
* Vgl. Hilfssatz (2), S. 260/61 von W. SAXER.
¥ Vgl. JULIA, Abschnitt 15, S. 67.
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Fs geniigt natiirlich, wenn keine Funktion der Schar die Werte ¢ und b
auf dem Rande von B annimmt,
Fiir eine Schar meromorpher Funktionen gilt dasselbe, wenn 3 Ausnahme-

werte vorhanden sind.

Irreguliire Punkte.

Ein Punkt X heisst ein irregulirer Punkt einer Folge (Schar), wenn diese
in keiner Umgebung von X regulir (normal) ist.

Ist nun eine Folge (Schar) nicht regulir (normal) im Bereich B, so besitzt
sie in B offenbar mindestens einen irreguliren Punkt.

Aus a) folgt nun sofort:

b) Sei X ein irregulirer Punkt einer Schar analytischer Funktionen, und
U eine beliebige Umgebung von X.

Dann haben oo viele Funktionen der Schar g-Stellen in U, und zwar, mit

hichstens einer Ausnahme q,, fiir jedes a.

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir meromorphe Funktionen, nur muss man 2
Ausnahmewerte zulassen.

Das wichtigste Ergebnis der Julia’schen Arbeit ist zweifellos die Tatsache,
dass die Gesamtheit J aller irreguliren Punkte einer Folge oder Schar analy-
tischer Fkt. m. Var. dasselbe eigentiimliche Verhalten zeigt, welches schon die
Menge der singuldren Punkte einer analytischen Fkt. m. Var. auszeichnet:

¢) J ist eine perfekte Punktmenge, die nicht ganz im Innern von B liegen
kann und auch keine vom iibrigen J getrennte Teilmenge mit dieser Eigenschaft
besitzt.!

Der Abstand von einem beliebigen festen Punkt P zu allen Punkten X €J
kann fiir kein X €8 ein relatives Maximum erreichen.?

- d) Ist eine Folge (Schar) analytischer Fkt. m. Var. in allen Randpunkten von
B regulir (normal), so ist sie auch im Innern von B regulir (normal).?

e) Sei % der aus den beiden Bereichen B, und B. (Rinder ¢, und ¢.) der
w- und z-Ebene kombinierte Zylinderbereich.

Eine Folge (Schar) analytischer Funktionen sei in folgenden Punkten regulir

(normal):

! Vgl. JuLiA, Abschnitt 24 & 32, 8. 73 & 79.
? Vgl. Jurnia, Abschnitt 29, 8. 77.
3 JULIA, Abschnitt 32, 8. 79.
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1) Alle P mit w€ By, z€c, (anal. Hyperfliche)
2) Alle P mit w = w, € By, 2€ B, (anal. Ebene).

Dann ist die Folge (Schar) in ganz 9 regulir (normal).!

Weiter zeigte Julia, dass fir die Punktmenge J nur die 3 folgenden Mog-
lichkeiten, nebst ihren Kombinationen, bestehen:

f) J besteht aus: Analytischen Flichenstiicken, oder analytischen Hyper-

fidichenstiicken, oder vierdimensionalen Gebieten mit pseudokonvexer Berandung.®

Fiir meromorphe Funktionen sind c¢)—f) nicht mehr giiltig, denn die irre-
guliren Punkte einer Folge meromorpher Funktionen konnen isoliert auftreten.

Nach W. Saxer nennt man einen isolierten irreguliren Punkt einer Folge
meromorpher Funktionen ausseriesentlich, ein solcher ist notwendig eine Un-
bestimmtheitsstelle der Grenzfunktion.®

Die iibrigen irreguliren Punkte heissen wesentlich, fiir diese gilt:

g) Die wesentlich irreguliren Punkte einer Folge oder Schar meromorpher
Funktionen unterliegen denselben Gesetzen wie die irreguliren Punkte einer
Folge oder Schar analytischer Funktionen.*

Anwendung auf Folgen analytischer Fliichen.
Sei @ eine Folge analytischer Flichen V;.

Def. 3: Einen Punkt, dessen beliebig kleine Umgebung von oo vielen Flichen
der K¥olge geschnitten wird, nennt man einen Héufungspunkt der Folge 6.

Wenn aber U.(P) [¢ beliebig klein] von nur endlich vielen Flichen der Folge
nicht geschnitten wird, so nennt man P einen Grenzpunkt der Folge 6.

Julia zeigt® dass man jeder Folge analytischer Funktionen f;(w, z) eine
weitere Folge g;(w, z) analytischer Funktionen mit nmachstehenden Eigenschaften
zuordnen kann:

1) fj und ¢; sind in B #quivalent in Bezug auf Division.

2) Die Menge aller irreguliren Punkte der Folge g; stimmt im Bereich B
mit der Gesamtheit aller Hiufungspunkte der Flichenfolge f;(w, z) = o iiberein.

1 Jurxa, Abschnitt 37, S. 82.

* JuLia, Abschnitt 40 & 44, S. 84/85 & 89/go.
® W. SAXER, Hilfssatz (2), S. 260/61.

* W. Saxger, Hauptsatz, S. 262, sowie § 2.

® Abschnitt 72, 8. 110.



256 H. Rutishauser.

Man erhilt die Funktionen g¢; z. B., indem man die f; mit geniigend grossen
Zahlen N; maultipliziert. Die Grenzfunktion der g¢; ist dann (fiir die reguldren
Punkte der Folge) die Konstante oo. »

Es ist klar, dass dasselbe auch fiir eine Folge meromorpher Funktionen f;
gilt. Da auch in diesem Fall die Grenzfunktion der g; die Konstante oo sein
muss, kann die Folge der Funktionen g; in B keine ausserwesentlich irreguliiren
Punkte besitzen.

Nun entspricht aber einer Folge analytischer Flichen V; gemiiss Def. 1 eine
Folge meromorpher Funktionen, so dass aus g) folgt:

Sei 8 eine Folge analytischer Flichen Vj, die im Bereich 8B singularitiiten-
frei seien. Dann gilt:

h) Die Gesamtheit der in B liegenden Hiufungspunkte der Folge 8 ist den-
selben Gesetzen unterworfen, wie die irreguliren Punkte einer Folge analytischer
Funktionen.

i) Wenn in der Umgebung U(P) jedes Punktes von B auf jeder analytischen
Ebene w = const. maximal je n Hiufungspunkte der Folge 0 liegen, so ist die
Gesamtheit aller Haufungspunkte, soweit sie in B liegt, eine singularititenfreie
analytische Fliche.!

1. Kap. Folgen analytischer Flichen.

& 2. Bliitterzahl und Flicheninhalt.

Wir wollen den Begriff der Nullstellenzahl einer Funktion sinngemiiss von
einer auf mehrere Variabeln iibertragen.

Sei also f(w, z) eine im Bereich B analytische oder meromorphe Funktion.
Diese erzeugt auf jeder analytischen Ebene [ eine analytische oder meromorphe
Funktion fr einer Variabeln. Die a-Stellen dieser Funktion kann man ziihlen,
und zwar sollen sie init Vielfachheit gezihlt werden.

Def. 4: Die obere Grenze der Zahl der in B liegenden a-Stellen der Funk-
tionen fr (fiir alle E mit fz == a) heisst a-Stellenzahl der Funktion f(w,z) im
Bereich B. ‘

Zusatz: Unter der Bliitterzahl der Fliche f(w, 2) = o versteht man die Null-
stellenzahl der Funktion f(w, 2z) in B.

1 JuriA, Abschnitt 73, 8. 110/11.
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Die a-Stellenzahl eines Polynoms im ganzen Raum ist natiirlich fiir alle o
gleich seinem Grad.

Hingegen deckt sich die a-Stellenzahl einer Funktion in der Umgebung eines
Punktes P der Fliche f=a im Allgemeinen nicht mit der Ordnung!® der a-
Stelle P.

Zwischen der so definierten Blidtterzahl einer analytischen Fliche ¥ und dem
Inhalt des in B liegenden Teils von V besteht ein gewisser Zusammenhang:

Wenn man nidmlich ein analytisches Flichenelement dF auf die beiden
Koordinatenebenen (w =0 und 2= 0) projiziert, so gilt fiir die Flicheninhalte "
der beiden Projektionen dF, und dF, die folgende, von Wirtinger verallgemei-
nerte Formel®: '

dF =dFI, + dF.. (1)

Diese Formel kann iiber den in B liegenden Teil von V integriert werden,

und liefert so die folgende Behauptung:

a) Der Flicheninhalt einer im beschriinkten, schlichten Bereich B liegenden,
maximal #n-blittrigen analytischen Fliche ist beschriinkt, es gilt nimlich, wenn
By, und B, die Flicheninhalte der beiden Projektionen von B auf die Koordi-
natenebenen sind:

F < n(By,+ B). (2)

Diese Formel ist natiirlich nicht umkehrbar, aber es gilt:

b) Wenn die analytische Fliche 7 im Innern von B wesentliche Rand-
punkte hat, die wieder auf einer analytischen Fldche S liegen, so ist der Flichen-
inhalt des in B liegenden Teils von 7 unendlich,

Beweis: Es gibt unter den gemachten Voraussetzungen mindestens eine ana-
lytische Ebene F, welche mit S einen in B liegenden isolierten Punkt X gemein-
sam hat. Man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, F sei die

Ebene 2 =0, und X sei der Koordinatennullpunkt.

Man kann dann eine Zahl » > o angeben, so dass der in E liegende Kreis
lw]|=r die Fliche ¥V nicht trifft. Ausserdem existiert eine weitere Zahl ¢ > o,
so dass auf der Mantelhyperfiiche

My:fwl=r le]l=e (3)

! BENKE-THULLEN, Kap. V, § 2, Seite 60.
? Vgl. WIRTINGER, Seite 351, Satz II, dieser enthilt die obige Formel als Spezialfall.

18 — 642136 Acta mathematica. 83
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des Dizylinders ¢ :|w| < |2| < ¢ keine Punkte von V liegen. Dies hat natiir-
lich zur Folge, dass auf jeder der Ebenen z= const. gleichviele in 4 enthaltene
Schnittpunkte mit 7 liegen.

Diese Anzahl kann aber nicht endlich sein, sonst wire X kein wesentlicher
Randpunkt von 7, sondern V wire die Nullstellenfliche eines gewissen Pseudo-
polynoms iiber der Unbestimmten 7.

Jede der Ebenen z==const. (|2]| < o) hat somit oo viele Schnittpunkte mit
V, die in 9 liegen, die Projektion von V auf die Ebene w = 0 hat also allein
schon unendlichen Fldcheninhalt, wzbw.

Wenn hingegen die wesentlichen Randpunkte auf einer analytischen Hyper-
fliche liegen, so kann der Flicheninhalt von V7 sehr wohl endlich bleiben, wie

die Nulistellenfliche der Funktion Z % —w zeigt. Diese Fliche kann bekannt-
1 (3

lich nicht iiber den Hyperzylinder |z|=1 hinaus fortgesetzt werden, die aunf
diesem Hyperzylinder liegenden Punkte der Fliche sind wesentliche Randpunkte
derselben.

Trotzdem ist in diesem Fall der gesamte Inhalt! dieser Nullstellenfiiiche end-
lich, nidmlich e, wie die folgende Formel zeigt:

F=r 2 jllal® + 15 7. (4)
1
Dabei bedeutet I" den Inhalt eines Flichenstiicks, das vermoge der beiden

analytischen Funktionen w = Z atl, z= Z b; ¥ als konformes Bild des Kreises
0 0

|t] <r dargestellt werden kann.

Die Formel (4) folgt direkt aus (1) und einer Formel von Bieberbach.?

Es soll jetzt noch eine weitere metrische Eigenschaft der analytischen Flichen
gezeigt werden, welche den nicht-analytischen Flichen fehlt, und welche fiir das
folgende von besonderer Wichtigkeit ist. Es gilt ndmlich:

Satz 1: Die analytische Fliche V sei vn einer Hyperkugel vom Radius R
singularititenfirer und laufe durch den Mittelpunkt derselben.

! Soweit die Fliche iiberhaupt definiert ist.
? Vgl. die zitierte Arbeit, 8. 99.
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Dann gilt fiir den Ilicheninhalt F' des in dieser Hyperkugel liegenden Teils
von V. ‘
F= xR (5)

Das Gleichheitszeichen steht nwr dann, wenn V eine analytische Ebene vst.

Beweis: Ich betrachte die Schnittkurve ¢ der Hyperkugelfiiche K mit der
analytischen Fliche V7 und zeige, dass diese Schnittkurve mindestens die Linge
27x B haben muss. Daraus folgt dann die Formel (5) durch Integration von o
bis R,

Man kann offenbar ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
V' innerhalb K zusammenhiingend sei. Die Kurve ¢ braucht dagegen nicht zu-

sammenhiingend zu sein, ihre Teilstiicke sind aber in jedem Fall geschlossen.

A) Wenn irgend eine Hyperebene H die Kurve ¢ nicht schneidet, so hat das
Schnittgebilde H X V keine Punkte innerhalb K.

Dies ist offensichtlich, denn der Kontinuitiitssatz, angewendet auf die in H
enthaltenen, parallelen analytischen Ebenen F ({), und die Fliche ¥, erlaubt nicht,
dass das Schnittgebilde V X H eine ganz im Innern von K liegende, isolierte
Teilmenge hat.

B) ¢ wird von jeder durch den Hyperkugelmittelpunkt laufenden Hyper-
ebene geschnitten, wie aus A) und der Voraussetzung unmittelbar folgt.

C) Man kann keine Hyperebene H legen, welche, ohne die Kurve ¢ zu
schneiden, diese in 2 Teile zerlegt. Dies folgt ebenfalls aus A) und der An-
nahme, dass V innerhalb K zusammenhiinge.

D) Wenn nun die Linge einer geschlossenen Kurve y auf der Hyperkugel-
fliche K kleiner als 2z Ri (0<<i = 1) ist, so kanu man y mit einer auf K
liegenden 2-dimensionalen Kugelfliche, deren geoditischer Durchmesser kleiner
als wR1 ist, vollig umschliessen.'?

E) Besteht ¢ aus einem Stiick, dessen Liinge kleiner als 22 R ist, so folgt
aus D) mit 4 =1 sofort ein Widerspruch zu B).

F) Besteht aber ¢ aus mehreren Stiicken ¢, ..., ¢, deren Gesamtlinge kleiner
als 27 R ist; so kann man jedes Stiick gemiiss D) mit einer auf K liegenden
Kugelfliche x; einschliessen. Die Summe der geodiitischen Durchmesser dieser

Kugeln ist natiirlich kleiner als = R.

! Das Umschliessen findet natiirlich nur auf der 3-dimensionalen Hyperkugelfiiche H statt.
2 Vgl. B. SEGRE (Literaturverzeichnis).
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Von diesen Kugelflichen x; darf keine von jeder andern getrennt liegen,
sonst konnte man durch Legen einer Hyperebene H durch diese Kugelfliiche einen
Widerspruch mit C) herbeifithren.

Vielmehr bilden immer eine gewisse Anzahl der Kugeln x; je eine zusammen-
hingende Kette. Jede dieser Ketten kann man wieder in eine Kugelfliche ein-
schliessen.? Die Summe der geoditischen Durchmesser dieser neuen Kugeln ist
wieder kleiner als # R, und es darf wieder keine von allen andern getrennt liegen,
sondern sie miissen neue Ketten bilden, ete.

Auf diese Weise erhiilt man schliesslich eine einzige Kugelfliche, die ¢ vollig
umschliesst!, und deren geoditischer Durchmesser kleiner als wR ist. Damit
haben wir denselben Widerspruch, wie unter E), ¢ hat also in allen Fillen minde-
stens die Liinge 2 R.

G) Wenn in (5) das Gleichheitszeichen stehen soll, so muss nach dem Bis-
herigen die Linge der Schnittkurve ¢, von } mit der zu K konzentrischen Hyper-

kugelfliiche K, vom Radius 7 offenbar 2sr sein, und zwar fiir fast alle » =< R.

Insbesondere gibt es beliebig kleine » mit dieser Eigenschaft, nimlich so
kleine », dass ¥V innerhalb K, hochstens den Mittelpunkt M als Doppel- oder
Verzweigungspunkt hat.

Man kann V7 in der Umgebung von I als Nullstellenfliiche eines Produkts
irreduzibler Faktoren darstellen, und die Nullstellenfliiche jedes Faktors innerhalb
K,, wenn nur r hinreichend klein ist, uniformisieren® (M sei Koordinatennull-

punkt):
w= Da;tl g= Dbt
1 1

Der Parameter ¢ kann so gewiihlt werden, dass der innerhalb K. liegende
Teil der so uniformisierten Fiiche gerade dem Einheitskreis der ¢-Ebene ent-

spricht. Damit folgt aus (4):
2l + bty =12,
1

andrerseits aus dem Gutzmer’schen Koeffizientensatz:

o0

2n
I D
S gl + (5 ——;tf{ifvl“rlzl'}dw:r?.
0

1 .

! Das Umschliessen findet natiirlich nur aunf der 3-dimensionalen Hyperkugelfliche H statt.
? Vgl. Oscoop, 2. Kap. § 21: Parameterdarstellung im Kleinen.
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Durch Vergleich der beiden letzten Formeln erkennt man sofort, dass alle
Koeffizienten ausser g, und b, verschwinden missen, ¥ enthilt also eine durch
den Hyperkugelmittelpunkt laufende analytische Ebene als Teilmenge. Da diese
allein schon den Flicheninhalt v R? liefert, ist V diese Ebene, wzbw.

Man kann iibrigens sogar zeigen, dass der Flicheninhalt mindestens 7m R?
sein muss, wenn der Hyperkugelmittelpunkt eine Nullstelle m-ter Ordnung fiir
die die Fliche ¥V darstellende Punktion ist.

§ 3. Konvergente Folgen analytischer Fliichen.

Eine Punktfolge ist offenbar genau dann konvergent, wenn jeder Hiufungs-
punkt der Folge auch ein Grenzpunkt ist. Ganz entsprechend definiert man die

Konvergenz einer Folge von Punktmengen:

Def. 5: Eine Folge 6 analytischer Flichen ¥; heisst im Bereich B kon-
vergent, wenn jeder in B liegende Hiufungspunkt auch ein Grenzpunkt der
Folge ist.

Die Folge 0 ist also insbesondere dann konvergent in B, wenn B keine
Hiufungspunkte der Folge enthilt.
Der Auswahlsatz der Mengenlehre® zeigt nun:

a) Jede Folge analytischer Flichen hat eine in B konvergente Teilfolge.

Fiir unsere Betrachtungen sind nun solche konvergente Flichenfolgen besonders
wichtig, fir die die Gesamtheit J aller in B liegenden Hiufungspunkte eine in
B singularititenfreie analytische Fliche ist.?

Diese Fliche heisst dann die Grenzfliche 7V, der Folge, man schreibt
lim V; = V,.

Im allgemeinen Fall besteht J gemiss § 1, h) aus analytischen Flichen,

analytischen Hyperfliichen und vierdimensionalen Gebieten.

! Dieser lautet fiir unsere Verhiltnisse etwa:

In einem beschrinkten Bereich eines euklidischen Raumes sei eine Folge von Mengen
gegeben.

Dann existiert eine Teilfolge dieser Mengenfolge, fiir die die Menge aller Hiufungspunkte
(oberer Limes) mit der Menge aller Grenzpunkte (unterer Limes) iibereinstimmt.

Vgl. auch HAUSDORFF, 8. 145—150.

? Kiinftig wird auch eine Folge ohne Hiufungspunkte in B zu den Folgen mit analytischer
Grenzfliiche gerechnet.
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Es soll jetzt gezeigt werden, dass die Menge aller Haufungspunkte unter
geeigneten Voraussetzungen eine in B singularitiitenfreie analytische Fliche ist.

b) Alle Fiichen einer Folge # seien in einem Dizylinder : jw| <7, |z]|<e
singularititenfrei, und die Inhalte aller Flichen der Folge seien in & gleich-
missig beschrinkt.

Wenn dann die Mantelhyperfliche M, des Dizylinders % [Vgl. (3)] keine
Hiufungspunkte der Flichenfolge ¢ enthiilt, dann hat diese eine Teilfolge 6,,
die in ¥ gegen eine singularitiitenfreie analytische Fliche konvergiert.

Beweis: Es gibt ein j, mit der Eigenschaft, dass fir j > j, keine der Flichen
V; Punkte auf M, hat.

Das hat zur Folge, dass V; (fiir j > j,) von jedem der Kreise || <7, z = const.
(lz| < o) in gleichvielen (n;) Punkten geschnitten wird.

Wegen (1) ist damit der Flicheninhalt von ¥;in < mindestens ;0% Wenn
die Flécheninhalte der V; beschrinkt sind, so sind also auch die #; beschrinkt.

Man kann somit die Flichen V; (fiir j > j,) als Nullstellenflichen von Pseudo-

polynomen darstellen, deren Exponenten alle unterhalb einer gewissen Schranke

N liegen:
filw, g)=wu"+ A, () w1+ + 4. (2)=o0.
Da auch die Wurzeln w, (2), ..., w.(2) beschrinkt sind, kann man auch fiir
die Funktionen A,,..., 4, obere Schranken angeben, die fiir alle j > j, giltig

sind, somit ist die Folge fj(w, z) in & gleichmiissig beschriinkt.

Man kann also eine gleichmissig konvergente Teilfolge fi auswihlen, deren
Grenzfunktion nicht = o sein kann. Nach einem Satz von Hurwitz konvergiert
damit auch die Folge der Flichen fy = o gegen die Nullstellenfliche der Funk-

tion lim fy, wzbw.

Wir kommen zum Hauptsatz iiber Folgen analytischer Flichen:
Sei 6 eine Folge analytischer Flichen, die in B singularititenfrei seien.
Dann gilt:

Satz 2: Wenn die Fldcheninhalte oder die Bldtterzahlen aller Flichen der Folge
0 in B gleichmdssiy beschrinkt sind, so kann man aus 8 eine Teilfolge 6, auswéihlen,

die gegen eine in B singularititenfrece analytische Fldche konvergiert!

! Vgl Def. 1, sowie Fussnote 2, 8. 261.
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Wegen a) geniigt es offenbar, wenn man zeigt, dass die Hiufungspunkte
einer konvergenten Folge solcher Flichen eine singularitéitenfreie analytische
Fliche bilden.

Wegen § 2,a) kann man sich ausserdem auf die Betrachtung einer Folge
von Flichen beschrinkten Flicheninhalts beschrinken.

Den Beweis fuhren wir in verschiedenen Schritten:

A) Die Menge J aller Hinfungspunkte einer konvergenten Folge von Flichen be-
schrinkten Inhalts (=< F) kanun in jedem abgeschlossenen Teilgebiet B* von B durch

eine endliche Anzahl m :e% von Hyperkugeln vom Radius 2e& vollstindig iiber-
deckt werden.
Dies gilt bei festem B* fiir alle hinreichend kleinen ¢, und ¢ ist dann

konstant.

Beweis von A: Man wihlt auf J méglichst viele in 8" liegende Punkte X,
die untereinander mindestens den Abstand 2¢ haben sollen. Wenn ¢ kleiner als
der Minimalabstand von B* in Bezug auf B ! ist, so kann der Flicheninhalt von
V; in U.(X) nach Satz 1 ,nicht wesentlich kleiner'‘ sein als we&?, genauer:

Es gibt zu jedem 7> o0 ein j(y), so dass der Inhalt von V; in U.(X) fiir
J > j(n) mindestens me®(1 — 7) betriigt.

Da diese &-Umgebungen der Punkte X untereinander und mit dem Rande
von B nicht kollidieren, ist die Summe der Flicheninhalte einer.Fliche 7; in
allen U,(X) kleiner als F, somit kann die Zahl dieser Punkte X hochstens

r .
m = ——, sein.
7we’

Wenn man die Radien dieser um die Punkte X gelegten Hyperkugeln ver-
doppelt, so sind alle Punkte von J, soweit sie in B* liegen, iiberdeckt, weil es
nach Konstruktion in B* keinen Hiufungspunkt Y mehr geben kann, der von
jedem X mindestens den Abstand 2¢ hat, wzbw,

B) Unter den gleichen Bedingungen, wie unter A) kann J in 3B keine 3- oder
4-dimensionale Mannigfaltigkeit enthalten.

Beweis von B: Sei jetzt das abgeschlossene Teilgebiet B* ein Dizylinder
um irgend einen Punkt von B. Dann kann J in B* durch m Hyperkugeln vom

! Dies ist die grosste Zahl d mit der Eigenschaft, dass die J-Umgebung jedes Punktes von
B* noch ganz in B liegt.
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Radius 2, also Volumen je 8 7% ¢* iiberdeckt werden. Die gesamte Uberdeckungs-
menge hat somit hochstens das (4-dim.) Volumen % &%, wobei £ fiir alle hinreichend
kleinen ¢ konstant ist. Damit kann aber J kein 4-dimensionales Gebiet sein.

Nach § 1, h} kann jetzt J noch aus analytischen Flichen oder analytischen
Hyperflichen bestehen. Eine analytische Hyperfliche muss aber jede geniigend
kleine Umgebung eines Punktes derselben vollstindig zerlegen', also muss minde-
stens eine ihrer Projektionen auf die 3-dimensionalen Koordinatenhyperebenen
innere Punkte enthalten.

Wenn man aber die Menge J, soweit sie in B* liegt, samt ihrer Uberdeckung
durch die m Hyperkugeln auf eine Hyperebene projiziert, so gibt jede solche

Hyperkugel ein Kugel vom (3-dim.} Volumen 4—;(2 ¢)® als Projektion. Die ge-

samte Uberdeckungsmenge hat also eine Projektion, deren Volumen héchstens

323—”0.9 betrigt. Somit kann J keine Hyperfliche enthalten, wzbw.

Nun kann also J nur noch eine analytische Fliche sein, die aber in B noch

wesentliche Randpunkte haben kann.

C) J hat keine wesentlichen Randpunkte in .

Beweis von C: Sei Y ein wesentlicher Randpunkt der analytischen Fliche
J. Man kann behaupten, dass man auf mindestens einer analytischen Ebene
durch Y eine in einer ¢-Umgebung von Y liegende, geschlossene Kurve ¢, legen
kann, auf der keine Punkte von J liegen, und die den Punkt Y einschliesst.

? analytischen Ebenen durch

Andernfalls miisste nimlich J auf jeder der oo
Y mindestens eine Kurve der Liinge ¢ haben. Damit wiirde J in der Umgebung
von Y ein dreidimensionales Gebiet enthalten, was B widerspricht.

Sei also ¢, eine solche Kurve um Y, auf der keine Punkte von J liegen.
Man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, ¢, liege in der Ebene
z=o0, und Y sei der Koordinatennullpunkt.

Da J abgeschlossen ist, kann man ¢ >0 so angeben, dass keine Punkte von
J auf der Mantelhyperfliche M,: w€c,, |2] < o liegen.

Nun kann man b) anwenden: Die Folge 6 besitzt eine Teilfolge 6,, tir die

! Wie die Singularititenhyperfliche einer analytischen Funktion.
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die Menge o, aller Hiufungspunkte in der Umgebung von Y eine singularitiiten-
freie analytische Fliche ist.!

Nach Def. 3 und 5 ist aber jeder Hiufungspunkt von 8 auch ein Grenz-
punkt von 0, also auch ein Hiufungspunkt jeder Teilfolge. Es ist also J =J,,
und Y ist kein Randpunkt von J, wzbw.

Damit ist der Satz 2 vollstindig bewiesen.

§ 4. Belegungszahl eines Zweiges von V.

Um das Verhalten einer Flichenfolge beim Grenziibergang zu diskutieren,
fagst man zweckmiissig alle Punkte von V, zusammen, in deren Umgebung die
Folge dasselbe Konvergenzverhalten zeigt.

So wird man zum Begriff des Zweiges einer analytischen Fldche gefiihrt.

Sei also V eine im Bereich B singularititenfreie analytische Fliche gemiiss
Def. 1.

Def. 6: Unter einem Zweig Z der Fliche V7 beziiglich B verstehe ich eine
solche in B liegende Teilmenge von V, die durch analytische Fortsetzung inner-

halb B nicht mehr erweitert werden kann.

Ausfithrlicher:

Sei d V ein Element der Fliche V. Ich setze d V analytisch fort, und zwar
auf allen moglichen, in B verlaufenden Wegen.

Die Gesamtheit aller Punkte, zu denen ich auf diese Weise gelangen kann,

nenne ich einen Zweig von V.2

Unter Umstinden erhilt man so die ganze Fliche, dann besteht V7 in B
aus einem einzigen Zweig.

Andernfalls wird die Fliche V7 durch den erwihnten Vorgang in Teilmengen,
die sogenannten Zweige® der Fliche, zerlegt.

Die einzelnen Zweige der Fliche kénnen sich in B schneiden, aber man kann
nicht durch analytische Fortsetzung auf einem in B verlaufenden Weg von einem

Zweig auf einen andern gelangen.

! Die Tatsache, dass in unserm Fall eine Kurve ¢, anstelle des Kreises || =1 stebt, ist
natirlich unwesentlich.

2 Der Begriff des Zweiges wird zwar durch den zugrunde gelegten Bereich wesentlich beein-
flusst, trotzdem soll ,bez. B kiinftig weggelassen werden, sofern keine Verwechslungen mog-
lich sind.
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Sei nun 7 ein Zweig! der Grenzfliche 7V, einer Folge analytischer Flichen
V;, welche, ebenso wie V,, in B singularititenfrei sein mogen.

Z* sei ein abgeschlossenes Teilgebiet von Z, das nur gewohnliche Stellen
von ¥, enthalte. Z* enthiilt also keine Doppel- und Verzweigungspunkte von Z,
und auch keine Schnittpunkte mit andern Zweigen von V.

Jedem Punkt X von Z* ordne ich die Z im Punkt X unitiir orthogonal
schneidende analytische Ebene E zu, und bezeichne die in ¥ liegende, abge-
schlossene ¢-Umgebung von X mit 7. (X).

Def. 7. Die Vereinigungsmenge aller T.(X), wenn X die Punktmenge Z*
durchliauft, heisst Schlauch mit der Achse Z* und dem Radius ¢, und wird mit
T'.(Z*) bezeichnet. ’

Alle Punkte, die auf den Riindern der Kreise 7,(X) (X € Z*) liegen, bilden
den Mantel des Schlauches,

Wenn Z* ein analytisches Ebenenstiick ist, so ist der Schlauch 7. (Z*) offen-
bar ein Zylinderbereich.

Wenn man & geniigend klein [¢ < &¢(Z*)] wilhlt, so ist der Bereich 7'.(Z*)
schlicht (d. h. die den Schlauch bildenden Kreisscheiben schneiden sich dann
nicht), und 7.(Z*) enthiilt ausser den Punkten von Z* keine Punkte von V.

Nach diesen Vorbemerkungen konnen wir zur Definition der Belegungszahl
iibergehen:

Da ausserhalb der Grenzfliche V, keine Hiufungspunkte der Flichenfolge
liegen, so liegen auf dem Mantel des Schlauches 7.(Z*), sofern ¢ < &(Z*) ist,
von einem gewissen Index j, = j,(e, Z*) an keine Punkte von V; mehr.

Das hat zur Folge, dass die Anzahl? der Schnittpunkte von T.(X) mit
Vi (7 > j,) nicht mehr von X abhingt.

Die Schnittpunkte von V; mit 7.(X) konnen ndmlich bei Variation von X
auf Z* nicht ,verloren gehen“, die Anzahl dieser Schnittpunkte kann sich nur
dadurch verindern, dass diese den Rand von 7.(X) tuberschreiten.

Verkleinert man ¢, so ist dies fiir geniigend grosses j ebenfalls ohne Ein-
fluss auf die Zahl der Schnittpunkte von V; mit T.(X).

Somit ist die obere Hiufungsgrenze der Zahl der auf 7.(X)? liegenden

! Der Begriff des Zweiges wird zwar durch den zugrunde gelegten Bereich wesentlich beein-
flusst, trotzdem soll ,bez. B kiinftig weggelassen werden, sofern keine Verwechslungen mog-
lich sind.

? Mit Vielfachheit gezihlt.
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Punkte von V; weder von &, noch von X abhiingig, solange nur X € Z* ¢<<e(Z*),
und j >4, (s, Z%) ist.

Da ausserdem auch fiir die Wahl von Z* eine gewisse Freiheit besteht, kann
man behaupten:

Batz 3: Es gibt zu jedem Zweig Z der Grenzfliche ciner in B konvergenten
Folge analytischer Flichen eine Zahl ny (welche auch oo sein kann) mait folgender
Eigenschaft:

Zu jeder gewohnlichen Stelle X auf Z, welche nicht auch awf andern Zweigen
von V, liegt, gibt es eine Zahl &(X) > o, so dass die obere Hiufungsgrenze der Zahl
der auf T.(X) [¢ < e(X)] liegenden Punkte! von Vi ny betrdgt.

Def. 8: ny heisst Belegungszahl des Zweiges Z in Bezug auf die Flichenfolge 6.

Satz 3 kann etwas verfeinert werden:

a) Die in Satz 3 erwiihnte obere Hiufungsgrenze ist invariant gegeniiber
einer analytischen Drehung der Kreisscheibe 7.(X) um den Punkt X, solange
dieser der einzige (und zwar einfache!) Schnittpunkt von 7' mit V, bleibt.

Dies beruht darauf, dass bei einer solchen Drehung nie ein Punkt von V,
auf den Rand von 7 zu liegen kommt. Fir alle hinreichend grossen j gilt dies
dann auch fiur V;, d. h. diese V; haben mit 7 in der alten und in der neuen
Lage gleichviele gemeinsame Punkte. Das gilt dann auch fir die obere Haufungs-
grenze.

Hat aber die analytische Kreisscheibe T'? einen m-fachen Schnittpunkt mit
dem Zweig Z, sei es dass der Mittelpunkt von T ein Doppel- oder Verzweigungs-
punkt von Z ist, oder dass T den Zweig Z in X berithrt, so kann ich mit T
eine beliebig kleine Parallelverschiebung ausfithren, so dass aus dem m-fachen
Schnittpunkt X m einfache werden, welche immer noch im Innern von T liegen:
Xy ooy Xan

Um jeden dieser Punkte X; lege ich eine #-Umgebung in I und wende
a) an, man erhilt so:

b) Ist X ein m-facher Schnittpunkt der abgeschlossenen analytischen Kreis-
scheibe 7' mit Z, und enthiilt I' keine weitern Punkte von V,, so ist die in

Satz 3 erwihnte obere Haufungsgrenze miny.

' Mit Vielfachheit geziihlt.
? T liegt in einer analytischen Ebene,
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Wenn aber Z eine analytische Ebene ist, und 7 in Z liegt, so ist keine
derartige Aussage moglich, die obere Hiufungsgrenze ist dann véllig unabhingig
von nz.

Dieselben Uberlegungen wie bei a) und b) ergeben offenbar folgenden Satz:

Satz 4: Sei G ein in B liegendes abgeschlossenes Teilgebiet exner analytischen
Ebene. G habe mit jedem der Zweige Z von V, mz Schnittpunkte®, von denen keiner
auf dem Rande vorn G liegen darf.

Dann ist die obere Héufungsgrenze der Zahl der in G liegenden Punkte von
V; hichstens® ng = S myny, wobei diber alle Zweige von V, summiert wird.

Die Belegungszahl kann an einer gleichmissig konvergenten Folge analy-
tischer Funktionen sehr schon verfolgt werden:

Die Folge der Funktionen f;(w, z) konvergiere in B gleichmissig gegen eine
Grenzfunktion f; = 0.

Dann konvergiert natiirlich auch die Folge der Nullstellenflichen der f; gegen
die Nullstellenfliche von f,. Wenn man nun die Doppel- und Verzweigungs-
punkte der Fliche f, = 0 ausser Betracht lisst, so besteht jeder Zweig der Fliche
fo =0 aus Nullstellen gleicher Ordnung? und diese Ordnung ist gleich der Be-
legungszahl des betreffenden Zweiges in Bezug auf die Folge der Flichen fj= o0,

Dies lisst sich umkehren: Die Folge 6 analytischer Flichen konvergiere in
B gegen die singularititenfreie analytische Fliche V,, dann gilt:

Satz 5: Ist jeder Zweig von Vy wvon endlicher Belegungszahl in Bezug auf
die Iolge 0, ist ferner X ein beliebiger Punkt von V,, so kann man die Vjin einer
gewissen Umgebung U(X) als Nullstellenflichen analytischer Funktionen f; mit fol-
genden Ez’genschaﬂen darstellen: ‘ ‘

Die f; haben eine in U(X) gleichmdssig konvergente Tetlfolge, deren Grenez-
Junktion f, nicht identisch verschwindet.

-V, stimmt in U(X) mit der Fliche f,= o iiberein.

Beweis: BEs gibt sicher wenigstens eine analytische Ebene durch X, welche
nicht zu ¥V, gehort, man kann annehmen, sie sei die Ebene z =0, X sei der
Koordinatennullpunkt. Man kann dann r und ¢ so wihlen, dass die Mantelhyper-
fliche M,* des Dizylinders |w|<», |z| < ¢ keine Punkte von ¥, enthilt, also

-

Mit Vielfachheit zu zihlen, G soll ausserdem nicht Teilmenge eines Zweiges von V, sein.
Ist die Fldchenfolge Vj im Sinne von Def. 9 reduziert, so ist die erwéhnte obere Hiufungs-
grenze = ng.

Vgl BEENKE-THULLEN, Kap. V, § 2, S. 6o.

* Vgl. diese Arbeit, S. 257, (3).

(XY

@
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auch keine Punkte von ¥;, wenn j>j,. Dies hat weiter zur Folge, dass V;
(J > 7o) von allen Kreisen |w|< 7, # = const. (|z] < ¢) in gleich vielen (r;) Punkten
geschnitten wird.

Die n; konnen wegen Satz 4 nicht beliebig gross werden, damit kann man

denselben Schluss wie im Beweis von § 3, b) ziehen, wzbw.

§ 5. Konvergenz des Flicheninhaltes und der Blitterzahl.

Wenn man die Belegungszahlen aller Zweige von V, summieren will, so
miissen die Blidtterzahlen der verschiedenen Zweige beriicksichtigt werden. Dazu
betrachtet man ein in B enthaltenes, abgeschlossenes Teilgebiet G einer analy-
tischen Ebene, und bildet wie in Satz 4 die Summe ng.

a) Die obere Grenze der Summen ng, wenn ( alle moglichen solchen Ge-

biete durchliuft, werde mit n, bezeichnet.

Die folgenden Sitze gelten nur fiir sogenannte reduzierte Folgen analytischer
Flichen. Man kann nimlich aus jeder gegen eine analytische Fliche V, kon-
vergenten Flichenfolge eine Teilfolge auswihlen, fiir die die obere Héufungs-
grenze in Satz 3 zugleich die untere Hidufungsgrenze ist, genauer:

Def. 9: Eine Folge analytischer Flichen heisst reduziert, wenn fiir jeden
Punkt X auf ¥, ein £(X)> o existiert, so dass die Zahl der auf 7 (X) [¢ < ¢(X)]

liegenden Punkte von V; gegen nz konvergiert.

Die in Satz 4 erwihnte obere Hiufungsgrenze ist fiir eine reduzierte Flichen-
folge genau ng.

b) Ist n; die Blitterzahl von ¥; in B, und ist die. Folge reduziert, so gilt:
lim inf 7; = n,. (6)

Beweis: Wenn ng endlich ist, so gibt es ein Gebiet @, fiir das ng = ny ist,
dann folgt die Behauptung ans Satz 4, unter Beriicksichtigung von Def. 9.

Ist aber ny= oo, so kann man lediglich eine Folge G; solcher Gebiete an-
geben, so dass ng, gegen oo strebt. Die Zahl der Schnittpunkte von G; mit ¥;
ist nach Satz 4 und Def. 9 ng, sobald j gross genug ist, d. h. grésser als j(2).

Damit hat V; fiir j > j(¢) die Bldtterzahl ng,, diese strebt also mit j eben-

falls gegen co, wzbw.
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Das Gleichheitszeichen in (6) kann nicht allgemein stehen, weil Satz 4 nicht
gilt, wenn G eine Teilmenge von V, ist. Fiir den Flicheninhalt gilt aber eine
schiirfere Beziehung:

Sei 6 eine reduzierte, gegen V, konvergente Folge analytischer Flichen.
B* sei ein abgeschlossenes Teilgebiet von B, dessen Rand kein 2-dimensionales
Teilstiick von ¥V, enthalte.

Satz 6: Ist Ff der Inhalt des in B* licgenden Teils von V;, ebenso I'*(Z)
Sir den Zweig Z, dann gilt: '

lim F} =X ng F*(Z), (7)
wobet rechts iiber alle Zweige von V, summiert wird.

Beweis: Wir konnen annehmen, das Koordinatensystem sei so gelegt, dass
kein Zweig von 7V, ein zu den Koordinatenebenen paralleles analytisches Flichen-
stiick sei. Dasselbe gilt dann von einem gewissen j an auch fiir die Flichen J7.

Seien zuniichst alle n; endlich. Bezeichnet m;(w) die Zahl der auf der Ebene
w = const. und innerhalb B* liegenden Punkte von ¥, ebenso m;(z) fiir die Ebene
z=const., sind ferner mz(w) und myz(z) dieselben Zahlen fiir den Zweig Z von
V,, so gilt offenbar wegen (1):

7= f mj(w) d Iy + f m;(2) d I

(8
I* = fmz(w)de + fmz(z)sz. )

Nun ist aber wegen Satz 4: lim m;(w) = Z nzmz(w), eine Ausnahme bilden
nur diejenigen w, fiir die einer der Schnittpunkte der Ebene w = const. mit V)
auf dem Rande von B* liegt. Man erhiilt diese ,,gefiihrlichen w-Werte' auch
dadurch, dass man die Schnittkurve von ¥V, mit dem Rande von B* auf die w-
Ebene projiziert. In der Umgebung dieser gefihrlichen Punkte wird also die
Konvergenz ungleichmissig sein, aber wir wollen zeigen, dass die mi;(w) dennnoch
beschrinkt sind. Das letztere hat dann zur Folge, dass man den Grenziibergang

trotz der ungleichmissicen Konvergenz unter dem Integral ausfilhren kann. Es
konvergiert dann also f mj(w) d Fy gegen Zny f my (1) d Fy.

Dasselbe gilt fiir die Integrale iiber der z-Ebene, somit konvergiert F; gegen
T uz F*(Z)

Es muss jetzt noch die Beschrinktheit der myj(z) nachgewiesen werden.
Nimmt man eine Folge von Werten z — ¢z, an, fiir die m;(z;) eine unbeschrinkte
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Folge ist, so kann man im abgeschlossenen Gebiet B* einen Punkt X = (w,, 2,)
angeben, so dass in einer beliebig kleinen Umgebung U (X) folgendes stattfindet:

Die Zahl der in U(X) liegenden Schnittpunkte von V; mit der Ebene z = ¢;
ist nicht fir alle ;7 beschrinkt.

Da aber alle nz endlich sind, kann man die V; nach Satz 5 in U(X) als
Nullstellenflichen analytischer Funktionen f; darstellen. Da aber die Ebene z=2z,
wie bei Satz 5 nicht zu ¥, gehort, kann man die V; in U(X) sogar als Null-
stellenflichen von Pseudopolynomen darstellen (X sei jetzt Koordinatennullpunkt),
wobei die Exponenten fiir alle j beschriinkt sind (Vgl. Satz 5, sowie Beweis von
§ 3,b). Damit ist es aber nicht moglich, dass die Zahl der Schnittpunkte von
V; mit z=2z; unbeschrinkt ist. Ebenso folgt die Beschrinktheit der m;{w),
wzbw.

Ist eine der Belegungszahlen, z. B. nz, = o0, so kann man nach Satz 4 und
Def. 9 auf mindestens einer der Koordinatenebenen ein ganzes Gebiet angeben,
in welchem die m; gegen oo streben (niimlich die Projektion des in B* liegenden
Teils von Z aunf die betreffende Koordinatenebene). Damit ist lim F}=co, wzbw.

Die Folge der Nullstellenflichen einer gleichmiissig konvergenten Folge ana-
lytischer Funktionen ist natiirlich immer reduziert. Es gilt also auch hier Satz 6,
nur muss der Flicheninhalt einer Nullstellenfliche wie folgt mit Vielfachheit
gerechnet werden:

Jeder Zweig der Fliche f(w, z) = 0 besteht aus Nullstellen gleicher Ordnung,
wenn man die algebraischen Singularititen der Fliche ausser Betracht lisst.
Man multipliziert nun die Fliche des Zweiges Z mit seiner Ordnung! und sum-
miert iiber alle Zweige der Nullstellenfliche.

¢) Ist F} der auf diese Weise mit Vielfachheit gezihlte Inhalt der Fliche

Ji=o im abgeschlossenen Gebiet B* ebenso F; fiir die Nullstellenfliche der
Grenzfunktion der f;, so gilt:

lim F} = F3. (9)

I’y steht fiir Znz F*(Z), weil ja die Belegungszahl eines Zweiges von f,=o0 in
Bezug auf die Flidchenfolge fj=o0 mit der Ordnung' dieses Zweiges iiberein-
stimmt.

! D.h. Ordnung der Nullstellen, aus denen dieser Zweig besteht.
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Eine entsprechende Aussage kann auch iiber die Nullstellenzahlen gemacht
werden, es gilt nimlich die Formel (6), wenn n; die Nullstellenzahl von fj im
Bereich B, und #s desgleichen fiir f, bedeutet.

Weitere Folgerungen aus b) und Satz 6:

d) Fiir eine konvergente Folge analytischer Flichen beschrinkten Flichen-
inhalts oder beschrinkter Blitterzahl ist jeder Zweig von V| von endlicher Be-

legungszahl.

Beweis: Wire ny =00, so kinnte man eine reduzierte Teilfolge mit der-
selben Eigenschaft bestimmen. Daraus folgt aber wegen (6) und (7): lim inf n;==oo,
bzw. lim F} = oo, und zwar fiir jedes abgeschlossene Teilgebiet, das Punkte des

Zweiges Z, fiir den nz= oo ist, im Innern enthilt, wzbw.

e) Fiir eine konvergente Folge analytischer Flédchen, deren Flicheninhalt
in B=F, oder deren Blitterzahl in B < n ist, ist anch der Flicheninhalt der
Grenzfliche =< F, bzw. deren Blitterzahl = n.

Beweis: Man kann aus der betrachteten Folge eine reduzierte Teilfolge aus-
withlen, diese hat dieselbe Grenzfliche.
Da alle Belegungszahlen mindestens 1 sind, gilt fiir den Inhalt der Grenz-

fliche in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von B:
SFY(Z)<Zn; F*¥(Z)=1lim F} <= F (Vgl. Satz 6).

Aus b) erhiilt man dasselbe fiir die Blitterzahl, es ist zuniichst ny <%, d.h. die
obere Grenze aller Summen X mznz, und also erst recht die obere Grenze aller
Y my (welche die Zahl der auf G liegenden Punkte von 7, angeben), ist kleiner

als .
Damit ist auch die Blitterzahl von ¥, in B kleiner als », wzbw.

Satz 2,d) und Satz 5 zusammen sind mit einem von K. Oka' seinerzeit
angekiindigten Satz gleichwertig. Dieser lautet:
f) Sei X eine Schar analytischer Flichen 7V, deren Flicheninhalt im Bereich

B hochstens je F sel.

! Theoreme I in der Arbeit von K. OkA. Einen Beweis dieses Satzes konnte ich nirgends
finden.
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Dann gibt es zu jedem Punkt X € eine gewisse Umgebung U(X) mit
folgender Eigenschaft:

Es gibt eine in U(X) normale Schar Xy analytischer Funktionen, so dass
die Flichen der Schar X mit den Nullstellenflichen der Funktionen der Schar
Zx ibereinstimmen, und keine konvergente Teilfolge der Schar gegen = o kon-

vergiert.

2. Kap. Folgen und Scharen analytischer Funktionen.
§ 6. Die quasireguliire Folge.

Sei 6 eine Folge von Funktionen, die im Bereich B analytisch seien, B* sei
ein abgeschlossenes Teilgebiet von B. Auf jeder Ebene w = const. sollen sich
hiochstens endlich viele in B* liegende irregulire Punkte der Folge 6 befinden.
Ausserdem diirfen noch endlich viele dieser Ebenen ganz zur Menge J gehoren.

a) Wenn diese Voraussetzung fiir jedes abgeschlossene Teilgebiet von B
erfillt ist, so ist J eine analytische Fliiche Vj, die im Innern von B keine we-
sentlichen Randpunkte besitzt, und nicht durch analytische Fortsetzung inner-
halb B erweitert werden kann.!

Vs ist also nach unserer Terminologie eine in B singularititenfreie analy-
tische Fliche, die sogenannte Irregulariiditsfiiche der Folge 0.

Def. 10: Eine Folge 6, deren irregulire Punkte gemiiss a) eine singulari-
titenfreie analytische Fliche Vy bilden, heisst quasiregulir im Bereich B.

Hs gilt nun wie in der klassischen Theorie?:

Satz 7: Ist die Folge 0 quasireguldr im Bereich B, so konvergiert sie in jedem
abgeschlossenen Teilgebiet von B, das keine Punkte von Vy enthdlt, gleichmdssig gegen
die Konstante oo,

Beweis: Wir legen um irgend einen Punkt X von Vy einen Dizylinder 9,
dessen Bestimmungsfliiche Vy nicht trifft, und der noch ganz in B liegt. Dies
ist moglich, weil ¥, in B keine wesentlichen Randpunkte besitzt.

Die betrachtete Folge ist auf der Bestimmungsfliche reguliir, sie kann in
der Umgebung dieser Punkte gegen eine endliche Grenzfunktion, oder gegen die

! Juria, Abschnitt 4o, 8. 8s.
? MONTEL, S. 66.

19 — 642136 Acta mathematica. 83
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Konstante oo konvergieren. Im ersten Fall wiiren die Funktionen der Folge auf
der Bestimmungsfliche beschrinkt und konvergent, also auch in ganz &, was

der Voraussetzung widerspricht, wzbw.

Das hat zur Folge, dass die Hiufungspunkte der Flichenfolge f; = a, wobei
a eine beliebige, aber feste, endliche komplexe Zahl ist, notwendigerweise auf
Vs, oder dann ausserhalb B liegen miissen, tatsidchlich gilt:

b) Jeder Punkt von V, ist Hiufungspunkt der Flichenfolge fj = a, und zwar
fiir jedes feste, endliche a.

Beweis: Sei X ein Punkt auf V,, der nicht Hiufungspunkt der Flichen-
folge f;=a sei. Dann kann man eine Umgebung U(X) angeben, in der die

Fuanktionen ¢; = von einem gewissen Index an analytisch sind und auf

T
f—
dem Rand des im Beweis von Satz 7 verwendeten Dizylinders gegen o kon-
vergieren. Damit miissen die g; auch im Innern von % gleichmissig gegen o
konvergieren, also konvergieren die f; in & gleichmissig gegen oo, was der Vor-

aussetzung widerspricht, wzbw.

Dagegen braucht nicht jeder Punkt von ¥, ein Grenzpunkt der Flichen-
folge fj=a zu sein, es kann nimlich unter Umstinden eine Teilfolge 6; von 6

existieren, die in gewissen Punkten von Vs reguldr ist. Im Gegensatz dazu:

Def. 11: Eine Folge 6 analytischer Funktionen heisst srreduzibel in B, wenn
jede ihrer Teilfolgen in jedem Punkt von V, irregulir ist.

Fiir eine irreduzible Folge analytischer Funktionen ist jeder Haufungspunkt
der Folge fj=a auch Hiufungspunkt fiir jede Teilfolge derselben, also wegen
Def. 5:

¢} Fiir eine irreduzible Folge # analytischer Funktionen konvergiert die

Flichenfolge f; = a fiir jedes feste a gegen die Fliche V.

Belegungszahl eines Zweiges von V.

Sei 6 eine im Bereich % irreduzible quasiregulire Folge analytischer Funk-

tionen, ihre Irregularititsfliche sei V5.
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Dann hat vach ¢) (Vgl. § 4) jeder Zweig Z von Vs eine gewisse Belegungs-
zahl nz{a) in Bezug auf die Flichenfolge f; = a.}

Satz 8: Die Belegungszahl des Ziwceiges Z in Bezug auf die Fldchenfolge
Ji==a ist von a unabhingig und heisst deshalb Belegungszahl ny des Ziceiges 7 in
Bezug auf die Funktionsfolge 6.

Beweis: Sei X eine gewohnliche Stelle auf Z, a und b zwei komplexe Kon-
stanten. 7,(X) sei wie in Def. 7 ein Kreis mit dem Radius & und dem Mittel-
punkt X, welcher Z in X unitéir orthogonal schneide.

¢ sei so klein gemacht, dass X der einzige Schnittpunkt von 7.(X) mit V,
ist. Ich betrachte nun das iiber den Rand von 7.(X) erstreckte Integral fiir die
Differenz der Zahl der auf T,(X) liegenden «- und b-Stellen der Funktionen f;:

(@) — () = - § afarg L
n;(a) n,(b)—Znﬂgd(argf}__bJ (10)
Dieses Integral verschwindet wegen der Ganzzahligkeit der # fiir hinreichend
grosses j, weil f; auf dem Rande von T gleichmissig gegen oo konvergiert, somit

lim sup #»j(a) = lim sup #;(b), wzbw.

Bedeutet »; die Belegungszahl eines Zweiges Z von V, in Bezug auf die
irreduzible Funktionsfolge 8, bedeutet ferner my die Zahl der Schnittpunkte dieses
Zweiges mit einem in B liegenden abgeschlossenen Teilgebiet G einer analy-
tischen Ebene, und liegt schliesslich kein Punkt von ¥, auf dem Rande von G,
so gilt wegen Satz 4 offenbar:

d) Die obere Hiufungsgrenze der Zahl der auf G liegenden a-Stellen der

J; betrigt fiur alle ¢ hochstens ng = X mynz.

§ 7. Die quasinormale Schar.

Def. 12: Eine Schar von analytischen Funktionen heisst gquasinormal im
Bereich 8B, wenn man aus jeder Folge von Funktionen dieser Schar eine weitere

Folge auswiihlen kann, die im Bereich B regulir oder quasiregulir ist.

! Die Vielfachheit der a-Stellenflichen der fj muss dabei natiirlich beriicksichiigt werden,
wenn 7y{a) gemiss Satz 3 und Def. 8 berechnet wird, die Scbnittpunkte von T, (X) mit einer
mehrfachen a-Stellenfliche sind mehrfach zu zéhlen.



276 H. Rutishauser.

Zusatz: Die Schar X heisst in B quasinormal ven endlicher Ordnung s, wenn
die Blitterzahl der ¥V, in B fiir alle irreduziblen Folgen 6 < Z eine obere Grenze
s besitzt.

Sei nun X eine Schar von Funktionen, die im Bereich B analytisch sind.

Dann gilt wie in der klassischen Theorie’:

Satz 9. Wenn man fiir alle Funktionen der Schar % ecine gemeinsame obere
Grenze p fiir die a-Stellenzahl, ebenso exne obere Grenze q fir die b-Stellenzahl im
Bereich B angeben kann, so ist die Schar £ quasinormal in B, und zwar von
endlicher Ordnung s (wobei s < p, s < q).

Beweis: Nach Satz 2 enthiilt jede Folge 0, < X eine Teilfolge 6,: 1}, fs, . . .,
so dass die analytischen Flichen f;=a, f; =10, soweit sie in B verlaufen, gegen
die analytischen Flichen V,, bzw. }} konvergieren, und zwar sind nach § s, e)
auch ¥V, nnd V, maximal p-, bzw. ¢-blittrig in 8.

In jedem abgeschlossenen Teilgebiet B* von B, das keine Punkte von V', und
Vs mehr enthilt, nehmen also die f; von einem gewissen j an die Werte a und
b nicht mehr an.

Damit verhilt sich die Folge 6, gemiiss § 1, a) normal in B*; da B* im tibrigen
beliebig war, ist 6, nur auf V7, und V), nicht normal, und besitzt damit eine
in B, ausgenommen auf V, und V3, regulire Teilfolge 6, welche in B quasi-
regulir ist.

Da aber ein irreguliirer Punkt der Folge 6 nach § 6, b) fiir jedes ¢« Haufungs-
punkt von a-Stellen der f; sein muss, konnen nur die gemeinsamen Punkte von
Ve und Vi zu Vo gehoren, d.h. ¥V, ist hochstens p- und hochstens ¢-blittrig,

wzbw.

Dieser Satz gilt natiirlich auch dann noch, wenn die Werte ¢ und b fiir die
Funktionen der Schar verschieden sind, solange nur die Abstéinde der 3 Punkte
a, b, oo auf der Zahlenkugel fiir jedes f mindestens den Abstand d haben.®

' MoNTEL, 8. 67.
* Dieses und andere Kriterien lassen sich ohne weiteres aus der klassischen Theorie iibertragen,
z, B. auch der folgende Satz (Vgl. MONTEL, S. 73, 74):

s . . Lo ., I !
Seien a, b zwel feste komplexe, m, n zwei feste natiirliche Zahlen mit ; + " < 1, ferner
mo

2 eine Schar analytischer Funktionen. Ferner sei fiir jede Funktion f€X die Ordnung jeder in
B liegenden a.(b-)Stelle ein Vielfaches von m (n), ausgenommen solche a-(b-)Stellen, die eniweder
isoliert sind, oder auf einer maximal p-(g-) blittrigen analytischen Fliche A, (Bf) liegen.

Dann ist die Schar X guasinormal in 9.
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Aus der Tatsache, dass eine in einem endlichen Bereich analytische Fkt. m.
Var. ihren Wertevorrat bereits auf dem Rande vollig ausschépft, folgt zusammen
mit § 6, b):

a) Eine im endlichen Bereich B quasinormale Schar von Funktionen, die
alle einen gewissen Wert « (der, wenn nur |a| << M bleibt, noch von f abhingen

darf) auf dem Rande von % nicht annehmen, ist normal in B.

Fir gewisse Bereiche B kann man sogar Teilmengen des Randes angeben,
auf denen jede in B analytische Funktion bereits simtliche Werte annimmt, die
sie in B annehmen kann. Fiir solche Bereiche kann dann b), ebenso natiirlich
§ 1, a), entsprechend verschirft werden.!

Satz 7 sagt aus, dass die Funktionen einer in B quasinormalen Schar nur
auf einer analytischen Fliche beschrinkt sein konnen, und bei endlicher Ord-
nung der Schar kann ausserdem die Blédtterzahl dieser Flidche einen gewissen
Wert nicht iiberschreiten. Also folgt:

b) Wenn die Funktionen einer im Bereich ¥ quasinormalen Schar X auf
einem beliebig kleinen, in B liegenden, nmichtanalytzschen Flichenstiick gleich-
miissig beschrinkt sind, so ist die Schar X normal in 3.

c) Sei I eine in B liegende Punktmenge, die nicht Teilmenge einer im
Bereich B maximal n-blittrigen analytischen Fliche sein kann (z. B. » + I ana-
lytische Ebenenstiicke).

Wenn dann die Funktionen einer in 8 quasinormalen Schar endlicher Ord-

nung » auf I gleichmiissig beschrinkt sind, so ist diese Schar normal in 3.

§ 8. Totale Ordnung einer quasinormalen Schar.

Ich betrachte eine in B irreduzible, quasiregulire Folge 6 analytischer Funk-
tionen. Sei ferner G ein beliebiges, in B liegendes, abgeschlossenes Gebiet einer
analytischen Ebene. Im folgenden wird (' alle moglichen derartigen Gebiete
durchlaunfen, wobei auch die Fbene von G variiert. Wir wollen jedoch solche
Gebiete G ausschliessen, auf deren Rand Punkte von V, liegen.

' Z.B. fand K. SteIN (Vgl. dort § 5):

Eine im Dizylinder #:|w| <7, |2| =< ¢ analytische Funktion nimmt in ¢ keine andern Werte
an, als auf der folgenden, zweidimensionalen Punktmenge §:

J Bestimmungsfliche von &
Q= l + Kreisscheibe w = refe = const,, |z]|< ¢

+ Kreisscheibe z = geif = const.,, |w|=r.



278 H. Rutishauser.

Die Folge 0 erzeugt nun auf G eine ebenfalls quasireguliire Folge 6 von
Funktionen einer Variabeln, deren totale Ordnung offenbar hochstens ng ist
(Vel. § 6, d).

Hs ist nun naheliegend, den Begriff der totalen Ordnung wie folgt auf

Fkt. m. Var. zu ibertragen:

Def. 13: Die obere Grenze der =g fir alle zulissigen @ (s. 0.) nenne ich
die totale Ordnung n, der irreduziblen Folge € im Bereich 8.

Zusatz: Unter der totalen Ordnung einer Schar analytischer Funktionen
im Bereich B verstehe ich die kleinste Zahl » mit der Eigenschaft, dass jede
Folge 6 <X eine irreduzible Teilfolge besitzt, deren totale Ordnung hochstens

n betrigt.

Natiirlich ist die totale Ordnung mindestens gleich der gewoéhnlichen Ord-
nung gemiss Def. 12, Zusatz. Ist ferner 0 eine irreduzible Teilfolge einer quasi-
normalen Schar total endlicher Ordnung, so hat jeder Zweig von Vj eine end-
liche Belegungszahl beziiglich 6.

Es gilt nun folgendes Kriterium fiir die total endliche Ordnung einer quasi-
normalen Schar:

a) Ist £ eine in B quasinormale Schar analytischer Funktionen und sind
die a-Stellenzahlen aller Funktionen dieser Schar kleiner als s, so ist die totale

Ordnung der Schar X ebenfalls hochstens s.

Beweis: Sei 0, eine irreduzible Teilfolge von ¥, dann konvergiert die ent-
sprechende Folge der Niveauflichen nach § 6, ¢) gegen 7,,. Man kann aus 6,
eine weitere Teilfolge 0:f, f,, ... auswilhlen, so dass die Flichenfolge fj=a im

Sinne von Def. 9 reduziert ist.

Fiir die Flichenfolge fj=a ist nach § 5, b) also #s =< lim inf n; <s. Nach
Def. 13 ist aber », filr die Funktionsfolge f; als obere Grenze aller ng =
=X mzny genau gleich definiert, wie bei einer Flichenfolge, also ny,<s, wzbw.

Man kann also feststellen:

b) Unter den Voraussetzungen von Satz 9 ist die Schar I von total end-

licher Ordnung s im Bereich B, wobei s' weder p noch ¢ iibersteigt.
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Die klassische Bedingung, die die Normalitit einer quasinormalen Schar
total endlicher Ordnung zur Folge hat’, kann hier auf verschiedene Weisen
formuliert werden, z. B.:

Satz 10: Se; X eine sm Bereich B quasinormale Schar total endlicher Ord-
nung 5. Wenn alle Funktionen dieser Schar einer der folgenden Bedingungen C,

oder Dy gewiigen, so ist diese Schar normal in B,

Cs: Alle Funktionen dieser Schar, sowie thre partiellen Ableitungen bis und
mit der Ordnung s, sind an der Stelle PE€B gleichmdssig beschrinkt.

Ds: Alle Funktionen der Schar, sowie thre s ersten partiellen Ablettungen nach.
w, sind in s+ 1 Punkten P,, ..., Ps, die in B und auf einer nicht zur w-Ebene

parallelen analytischen Ebene liegen, gleichmdssig beschrinkt.

Beweis: Fiir (: Sei ¢ eine irreduzible, quasiregulire Folge aus Z. Man
kann annehmen, es gebe durch P eine analytische Ebene, die nicht zu Vy ge-
hort. Auf dieser Ebene entsteht eine Folge von Funktionen einer Variabeln,
welche in der Umgebung von P ebenfalls quasiregulir von total endlicher Ord-
nung ist, wie am Anfang dieses § festgestellt werden kann.

Fiir die in dieser Ebene FE erzeugten Funktionen einer Variabeln sind offen-
bar die Funktionswerte, sowie die s ersten partiellen Ableitungen® an der Stelle
P gleichmiissig beschrinkt.

Es gilt also der entsprechende klassische Satz®, die f; bilden auf E eine in
einer gewissen Umgebung U von P normale Schar und sind deshalb in jedem
abgeschlossenen Teilgebiet von U gleichmissig beschriinkt. Dies widerspricht
aber der Annahme, dass E nicht zu Vs gehoren soll (Vgl. Satz 7), wzbw.

Fir D; legt man durch die Punkte Py, ..., P; je eine analytische Ebene
2z = const., diese Ebenen seien mit E,, . .., F; bezeichnet. Nicht alle diese Ebenen
konnen zu Vs gehoren (Vgl. § 7,¢). Wenn aber z. B. E, nicht zu ¥V, gehort,

so kommt man wie oben zu einem Widerspruch, wzbw.

Aus diesem Satz (C,) folgt zusammen mit b) ohne weiteres der bekannte Satz
von Schottky fiir Fkt. m. Var. Wenn man aber die Bedingung D; heranzieht,
erhéilt man:

! Vgl. die klassischen Sitze bei MONTEL, S. 70.
? Nach einer in der Ebene E eingefiihrten komplexen Variabeln.
? Vgl. MONTEL, S. 70.
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=]

Satz 11: Sei die Funktion fl(w,2)= D\ g;(¢)wi analytisch im Dieylinder

0 .
G:|w|<r, |z|<e, ferner seien die Null- und Einsstellenzahlen von flw, 2) in 9
hichstens je s. ‘

4

Wenn dann die Funktionen g,, . . ., gs an s + 1 im Kreis | 2| < o liegenden Stellen

Zos - - - 25 beschrdnkt sind, ndamlich :
lgi(zn) | < M, fiir j,k=o0,...,s,

so ist die Funktion f(w,2) in jedem abgeschlossenen Teildizylinder 9% von % be-
schrénkt, und die Schramke fir f hingt bei festem s, 3, 2y, ..., 25 nur noch von
M und 9% ab.

Beweis: Die Voraussetzungen, die iiber diese Funktion f(w, ) gemacht
wurden, sind so beschaffen, dass alle Funktionen, die diesen geniigen, nach b)
eine in 9 quasinormale Schar total endlicher Ordnung s bilden. Nach Batz 10
(Ds) ist diese Schar aber sogar normal in %, so dass alle Funktionen der Schar
in jedem festen, abgeschlossenen Teildizylinder gleichmiissig beschrinkt sind,

wzbw.

Schliesslich kann auch eine dem Satz von Landau &hnliche Aussage ge-
macht werden:

Die in Satz 11 gegebene Funktion f(w,z) sei analytisch im Dizylinder
9:|w|<r |z]|<o. Dann gilt:

Satz 12: Die Werte der s+ 1 ersten , Koeffizientenfunktionen' von f(w, 2)

seien an je s + 1 festen Stellen im Kreis |z| <o vorgeschrieben, also:
gj(zk) =qjx fur j,k=o0,..., s,

aber nicht alle asy seten o.

Im dibrigen seien die g;(2) analytisch im Kreis |z| <o, aber sonst villig be-
liebzg.

Ferner sei die Null- und Einsstellenzahl von f(w, 2) in 9 hichstens je s — 1.

Dann gibt es fir die Zahl r eine obere Grenze R, die nur von s, ¢ und den

ajr abhdngt.

Beweis: Andernfalls giibe es eine Folge von Funktionen f;, von denen jede im
Dizylinder 9;: |w|<J, | 2] < ¢ die gestellten Bedingungen (Null- und Einsstellenzahl,
Werte von g;) erfiillt. Nach Satz 10 (D) ist aber eine solche Folge eine normale
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Schar, es gibt also eine Teilfolge 8,: 11, f12. f1s, - - -, die in 3, gleichmissig konvergiert,
und aus dieser kann man wieder eine Teilfolge 0, auswihlen, die in J, gleich-
missig konvergiert: £y, fu, fos, - - . . Allerdings braucht f,; nicht in ganz &, ana-
Iytisch zu sein.

Die Diagonalfolge fi;, fis, fos, . . . besteht dann aus Funktionen, die in jedem
Dizylinder J; gleichmissig konvergieren, obwohl fi;: erst von einem gewissen k
an in 9; analytisch ist.

Die Grenzfunktion der Folge fir ist in jedem J; analytisch, ist also fiir jedes
z eine ganze Funktion in w. Die Grenzfunktion ist ferner = a; weil nach Vor-
aussetzung die Koeffizientenfunktionen g, fiir alle f; an wenigstens einer Stelle
vorgeschrieben sind: ¢s;(P) = ¢ » 0, kann auch die Koeffizientenfunktion gs fir
die Grenzfunktion nicht identisch verschwinden.

Damit konvergieren die Null- und Einsstellenflichen der fir gegen die ent-
sprechenden Flichen der Grenzfunktion, also sind die Bliitterzahlen dieser Flichen
in 9; ebenfalls hochstens je s — 1, und zwar fiir jedes j (Vgl. § 3, e).

Die Grenzfunktion hat also auf jeder Ebene z = const. hochstens je s — 1
Null- und Einsstellen, und ist also auf einer solchen Ebene hochstens ganz ra-
tional vom Grade s — 1. Dies widerspricht aber der Tatsache, dass der Koeffizient
g:(2) von w® nicht identisch verschwindet, wzbw. »

§ 9. Funktionen mit Niveauflichen beschrinkten Inhalts.

Man kann auf Grund von Satz 2 das Kriterium fiir Quasinormalitit einer
Funktionsschar auch wie folgt aussprechen:

Sei der wie bei § 5, c¢) mit Vielfachheit gerechnete Flicheninhalt der
a-Stellenfliche der Funktion f im Bereich B mit F, bezeichnet.

Satz 13: Wenn die Flicheninhalte F, und Fy fiir alle Funktionen der Schar
2 beschrdnkt, ndmlich < F' sind, so st die Schar £ quasinormal in B.

Der Beweis ergibt sich aus Satz 2 fast wortlich wie Satz 9, und man erhilt
ausserdem noch aus § 3, e):

a) Ist 0 eine irreduzible Teilfolge der gemiiss Satz 13 quasinormalen Schar,

so ist der Flicheninhalt von V4 im Bereich B hochstens F.

Sei P ein Punkt aus B, so dass die abgeschlossene Hyperkugel mit Radius
r, Mittelpunkt P, noch ganz in B liegt. Dann gilt:
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b) Wenn alle Funktionen der in B quasinormalen Schar £ an der Stelle
P (s. 0.) beschriinkt sind, wenn ferner fiir alle Funktionen der Schar gilt: F, < zr?,

8o ist die Schar ¥ normal im Bereich 3.

Beweis: Fiir eine irreduzible, quasiregulire Folge 6 aus T miisste P zu V5
gehiren, also gilt fiir den Flicheninhalt F von Vy, in B nach Satz 1: F > nr?,
Da aber die Flichen f;=a in B gegen V, konvergieren, ist nach § s, e):

F < zr® im Widerspruch zum obigen Ergebnis, wzbw.

¢) Fiir eine in B irreduzible, quasiregulire Folge 6 von Funktionen f(w, 2),
deren a-Stellenfliichen in B beschrinkten Flicheninhalt haben, hat jeder Zweig
von ¥, eine endliche Belegungszahl.

Beweis: Sei Z ein Zweig von Vy mit nz= oo, man legt dann ein abge-
schlossenes Teilgebiet B* von B, das Punkte dieses Zweiges im Innern enthilt.
Ferner folgt aus nz=oco die Existenz einer reduzierten Teilfolge der Flichen-
folge f; = a, fiir die ebenfalls n; = oo ist. Damit wiire nach (7) aber lim ¥} =00,
entgegen der Voraussetzung des beschrinkten Fliacheninhalts, wzbw.

Sei 6 eine in B quasiregulire Folge, fiir die die Inhalte der Flichen fj=a
(@ fest) im abgeschlossenen Teilgebiet B* von B beschrinkt (S F) seien. Der
Rand von B* enthalte kein analytisches Fldchenstiick (er sei also total pseudo-
konvex). Dann gilt:

d) Die Inhalte der Flichen fj =25 in B* haben fiir j - oo eine fiir alle b
gemeinsame obere Hiaufungsgrenze F, <= F.

Beweis: Zunichst kann man eine Teilfolge 6, aus 6 auswihlen, fiir die die
Inhalte F;(p) der Flichen f;=10 (in B*) gegen ihre obere Hidufungsgrenze kon-
vergieren. Aus 6, wiikle ich eine weitere Teilfolge 8, aus, so dass die Flidchen-
folgen f;=a und fj=1"5 im Sinne von Def. 9 reduziert sind. Alsdann folgt aus
Satz 6, dass fiir die Teilfolge 6, lim F (a) = lim F}(b)'! sein muss, denn die
Belegungszahlen aller Zweige von Vj, sind nach Satz 8 fiir @ und b gleich.

Somit gilt fiir die Folge 6: lim sup F (@) = lim sup F* (), woraus die Be-
hauptung wegen der Symmetrie von a und b folgt, wzbw.

! Der Index j durchliuft jeweils nur diejenigen Zahlen, die der betreffenden Teilfolge ent-
sprechen.
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Aus d) folgt, wenn B* wie oben ein abgeschlossenes Teilgebiet von B mit

total pseudokonvexer Berandung ist:

Satz 14: Ist 0 eine in B quasireguldre Iolye analytischer Funktionen, und
konvergieren die Flicheninhalte der Flichen f;=a in B* fiir ein einziges a, so kon-
vergreren site fiir alle a gegen denselben Wert.

Ferner folgt aus d) und § 5, ¢):

e) Fiir jede regulire oder quasiregulire Teilfolge f,, f, ... der Schar X aus

Satz 13 sind entweder die Inhalte der Flichen fj=¢ in B~ fiir jedes feste ¢ be-

schriinkt, oder die Folge konvergiert in B* gleichmissig gegen die Konstante c.

Schliesslich folgt noch eine Aussage, welche dem Satz von Schottky dhn-
lich ist:
Sei f(w, 2) eine in B analytische Funktion, F, und F, die Inhalte der
Flichen f=o0 und f=1 im Bereich B. Sei ferner V7 ein in B liegendes
analytisches Flichenstiick, dessen Inhalt grosser als die Konstante F sei.

Satz 156: Wenn Iy und I beide hiichstens je I’ betragen, und wenn fiir alle
Punkte auf V:|f(P)| <m ist, dann gibt es zu jedem abgeschlossenen Teilgebiet B*
von B eine Zahl M, die nur von m, V, F und B* abhéngt, so dass in ganz B* gilt:
|F(P)| < M.

Beweis: Alle Funktionen mit der vorausgesetzten Eigenschaft bilden nach
Satz 13 eine in B quasinormale Schar. Alle Funktionen einer irreduziblen Teil-
folge 6 aus der Schar sind auf einer Punktmenge, welche nach a) nicht Teil-
menge von Vy sein kann, gleichmissig beschriankt, was Satz 7 widerspricht.

Es gibt somit keine irreduziblen, quasireguliren Teilfolgen, oder jede quasi-
regulire Teilfolge der Schar ist noch reduzibel, d.h. die Schar ist normal in B,
und damit in jedem abgeschlossenen Teilgebiet B* von B gleichmiissig beschrinkt,

wzbw.

3. Kap. Folgen und Scharen meromorpher Funktionen.

§ 10. Quasiregulire Folgen meromorpher Funktionen.

Der Begriff der quasireguliren Folge meromorpher Funktionen soll dem ent-
sprechenden Begriff bei analytischen Funktionen nachgebildet werden, d.h. es
sollen die Definitionen 10 und 11 wirtlich ibernommen werden. Das Auftreten der

ausserwesentlich irreguldren Stellen lassen wir dabei vollig ausser Betracht, diese
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diirfen bei einer quasireguliren Folge in beliebiger Zahl auftreten. Wir wollen
sogar zulassen, dass sich diese in B hiiufen, ein Hiufungspunkt ausserwesentlich
irregulidrer Stellen der Folge 0 ist dann allerdings eine wesentlich singulire Stelle
der Grenzfunktion, also eine wesentlich irreguliire Stelle der Folge.

Satz 7 gilt bei Folgen meromorpher Funktionen natiirlich nicht, dagegen,
wie Satz 16 zeigen wird, § 6, b) mit Einschrinkungen.

Zunichst wollen wir aber mit allen Funktionen f; einer Folge meromorpher

Funktionen eine feste, gebrochen lineare Transformation ausfiihren:

aflw, 2)+8

Y TR ad — By #o. (11)

S, 2) =

Dies bedeutet eine topologische Selbstabbildung der Riemannschen Zahlenkugel,
eine konvergente Punktfolge auf dieser geht dabei wieder in eine solche iiber,
ebenso eine divergente, also gilt:

a) Die Folge 0:f,, f,, ..., sowie die Folge §* der gemiiss (11) aus den f;
erhaltenen Funktionen f7, haben dieselben irreguliren Punkte, und die Grenz-
funktionen f, und f§ gehen ebenfalls durch die Transformation (11) auseinander

hervor. Ausserdem sind die Folgen 6 und 6* gleichzeitig irreduzibel.

Satz 16: Ist 0 eine in B quasiregulare Folge meromorpher Funktionen mit der
Irregularitatsfliche Vg, so ist jeder Punkt von Ve Héufungspunkt von a-Stellen der
Ji, und zwar, mit hichstens einer Ausnahme a,, fiir alle a.*

Der  Ausnahmewert a, kann hiochstens dann auftreten, wenn die Grenzfunktion

Jo ausserhalb Vy* die Konstante a, ist.

Beweis: Ist P ein Punkt von Vy, in dessen Umgebung U nur endlich viele

Funktionen der Folge den Wert g, annehmen, so sind die Funktionen g; :f—I;
JT %
von einem gewissen N an analytisch in U. Nach a) ist die Folge g; ebenfalls
gunasiregulir in U und konvergiert deshalb nach Satz 7 ausserhalb V, gleich-
missig gegen oo, d.h. f; konvergiert ausserhalb V, gegen q,.

Ferner ist P Hiufungspunkt der Flichenfolge g; =5 fir jedes endliche b,

also Hiufungspunkt der Flichenfolge f; = a fiir jedes a £ a,, wzbw.

! Bei meromorphen Fanktionen wird auch co unter die komplexen Zahlen gerechnet, @ kann
also kiinftig auch oo sein.

? Die Grenzfunktion ist natiirlich nur ausserhalb V9 definiert, dieser Vorbehalt wird nicht
jedesmal erwédhnt werden,
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Sofern die Folge 6 iiberhaupt einen Ausnahmewert a, besitzt, so ist er also
fiir alle Punkte von V, derselbe, allerdings konnen trotzdem einzelne ,,Ausnahme-
punkte von ¥, Hiufungspunkte von a,Stellen der f; sein.

Eine ganz iihnliche Erscheinung hat ja P. Thullen fiir den Picardschen Aus-
nahmewert einer analytischen Fkt. m. Var. in der Umgebung einer wesentlich
singuliiren Fliche gefunden.!

In der Umgebung einer ausserwesentlich irreguliren Stelle P hat die Folge
f natiirlich keinen Ausnahmewert, denn nach W. Saxer ist dann P Haufungs-
punkt von Unbestimmtheitsstellen der f;.

Die Grenzfunktion einer quasireguliren Folge meromorpher Funktionen ist
ausserhalb 7, wieder meromorph, aber die Punkte von ¥ konnen wesentlich
singulire Stellen der Grenzfunktion sein.

Bs ist aber moglich, dass ein Teil dieser singuliren Stellen hebbar sind,
d.h. man kann durch geeignete Definition von Funktionswerten in den Punkten
von V, erreichen, dass die Grenzfunktion f, zu einer Funktion ff ergiinzt wird,
die sich auch noch in gewissen Punkten von Vs meromorph verhilt.

Nun bilden aber die wesentlich singuliren Stellen einer meromorphen Fkt.
m. Var., wenn sie nicht eine mindestens 3-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden,
nach P. Thullen? stets ganze Zweige analytischer Flichen, also:

b) Ist ein Purnkt P eines Zweiges von Vs eine hebbar singulire Stelle der
Grenzfunktion von 6, so sind alle Punkte dieses Zweiges, die nicht zugleich auf

andern Zweigen liegen, hebbar singulire Stellen der Grenzfunktion.

Fir den nun folgenden Satz treffen wir einige Festsetzungen:

v M 0 sei eine in B quasiregulire Folge, P sei
i ein Punkt von V. E sei eine analytische
Ebene durch P, die nicht Zweig von J7 ist,
und auch FV, in P nicht beriihrt.

Man kann ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, E sei die w-Ebene, die
dazu unitir orthogonale analytische Ebene
durch P sei die z-Ebene.

! Vgl. die zitierte Arbeit von P. THULLEN, Satz 3,
8. 140.
® Vgl. P. THULLEN, Satz 2, S, 142.
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Man kann den Dizylinder 9 :|w|<r, |z] <o so wilhlen, dass er noch ganz
in B liegt, und keine Punkte von 77 auf der Mantelhyperfliche My :|ew|=7,
lz] <o liegen.

Der Kreis || <7, z = const. (|#]| < o) sei mit 7. bezeichnet.

Satz 17: Die Grenzfunktion f, der I'olge 0 hat an der Stelle P eine hebbare
Singularitit, wenn fiir ein einziges a eine der beiden jfolgenden Bedingungen er-
Juillt ast:

Cn: Die Zahl der auf T. liegenden a-Stellen* der f; besitzt fiir alle § und alle
lz] < ¢ eine obere Grenze n.

Cp: Der mit Vielfachhert® gerechnete Inhalt der Fliche f;=a in 9 betrigt
Siir jedes j hochstens I

Beweis: Wegen a) kann man annehmen, es sei ¢ = co, weiter kann man
voraussetzen, die Folge sel irreduzibel, weil die Auswahl einer Teilfolge die Grenz-
funktion nicht veriindert.

Es geniigt offenbar, wenn man beliebig kleine g in Betracht zieht, wir wollen
¢ so klein wihlen, dass kein Punkt von 7, auf der Mantelhyperfliche M,, des
Dizylinders & liegt. Jeder der Kreise T, schneidet dann siimtliche durch P laufen-
den Zweige von V', es geniigt also nach b), wenn man zeigt, dass sich die Grenz-
funktion in einer vollen Umgebung jedes Punktes eines solchen Kreises 7. mero-
morph verhilt. '

Die Grenzfunktion ist meromorph auf der Mantelhyperfliche M, weil dort
keine Punkte von 17, liegen, es gibt also sicher einen Kreis 7, auf dessen Rand
(d.h. auf M,) kein Pol von f, liegt. Dasselbe gilt dann auch fiir alle 7%, hin-
reichend benachbarten 7., etwa fiir |z — z,] < e.

Diesen neuen Dizylinder 9 :|w|=<1r, |2 — 2] < ¢ wollen wir nun betrach-
ten und zeigen, dass f, in diesem meromorph ist. Damit ist dann Satz 17 be-
wiesen.

Auf der Mantelhypertliche M, von 4 liegen weder Punkte von Vs noch
von f, =00, also iiberhaupt keine Hiufungspunkte der Flichenfolge f; = co.
Damit liegen von einem gewissen j, an auch keine Punkte von fj= oo mehr
auf M,.

Das hat sowohl im Fall C,, als auch im Fall Cr zur Folge, dass man die

! Mit Vielfachheit gezihlt.
? Ein aus a-Stellen der Ordnung m bestehender Zweig von J;=a muss mit dem m-fachen
Flécheninhalt mitgerechnet werden.
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Polstellen der f; wie im Beweis von § 3, b) mit der richtigen Vielfachheit als
Nullstellenfliichen von Pseudopolynomen darstellen kann:

Qilw, z)=w"+ 4, (&)w" 1 + -+ A,(2) = 0.

Dabei sind die Exponenten n, sowie die Funktionen A, ... 4, fiir |z —z,| <¢
und fiir alle j > j, beschrinkt. Man kann somit eine Teilfolge 0, aus 6 aus-
wihlen, fir die die Folge der zugeordneten ¢; im Dizylinder % gleichmissig
konvergiert (j sei auch der laufende Index fiir diese Teilfolge).

Die Folge f; ist auf M, beschriinkt und konvergent, ebenso die Folge ¢;,
also auch die Folge g;=f;@;. Die Folgen ; und g; bestehen aber in & aus
analytischen Funktionen und konvergieren deshalb auch in ganz ¢’ gleichmiissig
gegen analytische Fanktionen ¢, und g,.

¢ kann nicht identisch verschwinden, weil @; immer mit w" beginnt, also
kann g, = f; §, auch nur im trivialen Fall f, = o identisch verschwinden. In jedem

andern Fall ist aber f, Quotient von zwei analytischen Funktionen, wzbw.

§ 11. Quasinormale Scharen meromorpher Funktionen.

Nachdem die quasiregulire und irreduzible Folge meromorpher Funktionen
wortlich wie bei analytischen Funktionen festgelegt wurden, kann man mit dem
Begriff der quasinormalen Schar ebenso vorgehen: Def. 12 samt Zusatz soll un-
verdndert auch fiir meromorphe Funktionen gelten. Wie man sieht, sind die ausser-
wesentlich irreguliiren Stellen sogar fiir die Zihlung der Ordnung ausser Be-
tracht gelassen.

Sei nun X eine Schar von Funktionen, die im Bereich B meromorph seien,
der Inhalt der o-Stellenfliche einer solchen Funktion werde wie in § ¢ mit Fy
bezeichnet. KEbenso sei n, die Blitterzahl der a-Stellenfliche von f im Bereich
B. Es gilt dann:

Satz 18: Die Schar X dst quasinormal in B, wenn wenigstens eine der fol-
genden Bedingungen erfillt ist:

Cn: Die Blitterzahlen na, ny, ne sind fiir alle Funktionen der Schar je unter
einer gewissen Grenze p, bzw. ¢, bzw. 7.

Cr: Die Flicheninhalte ¥y, Fy, F. sind fiir alle Funktionen der Schar hich-
stens je F.



288 H. Rutishauser.

Zusatz: Im Fall C, ist die Schar von endlicher Ordnung s in B, und zwar
iibersteigt s hochstens eine der Zahlen p, q, r.

Im Fall Cp ist der Inhalt der Fliche V, in B fiir keine irreduzible Folge
6 aus B grosser als F.

Der Beweis dieses Satzes kann nach dem Vorbild der klassischen Theorie®
analog dem Beweis von Satz g durchgefithrt werden.

Speziell folgt aus Satz 18, dass eine Schar meromorpher Funktionen, die in
B 3 Werte o, b, ¢ nicht annehmen, normal ist.

Satz 18 sagt zunichst allerdings nur, dass eine solche Schar quasinormal
von nullter Ordnung ist, d.h. dass jede irreduzible Teilfolge dieser Schar im
Bereich B hochstens ausserwesentlich irregulire Punkte besitzt. Diese sind aber
ausgeschlossen, weil die Funktionen einer Folge in der Umgebung einer ausser-

wesentlich irregulidren Stelle nicht 3 Werte auslassen koénnen.

Satz 19: Dee Schar aller rationalen Funktionen, deren Grad® hichstens n ist,
ist wm ganzen abgeschlossenen R* quasinormal von endlicher Ordnung n, und jede
irreduzible Teilfolge dieser Schar hat wieder eine rvationale Grenzfunktion.

Beweis: Die Quasinormalitit folgt unmittelbar aus Satz 18 fir jeden be-
schrinkten Bereich und fiir jeden Bereich, der mit einem beschrinkten projektiv
dquivalent ist.® Man kann aber den abgeschlossenen R* mit 3 solchen Bereichen
iiberdecken*, die Schar ist damit {iberall quasinormal.

Die obere Grenze n fiir die Blidtterzahl von ¥V, wird fiir die irreduzible Folge
J(w™ + 2" tatsiichlich erreicht.

Nach Satz 17 (C,) kann die Grenzfunktion einer irreduziblen Teilfolge der
Schar nirgends wesentlich singulir sein, nach dem Satz von Hurwitz-Weierstrass

ist sie also rational®, wzbw.

Sei nun X eine in B quasinormale Schar meromorpher Funktionen. Dann

kann man fast wortlich wie in der klassischen Theorie® beweisen:

' Vgl. MONTEL, S. 149—1I51,
* Darunter versteht man den grisseren unter den Graden des Zihler- und Nennerpolynoms.
® D.h. den man durch projektive Abbildung (BEHNKE-THULLEN, 8. 3) auf einen beschrinkten
Bereich abbilden kann.
ﬂ|’+ l !
z z

2
< 3.

1 2 2
* Z.B. durch die 3 Bereiche: |w|*+ |z|* < 3, IEI + !;;{ < 3, und

® BEHNKE-THULLEN, Satz 28, S. 62.
¢ MONTEL, 8. 147/148.
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a) Hat keine Folge aus X die Konstante co als Grenzfunktion, so gilt fiir
jede Funktion f aus 2, und jedes d > o:

[F(P)] < M (9),

wenn nur P von der Polstellenfliche von f und vom Rand von B mindestens
je den Abstand ¢ hat. 3 hingt dabei nur von J und von der gegebenen
Schar ab.

Folgerung aus a): Sei f(w, 2) eine im Bereich B meromorphe Funktion, F,
gei wieder der Inhalt der Fliche =4« in 8.

V sei ein Stiick einer analytischen Fliche, der Flicheninhalt F'y des in B
liegenden Teils von V sei grosser als die Konstante I. Dann gilt, ihnlich wie
bei Satz 13:

b) Sind die Flicheninhalte Iy, F%, F, alle kleiner als ¥, und gilt fir alle
Punkte auf V:|f(P)| < m, so gibt es zu jedem & > o eine positive Zahl M, die
bei festem «, b, ¢, F, ¥ nur von m und ¢ abhingt, mit folgender Eigenschaft:

Fiir jeden Punkt ¢, der von der Polstellenfiiche von f und vom Rand von
B mindestens den Abstand ¢ hat, ist |f(Q)| < M.

Beweis: Alle Funktionen f, welche den Voraussetzungen geniigen, bilden
nach Satz 18 eine in B quasinormale Schar, fiir die gemiiss dem Zusatz der
Flicheninhalt von V, fir jede irreduzible Teilfolge hochstens I betriigt. Da die
Funktionen dieser Teilfolge auf 7 gleichmiissig beschrinkt sind, kann diese ausser-
halb V,, weil V nicht Teilmenge von V, sein kann, nicht gleichmissig gegen
oo konvergieren, es gilt somit a), wzbw.

§ 12. Totale Ordnung einer Schar meromorpher Funktionen.

Sei 0 eine irreduzible, quasiregulire Folge meromorpher Funktionen. Nach
Satz 16 ist im Fall f; == a jeder Punkt von Vs Hiéufungspunkt von a-Stellen der
fi» ebenso natiirlich jeder Punkt der a-Stellenfliche der Grenzfunktion. Die
Menge ¥V, aller Hiufungspunkte der Folge f; = a ist also die Vereinigungsmenge
von Vy mit der Fliche f, = a.

Sei nun Z ein Zweig von ¥y, dann kann man nach Satz 17 behaupten:

a) Wenn die Grenzfunktion f, an der Stelle P(€ Z) wesentlich singulir ist,
so konnen die Blitterzahlen der Flichen f; = ¢ fiir kein «, und in keiner Um-

gebung von P beschrinkt sein.
20 — 642136 Acta mathematica. 83
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Wir betrachten diesen Fall als erledigt, und nehmen an, V, bestehe aus-
schliesslich aus hebbaren Singularititen der Grenzfunktion, f; sei also in ganz
B meromorph. A

V., die Grenzfliche der Flichenfolge f;=a’, ist also singularititenfrei in
B, jeder Zweig von V. hat somit eine gewisse Belegungszahl in Bezug auf die
Flichenfolge f;=a. Fiir einen Zweig von f, =« ist die Belegungszahl gleich
der Ordnung der diesen Zweig bildenden a-Stellen von f,. Uns interessieren aber

vor allem die zu FV, gehdrenden Zweige von V.

Satz 20: Ist f) auf dem Zweig Z nicht konstant®, so ist die Belegungszahl
nz(a) des Zweiges Z in Bezug auf die Fldchenfolge f; = a von a unabhingig.
Ist aber f} auf Z konstant, ndmlich = a4, so gilt dasselbe wie oben jfiir alle

a 7 dy.

Es soll an dieser Stelle erwithnt werden, dass fiir einige Beweise in § 12 fiir
a = oo eigentlich eine besondere Betrachtung nédtig wire. Diese kann jedoch

wegen § 10, a) umgangen werden.

Beweis: Ist fi+ auf Z nicht konstant, so kann ich zu jedem Wertepaar einen
Punkt X auf Z so wihlen, dass fif (X) von @ und b verschieden ist, und X eine

gewohnliche Stelle von V, und ¥V, ist (V, = Vereinigungsmenge von V, und
JF=a).

Ist aber auf Z:f = q,, so gilt dasselbe nur noch fir alle von a, verschie-
denen a und b.

Dem Punkt X ,ordne ich nun wie in Satz 3 die zu Z unitdr orthogonale
Kreisscheibe 7.(X) zu, wobei ¢ so klein gewihlt werde, dass auf 7.(X) (incl.
Rand) weder @ noch b-Stellen von f; liegen. Das iiber den Rand von 7.(X)
erstreckte Integral (10) konvergiert dann, weil der Integrand auf dem Rand von
T.(X) gleichmiissig konvergiert, gegen den entsprechenden Wert fiir die Grenz-
funktion, welcher aber o ist.

Somit haben n;(a) und #;(b) dieselben oberen Hiufungsgrenzen, wegen Satz 3

heisst dies aber: Die Belegungszahlen 7z(¢) und nz(b) stimmen iiberein, wzbw.

! Wenn die Grenzfunktion nicht die Konstante a ist, konvergiert die Folgef}.= a gegen V,,
weil ¢ irreduzibel ist.

? f} kann dann auf keinem 2-dim. Teilgebiet von Z konstant sein.
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Def. 14: Der fir fast alle a gemeinsame Wert der Belegungszahlen nz(a)
heisst Belegungszahl 7z des Zweiges Z in Bezug auf die irreduzible Funktions-
folge 0.

Wenn aber Z ein Zweig der Fliche fj = a, ist, so haben fast alle auf Z
liegenden «,-Stellen dieselbe Ordnung m, und es wird also auf fast alle Kreisen
T.(X) (X€Z) eine Funktion einer Variabeln erzeugt, die in X eine m-fache a,
Stelle hat. Wenn ¢ hinreichend klein gemacht wird, ist es die einzige g, Stelle
auf 7.(X). Das Integral (10) zeigt fiir diesen Fall, dass #;{(a,) — #;(b) mit wach-
sendem j gegen m konvergiert, sofern keine b-Stelle von ff auf T.(X) (incl.
Rand) liegt. Also:

b) Ist Z ein gemeinsamer Zweig der Flichen ¥, und ff = a,, welcher aus
ay-Stellen der Ordnung m besteht, so ist die Belegungszahl von Z in Bezug auf die
Flichenfolge f; = a, grosser als fiir die ibrigen a-Werte, nimlich nz + m.

Kyiterium fiir endliche Belequngszahl:

Wenn die Voraussetzung von Satz 17 fiir ein a, und fiir einen Punkt P auf
Ve erfiillt ist, so brauchen die durch P laufenden Zweige von Vs noch nicht
von endlicher Belegungszahl in Bezug auf die Funktionsfolge 6 zu sein. Es gilt
aber (P und @ sind Punkte auf dem Zweig Z):

Satz 21: Ist die Vorausseteung von Satz 17 fiir ein Paar a, P erfiillt, und
st fiF == a, so ist ny endlich.

Ist die Voraussetzung von Satz 17 fiir 2 Paare a, P und b, Q (a # b) beidemal
erfiillt, so ist ny endlich.

Dabei kann in Satz 17 immer noch zwischen den Bedingungen €, und Cr
gewihlt werden, Satz 21 gilt fiir beide Fille.

Beweis: Da die zweite Aussage von Satz 21 eine unmittelbare Folge der
ersten ist, braucht man nur diese zu beweisen. Wire nz = oo, so kénnte man
eine irreduzible Teilfolge mit derselben Eigenschaft auswihlen, die Folge 6 kann
also als irreduzibel angenommen werden, man kann sogar annehmen, die Flichen-
folge fj=a sei im Sinne von Def. g reduziert.

Wegen Satz 17 ist die Fliche V,, d.h. die Vereinigungsmenge von ¥y mit
der Fliche f, = a, in einer gewissen Umgebung U (P) singularititenfrei.

Die Flichen f;=a konvergieren wegen fF ==a gegen V,, wir wollen zu-
nichst beweisen, dass die Belegungszahl nz(a) von Z in Bezug auf die Flichen-
folge f; = a, endlich ist.
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Dies folgt im Fall Op unmittelbar aus § 5, d), im Fall C, schliessen wir
dasselbe auns Satz 4, indem wir die Kreisscheiben 7, in Satz 17 mit den Gebieten
G in Satz 4 identifizieren, fiir alle diese Kreisscheiben ist dann ng=Xmznz(a)<n
(Vgl. Fussn. 2, 8. 268).

Damit ist dann nz(a) fir alle durch P laufenden Zweige Z von ¥V, endlich,
also auch 7z, weil nach Satz 20 und b) nz nicht grosser als nz(a) sein kann,

wenn f, = ¢ ist, wzbw.

Um zur fotalen Ordnung einer Schar zu gelangen, bilde ich wie in Satz 4
die Summe g = X nzmyz, wobei nz die in Def. 14 festgelegte Belegungszahl von
Z in Bezug auf die Funktionsfolge ist.

Dann kann man wortlich Def. 13 anwenden. Fiir die so definierte total end-
liche Ordnung gilt wegen Satz 17 und 21, sowie Satz 4:

¢) Fiir eine in B quasinormale Schar total endlicher Ordnung hat die Grenz-
funktion jeder quasireguliren Teilfolge der Schar nur hebbare Singularititen
in B.

d) Wenn die Blitterzahlen der Flichen f=a und f=10 in B fiir alle Funk-
tionen der in B quasinormalen Schar ¥ eine obere Grenze n besitzen, so ist diese

Schar von total endlicher Ordnung s <n in 8.

Somit ist die in Satz 18 als quasinormal befundene Schar % im Fall C, (aber
nicht notwendig im Fall Cr) auch noch quasinormal von total endlicher Ord-

nung in B, ebenso bei Satz 19.

Satz 22: Ist X eine in B quasinormale Schar total endlicher Ordnung s, und
ist fiir diese Schar eine der Bedingungen C;, Ds aus Satz ro erfiilll, so hat keine
quastreguldre Tedlfolge von X die Konstante oo als Grenzfunktion,

Zusatz: Der Flicheninhalt der Polstellenfliche in einem abgeschlossenen Teil-
gebiet B* von B hat fiir alle Funktionen der Schar eine obere Grenze F(B*).

Beweis: Der erste Teil des Satzes kann vollig analog wie Satz 10 auf einen
klassischen Satz! zuriickgefiihrt werden.

Fiir den Zusatz: Sei 0, eine Teilfolge der Schar, fir die die Inhalte der
Polstellenflichen in B* gegen oo konvergieren. Man kann aus 6, eine weitere
Teilfolge 8, auswihlen, die irreduzibel ist; die zugeordnete Polstellenflichenfolge

! VALIRON, Satz XLIV, S. 36.
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konvergiert also wegen f,== oo gegen die Vereinigungsmenge Ve von V, mit der
Fliche f, = oo. Die letztere ist wegen c) singularititenfrei in B.

Man kann nun aus 6, eine weitere Folge &:f], /5, ... mit folgenden Eigen-
schaften auswihlen:

1) Die Folge der Flichen f;= oo konvergiert gegen die in B singularititen-
freie analytische Fliche V.

2) Die Flicheninhalte der Flichen f;j= oo in B* konvergieren gegen oo.

3) Die Folge der f;j= oo ist im Sinne von Def. g reduziert.

4) Sdmtliche Zweige von Ve, haben endliche Belegungszahl in Bezug auf
die Folge der Flichen fj=oo. Fiir die Zweige von f, = oo folgt dies daraus,
dass f¥ in B meromorph ist, fiir die Zweige von V, dagegen aus der total end-
lichen Ordnung der Schar X.

Aus 1)—4) ergibt sich nun aber ein Widerspruch mit Satz 6, denn es miisste
nach Formel (7): lim F} = X ny F*(Z) endlich sein, wzbw.

4. Kap. Anwendungen auf ganze Funktionen.

§ 13. Uber den Flicheninhalt einer ganzen Fliche.

Sei ¥ eine ganze Fliche, F(R) sei der Flicheninhalt des in der Hyperkugel
Kr (Koordinatennullpunkt als Mittelpunkt, Radius R) liegenden Teils von V.

Wir setzen:
F(R)

D (R) (12)

Satz 23: Wenn @(F) eine fiir alle R beschrinkte Funktion ist, so ist V eine
algebraische Fldche.

Beweis: Eine ganze Fliche kann als Nullstellenfliche einer ganzen Funk-
tion dargestellt werden (d.h. es gilt die Aussage Cousin II fiir den endlichen R*).
V sei also die Nullstellenfliche der ganzen Funktion g (w, z). Man betrachtet

nun die folgende Funktionsschar:
grl(w, 2)=g(Rw, Rz). (13)

Die Funktion gz nimmt in der Einheitshyperkugel dieselben Werte an, wie
g in der Hyperkugel Kz. Der Ubergang von ¢ zu gx bedeutet also eine R-fache
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Verkleinerung. Somit ist der Flicheninhalt der Fliche gr = 0 in der Einheits-
hyperkugel offenbar = @(R).

Nach der in Satz 23 gemachten Voraussetzung haben also die Nullstellen-
flichen aller Funktionen der Schar (13) beschrinkten Flicheninhalt innerhalb
der Einheitshyperkugel.

Die Tlichenfolge g; = o besitzt also nach Satz 2 in der Einheitshyperkugel
eine gegen eine singularitdtenfreie analytische Fliche V, konvergente Teilfolge
6,, und alle Zweige von V, sind nach § 5, d) von endlicher Belegungszahl in
Bezug auf 6,.

Nach Satz 5 (Vgl. auch den Beweis, sowie den Beweis von § 3, b) kann man
also die Flichen der Folge 6, in einer gewissen Umgebung U des Koordinaten-
nullpunktes als Nullstellenflichen von Pseudopolynomen darstellen, und man kann
ferner offenbar die Existenz einer weiteren Teilfolge 6, von 6, annehmen, deren
Flichen V; folgende Darstellungen zulassen’ ®:

Silw, 2) =u™ + AP (2) w1 + - + AW () = 0.

Die Folgen A% (z) konvergieren fiir 2 - co gleichmiissig im Kreis |z] < ¢ gegen
die Funktionen A}(z), welche in der entsprechenden Darstellung von V, vor-

kommen.

Auf Grund von (13) stellt nun aber f; (@ ¢

R /'_L) in einem gewissen Gebiet fiir
alle 4 dieselbe Fliche dar, ndmlich die gegebene Fliche V. Setzt man dies oben

ein und erweitert mit A*, so erhilt man:
w™ + A AP (%) w4+ AR AP (;) w2 A A AR (i) =o.

Dies kann aber nur dann fiir alle A dieselbe Fliche darstellen, wenn fiir alle A®
die folgende Gleichung gilt:

AP(5) =1 ) b=,

oder ) 14)
AP () =217%- Ap(A2). (

Da die Folgen A (z) fiir 2 — co konvergieren sollen, folgt, dass A4;(z) auf

der rechten Seite der Gleichungen (14) hochstens ein Polynom #k-ten Grades sein

! Nach einer geeigneten Drehung des Koordinalensystems, wie bei den verwendeten Sitzen.
* A darchliuft nur noch die Indices der Teilfolge §,. = ist von A unabhiingig.
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darf, somit ist auch die Funktion f;(w, 2) hochstens ein Polynom n-ten Grades,
wzhw,

Man kann aus (14) aber auch noch einen andern Schluss ziehen. Nach der

zweiten Gleichung in (14) ist lim A (z) offenbar eine reine Potenz von z, nimlich
A—> GO

er 2%, so dass das Pseudopolynom, welches die Fliche ¥ darstellt, ein homogenes

n

Polynom n-ten Grades: w" + Z ex " w"k ist.
=1

V, besteht also aus % analytischen Ebenen durch den Nullpunkt, und der
Flacheninhalt von ¥V, in der Einheitshyperkugel ist = .

Somit folgt aus Satz 6:

a) Ist 7 eine algebraische Fliche n-ten Grades, so existiert der Grenzwert
lim @ (R) = n.

Rooo
Ist nun g (w, ) eine im ganzen endlichen R* meromorphe, transzendente Funk-
tion, und bezeichnet @,(R) die entsprechend Formel (12) gebildete Funktion fiir
die Fliche ¢ (w, 2) = a, so gilt:"?
b) Die Funktion @.(R) ist nur fiir die Picard’schen Ausnahmewerte eine
fiir alle B beschriinkte Funktion.

Wenn also die Funktionen @,(R), @;(R), und @.(R) fiir alle R beschrinkt

sind, so ist die Funktion g rational.

§ 14. Die Julia-Geraden einer ganzen Funktion.

Die Julia-Geraden einer ganzen Funktion m. Var. sind wie in der klassischen
Theorie® diejenigen vom Nullpunkt ausgehenden Halbgeraden h, auf denen sich
die Schar (13) nicht durchwegs normal verhilt. Jeder Hyperkegel mit & als
Achse und dem Koordinatennullpunkt als Spitze, enthiilt dann in beliebiger Ent-

! Vgl. THULLEN, Satz 5, 8. 157.
* Man kann zeigen, dass man mit @ () an Stelle von n{a, r) die ganze Nevanlinna'sche
Theorie fast wortlich auf die Fkt. m. Var, iibertragen kann (Vgl. die zitierte Arbeit von H. KXE-

R
P,
SER). Die Funktion N(r, a) bei Kneser ist nimlich darch N(R, a)= [ — dr gegeben, sofern
0
g(0,0) # a ist. Ferner kann man zeigen, dass die Funktion & monoton wachsend oder kon-
stant ist.
® Vgl. etwa MONTEL, S. 81—85.
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fernung vom Nullpunkt noch a-Stellen der Funktion, und zwar, mit hochstens
einer Ausnahme q,, fiir jedes a.

Die Gesamtheit aller Julia-Geraden wird dadurch erhalten, dass man vom
Koordinatennullpunkt P aus Strahlen nach allen irreguliren Punkten der Schar
(13) zieht.

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Umstéinden Julia-Geraden auf-
treten konnen.

Die Schar (13) kann, wie in der klassischen Theorie, in keiner Umgebung
von P normal sein, wenn ¢ nicht konstant ist. Nach § 1, f) ist die Gesamtheit
J aller irreguliren Punkte der Schar (13) mindestens eine durch P laufende
analytische Fliche. Xs sind offenbar folgende Fille moglich:

A) J besteht aus analytischen Ebenen durch P, welche keine 3-dimensionale
Mannigfaltigkeit bilden.

Damit gibt es eine quasireguldre Teilfolge 6, welche nach Satz 7 ausserhalb
Vo (Vs besteht ebenfalls aus analytischen Ebenen) gleichmiissig gegen oo kon-
vergiert. Auf jeder analytischen Ebene E durch P, welche nicht zu Vy gehort,
konvergiert also die Folge 6 gegen oo (ausser in P selbst). Damit ist die Funk-
tion g(w, z) auf E ganz rational, aber nicht konstant.

Da V, eine abgeschlossene Menge ist, zeigt sich dasselbe Verhalten auf jeder
analytischen Ebene durch P, welche mit E einen hinreichend kleinen Winkel
bildet.

In der Umgebung des oo fernen Punktes der Ebene £ nimmt also g(w, 2)
nur sehr grosse Funktionswerte an, ¢ ist also dort nicht wesentlich singuliir, nach
Thullen® ist ¢ damit rational.

B) Die irreguliren Punkte der Schar (13) bilden eine analytische Fliche V,
die nicht nur aus analytischen Ebenen durch P besteht, oder dann mindestens

eine analytische Hyperfliche.

Im ersten Fall entsteht durch Projektion der analytischen Fliche J vom
Koordinatennullpunkt aus eine analytische Hyperfliche, ebenso im zweiten Fall,

oder dann sogar ein 4-dimensionales Gebiet, also:

Satz 24: Die Gesamtheit der Julia-Geraden einer ganzen Funktion mehrerer
Variabeln kann sein:

Die leere Menge, dann st g eine Konstante.

! Vgl. Satz 5, S. 157.
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Eine endliche Anzahl analytischer Ebenen durch den Koordinatennullpunkt, dann
wst g ein Polynom.

Liine analytische Hyperfliche oder ein 4-dimensionales Gebiet, dann ist g ganz
transzendent.

Es ist offensichtlich, dass diese Menge bei einem Polynom nur aus endlich
vielen analytischen Ebenen bestehen kann; man erhilt diese nimlich, indem man
den Koordinatennullpunkt mit jedem oo fernen Punkt der Nullstellenfliche von
g verbindet. Auf allen andern Ebenen verhilt sich die Schar (13), ausgenommen
in P, normal.

§ 15. Julia-Geraden einer meromorphen Funktion.

Sei jetzt ¢(w, 2) eine in jedem endlichen Gebiet meromorphe Funktion. Wir
betrachten wieder die Schar (13). Es kann hier ein neuer Fall auftreten:

C) Der XKoordinatennullpunkt P ist der einzige irregulire Punkt der
Schar (13).

Ist 0: g, (w, 2) (Vgl. § 13, und Fussnote 2, 8. 294) eine quasireguliire Teilfolge aus
der Schar (13), so ist P ein ausserwesentlich irregulirer Punkt von 6, und die
nicht konstante Grenzfunktion ist in jedem endlichen Bereich meromorph.

Die a-Stellenflichen der g; konvergieren in einer gewissen Umgebung des
Nullpunktes gegen die a-Stellenfliche der Grenzfunktion g¢,!, und die Belegungs-
zahlen aller Zweige von g, = a in Bezug auf die Flachenfolge g2 = a sind natiir-
lich endlich, nidmlich gleich der Ordnung der a-Stellen, aus denen der betref-
fende Zweig von g, = a besteht. (Vgl. § 4.) Man kann also wie in § 13 schlies-
sen, dass g(w, z) = a eine algebraische Fliche ist. Weil dies fiir jedes a gilt,
ist ¢ rational.

Hingegen fiihrt nicht jede rationale Funktion g auf Fall C, wie folgende
Betrachtung lehrt: '

Sei g(w, 2) = 1(;::1 :_ Z'Z: __: i g‘;, wobei Pj und €, homogene Polynome
vom Grad % seien. Hs ist dann:

Py Puyto+ 20 Py

A lm
gilie, &) = amn - ——* o
Qn +1Qn—l ++EQ0

! Vgl. W. SAXER, Beweis von Hilfssatz (2), 8. 260/261,
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Wenn dies fiir 4 > co (Nullpunkt ausgenommen) iiberall gleichmiissig kon-
vergieren soll, so muss einmal m = » sein, weil die Grenzfunktion nicht konstant
sein darf. Wenn dann P, und @, teilerfremd sind, so ist die Folge tatsichlich
nur im Nullpunkt irreguldr, andernfalls ist das gemeinsame Nullgebilde von P
und @, (eine oder mehrere analytische Ebenen) die Irregularititsfliche der
Folge. Also:

a) Eine nicht konstante meromorphe Funktion besitzt genau dann keine
Julia-Geeraden, wenn sie rational ist, Zihler und Nennerpolynom gleichen Grad
haben und die von den hichsten Potenzen des Zihlers, bzw. Nenners gebildeten
homogenen Polynome teilerfremd sind.

Eine genauere Betrachtung zeigt, dass fiir alle iibrigen rationalen Funktionen
genau diejenigen Ebenen durch P aus Julia-Geraden bestehen, deren oo ferne
Punkte Unbestimmtheitsstellen der Funktion sind. ;

b) Die irreguliren Punkte der Schar (13) bilden analytische Ebenen durch
den Koordinatennullpunkt P.

Dieser Fall kann ausser bei rationalen Funktionen auch noch bei gewissen
transzendenten Funktionen auftreten. Eine solche Funktion, die also in dieser
Hinsicht das Verhalten einer rationalen zeigt, soll wie in der klassischen Theorie
eine J-Ausnahmefunktion heissen. Wir wollen darauf aber nicht weiter eingehen.

Fiir alle iibrigen transzendenten meromorphen Funktionen besteht die Ge-
samtheit aller Julia-Geraden aus analytischen Hyperflichen und vierdimensionalen
Gebieten.

5. Kap. Folgen analytischer Abbildungen.

Zundchst mochte ich darauf hinweisen, dass den folgenden Betrachtungen
immer der projektiv erweiterte R* zugrunde liegt. Ausserdem soll aber auch
der Konvergenzbegriff der projektiven Erweiterung angepasst werden. Dies kann
etwa dadurch geschehen, dass man P, dann einen Hiufungspunkt der Punktfolge
P; nennt, wenn man eine (nicht-entartete!) projektive Abbildung 7 angeben kann,
so dass T'(P)) im gewohnlichen Sinne Hiufungspunkt der Folge T(P) ist.

§ 16. Regulire Abbildungsfolgen.

Sei 1 eine Folge meromorpher Abbildungen S,, S,, ... des Bereiches B; sie ist
durch eine Doppelfolge von Funktionen gegeben, die in B meromorph sind:

Sjrw=fiw, 2), L= g;w, 2). (15)
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Man nennt diese Folge an der Stelle P€%B konvergent, wenn die Punktfolge
S;(P) konvergiert. Diese gewohnliche Konvergenz ist hier aber nicht brauch-
bar

werden soll:

sondern nur die gleichmissige, die mit einem neuen Begriff definiert

)

Def. 15: Die Gesamtheit der Hiufungspunkte! aller Folgen S;(P;) des Bild-
raums, wobei P; alle moglichen, gegen P konvergenten Punktfolgen des Original-
raums durchliuft, heisst Grenzschwankungsbild des Punktes P in Bezug auf die
Abbildungsfolge .4, und wird mit 4 (P) bezeichnet.

Die Vereinigungsmenge aller .4 (P), wenn P ganz B durchliuft, heisst Grenz-
bildbereich von B in Bezug auf die Folge .4, und wird mit 4 (B) bezeichnet.

A (P) besteht aus allen Punkten des Bildraums, die fiir jede Umgebung U (P)
Hiufungspunkte der Bereichfolge S;(U) sind. Das Grenzschwankungsbild hat
offenbar folgende Invarianzeigenschaft:

a) Wenn man nach jeder Abbildung der Folge 4 noch eine feste projek-
tive Abbildung 7 ausfithrt, so ist das Grenzschwankungsbild von P in Bezug
auf diese neue Folge T'S; offenbar die Menge T A (P).

Def. 16: Die Folge .4 heisst an der Stelle P reguliir, wenn .4 (P) ein ein-
ziger Punkt ist, andernfalls nennt man P einen irreguliren Punkt der Folge 4.

Die Folge .4 heisst im Bereich B regulir, wenn sie in B keinen irregulidren
Punkt besitzt.

Ist nun A eine in B regulire Folge meromorpher Abbildungen S;, so ordne
ich jedem Punkt P€DB den Punkt .4(P) als Bildpunkt zu. Die so erhaltene
Zuordnung P - A(P) nenne ich die Grenzabbildung S, der Folge 4. Hier-

iber gilt:

Satz 256: Die Grenzabbildung S, einer reguldren Folge meromorpher Abbil-
dungen S, ist wieder eine meromorphe Abbildung des Bereiches B, und zwar ist A (B)

ein Bereich, oder ein analytisches Flichenstiick, oder ein Punkt.

Beweis: Ich betrachte die Umgebung eines festen Punktes P. Gemiiss a)
kann man annehmen, 4 (P) sei der Koordinatennullpunkt, andernfalls kénnte man

dies durch eine geeignete projektive Transformation erreichen.

Die Folge S; sei gemiss (15) durch 2 Funktionsfolgen f; und g; gegeben.
Nimmt man an, die Folge f; sei an der Stelle P irregulir, so gibe es eine Punkt-

! Im projektiv erweiterten R*!
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folge P; — P, so dass f;(P;) ausser w =0 noch mindestens einen weitern Hiu-
fungspunkt hiitte. Dann wiire aber auch .Z(P) nicht nur der Nullpunkt. Damit
sind beide Folgen f; und ¢; an der Stelle P regulir. Ihre Grenzfunktionen sind
an der Stelle P meromorph, und bestimmen die Grenzabbildung. Diese ist somit
meromorph an der Stelle P (mit unserer Annahme sogar analytisch, und die f;
und g¢; sind von einem gewissen ;j an ebenfalls analytisch in U(P)).

Die Funktionalmatrix H (P) = (’?0“’ zow) der Grenzabbildung erhiilt man durch
0z Yoz

Grenziibergang aus den Funktionalmatrizen der §;, jedenfalls sind die Elemente
von H in einer gewissen Umgebung von P analytische Funktionen.

Der Rang von H ist bekanntlich (von isolierten Punkten, in welchen er
kleiner ist, abgesehen) konstant. Der Rang ist also fast iiberall 2, dann ist 4 (U)
ein Bereich; oder fast immer 1, dann besteht zwischen f und g eine Relation,
so dass A4 (U) ein analytisches Flichenstiick ist; oder immer o, dann sind f, und
go konstant.

Diese Eigenschaften setzen sich iiber den ganzen Bereich B meromorph fort,
sie gelten also nicht nur fiir U(P), sondern fiir den ganzen Bereich B, wzbw.

Im Fall, dass 4 (B) ein analytisches Flichenstiick ist, nennen wir die Grenz-
abbildung einfach entartet, ist dagegen . (®B) nur ein Punkt, dann heisst die

Grenzabbildung doppelt entartet.

Satz 26: Besteht die in B regulire Folge A aus analytischen Abbildungen,
so ist die Grenzabbildung enticeder wieder eine analytische Abbildung, oder der Grenz-
brldbereich ist ein Teil der oo fernen Ebene.

Beweis: Nach Satz 25 ist die Grenzabbildung jedenfalls meromorph. Sei
P ein Punkt, fiir den S,(P) ein co ferner Punkt ist. Wir fiihren eine projyektive
Transformation 7T aus, die den Punkt S,(P) in den Koordinatennullpunkt und
die oo ferne Ebene in die Ebene { = 0 iiberfiihrt. ‘

Die Folge 1'S; besteht dann aus meromorphen Abbildungen, fiir die die Funk-
tionen g¢; [Vgl. (13)] keine Nullstellen besitzen. Da aber trotzdem lim g;(P)=o0
sein muss, folgt nach einem bekannten Satz von Hurwitz, dass die Grenzfunk-
tion der Folge ¢; identisch verschwinden muss. Die Abbildungen 7' S; haben also

einen Teil der Ebene { = 0 als Grenzbildbereich, wzbw.
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Wir wollen nun den Fall niher betrachten, wo der Grenzbildbereich einer

reguliiren Folge 4 ein Teil der co fernen Ebene ist. Da ein Punkt auf dieser

durch das Koordinatenverhiiltnis %) bestimmt ist, betrachten wir neben f; und g;
noch die Funktionsfolge
h, — ﬁ (w7 ‘Z) . 6
](w’ Z) gj (w’ Z) (I )

b) Unter den gemachten Voraussetzungen ist die Folge 7; regulir im Be-
reich B, und die Grenzfunktion h, bestimmt die Grenzabbildung: S,(P) ist der
oo ferne Punkt der analytischen Ebene f‘é: hy (P).

Beweis: Fiir einen irreguliren Punkt P der Folge h; existiert offenbar eine
Punktfolge P, P,, ..., > P, so dass die Folge h;(P;) wenigstens 2 Hiufungs-
werte hat, z. B. ¢ und &.

Dann wiirde aber .Z(P) nach Def. 15 die oo fernen Punkte der beiden

Ebenen = =gq und & =15 enthalten, was nach Def. 16 der Voraussetzung wider-

§ g

spricht, wzbw.

§ 17. Irreguliire Pankte einer Abbildungsfolge.

Es soll nun untersucht werden, in welchen Punkten eine gemiiss (15) durch
2 Funktionsfolgen gegebene Abbildungsfolge .4 regulir ist. Es wird sich zeigen,
dass das Verhalten der Folge 4 in komplizierter Weise vom Konvergenzverhalten
der Funktionsfolgen f; und g¢; abhiingt, ausserdem muss in gewissen Fillen die
Folge h; herangezogen werden.

In der nun folgenden Aufstellung bedeuten f, g,, h, die Werte der Grenz-
funktionen der Folgen f;, g;, #; an der Stelle P, sofern diese Folgen dort reguliir
sind. a und b sind endliche komplexe Zahlen, ¢ kann auch oo sein.

Die beschriebenen Eigenschaften der Folgen beziehen sich immer auf eine
gewisse Umgebung der Stelle P.

Ich mochte an dieser Stelle darauf hinweisen, dass das Konvergenzverhalten
einer Folge meromorpher Abbildungen nach § 16, a) gegeniiber einer festen pro-

jektiven Transformation 7 invariant ist.
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A =
) fo a} A regulir, A4 (P)= Punkt (a, b).
go=0
B =
) fo=a) A regulir, 4 (P)= Punkt (0, oo).
go = ©° J
go =0 ¢ A regulir, 4 (P)= oo ferner Punkt der Ebene w= ¢{.
hy=¢ J
D) fo=o0
go =00 ¢ A irregulir, 4 (P)=oco ferne Ebene:
h; irreg.
E —
) Jo . | A irregulir, 4 (P)= Ebene w = «.
g irreg. |
gj irreg. ; A reguliir, A4 (P)= Punkt (oo, 0).
hy =rc¢ ]

Im Fall F) ist notwendig ¢ = oo, andernfalls wire ja die Folge gjz‘% in
7

der Umgebung von P ebenfalls regulir [mit g,(P)= oo].
G) fo=o0
g; irreg. o A irreguliir, 4 (P)= co ferne Ebene.
h; irreg.
H) firreg.] 4 irregulir, denn .4(P) hat mit mindestens zwei der Ebenen
gj irreg.}
einen gemeinsamen Punkt. Da nicht alle diese 4 Ebenen durch einen Punkt

w = const., ebenso mit mindestens zwei der Ebenen { = const., je

laufen, kann 4 (P) nicht nur ein Punkt sein.

Nach dieser Tabelle ist offenbar jeder Punkt, in dem 2 der 3 Folgen fj, g;, h;
irregulir sind, auch ein irregulirer Punkt der Abbildungsfolge 1.

Wenn also J;, Jy, J» und J die Mengen aller irreguliren Punkte der Folgen
Jfi» 9j, hj und A bezeichnen, so umfasst J mindestens die Schnittgebilde

Jr X Jyg, Iy X Iy Jn X Jf.

Bs scheint zuniichst, dass die Gesamtheit J auch eine Kurve oder eine nicht-
analytische Fliche enthalten konne (Schnitt einer analytischen Hyperfliche J;
mit einer analytischen Fliche, bzw. analytischen Hyperfliche J,). Wir wollen
zeigen, dass dies nicht moglich ist.
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Sei P eine irreguliire Stelle der Folge 4, welche Fall D) entspricht. Indem
man die projektive Transformation

N 1 I 2 w
:———’ :t:h I
w C gj C g / (7)

ausfithrt, was nach § 16, a) die Menge J nicht veriindert, ist dieser Fall auf
Fall E) zuriickgefiihrt, denn fj ist regulir mit endlicher Grenzfunktion, g; ist
irregulir an der Stelle P.

Dasselbe findet man, wenn der Punkt P dem Fall G) entspricht, man kommt
dann mit der Transformation (18) wieder auf Fall E):

I

w f

Der Fall E) kann aber keine andern Irregularitiitenmannigfaltigkeiten liefern,

w = —

c T _x
=2 = (18)

als eine Folge meromorpher Funktionen.

Es bleibt demnach nur noch Fall H) zu behandeln.

P sei Schnittpunkt der Mannigfaltigkeiten J; und J;. Wenn J, in der Umge-
bung von P eine Teilmenge von oJ; ist, so besteht natiirlich kein Problem.
Andernfalls: »

a) J; und J, sind 2 analytische Flichen, die sich in P schneiden, in diesem
Fall kann P ein isolierter irreguldrer Punkt der Folge 4 sein.

B) J; sei (in der Umgebung von P) eine analytische Fliche, .J; eine analy-
tische Hyperfiiche, ¢ ihre durch P laufende Schnittkurve.

Wenn J; oder J; zu J gehort, ist offenbar nichts zu beweisen. Wenn aber
A auf Js (¢ ausgenommen) regulir sein soll, so muss auf J; Fall F) eintreten).
go muss dann J; als Polstellenfliche haben, ferner ist J; Nullstellenfliche von A,.

Wenn ausserdem .4 auch auf J; (¢ ausgenommen) reguliir ist, so muss in
jedem Punkt von J, Fall F) eintreten. Es ist also f, = oo auf Jj, ebenso h, = oo,
dies bedeutet aber f;, = co und %, = co in einer vollen Umgebung jedes Punktes
von Jy (¢ ausgenommen).

P ist also Randpunkt eines vierdimensionalen Gebiets, in welchem h, = oo
ist, denn mindestens auf J; ist ja h, 2 co. Auf dem ganzen Rand dieses Gebiets
ist aber die Folge h;, und damit auch die Folge .4, irregulir (Man hat dort
Fall D oder G). Somit ist J im Fall §) entweder eine analytische Fliche (J),
oder dann mindestens eine analytische Hyperfliche, ev. ein 4-dimensionales Gebiet.

! Wobei aber f und g vertanscht sind.
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¥) Jy und Jy sind in einer gewissen Umgebung von P je eine analytische
Hyperfliche. A sei ihre durch P laufende Schnittfliche, welche im Allgemeinen
nicht analytisch ist.

Man schliesst genau wie unter 8): Wenn 4 auf J;und J, (4 ausgenommen)
regulir sein soll, so folgt fiir die nicht auf A liegenden Punkte von J;:g, = oo,
hy =0, ebenso auf J: .

Jo =00, hy=o00. Also folgt h, = co in einer vollen Umgebung jedes Punktes
von Jy, desgleichen h,=o0 fiir J;, wobei die Punkte von A natiirlich ausge-
nommen sind. P liegt auf der Grenze der beiden Gebiete mit s, =0 und h,= oo,
Randpunkte des Gebiets /i, = oo sind aber wegen f, = co nach Fall D) oder G)
irregulire Punkte von 4. Somit ist auch in diesem Fall J mindestens eine

analytische Hyperfliche.

8) Denselben Widerspruch erhiilt man, wenn eine der beiden Mengen J; und
J, ein vierdimensionales Gebiet ist, auf dessen Rand P liegt. Man kann also
behaupten:

a) J besteht aus Punkten, analytischen Flichen, analytischen Hyperflichen

und vierdimensionalen Gebieten mit pseundokonvexer Berandung.

Damit ist aber der bei Funktionsfolgen ausgeschlossene, nachstehend er-
withnte Fall bei Abbildungsfolgen noch méglich:

J enthillt eine Folge von Punkten, ohne dass die Hiufungspunkte dieser
Folge auf einer Irregularititenmannigfaltigkeit der Abbildungsfolge liegen.

Wir wollen zeigen, dass dieser Fall auch bei Abbildungsfolgen ausgeschlos-
sen ist, und wenden uns deshalb der Betrachtung von isolierten irreguliren
Punkten zu.

§ 18. Isolierte Irregularitiiten.

Das Beispiel w =jw, {=jz zeigt, dass auch bei Folgen analytischer Ab-
bildungen isolierte irreguliire Punkte auftreten konnen, was ja bei Funktionsfolgen
nur dann moglich ist, wenn die Funktionen der Folge meromorph sind.

Fiir eine Abbildungsfolge gilt nun:

a) Wenn die Folge A in P eine isolierte Irregularitiit besitzt, so ist jede
der 3 Folgen fj, g;, h; in einer gewissen Umgebung von P entweder quasiregulir
oder regulir.
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Beweis: Zunichst ist ja kiar, dass fiir hochstens eine der 3 Folgen, z. B.
fiir g;," die Menge J, in der Umgebung von P mehr als 2-dimensional sein kann.
In diesem Fall diirfen dann f; und h; an der Stelle P nur noch ausserwesentlich
irreguldr sein.

Auf J, darf dann aber nicht Fall E) eintreten, also muss auf J, in einer
gewissen Umgebung von P f; = oo sein. Daraus folgt bekanntlich f, = oo, was
nach W. Saxer in der Umgebung einer ausserwesentlich irreguliren Stelle un-
moglich ist. Die Folge f; ist also an der Stelle P regulir.

Dasselbe kann man fiir die Folge #h; schliessen, diese Folge ist also in P
ebenfalls reguliir, damit nach Fall ¥) auch die Abbildungsfolge .4, wzbw.

Satz 27: Wenn P eine isolierte irregulare Stelle der Folge A ist, so hat we-

niystens eine der 3 Grenzfunktionen fi, gF, h¥ eine Unbestimmtheitsstelle tn P.

Beweis: Die Grenzabbildung S, ist nach Satz 25 in einer gewissen Umge-
bung von P, P selbst ausgenommen, meromorph. Dasselbe gilt damit auch fir
die 3 Grenzfunktionen f;, gf, ht.?

Wenn Satz 27 nicht zutrifft, so haben alle 3 Grenzfunktionen in P wohl-
bestimmte Werte.

a) fif (P) und g¢; (P) sind endlich. Dann miissen die beiden Folgen f; und
g; an der Stelle P regulidr sein, sonst hiitte man ja Fall E) oder H) auf den
durch P laufenden Flichen J; und Jy;. Wenn aber fj und ¢; in P regulir sind,
80 hat man Fall A), 4 wiire also in P reguliir.

B) ff (P)= oo, gi (P) endlich. Die Transformation (18), welche nach § 16, a)
die Konvergenzverhiiltnisse nicht verindert, fithrt diesen Fall auf Fall a) zuriick.

¥) fi (P)= g} (P)= oo, aber keine der beiden Funktionen sei konstant. Wenn

h¥ in P keine Unbestimmtheitsstelle hat, so ist entweder h} oder hI—+ in einer

gewissen Umgebung von P analytisch (Quotient zweier nicht-konstanter Funk-
tionen).
Je nachdem fiihrt dann die Transformation (17), bzw. (18) auf Fall a) zuriick.

' Es ist gleichgiiltig welche, denn die 3 Folgen f;., 9 hj sind im projektiv abgeschlossenen
Raum vollig gleichberechtigt, wie auch die Transformationen (17) und (18) zeigen.

? Es sind alle 3 hochstens hebbar singulir in P, ausgenommen ev. in dem Fall, wo 2 der 3
Grenzfunktionen = o sind.

21 — 642136 Acta mathematica. 83
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8) fi = oo, dann darf die Folge h; ohnehin nur in P irregulir sein, denn
jeder Punkt von J, ist dann gemiss Fall D) oder G) auch irregulirer Punkt

von 4, also hat dann A, in P eine Unbestimmtheitsstelle, wzbw.

Satz 28: Die Gesamtheit aller drreguliren Punkte einer Folge analytischer oder
meromorpher Abbildungen hat dieselben Eigenschaften wie die Menge aller irreguldren

Punkte einer Folge meromorpher Funktionen.

Beweis: Wegen § 17, a) muss man nur noch beweisen, dass ein Hiufungs-
punkt von isolierten Irregularititen der Folge 4 auf einer Irregularitiiten-
mannigfaltigkeit liegen muss, denn genau dasselbe tritt bei Folgen meromorpher
Funktionen auch ein.

Nach Satz 25 geniigt es offenbar, wenn man zeigt, dass die Grenzabbildung
in einem Hiufungspunkt isolierter Irregularititen der Folge nicht mehr mero-
morph sein kann, denn die wesentlichen Singularititen der Grenzabbildung bilden
ja eine mindestens z-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Nach Satz 27 ist ein Hidufungspunkt von isolierten Irregularititen von
eine wesentlich singuliire Stelle fiir mindestens eine der 3 Grenzfunktionen, z. B.
fiir hol. Das wire aber bei meromorpher Grenzabbildung nur in den Fillen
S =gF=o0, sowie fj =g = oco moglich. Aber auch die zweite dieser beiden
Moglichkeiten fillt wegen § 16, b) dahin, und der Fall ff = g} = o lisst ge-
miss Beweis von Satz 27, Fall a) gar keine isolierten irreguliren Punkte der

Folge A4 zu, wzbw.

Von besonderem Interesse sind die isolierten irreguliren Punkte einer Folge
analytischer Abbildungen, hieritber gilt:

b) Treten bei einer Folge .4 analytischer Abbildungen des Bereiches B iso-
lierte Irregularititen auf, so ist der Grenzbildbereich von ¥ (nach Ausschluss der

irreguldren Punkte von 4) die oo ferne Ebene.

Beweis: Nach Satz 26 bestiinde nur noch die Moglichkeit, dass die Grenz-
abbildung wieder eine analytische Abbildung wire. Dann wiren aber die die
Abbildungen §; bestimmenden Funktionen f; und g; auf einer Hyperkugelfliche
um die isolierte Irregularitit P beschrinkt und konvergent, also auch im Innern.

P wiire dann also kein irregulirer Punkt von A4, wzbw.
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Satz 29: Ist P eine isolierte irregulire Stelle einer Folge A analytischer Ab-
bildungen, so ist A(P) der ganze Bildraum (d.h. der abgeschlossene o, {-Rawm).

Beweis: Nach Satz 27 muss die Folge h; an der Stelle P ausserwesentlich
irregulidr sein, weil f; und g; es nicht sein konnen. Demnach ist P Hiufungs-
punkt von Null- und Polstellen der %, d.h. von Nullstellen der Funktionen fj
und g;.

Von den Fillen D, I, &, H, welche irregulire Punkte der Folge .4 liefern
konnen, sind also D und G ausgeschlossen, weil in diesen Fillen P nicht Hiiu-
fungspunkt der Flichen fj=o0 ist. E) fillt ebenfalls weg, weil dann der irre-
gulire Punkt P nicht isoliert wiire, es bleibt also H).

Aber auch in diesem Fall kénnen J; und J, nur 2 analytische Flichen mit
dem isolierten Schnittpunkt P sein. Die Folgen f; und g; sind also in U (P)
quasireguliir, und es ist fi = g = oo.

Ich betrachte nun (¢ und b seien 2 beliebige komplexe Konstanten) die

Funktionsfolge:
L4
_fi—a_ Ji_, 1 a
kJ‘gJ_b—h]I—Q“}lJI—é g)__b (19)
9j gj

Diese Folge ist offenbar mindestens iiberall dort regulidr, wo f; und g; re-
guldr sind und gegen oo konvergieren, und die Greunzfunktion stimmt in diesen
Punkten mit %, iiberein.

Das letzte Glied der Identitiit (19) zeigt aber, dass sich die Folge %; auch
noch auf der Fliche J; regulidr verhilt, soweit diese nicht von J, geschnitten
wird; denn ausserhalb J, konvergiert ja g; gleichmissig gegen co. Dasselbe gilt
aber auch fir alle Punkte von J,, die nicht zugleich auf J; liegen, so dass die
Folge %; schliesslich nur noch in den gemeinsamen Punkten von J; nud J, irre-
gulir ist.

P ist also eine ausserwesentlich irregulire Stelle der Folge k; und somit
Hiufungspunkt von Unbestimmtheitsstellen der Funktionen ;' Das bedeutet
aber nach (19), dass P Hiufungspunkt einer Punktfolge P; ist, wobei f;(Pj)=a
und g;(Pj)=1b ist. Nach Def. 15 gehort also der Punkt (a, #) zu .« (P).

! Vgl. W. SAXER, Hilfssatz (2), S. 260/261.
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Jeder endliche Punkt gehort also zu #(P), da ausserdem .7 (P) eine abge-

schlossene Punktmenge ist, gehort auch die co ferne Ebene zu 1 (P), wzbw.

Aus diesem Satz folgt z. B., dass eine Folge analytischer Abbildungen eines
Bereiches B keine isolierten irreguliren Punkte haben kann, wenn die Bildbe-
reiche 8;(B) einem festen Punkt des Bildraumes nicht beliebig nahe kommen.

§ 19. Quasiregulire Abbildungsfolgen.
Def. 17: Eine Folge .4 meromorpher Abbildungen heisst im Bereich B quasi-

regulir, wenn die in B liegenden irreguliren Punkte der Folge hochstens analy-
tische Flichen bilden.

Die Gesamtheit aller in B liegenden irreguliren Punkte der Folge £ wird
also aus einer analytischen Fliche V, (Def. 1), sowie aus isolierten Punkten X
besteben. Die X, konnen sich allerdings auf V; hiufen. Es gilt nun:

Satz 80: Ist 4 eine in B quasiregulire Folge analytischer Abbiddungen,
und B’ der um V, und die X, verminderte Bereich B, so ist A(B') ein Teil der
oo fernen Ebene.

Beweis: Wire der Satz falsch, so wire A(B’') nach Satz 26 ein endlicher
Bereich, die durch die Abbildungen S; erzeugten Folgen f; und g; wiren in B’
reguldr, und zwar mit endlichen Grenzfunktionen. Damit miissten diese Folgen
nach Satz 7 aber sogar in ganz B regulir sein (mit endlichen Grenzfunktionen),

nach Fall A) wire dann auch §; in ganz B regulir, wzbw.

Es soll noch an 2 Beispielen gezeigt werden, dass die Quasiregularitit der
Funktionsfolgen f; und g; fiir die Quasiregularitit der Abbildungsfolge §; weder

notwendig noch hinreichend ist.

1) Sj:ﬁ=@, %= oU2)

w w

wobei 6 die zu den Perioden ¢ und 1 gehorige Sigmafunktion sei, Die Folge
g; ist in keinem auch noch so kleinen Bereich regulir, S;ist aber dennoch guasi-
regulir. V, ist die Ebene w =o.

(47! w®
6(jw)

2) 8y fi= , gi=0Ue.
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Beide Fanktionsfolgen sind quasireguliir, Irregularititsfiichen sind die Ebenen
w=o0, bzw. z=0. Die Abbildungsfolge ist aber nirgends regulir, fiir jeden
Punkt P £ (0,0) ist A(P) die co ferne Ebene. Fiir den Koordinatennullpunkt
ist A(P) der ganze Raum. Man kann aber beweisen:

Satz 31: Ist A eine quasiregulire Folge meromorpher Abbildungen, so kann
hochstens eine der 3 zugeordneten Folgen f;, g;, by eine mehr als 2-dimensionale Irre-
gularititenmannigfaltigheit besiteen, und zwar ist dann die Grenzabbildung zweifach

entartet.

Man kann sogar eine genauere Aussage machen (B’ sei wieder der um V,
und die X; verminderte Bereich B):

Zusatz: A(B') ist der Punkt (0, 0), bzw. (o0, 0), bzw. (0, o), je nachdem die
Folge h;, bzw. g;, bzw. f; eine mehr als 2-dimensionale Irrégularititenmannig-
faltigkeit besitzt.

Beweis: Sei P eine irregulire Stelle der Abbildungsfolge A. Die Folge g;
habe in der Umgebung dieser Stelle eine mindestens 3-dimensionale Irregulari-
titenmannigfaltigkeit J,. Damit aber 4 dennoch quasiregulir sein kann, muss
die Folge f; in allen in einer gewissen Umgebung von P liegenden Punkten (aus-
genommen hochstens eine analytische Fliche) von J, reguliir sein und gegen oo
konvergieren (Fall F). Ausserdem muss dann in diesen Punkten auch noch die
Folge h; reguliir sein und gegen oo konvergieren. Das bedeutet aber fy=hy=o00,
weil J,; dreidimensional ist, und zwar gilt dies vermoge analytischer Fortsetzung
fiir den ganzen Bereich 8.

Der Grenzbildbereich von B’ ist also der Punkt (oo, 0). Sollte hingegen .,
dreidimensional sein, so fiithrt die Transformation (17) auf den obigen Fall zu-
riick, dem Punkt (oo, 0) entspricht dabei der Punkt (0, 0). Ist J; dreidimensional,
8o braucht man nur die beiden Koordinaten zu vertauschen, der Grenzbildbereich
ist in diesem Fall also der Punkt (o, o0). Da nicht zwei der 3 Fiille zugleich
eintreten konnen, miissen mindestens 2 der 3 Mengen Jy, J,, J» hochstens 2-

dimensional sein, wzbw.

Def. 18: Die Folge A heisst an der Stelle P irreduzibel, wenn es keine
Teilfolge A, < A gibt, so dass A, (P) eine echte Teilmenge von A(P) ist.
A heisst irreduzibel in B, wenn A in jedem Punkt von B irreduzibel ist.
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Diese Definition umfasst offenbar den entsprechenden Begriff (Def. 11) bei
Funktionsfolgen.

Man kann sich fragen, ob eine Folge A iiberhaupt eine im ganzen Bereich
B irreduzible Teilfolge besitzt, tatsiichlich folgt dies aus nachstehender Be-
trachtung:

Wir ordnen jedem Punkt (i, z) des Originalraums ein Exemplar des Bild-
raums zu, und erhalten so einen R? als topologisches Produkt von Original- und
Bildraum.!

Jeder meromorphen Abbildung S des Bereiches B entspricht so eine 4-
dimensionale, analytische Mannigfaltigkeit & mit der Parameterdarstellung:
(w, 2, w, §) = [w, 2, f{w, 2), g(w, 2)], und jeder Abbildungsfelge S; entspricht eine
Folge ©; solcher Mannigfaltigkeiten im R

Ordnet man ferner jedem Punkt P das in dem P zugeordneten Bildraum-
exemplar liegende Grenzschwankungsbild A(P) zu, so entsteht eine Punktmenge
& des R®. Man iiberlegt sich mit Def. 15 leicht, dass & mit der Gesamtheit
aller Hiufungspunkte der Mengenfolge &, iibereinstimmt. Auf diese Mengen-
folge kann man aber den Auswahlsatz der Mengenlehre anwenden?®, also:

a) Jede Folge analytischer Abbildungen besitzt eine gemiiss Def. 18 in ganz
B irreduzible Teilfolge.

Sei nun A eine irreduzible, quasiregulire Folge meromorpher Abbildungen
des Bereiches B. I sei eine beliebige, aber feste analytische Ebene des Bild-
raums, und V;= S7'(L) das Urbild der Ebene I vermdge der Abbildung ;.
Dann gilt:

Satz 32: Jeder drregulire Punkt der Lolge A ist Héiufungspunkt dev Flichen-
Solge V= 871 (L), ausgenommen ¢n dem Fall, wo der Bildbereich A(B') der Grene-
abbeldung eine Teilmenge von I ist.

Beweis: Die Ebene FE, sei eine solche Ausnahmeebene, d. h. der irregulire
Punkt P der Folge A sei nicht Hiufungspunkt der Flichenfolge S (Ey).

Man kann natirlich wegen § 16, a) wieder annehmen, F, sei die co ferne
Ebene. Das bedeutet aber, dass die Abbildungen Sjin einer gewissen Umgebung
U(P), und von einem gewissen j an, analytisch sind. Nach Satz 30 ist also der
Bildbereich A(B') der Grenzabbildung ein Teil der oo fernen Ebene, im allge-

meinen Fall also ein Teil von F,, wzbw.

! Die beiden Rdume sollen jeder fiir sich projektiv abgeschlossen werden.
? Vgl. Fussnote 1, S. 261.
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Die ausserhalb V; und X, liegenden Hiaufungspunkte der Fliachenfolge
Vj:Sj—l(E) kénnen nach dem bekannten Satz von Hurwitz iiber Konvergenz
der Nullstellen einer gleichmiissig konvergenten Folge analytischer (oder mero-
morpher) Funktionen behandelt werden:

Dazu nehmen wir an, E sei die KEbene w = o0, V; ist dann die Flichenfolge
Ji=o, und die Voraussetzung von Satz 32 sagt aus, dass die Grenzfunktion
Jo=lim f; nicht identisch verschwindet. Also gilt fiir F 7 F,:

b) Die ibrigen Hiufungspunkte der Flichenfolge V;= 8;'(E) bilden die
analytische Fliche V,= S7!(E),! wobei S, die ausserhalb ¥, und X, mero-

morphe Grenzabbildung ist.

Hierzu kann noch bemerkt werden, dass die Punkte X natiirlich keine
wesentlichen Singularitiiten der Grenzabbildung sein konnen, ebenso keine we-
sentlichen Randpunkte der Fliche S;!(E).

Da isolierte Hidufungspunkte einer Flichenfolge nach § 1, h) unmdoglich sind,
miissen die Punkte X, also notwendig auf S;'(E) liegen, wenn E nicht eine
Ausnahmeebene E; ist (Vgl. Satz 32). Es gilt also weiter:

¢) Ist U’ eine beliebige, um X verminderte Umgebung einer isolierten irre-
guliren Stelle X einer Folge A meromorpher Abbildungen, so wird S,(U’) von
jeder analytischen Kbene des Bildraums geschnitten.

Entweder ist nimlich S,(U’) eine Teilmenge von E, oder dann liegt X auf
der Mannigfaltigkeit S;!(E), d.h. es gibt dann in beliebiger Nihe von X
Punkte P, fir die S,(P) auf E liegt.

Schliesslich folgt aus der Tatsache, dass ein Punkt nicht auf allen analy-
tischen Bildraumebenen zugleich liegen kann:

d) Wenn die Grenzabbildung doppelt entartet ist, konnen keine isolierten

irreguliren Punkte auftreten.

§ 20. Belegungszahl bei Abbildungsfolgen.

Wie schon erwithnt, verhilt sich die Grenzabbildung einer quasireguliren
Folge meromorpher Abbildungen in der Umgebung einer isolierten Irregularitit
meromorph, da ja die wesentlichen Singularititen einer meromorphen Funktion

nicht isoliert auftreten konnen.

! Dabei kann S, entartet sein, S;-1(E) bedeutet dann die Menge der Punkte P, fiir die S, (F)
auf E liegt.
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Unter gewissen Umstinden verhilt sich die Grenzabbildung S, auch in der
Nihe der Irregularititsfliche V,; meromorph, d.h. man kann die (auf ¥V, zu-
nichst nicht definierte) Grenzabbildung iiber gewisse Zweige von V4 hinweg
meromorph fortsetzen. Die so erweiterte Grenzabbildung soll Sf genannt werden.

Fiir den nun folgenden Satz wollen wir dieselbe Anordnung treffen, wie fiir
den analogen Satz 17 bei Funktionsfolgen.'

Ferner seien F, und I, 2 feste analytische Ebenen des Bildraums, }Vi; und
Va;? seien ihre Urbilder vermoge der Abbildung S; der quasireguliren Folge A.
Dann gilt:

Satz 33: Wenn alle Flichen Vij und Voj von jedem der Kreise T.(|z| < o)
in hochstens je n Punkten® geschnitten werden, so verhdlt sich die Grenzabbildung
der Folge S; an der Slelle P meromorph und kann lings allen durch P laufenden
Zweigen von V4 meromorph fortgesetzt werden.

Beweis: Man hat nach § 16, a) die Moglichkeit, die beiden Ebenen E; und
E, durch geeignete projektive Transformation in die beiden Koordinatenebenen
w =0 und { =0 zu iberfithren, ohne die Konvergenzverhiltnisse zu #ndern.

Die Nullstellen der Funktionen fj, g;, h;, erfilllen dann die Voraussetzungen
von Satz 17, sofern diese 3 Folgen iiberhaupt quasireguliir sind. f; kann nim-
lich nur auf Vi;, g; nur auf V,;, und A nur auf ¥Vi; verschwinden.

Nach Satz 17 sind also die 3 Grenzfunktionen fi, g5, b, meromorph in der
Umgebung von P, ausgenommen dann, wenn die Folgen f;, ¢;, h; nicht mehr
quasiregulir sind. In diesem Fall ist aber nach Satz 31 iberhaupt nichts mehr

zu beweisen, wzbw,

Wir wollen uns nun auf den Fall beschrinken, wo die Grenzabbildung im
ganzen Bereich B meromorph fortgesetzt werden kann, denn nur fiir solche
Zweige von V,, die aus hebbaren Singularititen der Greuzabbildung bestehen,
soll die Belegungszahl definiert werden.

Sei ferner I eine analytische Ebene des Bildraums, die keine Ausnahme-

! Vgl. die Satz 17 vorangehenden Erklirungen auf S. 285.

? Jedem Zweig der analytischen Fliche V, welche Urbild einer analytischen Ebene E ver-
moge der Abbildung S ist, muss eine gewisse Vielfachheit m zugeordnet werden, n#mlich dann,
wenn dieser Zweig bei Variation von FE in m Blitter zerfillt.

Beispiel: 8:0=zw®, {=2, E:w=o0. S”!(E) besteht aus: Z,:w=0 (n=12) und Z,:2=o0
(m = 1).

# Mit Vielfachheit gezihlt, vgl. Fussnote 2.
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ebene im Sinne von Satz 32 sei, d.h. der Grenzbildbereich sei keine Teilmenge
vou K. Unter dieser Voraussetzung ist die analytische Fliche S;!(FE) singulari-

titenfrei im Bereich B, und man kann offenbar behaupten:

a) Ist A eine in B irreduzible, quasiregulire Folge analytischer Abbildungen
Sj, so konvergiert die Flichenfolge V;= S7'(E) in B gegen die singularitiiten-
freie analytische Fliche Vg, welche die Vereinigungsmenge von V, und
S;L(E) ist.

Beweis: 7 umfasst nach Satz 32 und § 19, b) sicher alle Hiufungspunkte
der Flichenfolge 57 (E), aber wegen der Irreduzibilitit der gegebenen Abbildungs-
folge ist jeder Punkt von ¥Vp Hiufungspunkt jeder Teilfolge der Folge SJ.“(E),
d.h. alle Punkte von ¥g sind Grenzpunkte dieser Flichenfolge (Def. 5) wzbw.

Unter diesen Umstinden hat jeder Zwelg von Vg, also insbesondere jeder
Zweig von V,, eine bestimmte Belegungszahl in Bezug auf die Fldchenfolge
Vj=S8;*(E). Die Flichen V; miissen dabei aber mit Vielfachheit gerechnet
werden (Vgl. Fussnote 2, S. 312).

Satz 34: Sei Z ein Zweig von V4. Dann st die Belequngszahl von Z in
Bezug auf die Flichenfolge 0p: V= S71(E) fir alle Bildraumebenen I, welche
die Menge Si (Z) nicht enthalten, dieselbe.

Sie soll deshalb als Belegungszahl ny des Zweiges Z in Bezug auf die Ab-
beldungsfolge A bezeichnet werden.

Beweis: Seien I, und F, 2 analytische Ebenen des Bildraums, von denen
keine die Menge S;}(Z) enthalte. Man kann offenbar annehmen, F, sei die Ebene
w=0, F, sei die Ebene {=o0, was notigenfalls durch eine projektive Trans-
formation erreicht wird. Da also auf Z die (nach Voraussetzung in ganz B
meromorphen) ¥unktionen f und g nicht iiberall verschwinden, kann man auf
Z sicher einen Punkt P mit folgenden Higenschaften finden:

1) P ist eine gewohnliche Stelle von V.

2) P ist nicht Hiufungspunkt isolierter Irregularititen von 4. (Dies wiirde
wegen Satz 27 eine wesentliche Singularitit der Grenzabbildung zur Folge haben).

3) ff und g} haben in P keine Unbestimmtheitsstellen (denn diese liegen
ja isoliert), man kann also durch erneute projektive Transformation mit den
Fixebenen E, und FE, erreichen, dass:

4) fH(P) und g} (P) endliche Werte a % 0 und b 7 o sind.
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Man kann ferner eine Umgebung U von P mit folgenden Eigenschaften
angeben:

5) U enthiilt nur gewohnliche Stellen von Z und keine Punkte von andern
Zweigen von V.

6) /i, g 5, hS sind alle analytisch und nullstellenfrei in U.

Legt man jetzt eine in U enthaltene, zu Z unitir orthogonale Kreisscheibe
T:(P) mit Mittelpunkt P und Radius ¢, so lautet die Behauptung von Satz 34
offenbar:

Die Funktion h; hat gleich viele Pole und Nullstellen® auf 7. (P), wenn

nur ¢ geniugend klein, und j genligend gross gewithlt wird.

In der Tat wird ja auf Sj‘l(El) hj=o0 und auf SJ."(E2) hj = oo, in einem
Schnittpunkt beider Flichen konnen sich nur Null- und Polstellen gleicher Ord-
nung wegheben.

‘Wir wollen jetzt die abgelinderte Behauptung beweisen:

Da h; auf ¢ gleichmissig konvergiert (gegen eine endliche Funktion), liefert

das Integral

1
(0) ~ nylo0) = 2= § d Farg ()
fiir die Differenz der Zahl der auf 7. (P) liegenden Null- und Polstellen der Funk-
tion h; beim Grenziibergang j — oo offenbar den entsprechenden Wert fiir die
Grenzfunktion. Dieser ist aber wegen Higenschaft 6) = o, also ist wegen der

_Ganzzahligkeit der »; von einem gewissen j an: n;(0) == n;j(00), wzbw.

Diejenigen analytischen Ebenen FE des Bildraums, fiir die die Belegungs-
zahl von Z in Bezug auf die Flichenfolge Sj’l(E) nicht %z ist, wollen wir ,,Aus-
nahmeebenen im Sinne von Satz 34 nennen.

Dies sind entweder alle analytischen Ebenen durch einen festen Punkt, oder

es gibt iberhaupt nur hochstens eine solche Ausnahmeebene.

Kriterium fiir endliche Belequngszahl.
Die Belegungszahl n; kann auch oo sein, selbst dann noch, wenn die Vor-
aussetzungen von Satz 33 erfiillt sind. Es wire ndmlich moglich, dass die be-

trachteten Ebenen E, und E, Ausnahmeebenen im Sinne von Satz 34 wiren.

! Mit Vielfachheit geziihlt,
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Wir ziehen deshalb noch eine dritte analytische Ebene F, in Betracht, aber
so, dass K, F,, E; weeht durch etnen Punkt laufen.
Vaj= 87" (E,) seien die zu E, gehorigen Urbildflichen. Es gilt:

Satz 35: Wenn die Bedingungen von Satz 33 ausser fiir Vij und Vij auch
noch fiir die Fldchenfolge Vyj erfiillt sind, so sind alle durch P laufenden Zweige
von ¥V, von endlicher Belegungszahl (= n) tn Becug auf die Abbildungsfolge A.

Beweis: Zunichst folgt aus Satz 33, dass die Grenzabbildung S, auf allen
dureh P laufenden Zweigen von V,; meromorph fortgesetzt werden kann, man

kann also fiir diese Zweige die Belegungszahlen gemiss Satz 34 definieren.

Nehmen wir einmal an, fiir den durch P laufenden Zweig Z sei ny = oo,
S} (Z) kann jedenfalls nicht zugleich Teilmenge von I, I,, E; sein, somit ist
wenigstens eine dieser Ebenen, z. B. FE|, keine Ausnahmeebene im Sinne von
Satz 34. Die Belegungszahl von Z in Bezug auf die Flichenfolge Sj‘l(El) miisste
dann also ebenfalls oo sein. Dies widerspricht aber wegen Satz 4 offenbar der
Voraussetzung von Satz 35, dass Vi; von 7. in hochstens » Punkten geschnitten
wird (7', schneidet fiir hinreichend kleines z alle durch P laufenden Zweige von

V), wzbw.

6. Kap. Scharen meromorpher Abbildungen.

& 21. Normale Scharen,

Wir nennen eine Schar analytischer oder meromorpher Abbildungen in ge-
wohnter Weise in einem gewissen Bereich B normal, wenn jede Folge dieser
Schar eine weitere Teilfolge besitzt, die sich im Bereich B gemiss Def. 16 re-
gulir verhilt.

Zunichst kann man natiirlich folgendes Kriterium aufstellen, das auf der
Beschriinktheit der durch die Abbildungsschar X erzeugten Funktionsscharen X,
und Z; berubt:

a) Wenn die Bildbereiche §(8B) fiir alle Abbildungen S der Schar X in einer
festen Hyperkugel K enthalten sind, so ist diese Schar normal in B.
(Es geniigt tibrigens, wenn der Radius von K fest bleibt, M darf nach Be-

lieben variieren).

Man konnte dieses Kriterium auch so ausdriicken:
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b) Ist die irreduzible Folge A meromorpher Abbildungen an der Stelle P
irregulir, so hat das Grenzschwankungsbild A{P) mit jeder analytischen Ebene

mindestens einen gemeinsamen Pumkt.

‘Wenn nimlich A{P) z. B. mit der oo fernen Ebene keine gemeinsamen Punkte
hitte, so wiirde a) eintreffen. Kine irreduzible, irreguliire Folge kann aber keine
reguliire Teilfolge besitzen.

Dem klassischen Normalititskriterium mit 3 Ausnahmewerten! kann man ein
entsprechendes mit 6 analytischen Ausnahmeebenen gegeniiberstellen?:

Seien kiinftig I, K,, ..., E, immer 6 analytische Ebenen des Bildraums,
die ein vollstindiges Viereck bilden, d. h. zu je dreien durch je einen von 4 Punkten
laufen. (Man kann diese 6 Ebenen durch eine projektive Transformation in die
Bbenen w=o0, w=1, {=o0, {=1, w={ und die oo ferne Ebene F., iiber-

fihren). Es gilt nun:

Satz 36: Ist die Schar B meromorpher Abbildungen des Bereiches B so be-
schaffen, dass S(B) fiir keine Abbildung der Schar mit einer der 6 Ebenen E,, ..., E,
gemeinsame Punkte hat, so ist diese Schar normal in B.

Beweis: Wegen § 16, a) kann man annehmen, diese 6 Ebenen seien w = o,
w=1, {=o0, {=1, w={, und Fw. Ist jede Abbildung S der Schar durch 2
meromorphe Funktionen [ und g gegeben, und ist & ihr Quotient gemiss (16),
so nehmen die 3 Funktionen f, g, und & nach Voraussetzung keinen der 3
Werte 0, 1, oo im Bereich an.

Somit sind die durch die Schar X erzeugten 3 Funktionsscharen Xf, I,, =,
nach § 11, Folgerung aus Satz 18, normal in 8B, man kann also aus jeder Folge
A; <X eine Teifolge A:8; auswihlen, so dass die 3 zugeordneten Funktions-
folgen fj, gj, by in B regulir sind. Es kann somit fiir diese Folge A keiner der

! MoNTEL, 8. 125.

* Es ist hingegen nicht méglich, ein entsprechendes Kriterium fiir eine Abbildungsschar mit
Ausnahmepunkten aufzustellen. (Man kann nirgends normale Scharen meromorpher Abbildungen
abgeben, deren Bildbereiche eine volle Umgebung eines festen Punktes vermeiden, z. B. die als
Schar betrachtete, irreduzible Folge

. z
w=0¢Jw), ==
j g ;
in der Einheitshyperkugel). Diese Unméglichkeit hingt wohl damit zusammen, dass eine der Modul-

funktion nachgebildete ,,Modulabbildung®, wie sie auch konstruiert sein moge, keine isolierte Ver-
zweigungs-Stellen haben kann.
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Fille D, E, G, H (§ 17) in einem Punkt von B eintreten, d.h. A ist in ganz
B regulir, wzbw.

Aus Satz 36 folgt der von F. Bureau' formulierte Landau'sche Satz fiir
analytische Abbildungen. F. Bureau hat diesen Satz mit Hilfe der Picard'schen
Modulfunktion fiir mehrere Variabeln bewiesen. Zuniichst jedoch eine Folgerung
aus Satz 26:

c) Ist X eine in B normale Schar analytischer Abbildungen, so dass das
Bild eines festen Punktes 4 €3 vermoge jeder Abbildung S der Schar innerhalb
der festen Hyperkugel K liegt, so kann man zu jedem abgeschlossenen Teilgebiet
B* von B eine positive Zaht R(B*} angeben, so dass der Bildbereich S(B*} fiir
jede Abbildung § der Schar eine Teilmenge der Hyperkugetl |u|* + |2}* << R? ist.

Andernfalls gibe es nitmlich in B* eine konvergente Punktfolge P, P,, ... > P,
und eine in B regulire Folge von Abbildungen S; der Schar X, so dass
lim S;(P;}= S,(P,} ein co ferner Punkt wire. Damit wiire aber nach Satz 26
asch A(B) ein Teil der oo fernen Ebene, entgegen der Voraussetzung, dass
S;(4) eine feste Kugel nicht verlassen darf.

Satz von Bureau:

Sei S eine analytische Abbildung des Dizylinders &:|w| <7, |2| <. Der
Bildpunkt des Koordinatennullpunktes, sowie die Funktionaldeterminante an dieser

Stelle seien vorgeschrieben:
S(o, 0)=(a, b}, 4(0,0)=D.
Ferner habe der Bildbereich S(J) keine gemeinsamen Punkte mit den 6
analytischen Ebenen:
w=0 w=1,{=0,{=1 w={ und Es. (20)
Dann gilt:

Das Volumen des Dizylinders & liegt unterhalb einer Schranke M’
die nur von a, b, D abhingt.

Beweis: Wir ordnen der Schar X aller Abbildungen S, welche die obigen
Voraussetzungen erfiillen, gemiiss

S (w, 2) = S(rw, o2)

! Vgl. Literaturverzeichnis.
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eine neune Schar X’ von analytischen Abbildungen S des Einheitsdizylinders 9’
zu. Die Funktionaldeterminanten entsprechender Abbildungen S und S’ hingen
gemiiss 4 =7 ¢4 zusammen.

Die Schar X’ ist unter den gemachten Voraussetzungen nach Satz 36 normal
in %', und der Bildpunkt eines festen Punktes (0, o) ist sogar fiir alle Abbildungen
der Schar derselbe, nimlich (a, 4), also kann man ¢} anwenden:

B* bedeute den Dizylinder: |w|<}, |z| <}, dann ist & (B*) fiir alle &
aus X' eine Teilmenge der Hyperkugel |w!®+ |z[* < M?® (M hingt nur von
a, b, D ab).

Ist die Abbildung S durch die Funktionen f(w,z) und g(w, 2) erzeugt,
so ist in B*:|f|< M, |g|< M, also nach der Cauchy'schen Integralformel:
|fu(0, 0)| < 2 M, ebenso fiir f:, gu, g:.

. . , 9 8 M*® 8 M*

Somit gilt: [ 4 (0, 0)| < 8 M?, oder |D|=|4(0, 0)] < e also 79 < [

o o 2 1'4
oder Volumen von &:7%1%¢* < _6_4_1'_1:1)_']!_, wzbw.

Scharen mit beschrinktem Flichenvergriésserungsverhiltnis.

Ein analytisches Flichenstick V wird durch eine analytische Abbildung §
wieder auf ein analytisches Flichenstiick V7', eventuell auf einen Punkt, abge-
bildet. Die Flicheninhalte der beiden stehen in einem gewissen Verhiiltnis:

FI
X ( V, S) = F’
genannt Flichenvergrisserungsverhiiltnis von ¥ durch die Abbildung S. B sei

nun ein endlicher Bereich, dann gilt:

Satz 37: Wenn das Fldchenvergrosserungsverhdltnis » fiir alle noch ganz n
B liegenden analytischen Flichenstiicke und fiir alle Ablildungen der Schar % eine

obere Grenze x, besitel, so ist die Schar X normal in B.

Beweis: Ich beschrinke mich auf die Betrachtung aller ebenen Flichen-
stiicke. Sei FE eine beliebige analytische Ebene mit der Parameterdarstellung:
w=w, + at, z=12z, + bt, wobei |a|* + |b]*=1 sei.

Durch Einsetzen von w und #z in die die Abbildung S bestimmenden Funk-
tionen f(w, z) und g(w, £) erhiilt man das Bild S(E) von E, und zwar in Para-

meterdarstellung: o = w (#), { = (#).
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Der Flicheninhalt F’ des Bildes eines Bereiches B der Ebene I5 ist dann
2
’ ? 14 - d
F e e [fle] |
B

* di
(oder wegen |a|* +|0|*=1 auch der Ebene E) bedeutet. Offenbar kann das

Flichenvergrosserungsverhiiltnis nur dann durchwegs = x, sein, wenn iiberall

do
dt

2
}d Fy, wobei d Iy das Flichenelement der t-Ebene

dol

dolt , [dt
dt {1t

C Al U LT BFOAE + 101 =

ist. Das ist aber nur dann fiir eine beliebige Ebene IY moglich, wenn im ganzen
Bereich B gilt:

9

T =, lfJ’ + ]!/:Izs”‘o-

[l + 190

Daraus folgt mindestens einmal |f,| < V"_A;, ebenso fiir ¢,, /-, ¢, und dar-

aus wieder:
|/(P) = /(@1 =V, llwr — we| + ep — 21 = V2n,- PQ,

wobei P den euklidischen Abstand von P und ¢ bedeutet. Entsprechendes
folgt fiir ¢g(P) —g(@Q). Wie man also sieht, ist die Schar % im Bereich B von
beschriinktem Abstandsvergrisserungsverhiltnis (dieses ist hochstens 2%), und
damit nach a) in jedem abgeschlossenen, beschrinkten Teilgebiet von B normal.
Durch einen Diagonalprozess findet man wie im Beweis von Satz 12, dass X in

ganz B normal ist, wzbw.

§ 22. Quasinormale Scharen meromorpher Abbildungen.

Den Begriff der quasinormalen Abbildungsschar entnehmen wir dem ent-
sprechenden Begriff bei Funktionsscharen, es soll also hier wintlich Def. 12 samt
Zusatz gelten. Um das Auftreten der isolierten irreguliiren Punkte kimmern wir
uns dabei nicht.

Seien jetzt F, ..., IY; wieder 6 analytische Ebenen des Bildraums, die ein
vollstindiges Viereck bilden. X sei eine Schar meromorpher Abbildungen des
Bereiches B, und V,, ..., V, seien die Urbildflichen der 6 erwiihnten Ebenen
in Bezug auf eine Abbildung § aus dieser Schar.

-Satz 38: Wenn die Bldtterzahl' der 6 analytischen Flichen Vi (k=1, ..., 6)
tm  Bereich B fiir jede Abbildung der Schar X hichstens je n betrdgt, so ist diese

! Mit Vielfachheit gezdhlt, diese ist bei Bestimmung der Blitterzahl nach Def. 4 gemiiss
Fussnote 2, S. 312 zn beriicksichtigen.
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Schar quasinormal im Bereich B, und zwar von endlicher Ordnung. (Die Ordnung

ist hochstens n.)

Beweis: Man kann nach Satz 2 aus jeder Folge A, der Schar I eine weitere
Teilfolge A,:8; auswithlen, so dass die zugehorigen Urbildflichen 7V, (der Ebe-
nen L}) gegen 6 analytische Flichen V3, konvergieren, die in B ebenfalls maxi-
mal je n-blittrig sind.

Ausserhalb der Flichen Vi, ist die Folge /, nach Satz 36 eine normale
Schar, sie besitzt also eine weitere Teilfolge A, die sich in B, die 6 Flichen
Vio ausgenommen, regulir verhdlt. A ist also quasiregulir in B, und die Irre-
gularititsfiiche ist eine Teilmenge der Vereinigungsmenge der V.

Da aber der Bildbereich der Grenzabbildung nicht gleichzeitig Teilmenge
aller 6 Ebenen E| sein kann, ist eine dieser Ebenen, z. B. F,, keine Ausnahme-
ebene im Sinne von Satz 32, V, ist also nach Satz 32 eine Teilmenge von Vi,

d.h. V, ist ebenfalls maximal »-blittrig, wzbw.

Aus Satz 32 folgt ferner eine zu § 7, a) analoge Tatsache:

Seien F,, F,, E; 3 analytische Ebenen des Bildraumes, die nicht -durch einen
Punkt laufen sollen, X sei eine im Bereich B quasinormale Schar meromorpher
Abbildungen. Dann gilt:

Satz 39: Hat der Bildbereich S(B) fiir keine Abbildung S€ZX gemeinsame
Punkte mit einer der 3 Ebenen E|, E,, E,, so ist die Schar B normal in B.

o]

Beweis: Ist A eine irreduzible Teilfolge von X, und P ein irregulirer Punkt
von A, so ist P offenbar nicht Hiufungspunkt der Flichenfolgen S;*(Ej)!
(k=1,2,3). Das ist aber unméglich, weil nicht alle 3 Ebenen zugleich Aus-
nahmeebenen im Sinne von Satz 32 sein kénnen, d. h. P ist gar kein irregulédrer

Punkt, jede irreduzible Folge aus £ ist also regulir in B, wzbw.

Auch hier wiirde es geniigen, wenn man statt S(3B) nur die Bilder des Randes
von B betrachten wiirde, weil S;!(E:) als Nullstellenfliiche einer meromorphen
Funktion den Rand von B schneiden miisste, wenn diese Funktion in 8 iiber-
haupt Nullstellen hat.

! Vgl. Fussnote 1, 8. 311,
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Eine quasinormale Schar analytischer Abbildungen ist nach Satz 30 immer
dann normal, wenn das Bild eines festen, nichtanalytischen Flichenstiicks vermoge
jeder Abbildung der Schar Teilmenge eines festen endlichen Bereiches ist, z B.
also:

a) Eine quasinormale Schar analytischer Abbildungen ist normal, wenn die
Abbildungsfunktionen f und ¢ aller Abbildungen der Schar auf einem 2-dimen-
sionalen Stiick der absoluten Ebene beschriinkt sind.

Unter der gleichen Voraussetzung kann man bei einer Schar meromorpher
Abbildungen nur schliessen, dass fiir keine Teilfolge der Schar der Bildbereich
A(B') ein Teil der co fernen Ebene sei.

§ 23. Totale Ordnung einer Abbildungsschar.

Mit den Belegungszahlen nz der Zweige von V, bilden wir genau wie bei
Satz 4 die Zahl ng, und wenden dann Def. 13 samt Zusatz auch auf Abbildungs-
scharen an. Damit ist die totale Ordnung einer solchen Schar definiert.

Sei X eine in B quasinormale Schar meromorpher Abbildungen. E,, FE,, E,
seien 3 feste, nicht durch einen Punkt laufende analytische Ebenen des Bild-
raums, V,, V,, V, ihre Urbilder in Bezug auf eine Abbildung § der Schar X.
Dann gilt:

Satz 40: Sind die Bldtterzahlen der Flichen Vi, V,, V, fiir alle Abbildungen
der Schar X beschrankt (= n), so ist X von total endlicher Ordnung (< =) ¢m Be-
reich B.

Beweis: A sei eine irreduzible Teilfolge von A, bestehend aus den Abbil-
dungen §;. Die Grenzabbildung von A kann nach Satz 33 jedenfalls in ganz 8

meromorph fortgesetzt werden.

Da nicht alle 3 Ebenen E|, FE,, ¥, Ausnahmeebenen im Sinne von Satz 32
sein konnen, konvergiert nach § 20, a) z. B. die Folge der Urbildflichen S].‘I(El)
in B gegen eine singularititenfreie analytische Fliche Vg, welche aus ¥, und
S;1(E,) besteht. Man kann sogar annehmen, die Flichenfolge S; 1 (F,) sei im
Sinne von Def. ¢ reduziert.

Sind #7z die Belegungszahlen der Zweige von V, in Bezug auf die reduzierte
Fldchenfolge Sj‘l(El), so folgt nach unseren Voraussetzungen aus Satz 4 (Vgl.

auch Fussnote 2, 8. 268), dass ng = X mzny < n ist fiir jedes zuliissige Gebiet G.
22 — 642136 Acta mathematica. 83
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Man kann nun, weil S (B) keine Teilmenge von E, ist, analog wie bei
§ 12, b) schliessen, dass fiir jeden Zweig Z von ¥V, die Belegungszahl nz in Be-
zug auf die Abbildungsfolge A hochstens gleich der Belegungszahl #’; in Bezug
auf die Flichenfolge Sj‘l(E,) ist. Bs ist dann also immer ng = Z mznz = n, also

auch die totale Ordnung 7, der Folge A hochstens = »n, wzbw,

Folgerung:
a) Die totale Ordnung der in Satz 38 als quasinormal befundenen Schar X
ist hochstens », und die Grenzabbildung jeder irreduziblen Teilfolge dieser Schar

kann in ganz B meromorph fortgesetzt werden.

Man kann auch bei Abbildungsscharen Bedingungen angeben, unter denen
die oo ferne Ebene fiir keine irreduzible Teilfolge der Schar Bildbereich der
Grenzabbildung sein kann:

Satz 41: Se: X eine aus meromorphen Abbildungen bhestehende quasinormale
Schar von total endlicher Ordnung s im Bereich B.

Diese Schar erceugt zwei Funktionsscharen Zy und Z,, fiir jede derselben sei
entweder die Bedingung Cs oder Ds' erfiillt.

Dann hat keine irreduzible Teilfolge der Schar einen Teil der oo fernen Ebene
als Bildbererch der Grenzabbildung.

Zusatz: Besteht die Schar X aus analytischen Abbildungen, so ist sie unter
den obigen Voraussetzungen normal.

Beweis: Wir nehmen einmal an, fiir die irreduzible Teilfolge A der Schar
X sei der Bildbereich der Grenzabbildung S, ein Teil der oo fernen Ebene. Wir
nehmen aber ferner an, dass weder der Bildbereich der Grenzabbildung, noch
das Bild eines Zweiges von V, vermoge der Grenzabbildung einer der oo fernen
Punkte der beiden Koordinatenebenen des Bildraums sei. Dies kann man né-
tigenfalls durch eine unitire affine Abbildung des Bildraums erreichen.?

Unter den gemachten Annahmen (Bildbereich auf F.) sind die beiden Funk-
tionsfolgen f; und g; nach Satz 31, Zusatz, quasiregulir, und mindestens eine
derselben, z. B. f;, hat die Grenzfunktion f, = co.

! Vgl. Satz 10, 8. 279. Es sollen fiir beide Funktionsscharen Ef und 20 dieselben Bedingungen
erfiillt sein, d.h. entweder immer C, oder immer D,.

2 Da dabei die Funktionen f] und g; nur linear kombiniert werden, bleiben die Bedingungen
C, und D erfiillt,
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Die Ebenen w=o0 und w=1 sind fir keinen Zweig von ¥V, Ausnahme-
ebenen im Sinne von Satz 34, somit sind alle Belegungszahlen in Bezug auf die
Folgen f;=o0, f; =1, und die Abbildungsfolge A dieselben. Wegen f, = oo haben
die Flichenfolgen f;j= o und fj=1 keine Haufungspunkte ausserhalb V.

Somit ist die gemiss Satz 4 gebildete Summe ng = Zmznz, ob man sie fir
die Flichenfolgen fj= o0 oder fj= 1, oder fiir die Abbildungsfolge A bildet, stets
dieselbe. Tiir die Abbildungsfolge ist sie aber nach Voraussetzung entweder hioch-
stens s, oder dann trifft dies fiir eine Teilfolge von A zu. Dasselbe trifft dann
auch fir die Flichenfolgen f;==0 und fj=1 zu.

Das bedeutet aber nach Satz 4, dass die Zahl der auf G liegenden o und
1-Stellen der Funktionen f; eine obere Hiufungsgrenze (= s) hat. Nach § 12, d)
ist also die als Schar betrachtete Funktionsfolge f in B von total endlicher
Ordnung (=< s).

Damit haben wir, weil ja die Bedingungen C; oder D, erfillt sein sollen,

einen Widerspruch zu Satz 22 herbeigefiihrt, wzbw.

Da mit den Voraussetzungen von Satz 38 eine quasinormale Schar auch von
total endlicher Ordnung (= s) ist, kann man Aussagen machen, die dem Satz
von Schottky nachgebildet sind:

Satz 42: Ser 8 eine analytische Abbildung des Bereiches B mit folgenden
Ligenschaften :

1) Die Entwicklungskoeffizienten der die Abbildung S bestimmenden Funktionen
flw, 2) und g(w, 2) seien an einer Stelle P€B bis und mit der Ordnung s gegeben.

2) Die Urbilder V,, Vs, ..., V, der 6 Bildraumebenen (20) sollen in B maxi-
mal je s-blittrig sein.

Dann kann man z2u jedem abgeschlossenen Teilgebiet B* von B eine nur von
s, P, B* und den gegebenen Entwicklungskoeffizienten abhingige positive Zahl R
angeben, so dass S(B*) in der Hyperkugel |w|* + |{|* < R? enthalten <st.

Dies folgt unmittelbar daraus, dass die Gesamtheit aller Abbildungen mit
den vorgeschriebenen Kigenschaften gemiiss Satz 41, Zusatz eine normale Schar
analytischer Abbildungen ist, man kann also § 21, ¢) anwenden.

Fir meromorphe Funktionen kann der Satz von Schottky etwa durch fol-
genden Sachverhalt beschrieben werden:

22% — 642136 Acta mathematica. 83
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Satz 43: Ses X eine quasinormale Schar meromorpher Abbildungen des Be-
reiches B, die keine Teilfolge enthdlt, fiir die der Bildbereich der Grenzabbildung
ein Teil der oo fermen Ebene ist.

Dann gibt es zu jeder positiven Zahl R etn & > o mdt folgender Eigenschaft:

Ist S eine feste Abbildung aus Z, und B der Bereich, der aus B durch Weg-
nahme aller Punkte entsteht, die von der Fliche S—'(Ex), und vom Rand von B
hichstens den Abstand & haben, so ist S(Bs) in der Hyperkugel |o|* + |{|]? < R®
enthalten.

Beweis: Andernfalls giibe es eine Panktfolge P; - P, € B, und eine Abbildungs-
folge S; aus X, so dass S;(Pj) gegen einen oo fernen Punkt X konvergiert.

S; hat eine quasiregulire Teilfolge A, entweder liegt nun P, auf ¥V, oder
auf S;!(E.), sonst konnte lim S§;(P;) kein oo ferner Punkt sein (Vgl. Def. 15).

Nach Satz 32 ist P, im ersten Fall Hiufungspunkt der Flachenfolge ,S'j—1 (Ew),
im zweiten Fall trifft dies ohnehin zu. Beides widerspricht aber der Voraus-
setzung, fiir hinreichend grosses j wire dann P; beliebig nahe bei der Fliche
S'j‘1 (Fw), wzbw.

Anwendung auf rationale Abbildungen.

Wenn man unter einer rationalen Abbildung vom Grade » eine solche ver-
steht, die durch

R(w,z)’ CZR(w,z)

gegeben ist, wobei P, ¢, B Polynome von héochstens #-tem Grade sind, so gilt
nach Satz 38 und Satz 40, sowie Satz 33':

b) Die Schar aller rationalen Abbildungen, deren Grad » nicht iibersteigt,
ist im abgeschlossenen R* quasinormal von total endlicher Ordnung #, und fiir
jede irreduzible Teilfolge dieser Schar ist die Grenzabbildung wieder rational.

Dass die Grenzabbildung wieder rational ist, folgt aus dem Satz von Hur-
witz-Weierstrass.®

In b) ist das schon von P. Myrberg gefundene Resultat enthalten, dass die
Schar aller projektiven Abbildungen quasinormal ist, und zwar von total end-
licher Ordnung 1.

! Man vergleiche aber Fussnote 4, 8. 288, denn die erwihnten Siitze wurden nur fiir endliche
Bereiche bewiesen.

* BEENKE-THULLENX, Satz 28, 8. 62.
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