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Einleitung. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Tell der klassischen Ergebnisse von P. 

Montel fiber normale und quasinormale Scharen auf Funktionen mehrerer Vari- 

abeln (kiinftig: Fkt. m. Var.) iibertragen. 

Dabei kniipfe ich an die Arbeiten yon G. Julia und W. Saxer an, welche 

bereits normale Scharen analytischer, bzw. meromorpher Fkt. m. Var. zum Gegen- 

stand hatten. Die Ergebnisse dieser beiden Arbeiten sind zum Tell in w I dar- 

gestellt. 

Da bekanntlich die irregul~iren Punkte ether Folge analytischer Fkt. m. Var. 

nicht isoliert uuftreten kSnnen 1, kann die klassische Definition der quasinormalen 

Scharen nicht  ohne weiteres auf Fkt. m. Var. iibertragen werden. 

Man muss viehnehr eine Schar unalytischer oder meromorpher Fkt. m. 

u dann quasinormal nennen, wenn mall aus jeder Teilfolge der Schar eine 

weitere Teilfolge ausw~dhlen kann, deren irregul~re Punkte hSchstens analy- 

tische Fliichen bilden. 

Eine weitere Schwierigkeit entsteht in dieser Arbeit natiirlich arts der Un- 

m5glichkeit, die a-Stellen ether Funktion oder die irregul~ren Punkte einer Funk- 

tionsfolge zu zi~hlen. 

Diese Schwierigkeit wird nun dadurch behoben, dass man jeder in einem 

gewissen Bereich ~ singularit~tenfreien analytischen Fl~iche (Vgl. Def. I )e ine  

1 Vgl. JULIA, Abschnitt  16. 
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natfirliche Zahl ~, die sogenannte Bliitterzahl (Vgl. Def. 4, Zusatz)zuordnet. Es 

gilt dann : 

Satz 2: Eine Schar analytischer FlSchen, deren BlStterzahl, o de r deren l~75ehen- 

i~halt im Bereieh ~ durehwegs unterhalb ei~er gewissen (;renze ~, bzw. IF bleibt, 

ist normal in ~, d.h. man kann aus jeder Teilfolge die,s, er Sehar eine weitere Teil- 

folge auswiihlen; die .i~ ~ gegen ei~e si~gularitiite~freie anal!/tisehe FhTehe kon- 

vergiert. 

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich nun fast alle Montel'sehen Ergebnisse 

auf Fkt. m. Var. fibertragen, z. B.: 

Satz 9: Eine Sehar analytiseher Fkt. m. Vat., wobei die B15tte~'zahle~ der 

Null- und yEinsstelle~flSehe~ fi ir  alle Funktione~ der Sehar be,~'chrYnkt si~d, ist im 

beb'aehteten Bereieh quasinormal yon e~ullieher Ordmmg. 

Entspreehendes gilt natfirlieh, mit 3 Quasiausnahmewerten e, b, c, auch ffir 

meromorphe Funktionen (Satz I8). 

Man kann die Betraehtungen fiber die Konvergenz einer Folge analytischer 

F1/ichen durch Einffihrung der Belegu~gszahl (Satz 3 und Def. 8)noch verfeinern, 

es ge[ingt auf diese Weise, den Begriff der totalen Ordnung einer quasinormalen 

Schar auf Fkt. m. Var. zu iibertragen (w 8 ffir analytische, und w I2 fiir mero- 

morphe Funktionen). Es gelten dann die bekannten Bedingungen, unter denen 

eine quasinormale Schar total endlicher Ordnung normal ist, (Satz IO), und die 

schliesslich zu den S~tzen yon Schottky und Landau ffihren (Saiz I I und I2). 

Im dritten Kapitel folgen dann die entsprechenden Siis fiir meromorphe 

Funktionen, welche in der Regel etwas komplizierter sind, als bei analytischen 

Funktionen. 

Im vierten Kapitel wende ich die erhaltenen Resultate auf ganze Funktionen 

und solche, die in jedem endlichen Bereich meromorph sind, an. Der Picard'sche 

Satz, wonach eine ganze transzendente Funktion h5chstens einen Wert ao nicht 

c~ oft annimmt, hat bei Fkt. m. Var. ein Analogon, wenn man start der Zahl 

der a-Stellen die durch Formel (I2) definierte Funkfion q~a(R)betrachtet (Satz 23 

und w I3, b). 

Die Theorie der quasinormalen Scharen erlaubt auch eine Aussage fiber 

Julia-Geraden einer ganzen Funktion, es zeigt sich (Satz 24), dass jede ~icht kon- 

stante ganze Fkt. m. Vat. Julia-Geraden besitzt. Bei meromorphen Funktionen 

liegen die Verh~,tltnisse etwas komplizierter, bei gewissen rationalen Funktionen 
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fehlen die Julia-Geraden (w I5, a). Ausserdem treten bier wie in der klassischen 

Theorie die sogenannten Ausnahmefunktionen auf, die aber nicht welter betrachtet 

werden. 

In den beiden folgenden Kapiteln komme ich noch auf Folgen und Scharen 

analytischer und meromorpher Abbildungen zu sprechen. Im Gegensatz zu den 

Arbeiten yon C. Carath6odory und H. Cartan 1, welche im wesentlichen ein- 

deutige Abbildungen zweier fester Bereiche aufeinander, sowie eines Bereiches 

auf sich selbst betrachten, habe ich fiir die Bildbereiche weder Schlichtheit noch 

Beschri~nktheit vorausgesetzt. 

Dem Konvergenzbegriff lege ich die projektive Erweiterung des Bildraums 

zugrunde und definiere dann die regulate Folge meromorpher Abbiidungen durch 

Betrachtung der Punk~folgen Sj(Pj), wobei P~. gegen Po konvergiert (Vgl. Def. 

I5 und 16). 

Es zeigen sich hier zum Tell ganz i~hnliehe Erseheinungen wie bei Funk- 

tionsfolgen (Vg]. etwa die Siitze 7 & 30, sowie I6 & 32 miteinander), insbe- 

sondere treten an die Stelle der 3 Quasiausnahmewerte a, b, c der klassisehen 

Theorie 2 die 6 Quasiausnahmeebenen in Satz 38. Entspreehend werden aus den 

3 Ausnahmewerten o, 1, oo des Landau'sehen Satzes die 6 Ausnahmeebenen (20) 

(S. 317) des Sa~zes yon F. Bureau. 

Hingegen kSnnen die irreguliiren Punkte bei einer Folge analytiseher Ab- 

biMungen isoliert auftreten, was bei einer Folge analytiseher Funktionen be- 

kanntlieh unmSglieh is~. 

Aus Sa~z 38 folgt iibrigens ein sehon yon P. Myrberg 1 gefundenes Resultat: 

Die Sehar aller projektiven Abbildungen ist im abgeschlossenen R 4 

quasi-normal yon erster Ordnung, d.h. jede Folge projektiver Abbildungen 

besitzt eine Teilfolge, die, mit Ausnahme hSchstens einer analytischen Ebene, 

iiberall gleichmiissig konvergiert. 

Ieh mSchte an dieser S~elle darauf hlnweisen, dass ich einen Tell der Er- 

gebnisse bereits in zwei C-/~-Noten publiziert habe. 3 

Konventionen. 

Wo im folgenden yon Bereicheu die Rede is~, soll es sich immer um offene, 

beschr~Lnkte und schlichte Bereiche handeln. 

1 Vgl. Literaturverzeichnis.  
MO.~T:EL, S. 149--151. 

8 Comptes rendus, Band 224, S. I8o4, und Band 225, S. 33. 
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Die meis~en Siitze lassen sich zwar vermSge des Diagonalver fahrens  auch 

fiir allgemeinere Bereiche beweisen, wenn sie nur  yon innen dutch  eine Folge 

beschriinkter, schlichter Bereiche approximier t  werden kSnnen )  

Die in dieser Arbei t  behandel ten Probleme bringen es mit  sich, dass man 

den Begriff der analytischen Fldche zweckmiissig etwas welter fasst:  

Def. 1: Unter  einer im Bereich ~ s ingular i tStenfreien nnalytischen Fliiche 

verstehe ich die Gesumthei t  aller in ~ l iegenden Punkte ,  die l~ullstellen 2 einer 

geeigneten, in ~ meromorphen  Funk t ion  sind. 

D~mit  br~uch~ also eine derar t  definierte analyt ische Fl~che keine zusammen- 

h/ingende P u n k t m e n g e  zu sein, sie kann  ausserdem in ~ Doppel- und Verzwei- 

gungspunkte  (sog. ulgebraische Singularit~ten) besitzen. Hingegen  sind natiirl ich 

wesentliche Randpunk te  in ~ n icht  zuliissig, und eventuelle hebbare Singulari- 

t~ten miissen durch geeignete Ergi inzung eliminiert  worden sein. 

Def. I umfusst  den Begriff des erg~nzten analyt ischen Fl~chenstiicks im 

iiblichen Sinn; aber auch die Vere in igungsmenge yon endlich vielen solchen werde 

ich gem~ss Def. i kurz als analytische Fliichen bezeichnen. 

Schliesslich wird in dieser Arbeit, um Verwechslungen zu vermeiden, durch- 

wegs yon singuldren Stellen einer Funktion, und yon irraguldren Stellen einer Folge 

oder Schar gesprochen. 

Die Bezeichnung regular  wird nie ffir eine Funkt ion  gebraucht ,  ebensowenig 

singuli~r fiir eine Folge oder  Schar. 

Verzeichnis der definierten Begriffe. 

Analytische Fl~iche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Def. 

Regul~re Funktionsfolge (auch merom) . . . . . . . . . . . .  >> 

Hi~ufungspunkt und Grenzpunkt einer Fo/ge analytischer Fl~ichen >~ 
a-Stellenzahl einer Funktion, Bli~tterzahl einer analytischen Fl~iche >~ 
Konverge~z einer Fl~chenfolge . . . . . . . . . . . . . . .  ,) 

Zweig einer analytischen Fl~iche . . . . . . . . . . . . . .  >> 
T~ (X), Schlauch . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . .  >~ 

Belegungszahl in Bezug auf eine Folge analytischer Fl~chen >> 
Reduzierte Fl~ichenfolge . . . . . . . . . . . . . . . . . .  >) 

Quasiregul~ire Funktionsfo]ge (auch merom) . . . . . . . . . .  >> io, 

I, Seite 252 

2, >> 253 

3, >> 255 
4, >> 256 
5, >~ 26t 
6, >> 265 
7, >> 266 

8, >> 267 

9, ~ 269 

>> 273 

1 Wie beim Beweis yon Satz I2. 
Zu den Nullstellen einer meromorphen Funktion miissen in diesem Fall auch die Unbe- 

stimmtheitsstellen gerechnet werden. 
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Irreduzible Funktionsfolge (auch merom) . . . . . . . . . .  Def. 
Belegungszahl Jn Bezug auf eine Folge analytischer Funktionen Satz 
Quasinormale Funktionsschar (auch merom ) . . . . . . . . .  Def, 
Totale Ordnung eJner Funktionsschar . . . . . . . . . . . .  >> 
Belegungszahl in Bezug auf eine Folge meromorpher Funktionen >> 
Grenzschwankungsbild . . . . . . . . . . . . . . . . . .  >> 

RegulSre Abbildungsfolge . . . . . . . . . . . . . . . . .  >> 
Quasiregul~ire Abbildungsfolge . . . . . . . . . . . . . . .  >> 

Irreduzible Abbildangsfo]ge . . . . . . .  . . . . . . . . .  >> 
Belegungszahl bei Abbildungsfolgen . . . . . . . . . . . .  Satz 
Quasinormale Abbildungsschar . . . . . . . . . . . . . .  Def. 
Totale Ordnung einer Abbildungsschar . . . . . . . . . . .  >> 

~i, Seite 274 

8, ~ 275 

i2, ~ 275 
:3, ~ 278 
i4, ~ 291 

I5, ~ 299 
16, ~ 299 

:7, ~ 3 ~ 
18,  a 309 

34, ~ 313 
I2, ~ 275 
13, ~ 278 

w : .  Die Ergebnisse yon G. Julia und W. Saxer. 

Die Einbez iehung  der  m e r o m o r p h e n  F u n k t i o n e n  in den Kreis  der Betrach-  

tungen  e r forder t  zun~chst  e inmal  eine Erwe i t e rung  des Konvergenzbegr i f fes ,  wir  

t reffen fiir analy t i sche  und m e r o m o r p h e  Funk t ionen  geme insam die folgende Fest-  

setzun g: : 

Def.  2: Eine Folge 0 yon Funk~ionen heiss t  r egu la r  im Bereich ~ ,  wenn 

fiir jedes abgeschlossene Tei lgebie t  ~* yon ~ folgendes zutrifft :  

Die du tch  die Folge 0 erzeugte  Folge yon Abbi ldungen  yon ~* auf  die Rie- 

m a n n ' s c h e  Zahlenkuge l  konverg ie r t  gleichm~issig. 

Die Grenz funk t ion  einer regulfiren Folge  ana ly t i scher  F u n k t i o n e n  ist  natiir- 

lich wieder  ana ly t i sch  in ~ ,  oder  dann  die K o n s t a n t e  c~. (Diese zs wir  

k i inf t ig  zu d e n  m e r o m o r p h e n  Funkt ionen) .  

Die Grenz funk t ion  einer regul~ren  Folge m e r o m o r p h e r  Funk t ionen  ist  wieder 

m e r o m o r p h  in ~ u n d  ha t  keine Unbes t imm~hei tss te l len ,  denn in der U m g e b u n g  

einer  solchen kSnnte  die Folge n icht  regul~ir sein. ~ 

Bekannt l ich  heiss t  nun eine Schar  ~ yon F u n k t i o n e n  no rma l  in ~ ,  wenn  

jede aus F u n k t i o n e n  der Schar  gebildete Folge  eine in ~ regul~re  Teflfolge 

besitzt.  

Es gi l t  auch bier  das klassische Kr i t e r i um:  

a) I s t  ~ eine Schar  ana ly t i scher  Funkt ionen ,  und  n i m m t  keine Funk t ion  dieser 

Schar  einen der fes ten  Wer t e  a und b in ~ an, so ist diese Schar  no rma l  in ~ .s  

Vgl. Def. I in der Arbeit yon W. SAXgR. 
Vgl. Hilfssatz (2), S. 26o/6I yon W. SAXER. 

8 Vgl. JULL% Abschnitt I5, S. 67. 
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Es genfigt natiirlich, went  keine Funktion der Schar die Werte a und b 

auf dem Rande yon ~ annimmt. 

Ffir eine Schar meromorpher Funktionen gilt dasselbe, wenn 3 Ausnahme- 

werte vorhanden sind. 

Irreguliire Punkie. 

Ein Punkt  X heisst ein irregul~rer Punkt  einer Folge (Schar), wenn diese 

in keiner 'Umgebung yon X regul~ir (normal) ist. 

1st nun eine Folge (Schar) nicht regul/ir (normal) im ]3ereich ~, so besitzt 

sie in ~ offenbar mindestens einen irregul~ren Punkt. 

Aus a) folgt nun sofort: 

b) Sei X ein irregul/s Punkt  einer Schar analytischer Funktionen, und 

U eine beliebige Umgebung yon X. 

Dann haben ~ viele Funktionen der Schar a-Stellen in U, und zwar, mit 

h5chstens einer Ausnahme a0, fiir jedes a. 

Dasselbe gilt natiirlich auch ffir meromorphe Funktionen, nur muss man 2 

Ausnahmewerte zulassen. 

Das wichtigste Ergebnis der Julia'schen Arbeit ist zweifellos die Tatsache, 

dass die Gesamtheit J a l l e r  irregulfiren Punkte einer Folge oder Schar a~aly- 

tischer Fkt. m. Var. dasselbe eigentiimliche Verhalten zeigt, welches schon die 

Menge der singul~ren Punkte einer analytischen Fkt. m. Var. auszeichnet: 

c) J ist eine perfekte Punktmenge, die nicht ganz im Innern yon ~ liegen 

kann und auch keine vom iibrigen J getrennte Teilmenge mit dieser Eigenschaft 

besitzt. 1 

Der Abstand yon einem beliebigen festen Punkt  P zu allen Punkten X E J  

kann fiir kein X E~ ein relatives Maximum erreichen. ~ 

d) Ist  eine F01ge (Schar) analytiseher Fkt. m. Var. in allen Randpunkten yon 

regul/s (normal), so ist sie auch im Innern yon ~ regul~ir (normal). 3 

e) Sei ~ der aus den beiden Bereichen B~ und B~ (R~inder c~, und c~) der 

w- und z-Ebene kombinierte Zylinderbereich. 

Eine Folge (Schar) analytischer Funl~tionen sei in folgenden Punkten regul~ir 

(normal): 

1 Vgl. JULIA, Abschnitg 24 & 32, S. 73 & 79- 
~" Vgl. JULtA, Abschnitt 29, S. 77. 

JULIA, Abschnitt 32, S. 79. 
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I) Alle P mit w e B~, z e c.~ (anal. Hyperfl~che) 

2) Alle P mit w = w 0eBb,  zeB~ (anal. Ebene). 

Dann ist die Folge (Schar) in ganz & regular (normal). ~ 

Welter  zeigte Julia, dass fiir die Punktmenge J nur die 3 fo]genden MSg- 

lichkei~en, nebst ihren Kombinationen, bestehen: 

f) J besteht aus: Analy~ischen Fl~tchenstiicken, oder analytischen Hyper- 

fl~chenstiieken, oder vierdimensionalen Gebieten mi~ pseudokonvexer Berandung. 2 

Fiir meromorphe Funktionen sind c)--f) nicht mehr giiltig, denn die irre- 

gul~ren Punkte einer Folge meromorpher Funktionen kSnnen isoliert auftreten. 

5Iach W. S~xer nennt man einen isolierten irregul~ren Punkt  einer Folge 

meromorpher Funktionen ausserwesentlich, ein solcher ist notwendig eine Un- 

bestimmtheitsstelle der Grenzfunktion. 3 

Die iibrigen irregularen Punkte  heissen wesentlich, fiir diese gilt: 

g) Die wesentlich irregul~ren Punkte einer Folge oder Schar meromorpher 

FUnktionen unterliegen denselben Gesetzen wie die irregul~iren Punkte einer 

Folge oder Schar an~lytischer Funktionen. 4 

Anwendung auf Folgen analyfischer Fliiehen. 

Sei 0 eine Folge analytischer Fl~chen Vj. 

Def. 3: Einen Punk~, dessen beliebig kleine Umgebung yon c~ vielen Fl~ichen 

der Folge geschnitten wird, nennt man einen Hd~'u~gspunkt der Folge /9. 

Wenn ~ber U~(P) [e beliebig klein] yon nur endlich vielen FIRchen der Folge 

nich~ geschnitten wird, so nennt man P einen Grenz2ounkt der Folge 8. 

Julia zeig~ ~, dass man jeder Folge analytischer Funktionen f3-(w, z) eine 

weitere Folge g~(w, z)anatytischer Funktionen mit  n~chstehenden Eigensch~ften 

zuordnen kann: 

I) Jj. und gj sind in ~ Rquivalent in Bezug auf Division. 

2) Die Menge aller irregulRren Punkte der Folge gj stimmt im Bereich 

mit der Gesamtheit aller HRufungspunkte der Fl~ichenfolge ]j(w, z ) =  o iiberein. 

x JULIA, Abschnit?~ 37, S. 82. 
JULIA, Abschnitt 40 & 44, S. 84/85 & 89/90. 

s W. SAXER, Hilfssatz (2), S. 26o/6I. 
4 W. 8AXER, Hauptsatz, S. 262, sowie w 2. 
5 Abschnitt 72, S. IIO. 
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Man erh~lt die Funktionen gj z. B., indem man die 2~ mit genfigend grossen 

Zahlen A~ multipliziert. Die Grenzfunktion der gj ist dann tffir die regul~ren 

Punkte tier Folge) die Konstante c~. 

Es ist klar, dass dasselbe auch fiir eine Folge meromorpher Funktionen J) 

gi l t :  Da auch in diesem Fall die Grenzfunktion der gj- die Konstante co sein 

muss, kann die Folge der Funktionen gj in ~ keine ausserwesentlich irreguF, iren 

Punkte besitzen. 

Iqun entspricht abet einer Folge analytiseher Fl~ichen V 3. gem~iss Def. I eine 

Folge meromorpher Funktionen, so dass aus g) folgt: 

Sei 0 eine Folge analytischer F1Kchen Vj, die im Bereich ~ singutarit:,iten- 

frei seien. Dann gilt: 

h )  Die Gesamtheit der in ~ liegenden H:,iufungspunkte der Folge 0 ist, den- 

selben Gesetzen unterworfen, wie die irregul~i.ren Punkte einer Folge analytischer 

Funktionen, 

i) Wenn in der Umgebung U(P) jedes Punktes yon ~ auf jeder 'analytischen 

Ebene w = const, maximal je ~ H5ufungspunkte der Folge 0 liegen, so ist die 

Gesamtheit aller H~ufungspunkte, soweit sie in ~ l iegt ,  eine singularit~tenfreie 

analytische Fl~che. ~ 

I. Kap. Folgen analytischer Fl'~chen. 

w 2. BHttterzahl und Fl~cheninhalt. 

Wir wollen den Begriff der I~ullstellenzahl einer Funktion SinngemSss yon 

einer auf mehrere Variabeln /ibertragen. 

Sei also f(w,  z) eine im Bereich ~ analytische oder mer0morphe Funktion. 

Diese erzeugt auf .~eder analytischen Ebene E eine analytische oder meromorphe 

Funktion fE einer Variabeln. Die a-Stellen dieser Funktion kann man z~ihlen, 

und zwar sollen sie mit Vielfachheit gez~hlt werden. 

Def. 4: Die obere Grenze der Zahl der in ~8 liegenden a-Stellen der Funk- 

tionen f ~  (ffir alle E m i t  fE ~ a) heisst a-Stellenzahl der Funktion f(w, z) im 
Bereich ~. 

Zusatz: Unter der Bl~itterzahl der Fl~che f(w, z) ~ o versteht man die Null- 

stellenzahl der Funktion f(w, z) in ~. 

JULIA, Abschnitt 73, S. I xo/II. 
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Die a-Stellenzahl eines Polynoms im ganzen Raum ist natiirlich ffir alle a 

gleich seinem Grad. 

Hingegen deckt sich die a-Stellenzahl einer Funktion in der Umgebung eines 

Punktes P der Fliiche f ~  a i m  Allgemeinen nicht mit der Ordnung 1 der a- 

Stelle P. 

Zwischen der so definierten Bl~tterzahl einer analytischen Fliiche V und dem 

Inhalt  des in ~3 liegenden Teils yon V besteht ein gewisser Zusammenhang: 

Wean man niimlich ein analytJsches Flttchene]ement d F  auf die beiden 

Koordinatenebenen (w ~ 0 und z = o) projiziert, so gilt fiir die Fl i icheninhalte  

der beiden Projektionen dFw und d F ~  die folgende, yon Wirtinger verallgemei- 

nerte Formele: 

d F =  + dF . 

Diese Formel kann fiber den in ~ liegenden Tell von V integriert werden, 

und liefert so die folgende Behauptung: 

a) Der Fl~tcheninhalt einer im beschrSnkten, schlichten Bereich ~ liegenden, 

maximal n-blSttrigen analytischen Fl~che ist beschr~inkt, es gilt n~tm]ich, wenn 

Bw und Bz die Fliicheninhalte der beiden Projek~ionen yon ~ auf die Koordi- 

natenebenen sind : 

F _< + 

Diese Formel ist natiirlich nicht umkehrbar, aber es gilt: 

b) Wenn die analytische Fliiche V im Innern yon ~ wesentliche Rand- 

punkte hat, die wieder auf einer analytisehen Fliiche S liegen, so ist der Fliichen- 

inhalt des in ~ liegenden Teils yon V unendlich. 

Beweis: Es gibt unter den gemachteu Voraussetzungen mindestens eine ana- 

lytische Ebene E, welche mit S einen in ~ liegenden isolierten Punkt  X gemein- 

sam hat. Man kann ohne Einschriinkung der Allgemeinheit annehmen, E sei die 

Ebene z = o, und X sei der Koordinatennullpunkt. 

Man kann dann eine Zahl r >  o angeben, so dass der in E liegende Kreis 

[ w l =  r die Fl~tche V nicht trifft. Ausserdem existiert eine weitere Zahl Q > o, 

so dass auf der Mantelhyperfl~tche 

~fw:l,~t = , ' ,  I z l -<q  (3) 

1 BEtINKE-TI=IULLEN, Kap. V, w 2, Seite 6o. 
Vgl. WxR'rINGER, Seite 35I, Satz II, dieser enthiilt die obige Formel als Spezialfall. 

1 8 -  642136 Acta mathematica. 83 
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des Dizylinders ~ :!w I < r, [ z[ < Q keine Punkte yon V liegen. Dies hat natiir- 

lieh zur Folge, dass auf jeder der Ebenen z = eonst, gleiehviele in ~ enthaltene 

Schnittpunkte mit V liegen. 

Diese Anzahl kann aber nieht endlich sein, sonst wi/re X kein wesen~lieher 

Randpunkt  yon V, sondern V witre die Nullstellenfliiche eines gewissen Pseudo- 

polynoms fiber der Unbestimmten w. 

Jede der Ebenen z = eonst. ( I z l <  Q) hat somit oo viele Sehnittpunkte mit 

V, die in ~ liegen, die Projektion von V auf die Ebene w ~-o  hat also allein 

sehon unendiiehen Fiiteheninhalg, wzbw. 

Wenn hingegen die wesentlichen Randpunkte auf einer analytischen Hyper- 

ttiiche liegen, so kann der Fliicheninhal~ yon V sehr wohl endlich bleiben, wie 

die NullstelIenfliiche der Funktion 2 1 ~! --  w zeig~. Diese Fl~che ka.nn bekannt- 

lich nicht fiber den Hyperzylinder [ z [ =  I hinaus fortgesetzt werden, die auf 

diesem Hyperzylinder liegenden Punkte  der Fliiche sind wesentiiche Randpunkte 

derselben. 

Trotzdem ist in diesem Fall der gesamte Inhalt  I dieser Nullstellenfliiche end- 

lich, ni/mlieh ez ,  wie die folgende Formel zeigt: 

= J [I I s + I 121. (4) 
1 

Dabei bedeutet F den Inhalt  eines Fliichenstiieks, das vermSge der beiden 

analytisehen Funktionen w = 2 aj tJ, z = 2 bj t J als konformes Bila des Kreises 
0 0 

I t [ - -  < r dargestellt werden kann. 

Die Formel (4) folgt direkt aus (I) und einer Formel yon Bieberbach. ~ 

Es soll jetz~ noch eine weitere metrische Eigenschaft der analytischen Fliichen 

gezeigt werden, welche den nicht-analytischen Fli~chen fehlt, und welche ffir das 

folgende yon besonderer Wichtigkeit  ist. Es gilt hi,milch: 

Satz 1: Die a~alytische Fld'che V sei in ei~er Hyperkugel yore Radius B 

si~gularitiite@'ei und laufe dutch den Mittelpu~kt derselbe~. 

2 Soweit  die Fl~che iiberhaupt definiert ist. 
u  die zitierte Arbeit, S. 99. 
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Damon gilt f i ir  den _Fliiche~i~halt T' des in dieser Hyperkugel liege~den Teils 
?~'o)?, ~T.. 

F > _ _ .  ~'-'. (s) 

Das Gleichheitszeichen steht nut  dan~, wenn V eine ana!ytische Ebene ist. 

Beweis: Ieh betrachte die Schnittkurve e der Hyperkugelfli~che K mit der 

analytischen Fl~iche V und zeige, dass diese Schnit tkurve mindestens die L~nge 

2~/~ haben muss. Daraus folgt dann die Formel (5) durch Integration yon o 

bis /?. 

1Vlau kann offenb,~r ohne Einsehr~nkung der Allgemeinheit annehmen, dass 

V innerhalb K zusammeah~ingend sei. Die Kurve e braucht dagegen nieht zu- 

sammenh~tng'end zu sein, ihre Teilstiieke sind aber in jedem Fall gesehlossen. 

A) Wenn irgend eine Hyperebene H die Kurve c nicht schneider, so hat das 

Schnittgebilde H X V keine Punkte innerhalb K. 

Dies ist offensichtlich, denn der Kontinuitatssatz, angewendet auf die in H 

enthaltenen, parallelen analytischen Ebenen /g (t), und die Fl~iche V, erlaubt nicht, 

dass das Schnittgebilde V X H eine ganz im Innern yon K liegende, isolierte 

Teihnenge hat. 

B) c wird vou jeder durch den Hyperkugelmittelpunkt laufenden Hyper- 

ebene gesehnitten, wie aus A) und der Voraussetzung unmittelbar folgt. 

C) Man kann keine Hyperebene H legen, welche, ohne die Kurve c zu 

schneiden, diese in ~ Teile zerlegt. Dies folgt ebenfalls aus A) und der An- 

nabme, dass V innerhalb K zusammenh~inge. 

D) Wenn nun die Linge einer geschlossenen Kurve 7 auf der Hyperkugel- 

fl:dche K kleiner als 2.zR]~ ( o < ~  ~< I) ist, so kann man 7 mi~ einer auf K 

liegenden 2-dimensionalen Kugelfl~iche, deren geod~tischer Durchmesser kleiner 

als z R Z  ist, vSllig umschliessen. ''~ 

E) Besteht c aus einem Stiick, dessert L~inge kleiner als ezcR ist, so folgt 

aus D) mit 1 = ~ s'ofort ein Widerspruch zu ]3). 

F) Besteht aber c aus niehreren S~iicken c~, . . . ,  c~, deren Gesamtli~nge kleiner 

als z7~R ist, so kann man jedes Stiick gemiiss D ) m i t  einer auf K liegenden 

Kugelfl~tche x~ einschliessen. Die Summe der geodatischen Durchmesser dieser 

Kugeln ist natiirlich kleiner als z R .  

1 Das U m s c h l i e s s e n  f indet  na t i i r l i ch  n u r  au f  der 3 -d imens iona len  Hyperkugelf l~iche H s ta t t .  

Vgl.  B. SEGRE (Li tera turverze ichnis ) .  
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Von diesen Kugelfi~chen x~ darf keine von jeder undern getrennt liegen, 

sonst kSnnte man durch Legen einer Hyperebene H durch diese KugelflSche einen 

Widersprueh mit C) herbeifiihren. 

u  bilden immer eine gewisse Anzahl der Kugeln zi je eine zusammen- 

h~tngende Kette. Jede dieser Ketten kann man wieder in eine Kugelfliiche ein- 

schliessen. 1 Die Summe der geod~tischen Durchmesser dieser neuen Kugeln ist 

wieder kleiner als ~cR, und es d~rf wieder keine yon allen andern getrennt  liegen, 

sondern ste miissen neue Ket ten bi]den, etc. 

Auf diese Weise erh~tlt m~n schliesslich eine einzige Kugelfliiche, die c vSllig 

umschliesst L, und deren geod~ttischer Durchmesser kleiner als ~ R  ist. Dami~ 

haben wir denselben Widerspruch, wie unter  E), c hat also in alien Fi~llen minde- 

stens die LSnge 2z/~.  

G) Wenn in (5) das Gleichheitszeichen stehen soll, so muss nach dem Bis- 

herigen die L~tnge der Schnittkurve Cr Yon V mit der zu K konzentrischen Hyper- 

kugelfl~iche K:, vom Radius r offenbar 2 z r  sein, und zwar fiir fast alle r--< R. 

Insbesondere gibt es beliebig kleine r mit dieser Eigenschaft, niimlich so 

kleine r, dass V innerhulb K~ hSchstens den Mittelpunkt M als Doppel- oder 

Verzweigungspunkt hut. 

Man kann K in der Umgebung yon M als Nulls~ellenfl~/che eines Produkts 

irreduzibler Pak~oren darstellen, und die Nullstellenfliiche jedes Faktors innerh~lb 

Ks, wenn nur r hinreichend klein ist, uniformisieren ~ (M sei Koordinatennull- 

punkt): 

w=~ajtJ z=~b~tJ. 
1 1 

Der Parameter  t kann so gewiihlt werden, dass der innerhalb K~ liegende 

Teil der so uniformisierten Fi~Lche gerade dem Einheitskreis der t-Ebene ent- 

sprieht. Damit folgt aus (4): 
o o  

1 

andrerseits aus dem Gutzmer'schen Koeffizientensatz: 

2z 

2 ' f  .. { I . J l ' +  Ibjl+t--  {1++ + = 
o 

Das Umschl iessen finder nati ir l ich nu r  auf der 3-dimensionalen Hyperkugelfl~iche ah r stat t .  

VgL OSGOOD, 2. Kap. w 2I :  Parameterdars te l lung  im Kleinen. 
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Durch Vergleich der beiden letzten Formeln erkennt man sofort, dass alle 

Koeffizienten ausser ai und bl verschwinden mfissen, V enthSlt also eine durch 

den Hyperkugelmittelpunkt laufende analytische Ebene a]s Teilmenge. Da diese 

allein schon den Fl~cheninhalt z B ~ liefert, ist V diese Ebene, wzbw. 

Nan kann iibrigens sogar zeigen, dass der Fl~tcheninhalt mindestens z m B  2 

sein muss, wenn der Hyperkugelmittelpunkt eine Nullstelle m-ter Ordnung fiir 

die die Fl~che V darstellende Funktion is~. 

w 3. Konvergente  Folgen analyt ischer  FHichen. 

Eine Punktfolge ist offenbar genau dann konvergent, wenn jeder H~ufungs- 

punkt der Folge auch ein Grenzpunkt ist. Ganz entsprechend definiert man die 

Konvergenz einer Folge yon Punktmengen: 

Def. 5: Eine Folge 0 analytischer Fl~ichen Vj heisst im Bereich !~ kon- 

vergent, wenn jeder in ~ liegende H~ufungspunkt auch ein Grenzpunkt der 

Folge ist. 

Die Folge 0 ist also insbesondere dann konvergent in ~, wenn ~ keine 

H~ufungspunkte der Folge enth{ilt. 

Der Auswahlsatz der lV[engeniehre I zeigt nun: 

a) Jede Folge analytischer Fl~chen hat eine in ~ konvergente Teilfolge. 

Fiir unsere Betracht.ungen sind nun solche konvergente Fl~chenfolgen besonders 

wichtig, fiir die die Gesamtheit J aller in ~ liegenden H~Lufungspunkte eine in 

sing'ularit~tenfreie analytische Fl~che ist. ~ 

Diese Fl~che heisst dann die Grenzfl~iche V0 der Folge, man schreibt 

lim ~--= Vo. 

Im allgemeinen Fall besteht, O r gemgss w I, h) aus analytischen Fliiehen, 

analytisehen tIyperfliiehen und vierdimensionalen Gebieten. 

Dieser lautet  fiir unsere Verh~ltnisse e~wa: 

In einem beschriinkten Bereich eines euklidischen Raumes sei eine Folge yon Mengen 
gegeben. 

D a n n  exis t ier t  eine Teilfolge dieser Mengenfolge, ffir die die Menge Mler. Hfiufungspunkte 
(oberer Limes) mi t  der Menge aller Grenzpunkte  (unterer Limes) i ibereinstimmt. 

Vgl. aueh HAUSDORFF, S. I45--ISO. 
Kiinftig wird auch eine Folge ohne H~iufungspunkte in ~ zu den Folgen mit  analyt ischer  

Grenzfl~iche gerechnet. 
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Es soil jetzt gezeigt werden, dass die Menge aller H~iufungspunkte unter 

geeigneten Voraussetzungen eine in ~ singularit~itenfreie analytische Fl~iche ist. 

b) Alie Fliiehen einer Folge 0 seien in einem Dizylinder ,,~: Iw] < r ,  Iz[ < (~ 

singularitgtenfrei, und die Inhalte aller Fl~chen der Folge seien in ,~ gleich- 

miissig beschr~nkt. 

Wenn dann die Mantelhyperfl~iche 3/,,, des Dizylinders ~ [Vgl. (3)] keine 

H~iufungspunkte der Fl~ichenfolge 0 enth~ilt, dann hat diese eine Teilfolge 01, 

die in ff gegen eine singularit~tenfreie analytische Fl~iche konvergiert. 

Beweis: Es gibt ein Jo mit der Eigenschaf~, dass f i i r j  >2"0 keine der Fliichen 

Vj Punkte auf M:,~ hat. 

Das hat zur Folge, dass V i- (ffir j >J0) yon jedem der Kreise [w[ < r, z-----const. 

([z [ <  Q)in gleichvielen (,~j) Punkten geschnitten wird. 

Wegen (I) ist damit der Fl~icheninhalt yon Vj in ~ mindestens ~jzQ -~. Wenn 

die Fl~cheninhalte der Vj beschr~nkt sind, so sind also auch die nj beschr~tnkt. 

Man kann somJt die Fl~tchen Vj (fiir j > Jo) als Nullstellenfl~iehen yon Pseudo- 

polynomen darstellen, deren Exponenten alle unterhalb einer gewissen Schranke 

N liegen : 

+ + . .  + o .  

De auch die Wurzeln ,w~ (z) . . . . .  .w,~(z) beschriinkt sind, kann man auch fiir 

die Funk~ionen A ~ , . . . ,  A,~ obere Schranken angeben, die fiir alle j >2"o giiltig 

sind, somit ist die Folge J~(w, z) in ~ gleichmiissig beschriinkt. 

Man kann also eine gleichmiissig konvergente Teilfolge ~, ausw:,ihlen, deren 

Grenzfunktion nicht - - o  sein kann. Naeh einem Satz yon I-Iurwitz konvergiert 

damit auch die Folge der Fl~chen J~, = o gegen die Nullstellenfliiche der Funk- 

tion limJ~,, wzbw. 

Wir kommen zum Hauptsatz fiber Folgen analytiseher Fl~ehen: 

Sei 0 eine Folge analytischer Fl~chen, die in. 2~ singularit~tenfrei seien. 

Dann gilt: 

Satz 2: Wem~ die Flh'cheni~halte o d e r die Blh'tterzahlen allerFl/iehen der JUolge 

0 in 2~ gleiehmh'ssig besehrii~kt sind, so kann man aus 0 eine Teilfolge 01 auswiihle~, 

die gegen eine in 2~ si~gularith'tenfreie a~alytisehe Fliiehe konvergiert? 

1 Vgl. Def. I, sowie Fussnote 2, S. 26I. 
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Wegen a) geniigt es offenbar, wenn man zeigt, dass die H~ufungspunkte 

einer konvergenten Folge solcher Fl~chen eine singularit~tenfreie analytische 

Fl~che bilden. 

Wegen w 2, a) kaun man sich ausserdem auf die Betrachtung einer Folge 

yon Fliichen beschriinkten Fl~cheninhalts beschr~nken. 

Den Beweis f fhren  wir in verschiedenen Schritten: 

A) Die Menge Ja l l e r  HSufungspunkte einer konvergenten Folge yon Fl~chen be- 

schrfi.nkten Inhalts (~  F) kauu in jedem abgeschlossenen Teilgebiet ~* von ~ durch 

c 
eine endliche Anzahl m ~ - ~  yon Hyperkugeln yore Radius 2 e vollstSndig iiber- 

deckt werden. 

Dies gilt bei festem ~* fiir alle hinreichend kleinen r, u n d c  ist dann 

konstant. 

Beweis yon A: Man w~hlt auf o r mSglichst viele in ~* liegende Punkte X, 

die untereinander mindestens den Abstand 2 ~ hubert sollen. Wenn ~ kleiner als 

der Minimalabstand yon ~* in Bezug auf ~ 1 ist, so kann der Fl~cheninhalt yon 

V 3. in U~(X) nach Satz I ,,nicht wesentlich kleiner" sein als 7~r ~, genauer: 

Es gibt zu jedem V > 0  ein j(~), so dass der Inhal t  yon Vj in U~(X) fiir 

j > j (~ )mindes t ens  ~ r s~ ( I -  ~)betr~gt.  

Da diese r-Umgebungen der Punkte X untereinander und mit dem Rande 

von ~ nicht kollidieren, ist die Summe der Fl~cheninhalte einer. Fl~che Vj in 

allen U~(X) kleiner als /7, somit kann die Zahl dieser Punkte X hSchstens 
JY 

m ~ ~ se i r l .  
:rgs g 

Wenn man die Radien dieser um die Punkte X gelegten Hyperkugeln ver- 

doppelt, so sind aHe Punkte yon J, sowei~ sie in ~* liegen, iiberdeckt, well es 

nach Konstruktion in ~* keinen H~oufungspunkt Y mehr geben kann, der yon 

jedem X mindestens den Abstand 2 e hat, wzbw. 

B) Unter den gleichen Bedingungen, wie unter A) kann J in ~ keine 3- oder 

4-dimensionale Mannigfaltigkeit enthalten. 

Beweis yon B: Sei jetzt das abgeschlossene Teilgebiet ~* ein Dizylinder 

um irgend einen Punkt  yon ~. Dann kann J in ~* durch m ttyperkugeln yore 

t Dies is~ die grSss te  Za~hl $ m i t  der  E i g e n s c h a f t ,  dass  die 6 - U m g e b u n g  jedes  P u n k t e s  y o n  

~ *  noch  ganz  in ~ l iegt .  
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Radius 2 e, also Volumen je 8 zv ~ ~4 iiberdeckt werden. Die gesamte t~berdeckunffs- 

menge hat somit hSchstens das (4-dim.) Volumen k ~2, wobei k fiir alle hinreichend 

kleinen e konstant ist. Damit kanu aber J kein 4-dimensionales Gebiet sein. 

l~lach w I, h) kann jetzt J noch aus analytischen Fl~ichen oder analytischen 

Hyperfl~ichen bestehen. Eine analytische Hyperfi~iche muss aber jede o'eniigend 

kleine Umgebunff eines Punktes derselben vollst;,~ndiff zerleffen 1, also muss minde- 

stens eine ihrer Frojektionen auf die 3-dimensionalen Koordinatenhyperebenen 

innere Punkte enthalten. 

Wenn man aber die Menffe J, soweit sie in ~* liegt, samt ihrer Uberdeckung 

durch die m Hyperkugeln auf eine Hyperebene projiziert, so gibt jede solche 

Hyperkugel ein Kugel vom (3-dhn.) Volumen 4z(z~)3 als Projektion. Die o~.e- 
3 

sarape t~berdeckungsmenge hat also eine Projekbion, deren Volumen hSchstens 

32 Zc~ betr~gk Somit kann J keine Hyperfl~iche enthalten, wzbw. 
3 

Nun kann also J nur noch eine analytische Fl/iche sein, die aber in ~ noch 

wesentliche Randpunkte haben kann. 

C) J hat keine wesentlichen Randpunkte in ~.  

Beweis yon C: Sei Y ein wesentlicher l~andpunkt der analytischen Fl~iche 

J. Man kann behaupten, dass man auf mindestens einer analytischen Ebene 

durch Y eine in einer ~-Umgebung yon Y l iegende ,  g 'eschlossene K u r v e  c o legen 

kann, auf tier keine Punkte yon J liegen, und die den Punkt  Y einschliesst. 

Andernfalls miisste n~mlich J auf jeder der c~ ~ analytischen Ebenen durch 

Y mindestens eine Kurve der L~inge e haben. Damit wiirde J in der Umgebung 

yon IF ein dreidimensionales Gebiet enthalten, was B widerspricht. 

Sei also Co eine solche Kurve um u  auf der keine Punkte yon J liegen. 

Man kann ohne Einschr~nkung tier Allgemeinheit annehmen, Co liege in der Ebene 

z = o, und Y sei der Koordinatennullpunkt. 

Da J abffeschlossen isk kann man Q > o so angeben, dass keine Punkte yon 

J auf der MantelhyperflKche Mw: W eCo, ]zl <~ Q liegen. 

:Nun kann man b) anwenden: Die Folffe 0 besitzt eine Teilfolge 01, fiir die 

1 Wie die Singularit~itenhyperfl/iche einer analyti~chen Funktion. 
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die Menge J1 aller His in der Umgebung yon Y eine singularitiiten- 

freie analytische Fl~iche ist. 1 

Nach Def. 3 und 5 ist aber jeder tI~ufuugspunkt von 0 auch ein Grenz- 

punkt von 0, also auch ein H~tufungspunkt jeder Teilfo]ge. Es is~ also J~--J~, 

und Y ist kein R~ndpunkt von J, wzbw. 

D~mit ist der Satz 2 vollstSndig bewiesen. 

w 4. Belegungszahl eines Zweiges yon Vo. 

Um das Verhalten einer Fl~chenfolge beim Grenziibergang zu diskutieren, 

fasst man zweckmiissig alle Punkte yon V o zusammen, in deren Umgebung die 

Folge dasselbe Konvergenzverhalten zeigt. 

So wird man zum Begriff des Zweiges einer analytischen Flfiche gefiihrt. 

Sei also V eine im Bereich ~ singularit~tenfreie analytisehe Fliiehe gemiiss 

Def. I. 

Def. 6: Unter einem Zweig Z der Fl~che V beziiglich !~ verstehe ieh eine 

solche in ~ liegende Teilmenge yon V, die dureh analytische Fortsetzung inner- 

h~lb ~ nicht mehr erweitert werden kann. 

Ausfiihrlicher: 

Sei d V ein Element der Fl~che V. Ich setze d V analytiseh fort, und zwar 

auf allen mSglichen, in ~ verlaufenden Wegen. 

Die Gesamtheit aller Punkte, zu denen ich auf diese Weise gelangen kann, 

nenne ich einen Zweig yon V. ~ 

Unter UmstSnden erlfiilt man so die ganze Fl~che, dann besteht V in 

aus einem einzigen Zweig. 

Andernfulls wird die Fl~iehe V durch den erwis Vorgang in Teilmengen, 

die sogenannten Zweige" der Fl~iche, zerlegt. 

Die einzelnen Zweige tier Fl~iche kSnnen sieh in ~ sehneiden, abet man kann 

nicht durch ~nalytische Fortsetzung auf einem in ~ verlaufenden Weg yon einem 

Zweig auf einen andern gelangen. 

Die Ta t sache ,  dass  in u n s e r m  Fal l  e ine K u r v e  c o ans t e l l e  des Kre i ses  I w l =  r s t eh t ,  i s t  
n,~tii r l ich u n w e s e n t l i c h .  

2 Der Begriff des  Zweiges  wird zwar  du rch  den  z u g r u n d e  ge l eg ten  Bereich wesen t l i ch  beein-  

f lusst ,  t r o t z d e m  soll  ,,bez. !~" kSnf t ig  wegge la s sen  werden ,  sofe rn  ke ine  V e r w e c h s l u n g e n  mSg- 
l ich s ind.  
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Sei nun Z ein Zweig ~ der Grenzfl~che Vo einer Folge analytischer Fliichen 

Vj, welche, ebenso wie Vo, in ~ singularit~tenfrei sein mSgen. 

Z* sei ein abgesehlossenes Teilgebiet yon Z, das nur gewShnliche Stelien 

yon V o enthalte. Z* enth~lt also keine Doppel- und Verzweigungspunkte yon Z, 

und auch keine Schnittpunkte mit andern Zweigen yon V o. 

Jedem Punkt  X yon Z* ordne ich die Z im Punkt  X unitSr orthogonal 

schneidende analytische Ebene E zu, und bezeichne die in E liegende, abge- 

schlossene ~-Umgebung yon X mit T~(X). 

Def. 7: Die Vereinigungsmenge aller T~(X), wenn X die Punktmenge Z* 

durchl~uft, heisst Schlauch mit der Achse Z* und dem Radius e, und wird mit 

T~ (Z*) bezeichnet. 

Alle Punkte, die auf den R~ndern der Kreise T~(X) (XEZ*) liegen, bilden 

den Mantel des Schlauches. 

Wenn Z* ein analytisches Ebenenstiick ist, so ist der Schlauch T~ (Z*) often- 

bar ein Zylinderbereich. 

Wenn man e geniigend klein [~ < ~ (Z*)] wiihlt, so ist  der Bereieh T~(Z*) 
schlicht (d. h. die den Schlaueh bildenden Kreisscheiben scbneiden sieh dann 

nicht), und T~(Z*) enth~lt ausser den Punkten von Z* keine Punkte yon V o. 

iNach diesen Vorbemerkungen kSnnen wir zur Definition der t~elegungszahl 
iibergehen : 

Da ausserhalb der Grenzfl/iche V0 keine Hiiufungspunk~e der Fliichenfolge 

liegen, so liegen auf dem Mantel des Schlauches T~(Z*), sofern e < s(Z*) ist, 

von einem gewissen Index jo=Jo(e, Z*) an keine Punkte yon Vj mehr. 

Das hat  zur Folge, dass die Anzahl ~ der Schnittpunkte yon T~(X)mit 
l~- (j >J0) nicht mehr yon X abh/~ngt. 

Die Schnittpunkte yon Vj mit T~(X) kSnnen n~mlieh bei Variation yon X 

auf Z* nicht ,,verloren gehen", die Anzahl dieser Sehnittpunkte kann sieh nur 

dadurch ver~ndern, dass diese den Rand yon T~(X) iibersehreiten. 

Verkleinert man e, so ist dies fiir geniigend grosses j ebenfalls ohne Ein- 

fluss auf die Zahl der Schnittpunkte yon Vj mit T,(X). 
Somit ist die obere H~,tufungsgrenze der Zahl der auf T~(X) ~ liegenden 

1 D e r  Begriff des Zwelges wird zwar durch den z~grunde gelegten Bereich wesentlich beein- 
flusst, t rotzdem soll ,,bez. ~ "  kiinftig weggelassen werden, sofern keine Verwechslungen mSg- 
lich sind. 

Mit Vielfachheit  gez/ihlt. 
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Punkte yon Vj weder yon ~, noch yon X abhiingig, sola.nge nur X e Z * ,  ~<e(Z*), 

u~a j >/0  (~, z*) ist. 
Da ausserdem auch fiir die Wahl  yon Z* eine gewisse Freiheit besteht, kann 

man behaup~en: 

Satz 3: Es gibt zu jedem Zweig Z der Gl'enzfl5"che einer in 2~ konverge~de~ 

T'olge aJmlytischer Fidche~ circe Zahl nz (u, elche auch c~ sein kant,) mit jblge~der 

Eige~schaft: 

Zu jeder gewSh~diehen Stelle X auf  Z, welche nieht a~teh au f  a~der~t Zweige~ 

ton V o liegt , gibt es eine Zahl ~ (X) > o, so (lass die obere Hii~ungsgre)~ze der Zahl 

der auf  T~(X) Is < e(X)] liegenden Punkte ~ yon Vj nz betri~qt. 

D e f .  8 : nz heisst Belegungszahl des Zweiges Z in Bezug auf die Fl~ichenfolge 0. 

Satz 3 kann etwas verfeinert werden: 

a) Die in Satz 3 erwghnte obere Hgufungsgrenze ist invariant gegeniiber 

einer analytischen Drehung der Kreisscheibe T~(X) um den Punkt  X, solange 

dieser der einzige (und zwar einfache!) Schnittpunkt von T m i t  V0 bleibt. 

Dies beruht darauf, dass bei einer solchen Drehung nie ein Punkt  yon ~o 

auf den Rand von T zu liegen kommt. Fiir alle hinreichend grossen j gilt dies 

dann auch ffir V j ,  d. h. diese Vj haben mit T in der alten und in der neuen 

Lage gleichviele gemeinsame Punkte. Das gilt dann auch fiir die obere H~ufungs- 

grenze. 

Hat  abet die analytische Kreisscheibe T ~ einen ~n-fachen Schnittpunkt mit 

dem Zweig Z, sei es dass der Mittelpunkt yon T ein Doppel- oder Verzweigungs- 

punkt von Z ist, oder dass T den Zweig Z in X beriihrt, so kann ich mit T 

eine beliebig kleine Parallelverschiebung a.usfiihren, so dass aus dem ~-fachen 

Schnittpunkt X m einfache werden, welche immer noch im Innern von T liegen: 

X1, �9 . . ,  X,~. 

Um jeden dieser Punkte Xi lege ich eine u-Umgebung in T und wende 

a) an, man erh~lt so: 

b) Ist  X ein m-facher Schnittpunkt der abgeschlossenen analytischen Kreis- 

scheibe T m i t  Z, und enthiilt T keine weitern Punkte yon Vo, so ist die in 

Satz 3 erw~ihnte obere H~iufungsgrenze mnz. 

' Mit  Vie l fachhei t  gezfihlt. 
T l iegt  in einer  ana ly t i schen  Ebene,  
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Wenn aber Z eine analytische Ebene ist, und T in Z liegt, so ist keine 

derar~ige Aussage mSglich, die obere H~ufangsgreaze ist dann vSllig unabhitngig 

VOI1 7~Z. 

Dieselben ?3berlegungen wie bei a) und b) ergeben offenbar folgenden Satz: 

Satz 4: Sei G ein in !3 liege~des abgeschlosse~es Teilgebiet ei~er analytiscl~eu 

Ebe7ze. G habe mit jedem der Zweige Z yon Vo ~z  Schnittpunkte 1, you dene~ kei~er 

auf  dem lla~de you G liege~ darf  
Dann ist die obere Hh'ufangsgre~ze der Zahl der i~ G liege~tden I~u~kte von 

Vj hSchstens 2 776 = V m z ~ z ,  wobei ~Tber alle Zweige yon Vo summiert wird. 

Die Belegungszah[ kann an einer gleichmi~ssig konvergenten Folge analy- 

fischer Funktionen sehr schSn verfolgt werden: 

Die Folge der Funktionen j~(w, z) konvergiere in !~ gleichm~ssig gegen eine 

Grenzfunktion fo ~ o. 
Dann konvergiert nattirlich auch die Folge der Nullstellenfl~ehen der d~ gegen 

die Nullstellenfliiche yon fo. Wenn man nun die Doppe l -und  Verzweigungs- 

punkte der Fliiche fo = o ausser Betracht liisst, so besteht jeder Zweig der Fliiche 

fo ~ o aus Nullstellen gleicher Ordnung 3, und diese Ordnung ist gleich der Be- 

legungszahl des betreffenden Zweiges in Bezug auf die Folge der Fliichen j~ = o. 

Dies l~sst sich umkehren: Die Folge 0 analytischer Fliichen konvergiere in 

!3 gegen die singularitittenfreie analytische Fliiche V0, dann gilt: 

Satz 5: Ist jeder Zweig yon Vo yon eudlicher BelegungszahI in Bezug auf  

die Folge 0, ist ferner X ein beliebiger Pu~kt yon Vo, so kazan man die Vj in einer 

gewissen Urngebung U(X). als Nullstellenfliichen analytiseher T'unktionen f j  mit fol- 

gende~ Eigenschaften darstellen." 

Die J) haben eine in U(X) gleichmdissig kont~ergente TeilfoOe, deren Grenz- 

fi~nktion fo ~icht identisch versch~vindet. 

V o stimmt in U(X) mit der Fl(iche fo =-o iiberein. 

Beweis: Es gib~ sicher wenigstens eine analytische Ebene durch X, welche 

nicht zu V o gehSrt, man kann annehmen, sie sei die Ebene z = o, X sei der 

Koordinatennullpunkt. Man kann dann r und e so wghlen, dass die Mantelhyper- 

fli/che M~,* des Oizylinders ]w] < r ,  ]z I < e keine Punk~e von V 0 enth~lt, also 

1 Mit Vie l fachhei t  zu z~hlen, G soll ~usserdem n ich t  Te i lmenge  eines Zweiges yon V 0 sein.  
I s t  die Fli ichenfolge ]73. im Sinne yon Def. 9 reduzier t ,  so is t  die erwiihnte obere Hiiufungs- 

grenze = n G .  

Vgl ]~EHNKE-THULLEN, Kap.  V, w 2, S. 6o, 
4 Vgl. diese Arbeit ,  S. 257, (3). 
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auch keine Punkte von Vj, wenn ] >J0.  Dies hat weiter zur Folge, dass Vj 

(J >Jo) yon allen Kreisen Iwl < r, z = eonst. (Iz[ < Q)in gleich vielen (nj)Punkten 

geschnitten wird. 

Die nj kSnnen wegen Satz 4 nicht beliebig gross werden, damit kann man 

denselben Schluss wie im Beweis yon w 3, b) ziehen, wzbw. 

w 5. l{onvergenz des Fliicheninhaltes und der Blittterzahl. 

Wenn man die Belegungszahlen aller Zweige yon Vo summieren will, so 

miissen die Bliitterzahlen der verschiedenen Zweige beriicksichtigt werden. Dazu 

betrachtet man ein in ~ enth~ltenes, abgeschlossenes Teilgebiet G einer analy- 

tischen Ebene, und bilde~ wie in Satz 4 die Summe ha. 

a) Die obere Grenze der Summen he, wenn G alle m5glichen solchen Ge- 

biete durchl~uft, werde mit no bezeichnet. 

Die folgenden S~tze gelten nur ffir sogenannte reduzierte Folgen analy~ischer 

Fl~chen. Man kann n~mlich aus jeder gegen eine analytische Fl~[che V o kon- 

vergenten Fl~chenfolge eine Teilfolge ausw~hlen, f ib-die die obere Hiiufungs- 

grenze in Satz 3 zugleich die untere Hiiufungsgrenze ist, genauer: 

Def. 9: Eine Folge analytischer Fl~ichen heisst reduziert, wenn fiir jeden 

Punkt X auf V o ein ~ (X) ~ o existiert, so dass die Zahl der auf T~ (X) [~ ~ e (X)] 

liegenden Punkte yon Vj gegen nz konvergiert. 

Die in Satz 4 erw~hnte obere H~ufungsgrenze ist fiir eine reduzierte F15chen- 

folge genau riG. 

b) Ist  n5 die Bl~tterzahl yon V~ in ~,  und ist die. Folge reduziert, so gilt: 

lim inf nj ~ no. (6) 

Beweis: Wenn n0 endlich ist, so gibt es ein Gebiet G, fiir das na = n0 ist, 

dann folgt die Behauptung aus Satz 4, unter Beriicksichtigung yon Def. 9. 

Ist  aber no ~ 0% so kann man lediglich eine Folge Gi solcher Gebiete an- 

geben, so dass nei gegen oo strebt. Die Zahl der Schnittpunkte yon Gi mit Vj 

ist naeh Satz 4 und Def. 9 nai, sobald j gross genug ist, d. h. grSsser als j(i). 

Damit hat  V~ fiir j ~ j ( i )  die Bl~tterzahl nai, diese strebt also mit j eben- 

falls gegen c~ wzbw. 
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Das Gleichheitszeichen in (6) kann nicht allgemein stehen, well Satz 4 nicht 

gilt, wenn G eine Teilmenge yon V o ist. Fiir den Fliicheninhalt gilt aber eine 

sch~Lrfere ]3eziehung: 

Sei 6 eine reduzierte, gegen V o konvergente Folge analytischer Fl~ichen. 

~* sei ein abgeschlossenes Teilgebiet yon ~, dessert Rand kein 2-dimensionales 

Teilstfick yon Vo enthalte. 

Satz 6: Ist _~ der Inhalt de~" in ~'~ liegenden Teil~' ~'on ~., ebe~2so 1~* (Z) 

fii~" den Z,k'eig Z, dann gilt: 

lim T~* = E nz_F*(Z), (7) 

wobei rechts iiber alle Zweige yon Vo summiert wird. 

Beweis: Wit k6nnen annehmen, das Koordinaiensystem sei so gelegt, dass 

kein Zweig yon V o ein zu den Koordina~enebenen pmr~lleles analytisches Flfiehen- 

stiick sei. Dasselbe gilt dann yon einem gewissen j an auch fiir die Fl~ichen 1~. 

Seien zun~chst bile nz endlich. Bezeichnet mi(w) die Zahl der auf der Ebene 

w ~ const, and innerhalb 2)* liegenden Punkte yon Vy, ebenso mj(z) ffir die Ebene 

z ~-const., sind ferner mz(w) und rnz(z) dieselben Zahlen fiir den Zweig Z von 

Vo, so gilt offenbar wegen (I): 

(s) 

Nun ist aber wegen Satz 4: lira mj(w)----Enzmz(w), eine Ausnahme bilden 

nur diejenigen w, fiir die einer der Schnittpunkte der Ebene w ~--const. mit l o 

auf dem Rande yon 2)* liegt. Mon erh~lt diese ,,gefRhrlichen w-Werte" ouch 

dadureh, dass man die Sehnittkurve yon Vomi t  dem Rande yon ~* auf die w- 

Ebene projiziert. In der Umgebung dieser gefiihrlichen Punkte wird also die 

Konvergenz ungleichmiissig sein, aber wir wollen zeigen, dass die n~j(~,)dennnoeh 

beschr~nkt sind. Das letztere ha~ dann zur Folge, dass man den Grenziibergang 

trotz der ungleichm~ssigen Konvergenz unter dem Integral ausfiihren kann. Es 

konvergiert dann also f n'~j (w) d Fw gegen E nz f n~z (w) d/"~. 

Dasselbe gilt fiir die Integrale fiber der z-Ebene, somit konvergiert ~)* gegen 

Es muss je~zt noch die Beschr~ink~heit der mj(z) naehgewiesen werden. 

Nimmt man eine Folge yon Werten zj -+ Zo an, f/Jr die mj(zi) eine unbesehr~nkte 
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Folge ist, so kann man im abgeschlossenen Gebiet ~* einen Punkt  X = (w 0, z0) 

angeben, so dass in einer beliebig kleinen Umgebung U(X)folgendes stattfindet: 

Die Zahl der in U(X) liegenden Schnittpunkte yon V~ mit der Ebene z = z j  

ist nicht fiir alle j beschriinkt. 

Da aber alle ~z endlich sind, kann man die Vj nach Satz 5 in U(X) als 

Nullstellenfliichen analytischer Funktionen J~ darstellen. Da aber die Ebene z = z  o 

wie bei Satz 5 nicht zu V 0 gehSrt, kann man die V a. in U(X)sogar  als Null- 

stelienflgchen yon Pseudopolynomen darstellen (X sei jetzt Koordinatennullpunkt), 

wobei die Exponenten fiir alle j beschrgnkt sind (Vgl. Satz 5, sowie Beweis yon 

w 3, b). Damit ist es aber nicht mSglich, dass die Zahl der Schnittpunkte yon 

V a. mit z = z j  unbeschr~tnkt ist. Ebenso folgt die Beschriinktheit der ~nj(w), 

wzDw. 

Ist eine der Belegungszahlen, z.B. ~z, ----oo, so kann man nach Satz 4 und 

Def. 9 auf mindestens einer der Koordinatenebenen ein ganzes Gebiet angeben, 

in welchem die ~j  gegen oo streben (ngmlich die Projektion des in ~* liegenden 

Teils yon Z auf die betreffende Koordinatenebene). Damit ist lira F~=oo, wzbw. 

Die Folge der Nullstellenfliichen einer gleichmiissig konvergenten Folge ana- 

lytischer Funktionen ist natfirlich immer reduziert. Es gilt also auch hier Satz 6, 

nut  muss der Fi~cheninhalt einer Nullstellenfliiche wie folgt mit Vielfachheit 

gerechnet werden: 

Jeder  Zweig der Fliiehe f (w ,  z) = o besteht aus Nullstellen gleicher Ordnung, 

wenn man die algebraischen Singularitiiten der Fliiche ausser Betracht l~sst. 

Man multipliziert nun die Fliiche des Zweiges Z mit seiner Ordnung 1 und sum- 

miert fiber alle Zweige der Nullstellenfliiche. 

c) Ist  Fa.* der auf diese Weise mit u geziihlte Inhalt  der Fliiche 

fa"-= o im abgeschlossenen Gebiet !~*, ebenso /7'~ ffir die Nullstellenfliiche der 

Grenzfunktion der fa', so gilt: 

lira Fj* = F~, (9) 

//a steht fiir Y, nzF*(Z),  well ja die Belegungszahl eines Zweiges yon f o = O  in 

Bezug auf die Flgehenfolge ]~ = o m i t  der Ordnung'  dieses gweiges fiberein- 

stimmt. 

D.h. Ordnung der lqullstellen, aus denen dieser Zweig besteht. 
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Eine entsprechende Aussage kann auch fiber die I~ullstellenzahlen gemach t  

werden, es gi l t  nitmlich die Formel  (6), wenn sj die l~ullstellenzahl yon j~ im 

Bereieh ~ ,  und ~o desgleiehen fiir fo bedeutet .  

Wei te re  Fo lge rungen  ans b) und Satz 6: 

d) Fiir  eine konvergente  Folge analyt i seher  Fl~ichen beschri~nkten Fl~chen- 

inhalts  oder besehr~nkter  Bl~itterzahl ist  jeder  Zweig yon V 0 yon endl icher  Be- 

legungszahl. 

B e w e i s :  W~ire ~ z ~ - c o ,  so k S n n t e  man  eine reduzier te  Teilfolge mit  der- 

selben Eigenschaf t  best immen.  Daraus folgt  aber  wegen (6) und (7): lim inf  ~j-~c~, 

bzw. lira F~ = c~, und zwar ffir jedes abgeschlossene Teilgebiet ,  das Punk te  des 

Zweiges Z, fiir den ~z ~ co ist, im Innern  enth~lt ,  wzbw. 

e) Fiir  eine konvergente  Folge analyt ischer  Fl~ichen, deren Fl~icheninhalt 

in ~--< I,', oder deren Bl'~tterzahl in ~ ~ ~ ist, ist auch der Fl~icheninhalt der 

Grenzfi~iche ~ F, bzw. deren BlStterzahl  --< n. 

Beweis:  Man ka.nn aus der be t rach te ten  Folge eine reduzier te  Teilfolge aus- 

w~hlen, diese ha t  dieselbe GrenzflSche. 

Da al[e Belegungszahlen mindestens  I sind, gil t  fiir den Inha l t  der Grenz- 

fl~iche in jedem abgesehlossenen Tei lgebiet  yon ~ :  

E F *  (Z) ~ E n z ~ *  (Z) : l im F)* <-- F (Vgl. Satz 6). 

Aus b) erh~lt man  dasselbe fiir die Bl~tterzahl,  es ist zun~ichst no ~ ~, d .h .  die 

obere Grenze aller Summen E mz~Tz, und also erst  recht  die obere Grenze aller 

E m z  (welche die Zahl der auf G l iegenden Punk te  yon V o angeben), ist kleiner 

als n .  

Dami t  ist auch die Blii t terzahl von V o in ~ kleiner  als ~, wzbw. 

Satz 2, d) und Satz 5 zusammen sind mi t  einem vou K. Oka 1 seinerzeit  

angeki indigten Satz gleichwert ig.  Dieser  lautet :  

f) Sei E eine Sehar  analy t i scher  Flgchen V, deren F15cheninhalt  im Bereich 

!D hSehstens je F sei. 

Theoreme I in der Arbeit yon K. OKA, Einen Beweis dieses Satzes konnte ich nirgends 
finden. 
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Dann gibt es zu jedem Punk~ X E ~  eine gewisse Umgebung U ( X ) m i t  

folgender Eigenschaft: 

Es gibt eine in U(X) normale Schar Ex analytischer Funktionen, so dass 

die Fl~chen der Schar E m i t  den l~ullstellenfiKchen der Funktionen der Schar 

Ex fibereinstimmen, und keine konvergente Teilfolge der Schar gegen -~ o kon- 

vergiert. 

2. Kap. F o l g e n  u n d  S c h a r e n  a n a l y t i s c h e r  F u n k t i o n e n .  

w 6. Die quasiregulitre F01ge. 

Sei 0 eine Folge  von Funktionen, die im Bereich ~ analytisch seien, ~* sei 

ein abgeschlossenes Teilgebiet yon ~. Auf jeder Ebene w ~  const, sollen sich 

hSchstens endiich viele in ~* liegende irregul~re Punkte der Folge 0 befinden. 

Ausserdem dfirfen noch endlich viele dieser Ebenen ganz zur Menge J gehSren. 

a) Wenn diese Vorausse~zung fiir jedes abgeschlossene Teilgebiet yon 

erfiillt ist, so ist J eine analytische Fl~iche Vo, die im Innern yon ~ keine we- 

sentHchen Randpunkte besi~zt, und nicht dutch analytische Fortsetzung inner- 

halb ~ erweitert werden kann)  

Ve ist also nach unserer Terminologie eine in ~ singularit[ttenfreie analy- 

tische Fli~che, die sogenannte IrregularitStsjqiiche der Folge 0. 

Def. 10: Eine Folge 0, deren irreguliire Punkte gemiiss a) eine singulari- 

t~ttenfreie analytische Fl~che Ve bilden, heisst quasireguliir im Bereich ~. 

Es gilt nun wie in der klassischen TheorieS: 

S&tz 7: Ist die Folge 0 quasiregul4"r im Bereich ~, so konvergiert sie in jedem 

abgeschlossenen Teilgebiet vo~ ~, das keine Pun~'te von Vo enthdlt, gleichmb'ssig gegen 

die Konstaute c~. 

Beweis:  Wit  legen um irgend einen Punkt  X yon Vo einen Dizylinder ~, 

dessen ]3estimmungsfli~che Vo nicht trifft, und der noch ganz in !~ liegt. Dies 

ist mSglich, weft V~ in ~ keine wesentlichen Randpunkte besitzk 

Die betrachtete Folge ist auf der Bestimmungsfli~che reguli~r, sie kann in 

der Umgebung dieser Punkte gegen eine endliche Grenzfunktion, oder gegen die 

1 JULIA,  A b s c h n i t t  40, S. 85 . 

MOIqTEL, S. 55. 

19 - 642136 Acta mathematica. 83 
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Konstante co konvergieren. Im ersten Fall w~iren die Funktionen der Folge auf 

der Bestimmungsflfiche beschr~nkt und konvergent, also auch in ganz 3, was 

der Voraussetzung widerspricht, wzbw. 

Das hat zur Folge, dass die Hs der Fliichenfolge j~ = a, wobei 

a eine beliebige, abet feste, endliche komplexe Zahl ist, notwendigerweise auf 

Vo, oder dann ausserhalb ~ liegen miissen, tats~chlich gilt: 

b) Jeder  Punkt  yon V~ ist H:,tufungspunkt der Fl~tchenfolgej~ ---- a, und zwar 

fiir jedes feste, endliche a. 

Beweis: Sei X ein Punkt  auf Ve, der nicht H~iufungspunkt der Fl{ichen- 

folge fi---= a sei. Dann kann man eine Umgebung U(X) angeben, in der die 

I 
Fanktionen g j - - f j _ a  von einem gewissen Index an analytisch sind and auf 

dem Rand des im Beweis yon Satz 7 verwendeten Dizylinders gegen o kon- 

vergieren. Damit miissen die .qj auch im Innern yon 3 gleichm~ssig gegen o 

konvergieren, also konvergieren die j~ in 3 gleichmfissig gegen co, was der Vor- 

aussetzung widerspricht, wzbw. 

Dagegen braucht nicht jeder Punkt  yon Vo ein Grenzpunkt der F1Kehen- 

folge j~ ~ a zu sein, es kann n~mlich unter Umstiinden eine Teilfolge 81 yon 0 

existieren, die in gewissen Punkten yon Vo regul~ir ist. Im Gegensatz dazu: 

Def. 11: Eine Folge 8 analytischer Funktionen heisst irreduzibel in ~, wenn 

jede ihrer Teilfolgen in jedem Punkt  yon Vo irreguls ist. 

Fiir eine irreduzible Folge analy~ischer Funktionen ist jeder H~ufungspunkt 

der Folge .)~ ~ a auch Hs fiir jede Teilfolge derselben, also wegen 

Def. 5 : 

c) Fiir eine irreduzible Folge 8 analytischer Funktionen konvergiert die 

Fl~chenfolge j~ ~-a  fiir jedes feste a gegen die Fl~che Ve. 

Belegungszahl eines Zweiges yon Ize. 

Sei 8 eine im Bereich ill irreduzible quasireguls Folge analytischer Funk- 

tionen, ihre Irregularit~tsfl~iche sei Vo. 
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Dann hat nach c) (Vgl. w 4) jeder Zweig Z yon Vo eine gewisse Belegungs- 

zahl nz(a) in Bezug auf die Fl~ehenfolge ~ : a. 1 

S a t z  8: Die Belegu~gs, zald des Zweiges Z in .Bezug auf die FldchenJbOe 

f j -~ a ist yon a unabhh'~g 0 and heisst deshalb Belezungszahl ~z des Zweiges Z in 

Bezug auf die 1;'unktionsfolge O. 

B e w e i s :  Sei X eine gewShnliche Stelle auf Z, a und b zwei komplexe Kon- 

stanten. T~(X) sei wie in Def. 7 ein Kreis mit dem Radius t und dem Mittel- 

punkt X, welcher Z in X unit~ir or~hogonal schneide. 

sei so klein gemacht, dass X der einzige Schnittpunkt yon T,(X) mit Vo 

ist. Ich betraehte nun das fiber den Rand yon T~(X) erstreckte Integral  ffir die 

Differenz der Zahl der auf T~(X) liegenden a- und b-Stellen der Funktionen fj: 

I ( o1 arg 

Dieses Integral verschwindet wegen der Ganzzahligkeit der n fiir hinreichend 

grosses j, weil f j  auf dem Rande yon T gleiehmi~ssig gegen c~ konvergiert, somit 

lim sup u3" (a )=  lim sup ~j (b), wzbw. 

Bedeute~ ~x die Belegungszahl eines Zweiges Z yon Vo in Bezug auf die 

irreduzible Funktionsfolge 0, bedeutet ferner mz die Zaht der Schnittpunkte dieses 

Zweiges mit einem in ~ liegenden abgeschlossenen Teilgebiet G einer analy- 

tischen Ebene, und liegt schliesslich kein Punkt  yon Vo auf dem Rande yon G, 

so gilt wegen Satz 4 offenbar: 

d) Die obere H~tufungsgrenze der Zahl der auf G liegenden a-Stellen der 

J) betr~gt fiir alle a hSchstens ~c,. = E m z ~ z .  

w 7. Die quasinormale Schar. 

Def. 12: Eine Schar yon analytischen Funktionen heisst quasinormat im 

Bereich 8,  wenn man aus jeder Folge yon Funktionen dieser Schar eine weitere 

Folge auswiihlen kann, die im Bereich ~ regular oder quasiregul~ir ist. 

Die Vielfachheit der a-Stellenfl~ichen der fj muss dabei natiirlich beriicksichtigt werden, 
wenn nz(a ) gem/iss Satz 3 und Def. 8 berechne$ wird, die Scbnittpunkte yon T~(X) mit einer 

mehrfachen a-Stellenfliiche sind mehrfach zu z~hlen. 
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Zusatz: Die Schar E heisst in ~ quasinormal yon e~dlicher Ordmt~g s, wenn 

die Bl~tterzahl der Vo in ~ ffir alle irreduziblen Folgen 0 < E eine obere Grenze 

besitzt. 

Sei nun E eine Schar yon Funktionen, die im Bereich ~ analytisch sin& 

Dann gilt wie in der klassischen Theoriea: 

Satz 9: Wen~ man fiir alle Funktio~w~ der Schar E eiTw gemei~2same obere 

Gre~ze p f / i t  die a-Stellenzahl, ebenso eine obere Grenze q f i ir  die b-Stelle~zahl im 

Bereich ~ angeben kann, so ist die Schar E quasiJ~orn~al in ~,  und zwar vo~ 

endlicher Ordnung s (wobei s ~ p, s ~ q). 

Beweis: Nach S~tz 2 enthitlt jede Folge 0, < E  eine Teilfolge O.~:f~,j~, . . . ,  

so dass die analytischen FlSchen 2~ = a, 2~ ~ b, soweit sie in ~ verlaufen, gegen 

die analytischen Fl~ichen Ira, bzw. V'o konvergieren, und zwar sind nach w 5, e) 

auch V~ ,and 1.~ maximal p-, bzw. q-bl~ittrig in ~. 

In jedem abgeschlossenen Teilgebiet ~* yon ~, das keine Punkte yon ~ und 

Vb mehr enthglt, nehmen also die 2~ yon einem gewissen j an die Werte a und 

b nicht m e h r  an. 

Damit verh~tlt sich die Folge 02 gem~iss w I, a) normal in ~*; da ~* im iibrigen 

beliebig war, ist 0~ nur auf Va und ~% nicht normal, und besitzt damit eine 

in ~,  ausgenommen auf [a und V~, regul~re Teilfolge O, welche in ~ quasi- 

regular ist. 

Da aber ein irregul~rer Punkt  der Folge 0 n a c h w  6, b) ffir jedes a H~ufungs- 

punkt von a-Stellen der .~ sein muss, kSnnen nur die gemeinsamen Punkte yon 

~a und V~ zu ~ geh5ren, d.h.  Vo ist hSchstens p- und hSchstens q-bl~ttrig, 

w z b w .  

Dieser Satz gilt natiirlich uuch dann noch, wenn die Werte a und b fiir die 

Funktionen der Schar verschieden sind, solange nur die Abst~nde der 3 Punkte 

a, b, c~ auf der Zahlenkugel fiir jedes f mindestens den Abstand d haben. '  

-l MONTEL, S. 57 . 
'~ Dieses a n d  andere Kr i te r ien  lassen sich ohne  wei teres  aus der k lass ischen Theor ie  i ibertragen,  

z~ B. auch der  folgende Sa~z (Vgl. MOP'TEL, S. 73, 74): 
Seien a, b zwei feste  komplexe ,  m, n zwei feste na t i i r l iche  Zahlen mi t  ~ ~ ~ ~ r, ferner  

Z eine Schar ana ly t i scher  Funk t ionen .  Fe rne r  sei f/~r jede  Funk t i on  f E Z  die Ordnnng  jeder  in 
l iegenden w(b-)Stelle ein Vielfaches von re(n), ausgenommen  solche a-(b-)Stellen, die en tweder  

isol ier t  sind, oder  auf e iner  max ima l  p-(q-) bl i i t t r igen ana ly t i schen  Fl~iche A$(Bj.) l iegen. 
Dann is t  die Schar Z quas inormal  in ~ .  
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Aus der Ta~sache, dass eine in einem endlichen Bereich analytische Fkt. m. 

Var. ihren Wertevorrut bereits auf dem Rande vSllig ausschSpft, folgt zusammen 

mit w 6, b): 

a) Eine im endlichen Bereich ~ quasinormale Sch~r yon Fnnktionen, die 

alle einen gewissen Wer t  a (der, wenn nnr lal < M bleibt, noch vonfabh~ingen 

darf) ~uf dem Rande yon ~ nicht annehmen, ist normal in ~. 

Fiir gewisse Bereiche ~ kann man sogar Teilmengen des l~andes angeben, 

auf denen jede in ~ analytische Funktion bereits s~mtliche Werte annimmt, die 

sie in ~ annehmen kann. Fiir solche Bereiche kann dann b), ebenso natiirlich 

w l, u), entsprechend versch~rft werden. 1 

Satz 7 sagt aus, duss die Funktionen einer in !D quasinormalen Schar nur 

auf einer analytischen Flgche beschriinkt sein kSnnen, und bei endlicher Ord- 

nung der Schar kann uusserdem die Bl~tterzahl dieser Fl~iche einen gewissen 

Wef t  nicht fiberschreiten. Also folgt: 

b) Wenn die Funk~ionen einer im Bereich ~ quasinormalen Schar E auf 

einem beliebig kleinen, in ~ liegenden, nichtanalytischen Fl~chenstiick gleich- 

mitssig beschr~nkt sind, so ist die Schar E normal in !~. 

c) Sei ~ eine in ~ liegende Punktmenge, die nicht Teilmenge einer im 

Bereich ~ m~ximul n-bl~ttrigen analytischen Fl~iche sein kann (z. B. n + I ana.- 

lytische Ebenenstficke). 

Wenn d~nn die Funktionen einer in !~ quasinormalen Schar endlicher Ord- 

nung n auf ~ gleichm~ssig beschr~inkt sind, so ist diese Schar normal in ~. 

w 8. Totale 0rdnung einer quasinormalen Schar. 

Ich betrachte eine in ~ irreduzible, quasiregul~re Folge 0 analytischer Funk- 

tionen. Sei ferner G ein beliebiges, in !~ liegendes, ubgeschlossenes Gebiet einer 

unalytischen Ebene. Im folgenden wird G alle mSglichen derartigen Gebiete 

durchl~ufen, wobei auch die Ebene yon G variiert. Wi t  wollen jedoch solche 

Gebiete G ausschliessen, auf deren Rand Punkte  yon V~ liegen. 

Z. B. land K. STEIN* (Vgl. dort  w 5): 

Eine im Dizylinder ~9: I w l - -  < r, I z l - -  < @ analytische Funkt ion  n immt  in 19 keine andern Werte  

an, als auf der folgenden, zweidimensionalen Punktmenge  Q: 

Bestimmungsfl/iche yon 

@ =  +Kre i s sche ibe  w = r e  i a = c o n s t . ,  Izl -<@ 

+ Kreisscheibe z = @ei~ = const., Iwl --< r .  
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Die Folge 0 erzeugt nun auf G eine ebenfalls quasiregul~tre Folge 0' yon 

Funktionen einer Variabeln, deren totale Ordnung offenbar hSchstens ~r ist 

(Vgl. w 6, d), 

Es ist nun naheliegend, den Begriff der totalen Ordnung wie folgt auf 

Fkt. m. Var. zu iibertragen: 

Deft 13: Die obere Grenze der ~ fiir alle zuliissigen G (s. o.) nenne ich 

die totale Ordnung ~e der irreduziblen Folge 0 im Bereich ~. 

Zusatz: Unter der totalen Ordnung einer Sehar aualytischer Funktionen 

im Bereich ~3 verstehe ich die kleinste Zahl n mit der Eigenschaft, dass jede 

Folge 0 < E eine irreduzible Teilfolge besitzt, derea totale Ordnung hSchstens 

n betr~igt. 

Natiirlich is~ die totale Ordnung mindestens gleich der gewShnlichen Ord- 

nung gem~tss Def. Iz, Zusatz. Is t  ferner 0 eine irreduzible Teilfolge einer quasi- 

normalen Schar total endlicher Ordnung, so hat  jeder Zweig von Ve eine end- 

liche Belegungszahl beziiglich 0. 

Es gilt nun folgendes Kriterium fiir die total endliche Ordnung einer quasi- 

normalen Schar: 

a) Ist  g eine in ~ quasinormale Schar analytischer Funktionen und sind 

die a-Stellenzahlen aller Funktionen dieser Schar kleiner als s, so ist die totale 

Ordnung der Schar E ebenfalls hSchstens s. 

Beweis: Sei 01 eine irreduzible Teilfolge yon E, dann konvergiert die ent- 

sprechende Folge der Niveauflgchen nach w 6, c) gegen Vow. Man kann aus 01 

eine weitere Teilfolge 0:f~, f~, . . .  ausw~hlen, so dass die Flgchenfolge fa" ~ a im 

Sinne yon Def. 9 reduziert ist. 

Fiir die Fl~tchenfolge fi- = a ist n a c h w  5, b) also no <-- lim inf Hj ~ 8. Nach 

Def. 13 ist aber ~o fiir die Funktionsfolge ~ als obere Grenze aller 'no = 

= E m z n z  genau gleich definiert, wie bei einer Fliichenfolge, also ne<~s, wzbw. 

Man kann also fes~stellen: 

b) Unter den Voraussetzungen yon Satz 9 ist die Schar X yon total end- 

licher Ordnung s' im Bereich ~, wobei s' weder p noch q iibersteigt. 
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Die klassische Bedingung, die die Normalit~t einer quasinormalen Schar 

total endlicher Ordnung zur Folge hat  1, kann hier a.uf verschiedene Weisen 

formuliert werden, z.B.: 

Satz 10: Sei X eine im Bereich ~ quasinormale Schar total endlicher Oral- 

hung s. Wenn alte Funktionen dieser Schar einer der folgenden Bedingungen C, 

oder D, geniigen, so ist diese Schar normal in ~5. 

C~: Alle Funktionen dieser Schar, sowie ihre partiellen Ableitungen his und 

mit der Ordnung s, sind an der SteUe P e ~  gleichmdssig beschrdnkt. 

Ds: Alle Funktionen der Schar, sowie ihre s ersten partiellen Ableitungen n a ch 

w, sind in s + I t)unkten Po, . . . ,  P*, die in !3 und auf einer nicht zur w-.Ebene 

parallelen analytischen .Ebene liegen, gleichmdssig besehrdnkt. 

Beweis: Fiir C,: Sei 0 eine irreduzible, quasireguli~re Folge aus Z. Man 

kann annehmen, es gebe dutch P eine unalytische Ebene, die nicht zu Vo ge- 

hSrt. Auf dieser Ebene entsteht eine Folge yon Funktionen einer VariabeIn, 

welche in der Umgebung yon /) ebenfalls quasiregul~r yon total endlicher Ord- 

nung ist, wie am Anfang dieses w festgestellt werden kann. 

Fiir die in dieser Ebene E erzeugten Funktionen einer Variabeln sind often- 

bar die Funktionswerte, sowie die s ersten partiellen Ableitungen 2 an der Stelle 

P gleichmi~ssig beschr~nkt. 

Es gilt also der entsprechende klassische Satz 3, die 9~ bilden auf E eine in 

einer gewissen Umgebung U yon _P normale Schar und sind deshalb in jedem 

abgeschlossenen Teilgebiet yon U gleichmiissig beschr~inkt. Dies widerspricht 

aber der Annahme, dass E nicht zu Vo geh5ren soll (Vgl. Satz 7), wzbw. 

Fiir D, legt man durch die Punkte P o , . . . ,  P* je eine analytische Ebene 

z ---- const., diese Ebenen seien mit Eo, . . . ,  E, bezeichnet. Nicht alle diese Ebenen 

kSnnen zu Vo gehSren (Vgl. w 7, c). Wenn aber z.B. /~o nicht zu Vo gehSrt, 

so kommt man wie oben zu einem Widerspruch, wzbw. 

Aus diesem Satz (C~) folgt zusammen mit b) ohne weiteres der beltannte Satz 

yon Schottky fiir Fkt. m. Vat. Wenn man aber die Bedingung D8 heranzieht, 

erh~lt man : 

Vgl. die k l a s s i s c h e n  Siitze bei  MONTEL, S. 7 O. 

Nach  e iner  in  der  E b e n e  E e ingef i ih r t en  k o m p l e x e n  Var iabeln .  

a Vg | .  MONTEL, S. 7 ~ . 
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Satz  11" Sei die Funktion f ( w ,  z) = ~'j gj (z) wJ analytisch im Dizylinder 
o 

,~: Iwl < r ,  I~l < ~,, ferner seien die Null- uud Ei~Tsstelle,zahlen yon f (w ,  z) i ,  ? 

hSehstens je s. 

Wenn dann die Funktionen go, . . . ,  gs an s + i im Kreis I z [ <  Q liegenden Stellen 

Zo , . . . ,  z~ besehrSnkt sind, nSmlieh: 

< M ,  f , : i r  j ,  k = o . . . .  , s ,  

so ist die Funkt ion f (w, z) in jedem abgeschlossenen Teildizyliuder ~* yon ~ be- 

schr&~kt, und die Schranlce f i ir  f Mingt bei festem s, ~, z o . . . . .  zs nur noch yon 

M und &* a b. 

Beweis :  Die Voraussetzungen, die fiber diese Funktion f ( w ,  z) gemacht 

wurden, sind so beschaffen, dass alle Funktionen, die diesen geniigen, nach b) 

eine in ~ quasinormale Schar total endlicher Ordnung s bilden. Nach Satz Io 

(Ds) ist diese Schar aber sogar normal in -~, so dass alle Funktionen der Schar 

in jedem festen, abgeschlossenen Teildizylinder gleichm~issig beschr~nkt sin& 

wzbw. 

Schliesslich kann auch eine dem 

mach~ werden : 

Die in Satz 

 :lwl<r, 

Satz  12: Die 

Satz von Landau ~hnliche Aussage ge- 

II gegebene Funktion f (w,  z) sei analytiseh im Dizylinder 

Dann gil~ : 

Werte der s + I ersten ,Koeffizie~tenfunktionen" yon f ( w ,  z) 

seien an je s + i festen Stellen im Kreis I z] < Q vorgeschrieben, also: 

gj (zk) = aj~ fi'ir j ,  k = o, . . . ,  s, 

aber nicht alle ask seien o. 

I,~ i~broe, 8eien die gj(~) anaZytiseh im K,'eis I zl < e, aber so,st  "v~l@ be- 

liebig. 

Ferner sei die Null- und Einsstellenzahl yon f ( w ,  z) in ~ h6ehstens je s -  I. 

Dann gibt es fiir die Zahl  r eine obere Grenze R, die nur yon s, Q und den 

aj~ abhSngt. 

Beweis  : Andernfal ls  gs es eine Folge von Funktionen fj ,  yon denen jede im 

Dizylinder ,qj : [w[ < j ,  [z] < ~) die gestellten Bedingungen (Null- und Einsstellenzahl, 

Werte  yon gj) erfiillt. Nach Satz Io (D~) ist abet eine solche Folge eine normale 



~)ber Folgen und Scharen you analytischen und meromorphen Funktionen. 281 

Schar, es gibt also eine Teilfolge 0~ : . f l l '  J 1 2 ,  f 1 3 ,  " " ",  die in "~1 gleichmiissig konvergiert,  

und aus dieser kann man wieder eine Teilfolge 0 2 auswfihlen, die in -~ gleich- 

m~ssig konvergiert :  f11, f~,~, f~.~, . �9 �9 �9 Allerdings braucht  f i l  nicht  in ganz &~ ana- 

lytisch zu sein. 

Die Diagonalfolge f11, f ~ ,  f3~, �9 �9 �9 besteh~ dann aus Funkt ionen,  die in jedem 

Dizylinder ,,~j gleichm~issig konvergieren, obwohl fkk erst yon einem gewissen k 

an in ~,~j analyt iseh ist. 

Die Grenzfunkt ion der Folge fkk ist in jedem #j analytisch,  ist also fiir jedes 

z eine ganze Funk t ion  in w. Die Grenzfunkt ion  ist ferner ~ a; well nach Vor- 

aussetzung die Koeff iz ientenfunkt ionen g~ ffir alle ~ an wenigstens einer Stelle 

vorgesehrieben sind: g,j(P) ~ c ~ o, kann auch die Koeff iz ientenfunkt ion g~ ffir 

die Grenzfunkt ion nicht  iden~isch verschwinden. 

Dami t  konvergieren die Null- und Einsstellenfiiichen der f~k gegen die ent- 

sprechenden Flis der Grenzfunktion,  also sind die Blgtterzahlen dieser Fliichen 

in &j ebenfalls hSchstens je s - -  I, und zwar fiir jedes j (Vgl. w 5, e). 

Die Grenzfunktion ha t  also auf  jeder Ebene z = const, hSchstens je s - - I  

Null- und Einsstellen, und ist also auf einer solchen Ebene hSchstens ganz ra- 

t ional vom Grade s --  I. Dies widerspricht  aber der Tatsache,  dass der Koeffizient 

g~(z) yon w s nieh~ iden~isch versehwinde~, wzbw. 

w 9. Funktionen mit Niveaufl~tchen beschdinkten Inhalts. 

Man kann auf Grund yon Satz 2 das Kr i te r ium fiir Quasinormaliti~t einer 

Funkt ionsschar  auch wie folgt  ausspreehen: 

Sei der wie bei w 5, e ) m i t  Vielfachheit  gereehnete Fli~cheninhalt der 

a-Stellenfliiehe der Funkt ion  f im Bereich 2~ mit  Fa bezeichnet. 

Satz 13: Wenn die Fliiche~inhalte F~ und Fb fiir alle Fu~ktionen der Schar 

Z beschriinkt, nffmlich <~ F sind, so ist die Schar E quasinormal in ~.  

Der Beweis ergibt  sich aus Satz 2 fast  wSrtlich wie Satz 9, und man erhiilt 

ausserdem noch aus w 5, e): 

a) I s t  0 eine irreduzible Teilfolge der gemiiss Satz 13 quasinormalen Schar, 

so ist der Fli icheninhalt  yon Vo im Bereich ~ hSchstens F. 

Sei P ein Punk t  aus !3, so dass die abgeschlossene t Iyperkugel  mi t  Radius 

r, Mit te lpunkt  P, noch ganz in ~ liegt. Dann  gilt:  
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b) W e n n  alle Funkt ionen  der in !~ quasinormalen Schar E an der Stelle 

P (s. o.) beschr~nkt sind, wenn ferner fiir alle Funkt ionen  der Schar gilt: Fa ~ z r  *, 

so ist die Sch'ar E normal im Bereich !~. 

Beweis: Fiir eine irreduzible, quasiregul~ire Folge ~ aus E miisste P zu Vo 

gehSren, also gilt  fiir den Fl:dcheninhalt 17 von Ve in !~ nach Satz I: F ~  z r  2. 

Da aber die Fliichen 2~ ~ - a  in ~ gegen Ve konvergieren, is~ nach w 5, e): 

F--~ ~ r  e, im Widerspruch zum obigen Ergebnis, wzbw. 

c) Fiir eine in !~ irreduzible, quasiregul~ire Folge 0 yon Funkt ionen f ( w ,  z), 

deren a-Stellenfl~ichen in ~ beschr~nkten Fl~icheninhalt haben, hat  jeder Zweig 

yon Ve eine endliche Belegungszahl. 

Beweis:  Sei Z ein Zweig yon Ve mit  n z ~ - c o ,  man legt dann ein abge- 

schlossenes Teilgebiet ~* yon ~ ,  das Punkte  dieses Zweiges im Innern  enth~lt.  

Ferner  folgt  aus nz ~-c~ die Existenz einer reduzierten Teilfolge der Fliichen- 

folge f3 = a, fiir die ebenfalls n z ~ - o o  ist. Dami~ wi~re nach (7)aber lim F~*~-oo, 

entgegen der Voraussetzung des beschr~inkten Fliicheninhalts,  wzbw. 

Sei O eine in ~ quasiregul~re Folge, ffir die die inha l te  der Fliichen j~ = a 

(a lest) im abgeschlossenen Teilgebiet ~* yon ~ beschr~nkt ( ~  T') seien. I)er  

Rand  yon ~* enthal te  kein analy~isches Fl~ichenstiick (er sei also total  pseudo- 

konvex). Dann gilt:  

d) Die Inha l te  der Fliichen fj--~ b in ~* haben fiir j -~ ~ eine fiir alle b 

gemeinsame obere H~ufungsgrenze F o ~ F.  

Beweis:  Zun~ichst kann man eine Teilfolge 01 aus 0 ausw~ihlen, fiir die die 

Inha l te  Fj* (b) der Fl~ichen j~ = b (in ~*) gegen ihre obere H~ufungsgrenze kon- 

vergieren. Aus 01 w~hle ich eine weitere Teilfolge 0, aus, so dass die Fl~chen- 

folgen 2~" ~ a und J~---= b i m  Sinne yon Def. 9 reduziert  sind. Alsdann folgt  aus 

Satz 6, dass fiir die Teilfolge 03 lim F ~ ( a ) ~  lira F~*(b) ~ sein muss, denn die 

Belegungs~ahlen aller Zweige yon Vo sind nach Satz 8 fiir a und b gleich. 

Somit gilt  ffir die Folge ~: lira sup Fj* (a) --~ lira sup F* (b), woraus die Be- 

haup tung  wegen der Symmetrie  yon a and  b folgt,  wzbw. 

Der Index j durchl~uft jeweils nur diejenigen Zahlen, die der betreffenden Teilfolge ent- 
sprechen. 
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Aus d) folgt, wenn ~* wie oben ein abgeschlossenes Teilgebiet yon 2) mit 

total pseudokonvexer Berandung ist: 

8atz 14: Is t  0 ei~te in 2) quasiregul&'e Folge a~alytischer Fu~ktio,~em und 

konvergieren die ~Tffche~inhalte der Fliichen fj ~ a in 2)* fi ir ein einziges a, so kon- 

vergiereJ~ sie f i ir  alle a gegen denselben Weft .  

Ferner folgt aus d) u n d w  5, c): 

e) Fiir jede regul~re oder quasireguliire Teilfolge f~, f 2 , . . ,  der Schar Y~ aus 

Satz 13 sind entweder die Inhalfe cler Fl~ichen J~ = e in 2)* fiir jedes feste c be- 

schr~i.nkt, oder die Folge konvergiert in 2)* gleichm~issig gegen die Konstante c. 

Schliesslich folgt noch eine Aussage, welche dem Satz yon Schottky ~thn- 

lich ist: 

Sei f ( w ,  z) eine in 2) analytische Funktion, I% und ~'1 die Inhalte der 

Fl~chen f =  o und f - =  ~ im Bereich 2). Sei ferner V e i n  in 2) liegendes 

analytisches Fl~chenstiick, dessen Inhalt  grSsser als die Konstunte 2' sei. 

Satz 15: Wen~ 1% m~d I" I beide hiichstens je  F betrage~, u~d w e ~  f i ir  alle 

Punkte auf  V: If(P)[ < mis t ,  da,~n gibt es z~t jedem abgescldossenen Teilgebiet 2)* 

vo~ 2) eine Zahl M, dic nut  yon n~, V, ~' u~d 2)* abhiingt, so dass i~ ga~zz 2)* gilt: 

if(P) I < M. 

Beweis: Alle Funktionen mit der v0rausgesetzten Eigenschaft bilden nach 

Satz I3 eine in ~ quasinormale Schar. Alle Fanktionen einer irreduziblen Teil- 

folge 0 aus der Schar sind auf einer Punktmenge, welche nach a) nicht Teil- 

menge yon ~% sein kann, gleichra~ssig beschriinkt, was Satz 7 widerspricht. 

Es gibt somit keine irreduziblen, quasireguls Teilfolgen, oder .~ede quasi- 

regul~re Teilfolge der Schar ist noch reduzibel, d.h.  die Schar ist normal in 2), 

und dami~ in jedem abgeschlossenen Teilgebiet 2)* yon 2) gleichm~ssig beschriinkt, 

wzbw. 

3. Kap. F o l g e n  u n d  S c h a r e n  m e r o m o r p h e r  F u n k t i o n e n .  

w ~o. quasiregulitre Folgen meromorpher Funktionen. 

Der Begriff der quasireguls Folge meromorpher Funktionen soll dem ent- 

sprechenden Begriff bei analytischen Funktionen nachgebildet werden, d.h.  es 

sollen die Definitionen 10 und 11 wSrtlich iiber~wmmen werden. Das Auftreten der 

ausserwesentlich irregul~ren Stellen lassen wir dabei v611ig ausser Betrach~, diese 



284 H. Rutishauser. 

diirfen bei einer quasiregul~ren Folge in beliebiger Zahl auftreten. Wir wollen 

sogar zulassen, dass sich diese in ~ h~ufen, ein Hi~ufungspunkt ausserwesentlich 

irregul~irer Stellen der Folge 0 ist dann allerdings eine wesentlich singul~ire Stelle 

der Grenzfunktion, also eine wesentlich irregul~tre Stelle der Folge. 

Satz 7 gilt bei Folgen meromorpher Funktionen natfirlieh nieht, dagegen, 

wie Satz i~ zeigen wird, w 6, b) mi~ Einschrkinkungen. 

Zunkkchst wollen wir aber mit allen Funktionen f3" einer Folge meromorpher 

Funktionen eine feste, gebrochen lineare Transformation ausffihren: 

f*(w,  ~)--{~f(w' ~) + ~, ~{~--~Z~A O. ( I I )  
7f(w, z) + 

Dies bedeutet eine topologische Selbstabbildung der Riemannschen Zahlenkugel, 

eine konvergente Punktfolge auf dieser gehk dabei wieder in eine solche fiber, 

ebenso eine divergente, also gilt: 

a) Die Folge O: f~,f~,  . .  ., sowie die Folge 0* der gem~ss (II) aus den fi  

erhaltenen Funktionen fj*, haben dieselben irregul~ren Punkte, und die Grenz- 

funktionen f0 und f3  gehen ebenfalls durch die Transformation ( I I )ause inander  

hervor. Ausserdem sind die Folgen 0 und 0* gleichzeit~g irreduzibel. 

Satz 16: I s t  0 eine in ~3 quasiregul&'e T'olge meromorpher Funktionen mit  der 

frregularitdtsfldche Ve, so ist jeder Punk t  yon Vo Hdufungspunkt  yon a-Stellen der 

fj., u~d zwar, mit  hYchstens einer Ausnahme ao, ~Tr alle a. 1 

Der Ausnahmewert a o kazan hb'chstens dam~ auftrete~, wenn die Grenzfu,~ktion 

fo a,~sserhalb Vo ~ die Konstante a o ist. 

Beweis: Ist P ein Punkt  yon V0, in dessen Umgebung U nur endlich viele 

I 
Funktionen der Folge den Wert  a0 annehmen, so sind die Funktionen gj f j - -ao  

yon einem gewissen N an analytisch in U. Nach a) ist die Folge gj ebenfalls 

quasiregul~kr in U und konvergiert deshalb nach Satz 7 ausserhalb Vo gleich- 

mikssig gegen 0% d. h. f~. konvergiert ausserhalb ~ gegen a0. 

Ferner ist P H~ufungspunkt der Fl~ehenfolge gj-= b fiir jedes endliehe b, 

also H~ufungspunkt der Flikchenfolge 9~ = a ffir jedes a ~ ao, wzbw. 

I Bei m e r o m o r p h e n  F t m k t i o n e n  wird auch  oo u n t e r  die k o m p l e x e n  Zah len  gerechne t ,  a k a n n  
also k i in f t ig  auch  oo sein.  

Die G r e n z f u n k t i o n  i s t  na t f i r l ich  n u r  aus se rh~ lb  V o definier t ,  dieser  V o r b e h a l t  wird  n i c h t  
j ede sma l  e r w ~ h n t  werden.  
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Sofern die Folge 0 iiberhuupt einen Ausnahmewert a o besitzt, so ist er also 

fiir alle Punkte yon Vo derselbe, allerdings kSnnen trotzdem einzelne ,,Ausnahme- 

punkte" yon Va II~ufungspunkte yon ao-Stellen der f j  sein. 

Eine ganz iihnliche Erscheinung hat ja P. Thullen fiir den Picardschen Aus- 

nahmewer~ einer analytischen Fkt. m. Var. in der Umgebung einer wesentlich 

singul~iren Fl~ehe gefunden. 1 

In der Umgebung einer ausserwesentlich irregul~iren Stelle P hat die Folge 

0 natiirlich keinen Ausnahmewert, denn nach W. Saxer ist dann P ttiiufungs- 

punkt yon Unbestimmtheitsstellen der 2~. 

Die Grenzfunktio~, einer quasireguli/ren Folge meromorpher Funktionen ist 

ausserhalb ~ wieder meromorph, aber die Punkte yon I~ kSnnen wesentlich 

singul~re Stellen der Grenzfunktion sein. 

Es ist aber mSglich, dass ein Tell dieser singul~iren Stellen hebbar sind, 

d.h.  man kann durch geeignete Definition yon Funktionswerten in den Punkten 

von V~ erreichen, duss die Grenzfunktion f0 zu einer Funktion f+  erg:,inzt wird, 

die sich auch noch in gewissen Punkten yon l~ meromorph verh~lt. 

Nun bilden aber die wesentlich singul~ren Stellen einer meromorphen Fkt. 

m. Var., wenn sie nicht eine mindestens 3-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden, 

nach P. Thullen e stets ganze Zweige analytischer Fli/chen, also: 

b) Ist  ein Punkt  P eines Zweiges yon ~ eine hebbar singul~re Stelle der 

Grenzfunktion yon 0, so sind alle Punkte dieses Zweiges, die nicht zugleich auf 

andern Zweigen liegen, hebbar singul~re Stelien der Grenzfunktion. 

Fiir den nun folgenden Satz treffen wir einige Festsetzungen: 

1,W M ~  I , [ w 

] s v //j 
I 

. ....) 
Z 

0 sei eine in !3 quasireguliire Folge, P sei 

ein Punkt  yon i~. 2~ sei eine analytische 

Ebene durch P, die nicht Zweig yon I~ ist, 

und auch Yo in P nicht beriihrt. 

Man kann ohne Einschriinkung der AlL 

gemeinheit annehmen, E sei die w-Ebene, die 

dazu unit~ir orthogonale analytische Ebene 

durch P sei die z.Ebene. 

Vgl. die zi t ierte Arbei t  von P. TnI:LLEN, Satz 3, 

S. I49. 

Vgl. P. TI~ULLEN, Satz 2, S. 142. 
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Man kann den Dizyl inder  # :  [ w l ~  r, ]z I ~ Q so w~hlen, dass er noch ganz 

in !~ liegt, und keine Punk te  yon t~ auf der Mantelhyperfl~iche ] l l ~ : [ w [ ~  r, 

I z I < q liegen. 

Der  Kreis  I w l ~  < r, z = const. ( I z l <  q) sei ,nit T~ bezeichnet.  

Satz  17: Die Gre~.z/itnktion )Co der Folge 0 hat a n  der Stelle P eine hebbare 

Singularitiit, wenn f i ir  ein einziges a e i n e  der beiden folgenden Bedingungen er- 

fiillt ist : 

C~: Die Zahl  der a u f  T: liegeuden a-Stellen I der j~ besitzt f i i r  alle j u~d alle 

I z ] <  Q eine obere Grenze n. 

CF: Der mit  Vielfachheit 2 gerech~ete Tnhalt der Flffcl~e f~ = a in ~ betrSgt 

fiir jedes j hSchste~s F. 

Beweis :  Wegen a) kann man annehmen,  es sei a = c~, weiter  kann  man 

voraussetzen, die Folge sei irreduzibel,  weil die Auswahl  einer  Teilfolge die Grenz- 

funkt ion  nicht  ver~tndert. 

Es geniigt  offenbar, wenn man beliebig kleine q in Be t r ach t  zieht, wir wollen 

Q so klein wi~hlen, dass kein P u n k t  yon Vo auf tier Mantelhyperfl~iehe M,~ des 

Dizylinders ~ liegt. Jeder  tier Kreise T~ schneider dann s~tmtliche durch P laufen- 

den Zweige yon ~ ,  es geniigt  also nach b), wenn man zeigt, dass sich die Grenz- 

funk t ion  in eider  vollen Umgebung jedes Punk tes  eines solchen Kreises T~. mero- 

morph  verhiilt. 

Die Grenzfunkt ion  ist meromorph  auf  der Mantelhyperflf iche )L~, weft dor t  

keine Punk te  yon 1~ liegen, es gibt  also sicher einen Kreis  T~o, auf dessen Rand  

(d. h. auf M~) kein Pol  yon fo liegt. Dasselbe gilt  dann auch fiir alle T.- o bin- 

re ichend benaehbar ten  Tz, e twa fiir I z - - Z o l _ <  e. 

Diesen neuen Dizyl inder  ~ ' :  ]w ] --< r ,  I z - -  Zo I g ~ wollen wir nun betrach- 

ten und zeigen, dass 2o in diesem meromorph  ist. Dami t  ist dann Satz 17 be- 

wiesen. 

Auf  der Mantelhyperf l~che ~i~. yon ~ '  l iegen weder  P u n k t e  yon Vo noch 

yon fo ~ - -~ ,  also i iberhaupt  keine H~tufungspunkte der Fl~chenfolge f3" ~--cr 

Dami t  liegen yon einem gewissen 3"o an auch keine P u n k t e  yon j~-~ cx~ mehr  

auf  M~. 

Das hat  sowohl im Fall C~, als auch im Fall  CF zur Folge, dass man die 

t Mit Vielfachheit gez~hlt. 
Ein aus a-Stellen der Ordnung m bestehender Zweig von f j  = a muss mit dem m-fachen 

Fllicheninhalt mitgerechnet werden. 
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Polstellen der fj wie im Beweis yon w 3, b) mit der richtigen Vielfachheit als 

Nullstellenfl~tchen yon Pseudopolynomen darstellen kann: 

Q j ( w ,  z )  = w n -~- A t (2 : )w  n - 1  + . . .  -~ A n ( Z )  = o .  

Dabei sind die Exponenten n, sowie die Funktionen A~, . . .  A~ fiir ]z--zo] ~ e 

und fiir alle j ~ J0  beschr~nkt. Man kann somit eine Teilfolge 01 aus 0 aus- 

w~hlen, fiir die die Folge der zugeordneten Qj im Dizylinder ~' gleichm~issig 

konvergiert (j  sei aueh der laufende Index fiir diese Teilfolge). 

Die Folge j~ ist auf M,~o beschr~nkt und konvergent, ebenso die Folge Qj, 

also auch die Folge g i = f J  QJ. Die Folgen Qj und gj bestehen aber in ~' aus 

analytischen Funktionen und konvergieren deshalb auch in ganz ~ '  gleichm~issig 

gegen analytische Funktionen Qo und go. 

Qo kann nicht identisch verschwinden, well Qj immer mit w" beginnt, also 

kann go = f o  Q0 auch nut  im trivialen Fall fo ~ o identisch verschwinden. In jedem 

andern Fall ist aber f0 Quotient yon zwei analytischen Funktionen, wzbw. 

w ~ .  Quasinormale Scharen meromorpher Funktionen. 

Naehdem die quasiregul~re und irreduzible Folge meromorpher Funktionen 

wSrtlich wie bei analytischen Funktionen festgelegt wurden, kann man mit dem 

Begriff der quasinormalen Sehar ebenso vorgehen: Def. 12 saint Zusatz soll un- 

verdndert auch fiir meromorphe Fa~ktione~ gelten. Wie man sieht, sind die ausser- 

wesentlich irregul~ren Stellen sogar ffir die Zghlung der Ordnung ausser Be- 

tracht gelassen. 

Sei nun X eine Schar yon Funktionen, die im Bereich ~ meromorph seien, 

der Inhalt  der a-Stellenfl~che einer solchen Funktion werde wie in w 9 mit Fa 

bezeichnet. Ebenso sei na die Bl~tterzahl der a-Stellenfl~che yon f i m  Bereich 

~. Es gilt dann: 

Satz 18: Die Schar Z ist quasinormal in ~,  wenn wenigstens eine der fol- 

gende~ .Bedingungen e~fiillt ist." 

C,~: Die Bldtterzahlen ha, n~, nc sind fh;r alIe Funklionen der Schar je unter 

einer gewissen Grenze p, bzw. q, bzw. r. 

CF: .Die Fth'cheninhalte Fa, Fb, Fc sind fiir alle Funktionen der Schar hSch. 

stens je F. 
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Z u s a t z :  I m  Fal l  C~ ist die Schar  von endlicher  Ordnung  s in ~ ,  and  zwar  

i ibers te ig t  s hSchstens  eine der Zahlen p, q, r. 

I m  Fal l  CF ist  der I n h a l t  der  Fl5che Vo in ~ ftir keine i r reduzible  Folge  

0 aus ~ grSsser  als F .  

Der  Beweis dieses Satzes kann  nach  dem u  der  klass ischen Theor ie  ~ 

ana log  dem Beweis yon Satz 9 dbrchgef i ih r t  werden.  

Speziell  fo lg t  aus Satz I8, dass eine Schar  m e r o m o r p h e r  Funkt ionen ,  die in 

3 Wer te  a, b, c nich~ annehmen ,  no rma l  ist. 

Satz 18 sagt  zun~chst  a l lerdings nur,  dass eine solche Schar  quas inormal  

yon nul l ter  Ordnung  ist, d .h .  dass jede i r reduzible  Tei lfolge dieser Schar  im 

Bereich ~ hSchstens  ausserwesent l ich  i r regul~re P u n k t e  besitzt .  Diese sind aber  

ausgeschlossen,  well die Funk t ionen  einer  Folge in der  U m g e b u n g  einer  ausser- 

wesent l ich i r regul~ren Stelle n icht  3 Wer t e  auslassen kSnnen.  

Sa tz  19: Die Schar aller rationalen Funktiouen, deren Grad s hSchstens n ist, 

ist im ganzen abgeschlosse~en R ~ quasinormal yon endlicher Orduung n, and jede 

irreduzible Teilfolge dieser Schar hat wieder eine rationale Grenzfunkliom 

Beweis :  Die Quas inormal i t~ t  folgt  u n m i t t e l b a r  aus Satz I8 ffir jeden be- 

schrgnk ten  Bereich and  fiir jeden Bereich,  der  mi t  e inem beschr~inkten pro jek t iv  

~quivalent  ist. 3 Man kann  abe t  den abgeschlossenen /~4 mi t  3 solchen Bereichen 

fiberdecken~, die Schar  ist d a m i t  i iberall  quas inormal .  

Die obere Grenze n fiir die Bl~t terzahl  von Vo wird fiir die i r reduzible  Folge 

j (w ~ + z n) ta ts~chl ich erreicht .  

Naeh  Satz 17 .(C,,) kann  die Grenz funk t ion  einer i r reduziblen Tei l folge der  

Schar  n i rgends  wesent l ich singul~ir sein, nach  dem Safz yon Hurwi t z -Weie r s t r a s s  

ist sie also r a t iona l  5, wzbw. 

Sei nun  E eine in ~ quas inormale  Schar  m e r o m o r p h e r  Funk t ionen .  D a n n  

kann  man  fas t  wSrtlich wie in der  klass ischen Theorie  6 beweisen:  

1 Vgl. MONTEL, S. 149--I5I. 
Darunter versteht man den grSsseren unter den Graden des Zfihler- and Nennerpolynoms. 
D.h. den man durch projektive Abbildung (BEH~KE-THULLEN, S. 3) auf einen beschriinkten 

Bereich abbilden kann. 

4 Z.B. aurch die 3 Bereiche: IwV2+lzl2<3, ~ w 3, and -- q- z < 3 -  

5 BEHNKE-THULLEN, Satz 28, S. 62. 
6 MONTEL, S. I47/148. 
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a) H a t  keine Folge aus E die Konstante c~ als Grenzfunktion, so gilt fiir 

jede Funktion f aus E, und jedes 6 > o: 

I f(P) I < 

wenn nur P yon der Polstellenfl~iche yon f und yore Rand yon ~ mindestens 

je den Abstand 6 hat. JIf hs dabei nur yon 6 und yon tier gegebenen 

Sehar ab. 

Folgerung aus a): Sei f(w, z) eine im Bereich ~ meromorphe Funktion, F ,  

sei wieder der Inhal t  der F/fiche f =  a in ~.  

V sei ein Stiick einer analytisehen Fl~tche, der Fl~cheninhalt F v  des in !~ 

liegenden Tells y o n  V sei gr5sser als die Konstante F. ])ann gilt, iihnlich wie 

bei Satz I5: 

b) Sind die FFicheninhalte Fa, Fb, F~ alle kleiner als T', und gilt fiir alle 

Punkte auf V : I f ( P ) I <  m, so gibt es zu jedem 6 > o eine positive Zahl M, die 

bei festem a, b, e, F, V nur yon m u n d  6 abhiingt, mit folgender Eigenschaft: 

Fiir jeden Punkt  Q, der yon der Polstellenfliiche von f und vom Rand yon 

!~ mindestens den hbs tand 6 hat, ist If(Q)l < M. 

Beweis: hlle Funktionen at', welche den Voraussetzungen geniigen, bilden 

naeh Satz I8 eine in ~ quasinormale Sehar, fiir die gem~iss dem Zusatz der 

Fli~cheninhalt yon Vo fiir jede irreduzible Teilfolge hSchstens F betr~igt. Da die 

Funktionen dieser Teilfolge auf V gleichm~ssig besehr~tnkt sind, kann diese ausser- 

halb Vo, well V nicht Teilmenge yon Ve sein kann, nieht gleiehm~ssig gegen 

c~ konvergieren, es gilt somit a), wzbw. 

w ~z. Totale Ordnung einer Sehar meromorpher  Funkt ionen.  

Sei 0 eine irreduzible, quasiregul~re Folge meromorpher Funktionen. •ach 

Satz I6 ist im Fall fo ~ a jeder Punkt yon Ve It/iufungspunkt yon a-Stellen der 

j~, ebenso natiirlich jeder Punkt  der a-Stellenfl~che der Grenzfunktion. Die 

Menge Va aller It~ufungspunkte der Folge 9~----a ist also die Vereinigungsmenge 

yon Ve mit der Fis fo ~ a. 

Sei nun Z ein Zweig yon Vo, dann kann man nach Satz 17 behaupten: 

a) Wenn die Grenzfunktion fo an der Stelle P(e Z) wesentlich singular ist, 

so kSnnen die Bis der Fl~chen 2~ = a fiir kein a, und in keiner Um- 

gebung von P beschrs sein. 
20- -642136  Acta mathematica. 83 
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Wir betrachten diesen Fall als erledigt, und nehmen an, Vo bestehe aus- 

schliesslich aus hebbaren Singularit:~iten der Grenzfunktion, f+  sei also in ganz 

meromorph. 

I'~,, die Grenzflitche der FF,~chenfolge f j =  a' ,  ist also singularitiitenfrei in 

~,  jeder Zweig yon Ira hat  somit eine gewisse Belegungszahl in Bezug auf die 

Flgchenfolge ~ = a. Fiir einen Zweig yon fo = a ist die Belegungszahl gleich 

der Ordnung der diesen Zweig bildenden a-Stellen von to. Uns interessieren aber 

vor allem die zu Vo gehSrenden Zweige yon Ira. 

Satz 20: 7st f+ au f  dem Zweig Z nicht koustant ~, so ist die Belegung,~zahl 

nz (a) des Zweiges Z in Bezug a u f  die Flgiche~folqe J~ = a yon a u~abhYngig. 

1st abet fJ- a u f  Z ~:onsttmt, nYmlieh = ao, ,~o gilt dasselbe wie oben fib" alle 

a yg ao . 

Es soil an dieser Stelle erwithnt werden, dass fiir einige Beweise in w I2 ftir 

a = oo eigentlich eine besondere Betrachtung nSiig w~tre. Diese kann jedoch 

wegen w I o, a) umgangen werden. 

Beweis: Ist  f+  auf Z nicht konstant, so kann ich zu jedem Wertepaar einen 

Punkt  X auf Z so wghlen, class f+  (X) yon a und b verschieden ist, und X eine 

gewShnliche Stelle yon Va und V~ ist (Va = Vereinigungsmenge von Vo und 

f+  = a). 

Ist  aber ant Z : f  + =--ao, so gilt dasselbe nur noeh fiir alle yon a o versehie- 

denen a und b. 

Dem Punkt  X .ordne ieh nun wie in Satz 3 die zu Z unitiir orthogonale 

Kreisseheibe T~(X) zu, wobei ~ so klein gewiihlt werde, dass ant T~(X){ind. 

Rand) weder a- noeh b-Stellen yon f+  liegen. Das tiber den Rand yon T~(X) 

erstreekte Integral (IO) konvergiert dann, well der Integrand ant dem Rand yon 

T,(X) gleiehmgssig konvergiert, gegen den entspreehenden Wert  fiir die Orenz- 

funktion, weleher aber o ist. 

Somit haben ~j (a) und nj (b) dieselben oberen Hgufungsgrenzen, wegen Satz 3 

heisst dies aber: Die Belegnngszahlen ~*z(a) und *~z(b) stimmen iiberein, wzbw. 

W e n n  die G r e n z f u n k t i o n  n i c h t  die K o n s t a n t e  a ist ,  konve rg i e r t  die F o l g e f j  = a gegen  Vo, 

wei l  0 i r reduzibe l  is t .  

f ~  k a n n  d a n n  auf  k e i n e m  2-dim. Te i lgeb ie t  von Z k o n s t a n t  sein.  
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Def. 14: Der fiir fast alle a gemeinsame Wert tier Belegungszahlen nz(a) 

heisst Belegungszahl ~z des Zweiges Z in Bezug auf die irreduzible Funktions- 

folge 0. 

Wcnn aber Z ein Zweig der Fl~iche J ~ - ~ %  ist, so haben fast alle auf Z 

liegenden ao-Stellen dieselbe Ordnung m, und es wird also auf fast alle Kreisen 

T~(X) ( X E Z )  eine Funktion einer u erzeugt, die in X eine m-fache a o- 

Stelle hat. Wenn ~ hinreichend klein gemacht wird, is~ es die einzige ao-Stelle 

auf T,(X).  Das Integral (IO) zeigt fiir diesen Fall, dass ~j(ao)--nj(b) mit waeh- 

sendem j gegen m konvergiert, sofern keine b-Stelle von f+ auf T,(X)  (incl. 

Rand) liegt. Also: 

b) Is t  Z ein gemeinsamer Zweig der Fl~chen Vo und f+ = ao, welcher aus 

ao-Stellen der Ordnung m besteht, so ist die Belegungszahl yon Z in Bezug auf die 

Fl~chenfolge fj  = a o grSsser als fiir die iibrigen a-Werte, n~imlich nz + m. 

Kriterium fiir endliche Belegu~gszahl: 

Wenn die u yon Satz I7 fiir ein a, und fiir einen Punkt  P auf 

Vo erfiillt ist, so brauchen die durch _P laufenden Zweige yon Vo noch nicht 

yon endlicher Belegungszahl in Bezug uuf die Funktionsfolge 0 zu sein. Es gilt 

aber (P und Q sind Punkte auf dem Zweig Z): 

Satz 21: [st die Voraussetzu~ 9 von Satz 17 fiir ein Paar a, P o~'illt, und 

ist f+ ~ a, so ist nz endlich. 

Ist  die Voraussetzung yon Satz 17 fiir 2 Paare a, P und b, Q (a ~ b)beiden~al 

e~fiillt, so ist nz e,dlich. 

Dabei kann in Satz 17 immer noch zwischen den Bedingungen G~ und CF 

gew~thlt werden, Satz 2I gilt fiir beide F~ille. 

Beweis: Da die zweite Aussage yon Satz 2I eine unmittelbare Folge tier 

ersten ist, braucht man nur diese zu beweisen. W~ire uz = c~, so kSnnte man 

eine irreduzible Teilfolge mit derselben Eigenschaft ausw~ihlen, die Folge 0 kann 

also als irreduzibel angenommen werden, man kann sogar annehmen, die Fliichen- 

folge 2~ ~ a sei im Sinne yon Def. 9 reduziert. 

Wegen Satz 17 ist die Fl~che Va, d.h.  die Yereinigungsmenge yon Vo mit 

der Fl~che fo = a, in einer gewissen Umgebung U(P) singularitgtenfrei. 

Die Fl~chen f.----a konvergieren wegen fo + ~ a  gegen Va, wir wollen zu- 

n~ichst beweisen, dass die Belegungszahl nz(a) von Z in Bezug auf die Fl~ichen- 

folge 2~ ~ a, endlich ist. 
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Dies folgt im Fall CF unmittelbar aus w 5, d), im Fall 6~ sehliessen wir 

dasselbe aus Satz 4, indem wir die Kreisscheiben T~ in Satz 17 mit den Gebieten 

G in Satz 4 identifizieren, fiir alle diese Kreisscheiben ist dann n e = X  mznz(a)<--~ 

(Vgl. Fussn. 2, S. 268). 

Damit ist dann nz(a) f[ir alle durch P laufenden Zweige Z von Vo endlich, 

also auch ~z, well nach Satz 20 und b) nz nicht grSsser als uz(a) sein kann, 

wenn fo ~ a ist, wzbw. 

Um zur totalen Ord~mng eiuer Schar zu gelangen, bilde ieh wie in Satz 4 

die Summe ~a = E nzmz,  wobei nz die in Def. I4 festgelegte Belegungszahl yon 

Z ill Bezug auf die Funktionsfolge ist. 

Dann kann man wSrtlich Def. 13 anwenden. Fiir die so definierte total end- 

liche Ordnung gilt wegen Satz 17 und 2I, sowie Satz 4: 

c) Fiir eine in ~ quasinormale Schar total endlicher Ordnung hat die Grenz- 

funktion jeder quasireguls Teilfolge der Sehar nur hebbare Singularit~ten 

in 2~. 

d) Wenn die Bl~itterzahlen der Fl~ichen f =  a und f =  b in ~ ffir alle Funk- 

tionen der in ~ quasinormalen Sch~r E eine obere Grenze ~ besitzen, so ist diese 

Schar yon total endlicher Ordnung s -  n in !3. 

Somit ist die in Satz I8 als quasinormal befundene Schar E i m  Fall Ca (aber 

nicht notwendig im Fall Ct-) auch noch quasinormai yon total  endlicher Ord- 

hung in !3, ebenso bei Satz I9. 

Satz 22: /~t E eine i~ !3 quasinormale Schar total endlicher Ordnu~g s, und 

ist f i ir diese Schar eiue der Bediuguugen C~, D~ aus Satz zo erfiillt, so hat keine 

quasiregulYre Teilfolge yon E die Konstante oo als Grenzfunktion. 

Zusatz: Der Fls der Polstellenfl~che in einem abgeschlossenen Teil- 

gebiet ~* yon !3 hat fiir alle Funktionen der Sehar eine obere Grenze F(~*).  

Beweis: Der erste Tell des Satzes kann vSllig analog wie Satz IO auf einen 

klassischen Satz 1 zuriickgefiihrt werden. 

Fiir den Zusatz: Sei 0~ eine Teilfolge der Schar, fiir die die Inhalte der 

Polstellenfii~chen in ~* gegen oz konvergieren. Man kann aus 0~ eine weitere 

Teilfolge 02 auswi~hlen, die irreduzibel ist; die zugeordnete Polstellenfliichenfolge 

I VALIRON, Satz XLIV, S. 36. 
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konvergiert also wegen fo ~ c~z gegen die Vereinigungsmenge Vor yon Vomit  der 

F1Rehe fo = ~ .  Die letztere ist wegen c) singularit~tenfrei in 2~. 

Man kann nun aus 0,~ eine weitere Folge 0 : f l , f~ ,  . . .  mit folgenden Eigen- 

schaften ausw~ihlen : 

I) Die Folge der F15chen f3----c~ konvergiert gegen die in 2~ singularit~ten- 

freie analytische Fl~Lche V~. 

2) Die Fl{icheninhalte der Fls ~. ~ c~ in ~* konvergieren gegen c~. 

3) Die Folge der j~ = c~ ist im Sinne yon Def. 9 reduziert. 

4) S~mtliche Zweige yon }% haben endliche Belegungszahl in Bezug auf 

die Folge der Fl~ehen fj  = c~. Ffir die Zweige yon fo ~ c~ folgt dies daraus, 

dass f+ in 2~ meromorph ist, fiir die Zweige yon Vo dagegen aus der total end- 

lichen Ordnung der Schar 2]. 

Aus I)--4) ergibt sich nun aber ein Widerspruch mit Satz 6, denn es mfisste 

nach Formel (7): lim Fj* ---- E nzF*  (Z) endlich sein, wzbw. 

4. Kap. A n w e n d u n g e n  a u f  g a n z e  F u n k t i o n e n .  

w I3. Uber den Fli~cheninhalt einer ganzen Fl~che. 

Sei V eine ganze Fl~che, F(R) sei der Fl$cheninhalt des in der Hyperkugel 

KR (Koordinatennullpunkt als Mittelpunkt, Radius /~) liegenden Tells yon V. 

Wir setzen: 

~(R) = F(R) (I~) 
z R  2 

S a t z  23: Wenn �9 (F) eine fi ir alle R beschrffnkte Fu~ktion i+.t, so ist V eine 

algebraische Flffche. 

Beweis: Eine ganze Flgche kann als Nullstellenfl~che einer ganzen Funk- 

tion dargestellt werden (d. h. es gilt die Aussage Cousin I I  fiir den endlichen/it) .  

V sei also die Nullstellenfl~che der ganzen Funktion g (w, z). Man betrachtet 

nun die folgende Funktionsschar: 

Die Funktion gR nimmt in der Einheitshyperkugel dieselben Werte an, wie 

g in der I-Iyperkugel KR. Der [~bergang yon g zu g~ bedeutet also e, ine R-fache 
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Verkleinerung. Somit ist der Fl~cheninhalt der Fl~iche gR = o in der Einheits- 

hyperkugel offenbar ~ q)(R). 

Nach der in Satz 2 3 gemachten Voraussetzung haben also die Nullstellen- 

fl~chen uller Funktionen der Schar (i3) beschr~nkten Fl~cheninhalt innerhalb 

der Einheitshyperkugel. 

Die Fl~chenfolge gj ~ o besitzt also nach Satz 2 in der Einheitshyperkugel 

eine gegen eine singularit~tenfreie analytisehe Fliiche Vo konvergente Teilfolge 

01, und alle Zweige yon ~o sind naeh w 5, d) yon endlicher Belegungszahl in 

Bezug auf 0~. 

Nach Satz 5 (Vgl. auch den Beweis, sowie den Beweis yon w 3, b)kann man 

also die Fl~chen der Folge 0~ in einer gewissen Umgebung U des Koordinaten- 

nullpunktes als Nullstellenfl~chen yon Pseudopolynomen darstellen, und man kann 

ferner offenbar die Existenz einer weiteren Teilfolge 0. 2 yon 0~ annehmen, deren 

Fl~iehen V~ folgende Darstellungen zulassen 1, ~" 

f~ (~, ~) = ~'~ + AI ~,) ( ~ ) ~ - ~  + . . .  + A~.)(~) = o. 

Die Folgen A(k ~'/(z) konvergieren fiir )~ -+ c~ gleichmiissig im Kreis l z ] <  Q gegen 

die Funktionen A~(z) ,  welche in der entsprechenden Darstellung yon Vo vor- 

kommen. 

Auf Grund yon ( I3)s te l l t  nun aber f ~ ( ~ ,  ; ) i n  einem gewissen Gebiet fiir 
# 

alle ~ dieselbe Fl~che dar, niimlich die gegebene Fl~che V. Setzt man dies oben 

ein und erweitert mit s so erh~ilt man: 

Dies kann aber nur dann ffir alle ~ dieselbe Fl~[ehe darstellen, wenn ffir alle ~2 

die folgende Gleichnng gilt: 

oder (I4) 
A~ ~) (~) = z-~.  Ak(Z~). 

Da die Folgen A~ z)(z) fiir Z-~ c~ konvergieren so!len, folgt, dass A k ( z )  auf 

der rechten Seite der Gleichungen (I4) hSchstens ein Polynom k-ten Grades sein 

i Naeh einer geeigneten D re hung  des Koordina tensys tems,  wie bei den verwendeten Siitzen. 

2 ~, d~lrehl~uft nu r  noch die Indices der Teilfolge 02. n ist  yon ~ unabhfingig. 
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darf, somit ist auch die Funktion ]3.(w, z) hSchstens ein Polynom ~-ten Grades, 

WZDW. 

Man kann aus (I4) aber auch noch einen andern Sehluss ziehen. Nach der 

zweiten Gleiehung in (~4) ist lira A(k ~') (z) offenbar eine reine Potenz yon z, n~imlich 

ckz ~, so dass das Pseudopolynom, welches die Fl~che ~o darstellt, ein homogenes 

Polynom n-ten Grades: w ~ + ~ ckz 1:w '~-k ist. 

V 0 besteht also aus n analytischen Ebenen durch den Nullpunkt, und der 

Fls yon V o in der Einheitshyperkugel ist nz .  

Somit folgt aus Satz 6: 

a) Ist  V eine algebraische Fl~iche n-ten Grades, so existiert der Grenzwert 

lim @(R) = n .  

Ist  nun g (w, z) eine im ganzen endlichen R 4 meromorphe, transzendente Funk- 

tion, und bezeichnet (pa(/~) die entsprechend Formel (Ie) gebildete Funktion fiir 

die Flitche g(w, z ) =  a, so gilt: 1'~ 

b) Die Funktion (P.(/r ist nur fiir die Picard'sehen Ausnahmewerte eine 

fiir alle B beschri~nkte Funktion. 

Wenn also die Funktionen (P,(B), (P~(R), und (Pc(R) fiir alle /t, besehr~nkt 

sind, so ist die Funktion g rational. 

w ~4. Die Julia-Geraden einer ganzen Funktion.  

Die Julin-Geraden einer ganzen Funk~ion m. Var. sind wie in der klassischen 

Theorie 3 diejenigen vom Nullpunkt ausgehenden Halbgeraden h, auf denen sieh 

die Schar (I3) nich~ durchwegs normal verh~lt. Jeder Hyperkegel mit h als 

Achse und dem Koordinatennullpunkt als Spitze, enth~ilt dann in beliebiger Ent- 

x Vgl. THULLEN, Satz 5, S. IS7. 

.2 Man kann zeigen, dass man  mi t  q~a(r) an Stelle yon n(a ,  r) die ganze Nevanl inna 'sche  

Theorie fast  wSrtl ich auf die Fkt.  m. Var. f ibertragen kann (Vgl. die zitierte Arbei t  von H. K.~E- 
R 

Dio    ktioo  Cr, a)boi   =oso, o mlic  " /  ogob o, sofo o 
! 

0 

g(o, o ) 7  ~ a ist. Ferner  kann  man  zeigen, dass die Funk t ion  qb monoton  wachsend oder kon- 

s tan t  ist. 

Vgl. e t w a  MO~TEL, S. 8 I - - 8  5. 
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fernung vom Nullpunkt noch a-Stellen der Funktion, und zwar, mit hSchstens 

einer Ausnahme a0, fiir jedes a. 

Die Gesamtheit aller Julia-Geraden wird dadurch erhalten, dass man vom 

Koordinatennullpunkt P aus Strahlen nach allen irregul~iren Punkten der Schar 

(13) zieht. 

Wir wollen jetz~ untersuchen, unter welchen Umst~inden Julia-Geraden auf- 

treten kSnnen. 

Die Schar (I3) kann, wie in der klassischen Theorie, in keiner Umgebung 

yon P normal sein, wenn g nicht konstant ist. Nach w I, f) ist die Gesamtheit 

J aller irregul~ren Punkte der Schar (I3) mindestens eine durch P laufende 

analytische Fl~che. Es sind offenbar folgende Fiille mSglich: 

A) J besteht aus analytischen Ebenen durch P, welche keine 3-dimensionale 

Mannigfaltigkei~ bilden. 

Damit gibt es eine quasiregul~re Teilfolge 0, welche nach Satz 7 ausserhalb 

Vo (Ve besteht ebenfalls aus analytischen Ebenen) gleichm~ssig gegen c~ kon- 

vergiert. A u f  jeder analytischen Ebene E durch P, welche nicht zu V0 gehSrt, 

konvergiert also die Folge 0 gegen co (ausser in P selbst). Damit ist die Funk- 

Lion g(w, z) auf E ganz rational, aber nicht konstant. 

Da Ve eine abgeschlossene Menge ist, zeigt sich dasselbe Verhalten auf jeder 

analytischen Ebene durch P, welche mit E einen hinreichend kleinen Winkel 

bildet. 

In der Umgebung des c~ fernen Punktes der Ebene J~ nimmt also g(w, z) 

nur sehr grosse Funktionswerte an, g i s t  also dort nicht wesentlich singuliir, nach 

Thullen 1 ist g damit rational. 

B) Die irregulSren Punkte  der Schar (I3) bilden eine analytische Fl~iche V, 

die nicht nur aus analytischen Ebenen durch P besteht, oder dann mindestens 

eine analytische Hyperfliiche. 

Im ersten Fall entsteht durch Pro~ektion der analytischen Fliiche J yore 

Koordinatennullpunkt aus eine analytische Hyperfliiche, ebenso im zweiten Fall, 

oder dann sogar ein 4-dimensionales Gebiet,  also: 

Satz 24: Die Gesamtheit der Julia-Geraden einer ganzen Funktion mehrerer 

Variabeln kann sein: 

Die leere Menge, dann ist g eine ] ( o ~ s t a n t e .  

1 Vg]. Satz 5, S. I57. 
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Eine endliche A~zahl analytischer Ebe,nen dutch den Koordi~aten~ullpunkt, dann 

ist g ein P o l y ~ o m .  

Eine a~lalytische Hyperfld'che oder ein 4-dimensio~ales Gebiet, dan~ ist g g a n z  

t r a ~ s z e ~ d e n t .  

Es ist offensichtlich, dass diese Nenge bei einem Polynom nur aus endlich 

vielen analytisehen Ebenen bestehen kann; man erhiilt diese niimlich, indem man 

den Koordinatennullpunkt mit jedem oo fernen Punkt  der Nullstellenfliiche yon 

g verbindet. Auf alien andern Ebenen verh~ilt sich die Schar (I3), ausgenommen 

in P, normal. 

w ~5. J u l i a . G e r a d e n  e iner  m e r o m o r p h e n  F u n k t i o n .  

Sei jetzt g(w, z) eine in jedem endlichen Gebiet meromorphe Funktion. Wir 

betrachten wieder die Schar (~3). Es kann hier ein neuer Fall auftreten: 

C) Der Koordinatennullpunkt P ist der einzige irreguliire Punkt  der 

Sehar (I3). 

Ist  0: gx (w, z) (Vgl. w I3, und Fussnote 2, S. z94) eine quasireguliire Teilfolge aus 

der 8ehar (I3) , so ist e ein ausserwesentlieh irreguli~rer Punkt  yon 0, und die 

nieht konstante Grenzfunktion is~ in jedem endlichen Bereieh meromorph. 

Die a-Stellenflitehen der gx konvergieren in einer gewissen Umgebung des 

Nullpunktes gegen die a-Stellenfliiehe der Grenzfunktion go 1, und die Belegungs- 

zahlen aller Zweige yon go = a in Bezug auf die Fliiehenfolge gx-= a sind natiir- 

lieh endlieh, ni~mlieh gleieh der Ordnung der a-Stellen, aus denen der betref- 

fende Zweig yon go ~ -a  bes~eht. (Vgl. w 4.) Man kann also wie in w I3 schlies- 

sen, dass g(w, z ) =  a eine algebraisehe Fliiche ist. Well dies fiir jedes a gilt, 

ist g rational. 

tIingegen fiihrt nicht jede rationale Funktion g auf Fall C, wie folgende 

Betraehtung lehrt: 

Sei g(w, z) P m +  P~-~ + "'" + Po wobei P k  und Qk homogene Polynome 
9,~ + Q,~-I+ +(~o' 

vom Grad k seien. Es ist dann: 

y~ (~,  z) = Z m - n .  

i i 
P m + ~ P m - ~ + ' " +  ~fiPo 

I I 
Qn-}-~ Qn-1 + . . . - t -  ~ Q 0  

Vgl. W. SAxER, Beweis yon Hilfssatz (2), S. 26o/26I. 
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Wenn dies fiir 2-~ co (Nullpunkt ausgenommen) iiberall gleichm~ssig kon- 

vergieren soil, so muss einma[ m ~ n sein, well die Grenzfunktion nicht konstant 

sein darf. Wenn dann /gin und Q~ teilerfremd sind, so ist die Folge tats~chlich 

nur im Nullpunkt irregular, andernfalls ist das gemeinsame Nullgebilde von P.~ 

und Q,,, (eine oder mehrere analytische Ebenen) die Irregularit~tsfl~iche der 

Folge. Also : 

a) Eine nicht konstante meromorphe Funktion besitzt genau dann keine 

Julia-Geraden, wenn sie rational ist, Z~hler und Nennerpolynom gleichen Grad 

haben und die yon den h5chsten Potenzen des Z~hlers, bzw. Nenners gebildeten 

homogenen Polynome teilerfremd sind. 

Eine genauere Betrachtung zeigt, dass fiir alle iibrigen rationalen Funktionen 

genau diejenigen Ebenen durch P aus Julia-Geraden bestehen, deren c~ ferne 

Punkte Unbestimmtheitsstellen der Funktion sind. 

b) Die irreguliiren Punkte der Schar (I3) bilden analytische Ebenen durch 

den Koordinatennullpunkt /9. 

Dieser Fall kann ausser bei rationalen Funktionen auch noch bei gewissen 

transzendenten Funktionen auftreten. Eine solche Funktion, die also in dieser 

tIinsicht das Verhalten einer rationalen zeigt, soll wie in der klassischen Theorie 

eine J-Ausnahmefunktiou heissen. Wir wollen darauf aber nicht weiter eingehen. 

Ffir alle iibrigen transzendenten meromorphen Funktionen besteht die Ge- 

samtheit aller Julia-Geraden aus anatytischen Hyperfl~chen und vierdimensionalen 

Gebieten. 

5- Kap. Folgen analytischer Abbildungen. 

Zun~chst mSchte ich darauf hinweisen, dass den folgenden ]3etrachtungen 

imlner der projektiv erweiterte R ~ zugrunde liegt. Ausserdem soll aber auch 

der Konvergenzbegriff der projektiven Erweiterung angepasst werden. Dies kann 

etwa dadurch geschehen, dass man /90 dann einen H~ufungspunkt der Punktfolge 

Pj nennt, wenn man eine (nicht-entartete!) projektive Abbildung T angeben kann, 

so dass T(Po) im gewShnlichen Sinne H~ufungspunkt der Folge T(Pi) ist. 

w I6. Regulitre Abbildungsfolgen. 

Sei _//eine Folge meromorpher Abbildungen S~, $2, . . .  des Bereiches ~ ;  sie ist 

durch eine Doppelfolge yon Funktionen gegeben, die in ~ meromorph sind: 

Sj  : (.o = f j ( i t , ,  g),  ~ =  gj(,t), z). (15) 
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Man nennt diese Folge an der Stelle P E2~ konvergent, wenn die Punktfolge 

Si(P) konvergiert. Diese gewShnliche Konvergenz ist hier aber nicht brauch- 

bar, sondern nur die gleichm~ssige, die mit einem neuen Begriff definiert 

werden soll: 

Def. 15: Die Gesamtheit der H~ufungspunkte 1 aller Folgen Sj(Pj)des Bild- 

raums, wobei Pj alle mSglichen, gegen P konvergenten Punktfolgen des Original- 

raums durchl~uft, heisst Grenzschwanku~Tgsbild des" Punktes P in Bezug truf die 

Abbildungsfolge A, und wird mit _//(P) bezeichnet. 

Die Yereinigungsmenge aller _//(P), wenn P ganz 2)durchl~tuft, heisst Grenz- 

bildbereich von ~ in Bezug auf die Fotge _//, und wird mit A (~) bezeichnet. 

A (P) besteht aus allen Punkten des Bildraums, die fiir jede Umgebung U(P) 
H~ufungspunkte der Bereichfolge Sj(U) sind. Das Grenzschwankungsbild hat  

offenbar folgende Invarianzeigenschaft: 

a) Wenn man nach jeder Abbildung der Folge M noch eine feste projek- 

~ive Abbildung 7' ausfiihrt, so ist alas Grenzschwankungsbild yon P in Bezug 

auf diese neue Folge TSj offenbar die Menge I"_/1(P). 

Def. 16: Die Folge ~/ heisst an tier Stelle P reguliir, wenn _//(P) ein ein- 

ziger Punkt  ist, andernfalls nennt man P einen irregulis Punkt  der Folge M. 

Die ]~olge z/ heisst im Bereich ~ regul~ir, wenn sie in ~ keinen irregul~iren 

Punkt  besitzt. 

Ist  nun A eine in ~ regul~re Folge meromorpher Abbildungen Sj, so ordne 

ieh jedem Punkt  P E~ den Punkt  A(P) als Bildpunkt zu. Die so erhaltene 

Zuordnung P-+ A(P) nenne ich die Grenzabbildung S o der Folge A. Hier- 

fiber gilt: 

Sate. 25: Die Grenzabbildu~,g S o einer regulib'en .Folge rneromorpher Abbil- 
dungen S O ist wieder eine n~eromorphe Abbildung des Bereiehes 2~, u~d zwar ist A (~) 
ein Bereich, oder ein analytisches ~'Idchenstiick, oder ein Punkt. 

Beweis: Ich betrachte die Umgebung eines festen Punktes P. Gem/iss a) 

kann man annehmen, _//(P) sei tier Koordinatennullpunkt, andernfalls kSnnte man 

dies durch eine geeignete projek~ive Transformation erreichen. 

Die Folge Sj sei gem~ss (I5) durch 2 Funktionsfolgen fi und gj gegeben. 

Nimmt man an, die Folge f i  sei an der Stelle P irregular, so g~tbe es eine Punkt- 

Im projektiv erweiterten /~4! 
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folge Pj-~ P, so dass J~(Pj) ausser ~o = o noch mindestens einen weitern H~iu- 

fungspunkt hRtte. Dann wiire aber auch .4 (P) nicht nur der Nullpunkt. Damit 

sind beide Folgen J~ und gj an der Stelle P regulfir. Ihre Grenzfunktionen sind 

an der Stelle P meromorph, und bestimmen die Grenzabbildung. Diese ist somit 

meromorph an der Stelle P (mit unserer Annahme sogar analytisch, und die f j  

und gj sind yon einem gewissen j an ebenfalls analytisch in U(P)). 

Die Funktionalmatrix H ( P ) =  ((0~g0~] der Grenzabbildung erhiilt man dureh 

Grenziibergang aus den Funktionalmatrizen der Sj, jedenfalls sind die Elemente 

yon H in einer gewissen Umgebung yon P analytische Funktionen. 

Der Rang yon H ist bekanntiich (yon isolierten Punkten, in welchen er 

ldeiner ist, abgesehen) konstant. Der Rang ist also fast fiberall z, dann i s t / / ( U )  

ein Bereich; oder fast immer I, dann besteht zwischen f u n d  g eine Relation, 

so dass -//(U) ein analytisches Fl~ichenstfick ist; oder immer o, dann sindfo und 

go konstant. 

Diese Eigenschaften setzen sich fiber den ganzen Bereich 2~ meromorph fort, 

sie gelten also nicht nur ffir U(P), sondern ffir den ganzen Bereich 2~, wzbw. 

Im Fall, dass 1/(~) ein analytisches Fliichenstfick ist, nennen wir die Grenz- 

abbildung einfach entartet, ist dagegen .4(~) nur ein Punkt,  dann heisst die 

Grenzabbildung doppelt entartet. 

Satz 26: Besteht die in 2~ reguliire Folge A aus a ~ a l y t i s c h e n  Abbildu~ge~, 

so ist die Grenzabbildung entweder wieder eine analytisehe A bbildung, oder der Grenz- 

bildbereich ist ein Teil der c~ fernen Ebene. 

Beweis: Naeh Satz z 5 ist die Grenzabbildung jedenfalls meromorph. Sei 

P ein Punkt, ffir den So(P ) ein co ferner Punkt  ist. Wir fiihren eine projektive 

Transformation T aus, die den Punkt  So(P ) in den Koordinatennullpunkt und 

die c~ ferne Ebene in die Ebene ~ = o fiberffihrt. 

Die Folge TSj besteht dann aus meromorphen Abbildungen, fiir die die Funk- 

tionen gj [Vgl. (I5)] keine Nullstellen besitzen. Da aber trotzdem lira gj(P)~-o 

sein muss, folgt naeh einem bekannten Satz von Hurwitz, dass die Grenzfunk- 

tion der Folge gj identiseh versehwinden muss. Die Abbildungen TSj haben also 

einen Tell der Ebene ~ = o als Grenzbildbereieh, wzbw. 
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Wir wollen nun den Fall niiher betrachten, wo der Grenzbildbereich einer 

regul~iren Folge _// ein Teii der cx~ fernen Ebene ist. Da ein Punkt  auf dieser 

~o 
(lurch das Koordinatenverhiiltnis ~ bestimmt ist, betrachten wir neben j~ und gj 

noch die Funktiousfolge 

b) Unter den gemachten Voraussetzungen ist die Folge ]g regul~ir im Be- 

reich ~,  und die Grenzfunktion h 0 bestimmt die Grenzabbilduilg: S0(P ) ist der 

h0 (P). oo ferne Punkt  der analytischen Ebene ~ = 

Beweis: Ffir einen irreguliiren Punkt  P der Folge hj existiert offenbar eine 

Punktfolge P~, P . ~ , . . . , - +  P, so dass die Folge hj(Ps)wenigstens 2 Hitufungs- 

werte hat, z.B. a und b. 

Dann wiirde aber z/(P) nach Def. 15 die oo fernen Punkte der beiden 

~0 CO 
Ebenen ~ = a und ~ - =  b enthalten, was nach Def. I6 der Voraussetzung wider- 

spricht, wzbw. 

w ~7. Irregulitre Pankte einer Abbildungsfolge. 

Es soil nun untersucht werden, in welchen Punkten eine gemiiss (I 5) durch 

2 Funktionsfolgen gegebene Abbildungsfolge ~ regul~ir ist. Es wird sich zeigen, 

dass das Verhalten der Folge ~ / i n  kompiizierter Weise vom Konvergenzverhalten 

der Funktionsfolgen f j  und gj ubhiingt, ausserdem muss in gewissen Fiillen die 

Folge hj herangezogen werden. 

In  der nun folgenden Aufstellung bedeuten f0, go, ho die Werte der Grenz- 

funk~ionen der Folgen f3', g~, hj an der Stelle P, sofern diese Folgen dort reguliir 

sind. a und b sind endliche komplexe Zahlen, c kann auch co sein. 

Die beschriebenen Eigenschaften der Folgen beziehen sich immer auf eine 

gewisse Umgebung der Stelle P. 

Ich mSchte an dieser Stelle darauf hinweisen, dass das Konvergenz~'erhalten 

einer Folge meromorpher Abbildungen n a c h w  I6, a) gegeniiber einer festen pro- 

jektiven Transformation T invariant ist. 
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a) fo 
go 

B) fo 

go 

C) fo 

go 
ho 

D) fo 

go 
hj 

E) fo 
gJ 

F) fo=OO } 
9j irreg. 

h 0 ~  c 

H. Rutishauser. 

~ a }  
A regular, A (P) = Punkt  (a, b). 

= b  

= a ]  
= o0 j A reg.l~r, A (P) = P.~kt (o, oo). 

= ~,/ irreguli~r, A ( P ) =  co ferne Ebene: 

irreg. 

= a  / 
irreg. ~ 1/ irregular, -4 ( P ) =  Ebene co----a. 

Im Fall 

A .reguliir, _4 (P)~--oo ferner Punkt  der Ebene ~0----c ~: 

_4 regul~ir, ~ / ( P ) =  Punkt  (oo, o). 

F) ist notwendig c ~ c~, andernfalls w~tre ja die Folge gj = '~  in 

der Umgebung yon P ebenfalls regular [mit go(P)-~ c~]. 

G) f o = ~ ]  
gj irreg. A irregular, A ( P ) :  c~ ferne Ebene. 

hj irreg. 

H) .1~ irreg.~ ~/ irreguliir, denn _//(P) hat mit mindestens zwei der Ebenen 

gj irreg. ) ~ co = const., ebenso mit mindestens zwei der Ebenen ~ = const., je 

einen gemeinsamen Punkt. Da nicht alle diese 4 Ebenen durch einen l~unkt 

laufen, kann A (P) nicht nur ein Punkt  sein. 

Nach dieser Tabelle ist offenbar jeder Punkt, in dem 2 der 3 Folgen j~, gj, hy 
irregular sind, aueh ein irregul~rer Punk~ der Abbildungsfolge 1/. 

Wenn also Jr, Jg, Jh und J die Mengen aller irreguli~ren Punkte der Folgen 

fj, gj, hj und _4 bezeichnen, so umfasst J mindestens die Schnittgebilde 

J / X J g ,  J.aXJh, J h X J / .  

Es scheint zun~chst, dass die Gesamtheit J auch eine Kurve oder eine nicht- 

analytische Fl~ehe enthalten kSnne (Schnitt einer analytischen Hyperfl~che Jf 
mit einer analytischen Fl~che, bzw. analytischen ttyperfi~iche Ja). Wir wollen 

zeigen, dass dies nicht mSglich ist. 
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Sei P eine irreguli~re Stelle der Folge A,  welche Fall  D)entspr ich t .  Indem 

man die projektive Transformation 

= = = h i  

ausfiihrt,  was nach ~ I6, a) die Menge J nicht  veriindert, ist dieser Fall  auf  

Fall E) zuriickgefiihrt, denn ~. ist  reguliir mi t  endlicher Grenzfunktion,  ~j ist 

i rregular  an der Stelle P. 

Dasselbe finder man, wenn der Punk t  P dem Fall  G)entspr icht ,  man kommt 

dann mit  der Transformat ion  (I8) wieder auf  Fall  E): 

Der Fall E) kanu  aber keine andern I r regular i t~ tenmannigfa l t igkei ten  liefern, 

als eine Folge meromorpher  Funkt ionen.  

Es bleibt demnach nur  noch Fall  I-I) zu behandeln. 

P sei Schni t tpunkt  der Mannigfal t igkei ten Jf and  J.~l. Wenn  J.q in der Umge- 

bung yon P eine Teilmenge yon J f  ist, so besteht natiirl ich kein Problem. 

Andernfal ls :  

a) Jf und J.~l sind 2 analytische Fliichen, die sich in P schneiden, in diesem 

Fall  kann P ein isolierter irregul~irer P u n k t  der Folge ~/ sein. 

~) J-f sei (in der Umgebung yon P) eine analytisehe FliLche, Jg eine analy- 

tische Hyperfl~che, c ihre durch P laufende Schnittkurve.  

Wenn  Jf oder Jg zu J geh5rt, ist offenbar nichts zu beweisen. Wenn aber 

/ /  auf Jf (c ausgenommen) regular  sein soll, so muss auf  Jf Fall F) eintreten). 1 

go muss dann Jf als Polstellenfl~tche haben, ferner  ist Jf Nullstellenfl~che yon h o. 
Wenn ausserdem _// aueh auf  oY.q (c ausgenommen) regul~ir ist, so muss in 

jedem P u n k t  yon J.~1 Fall F) eintreten. Es ist also f0 ---- oo auf J-.q, ebenso h 0 ---- co, 

dies bedeutet  aber f o -  oo and  h 0 ~ oo in einer vollen Umgebung jedes Punktes  

yon J.o (c ausgenommen). 

P ist also Randpunk t  eines vierdimensionalen Gebiets, in welchem h o ~ c~ 

ist, denn mindestens auf  Jf ist j a h  0 ~ oo. Auf  dem ganzen Rand  dieses Gebiets 

ist aber die Folge hj, und damit  aueh die Folge _4, irregul~Lr (Man ha t  dort  

Fall  D oder G). Somit  ist J im Fall  fl) entweder eine analytische Fl~che (Jr), 
oder dann mindestens eine analytische Hyperfi~Lche, ev. ein 4-dimensionales Gebiet. 

1 Wobei aber f u n d  g vertauscht sind. 
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~') J f  und Jg sind in einer gewissen Umgebung yon P je eine analytische 

I{yperfl~che. A sei ihre dutch  P laufende Schnittfl~che, welche im Allgemeinen 

nicht  analytisch ist. 

Man schliesst genau wie unter  fl): Wenn  A auf  Jf und Jg (A ausgenommen) 

regular  sein soll, so folgt fiir die nicht  auf A liegenden Punkte  yon Jf :go  ---- c~  

h 0 = o, ebenso auf  J.~j: 

Jo ~ c~, h 0 ~ c~. Also folgt  h 0 ~ ~ in einer vollen Umgebung .~edes Punktes  

yon Jg, desgleichen h 0 ~ o fiir Jr, wobei die Punkte  yon A natiirlich ausge- 

nommen sind. P liegt auf  der Grenze der beiden Gebiete mit  h 0 ~ o und h o ~ co. 

Randpunkte  des Gebiets ho ~ co sind aber wegen fo ~ c~ nach Fall D) oder G) 

irreguliire Punkte  yon A.  Somit ist auch in diesem Fall  J mindestens eine 

analytische Hyperfl~che. 

~) Denselben Widerspruch erh~ilt man, wenu eine der beiden Mengen J/und 
J.~j ein vierdimensionales Gebiet ist, auf dessen Rand  P liegt. Man kann also 

behaupten : 

a) J besteht aus Punkten,  analyt ischen Fl~tchen, analyt ischen I-typeri]~ichen 

und vierdimensionalen Gebieten mit  pseudokonvexer Berandung.  

Damit  ist aber der bei Funkt ionsfolgen ausgeschlossene, nachstehend er- 

w~ihnte Fall bei Abbildungsfolgen noch mSglich: 

J e n t h i l t  eine Folge yon Punkten ,  ohne dass die t t i~ufungspunkte dieser 

Polge auf  einer I r regular i t~ tenmannigfa l t igkei t  der Abbildungsfolge liegen. 

Wir  wollen zeigen, dass dieser Fall  auch bei Abbildungsfolgen ausgeschlos- 

sen ist, uad wenden uns deshalb der Betrachtung yon isolierten irreguliiren 

Punk ten  zu. 

I8. Isolierte Irregularit~iten. 

Das Beispiel co=jw, ~ = j z  zeigt, dass auch bei Folgen analytischer Ab- 

bi ldungen isolierte irregul~ire Punkte  auf t re ten k5nnen,  was ja bei Funktionsfo]gen 

nur  dann m5glich ist, wenn die Funk t ionen  der Folge meromorph sind. 

Fiir eine Abbildungsfolge gilt  nun:  

a) Wenn  die Folge 1/ in P eine isolierte Irregulari tAt besitzt, so ist jede 

der 3 Folgen f j ,  gj, hj in einer gewissen Umgebung yon P entweder quasiregul~ir 

oder regular. 
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Beweis:  Zun~chst ist ja kiar, dass fiir hSchstens eine der 3 Folgen, z. B. 

fiir gj,~ die Menge J.q in der Umgebung yon P mehr als 2-dimensional sein kann. 

In diesem Fall diirfen dann 2~ und hi an der Stelle P nur noch ausserwesentlich 

irregul~ir sein. 

Auf J~ darf dann aber nicht Fall E) eintreten, also muss auf J.q in einer 

gewissen Umgebung yon P f0----co sein. Daraus folgt bekanntlich f0 ~ c~  was 

nach W. Saxer in der Umgebung einer ausserwesentlich irreguliiren Stelle un- 

mSglich ist. Die Folge Jj ist ~lso an der Stelle P regulSr. 

Dasselbe kann man fiir die Folge h i schliessen, diese Folge ist also in P 

ebenfulls regul~ir, damit nach Full F) auch die Abbildungsfolge M, wzbw. 

Satz 27: lVenn P ei~e isolierte irreguliire Stelle der Folge ~1 ist, so hat we- 

~i(jstens einc der 3 Gre~zfu~ktionen fo +, g+, h + ei~e Unbestimmtheitsstelle i,n P. 

Beweis: Die Grenzabbildung So ist nach Satz 25 in einer gewissen Umge- 

bung yon P, P selbst ausgenommen, meromorph. Dasselbe gilt damit auch fiir 

die 3 Grenzfunktionen f+, g+, h~. 2 

Wenn Satz 27 nicht zutrifft, so haben alle 3 Grenzfunktionen in P wohl- 

bestimmte Werte. 

~) f+  (P) und go + (P) sind endlich. Dann miissen die beiden Folgen j~ und 

gj an der Stelle P regul~ir sein, sonst h~tte man ja Fall E) oder H) auf den 

durch P laufenden Fl~ichen Jf  und org. Wenn aber j~ und gj in P regular sind, 

so hat man Fall A), M w~re also in P regular. 

~) fo+ (p) = cr go+ (p) endlich. Die Transformation (18), welche nach w 16, a) 

die KonvergenzverhSltnisse nicht veriindert, fiihr~ diesen Fall auf Fall a)zuriick. 

"0 Jr+ (P) ~ g+ (P) = co, aber keine der beiden Funktionen sei konstant. Wenn 

I 
h + in P keine Unbestimmtheitsstelle bat, so ist entweder h + oder ]~o+ in einer 

gewissen Umgebung yon P analytisch (Quotient zweier nicht-konstanter Funk- 

tionen). 

Je  naehdem fiihrt dann die Transformation (I7), bzw. (18) auf Fall a) zuriick. 

1 Es  i s t  g le ichg i i l t ig  welche,  d e n n  die 3 Fo lgen  f j ,  gj, hj s ind  im  p ro jek t iv  a b g e s c h l o s s e n e n  

R a u m  vSllig g le ichberech$igt ,  wie auch  die Transformationen (I7) a n d  0 8 )  zeigen.  

E s  s i nd  al le 3 h f c h s t e n s  h e b b a r  s i n g u l a r  in  P ,  a u s g e n o m m e n  ev. in  d e m  Fal l ,  wo 2 der  3 
G r e n z f u n k t i o n e n  ~- o s ind.  

21 -- 642136 Acta mathematica. 83 
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~) f+  ~ c~, dann darf die Folge hj ohnehin nur in P irregular sein, denn 

jeder Puukt  yon Jh, ist dann gem~ss Fall D) oder G) auch irregul~irer Punkt  

yon A, also h~t dann h 0 in P eine Unbestimmtheitsstelle, wzbw. 

Satz 28: Die Gesamtheib aller irreguliiren Pm~kte einer l~blge a~alytischcr oder 
meromorpher Abbildungen hat dieselben Eigensehaften wie die 3Ienge aller irregul/iren 
Punkte einer Folge me~:omo~Ther Funktionen. 

Beweis: Wegen w 17, a) muss man nur noch beweisen, dass ein H~ufungs- 

punkt von isolierten Irregularit~ten der Folge 1/ auf einer IrregularitZ, iten - 

mannigfaltigkeit liegen muss, denn genau dasselbe tr i t t  bei Folgen meromorpher 

Funktionen auch ein. 

Nach Satz 2 5 gentigt es offenbar, wenn man zeigt, class die Grenzabbildung 

in einem H~ufungspunkt isolierter Irregularitiiten der Folge nicht mehr mero- 

morph sein kann, denn die wesentlichen Singularit:,tten der Grenzabbildung bilden 

.]a eine mindestens 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. 

Nach Satz 2 7 ist ein tt~iufungspunkt yon isolierten Irregularit~iten yon 1/ 

eine wesentlich singuliire Stelle fiir mindestens eine der 3 Grenzfunktionen, z. I3. 

fiir ho'. Das w~re aber bei meromorpher Grenzabbildung nur in den F~llen 

f+  ~ g+ ----- o, sowie f+ ~ g+ ~ c~ mSglich. Abet auch die zweite dieser beiden 

MSglichkeiten fiillt wegen @ 16, b) dahin, und der Fall f+ ~ g+ ~ o l~sst ge- 

miiss Beweis yon Satz 27, Fall ~ ) g a r  keine isolierten irregul~ren Punkte der 

Folge A zu, wzbw. 

Von besonderem Interesse sind die isolierten irregul~ren Punkte einer Folge 

analytischer Abbildungen, hieriiber gilt: 

b) Treten bei einer Folge A analytischer Abbildungen des Bereiches ~ iso- 

lierte Irregularit~ten auf, so ist der Grenzbildbereich yon ~ (nach Ausschluss tier 

irregul~ren Punkte yon _//) die c~ ferne Ebene. 

Beweis: Nach Satz 26 bestiinde nur noch die M5glichkeit, dass die Grenz- 

abbildung wieder eine analytische Abbildung w~re. Dann w~ren aber die die 

Abbildungen Sj bestimmenden Funktionen ~- und gj auf einer Hyperkugelfliiche 

um die isolierte Irregularit~t P beschr~nkt und konvergent, also auch im Innern. 

P w~re dann also kein irregul~rer Punkt  yon M, wzbw. 



Uber Folgen und Scharen yon analytischen and meromorphen Funktionen. 307 

Satz 29: Z~,t P eb~e isolierte irregul&'e Stelle einer Folge _/1 analytischer Ab- 

bildu~gen, so ist _d (P) der ga~ze Bildraum (d. h. der abgeschlossene co, ~-Rau,~). 

Beweis: Nach Satz 27 muss die Folge h i an der Stelle P uusserwesentlich 

irregul~ir sein, well Jj- und gj es nicht sein kSnnen. Demnach ist I J ttiiufungs- 

punkt yon Null- und Polstellen der hi, d.h.  von Nullstellen der Funktionen 2~ 

und ffi- 

Von den F~illen D, E, G, H, welche irregulSre Punkte der Fo]ge J/ liefern 

k6nnen, sind also D und G ausgeschlossen, weil in diesen F~illen P nicht tt~iu- 

fungspunkt der Fl~chen jj. ~-o ist. E) f~llt ebenfalls weg, well dann der irre- 

gulSre Punkt  P nicht isoliert wSre, es bleibt also H). 

Aber auch in diesem Fall k5nnen J$ und Jg nur 2 analytische Fl~ichen mit 

dem isolierten Schnittpunkt P sein. Die Folgen ~ und gj sind also in U(P) 

quasiregulSr, u n d e s  ist J~ ~ g5~ -~ c~. 

Ich betrachte nun (a und b seien 2 beliebige komplexe Kons tan ten)d ie  

Funktionsfolge : 

I 
f j--a __ hj d(J = hj I a 

g5  - - - 7  _ 
I - - - -  I - - - -  

gJ gJ 

Diese Folge ist offenbur mindestens iiberall dort regulSr, wo ~ und gj re- 

gular sind und gegen c~ konvergieren, und die Grenzfunktion stimmt in diesen 

Punkten mit h 0 fiberein. 

Das letzte Glied der Identit~t (I9) zeigt aber, dass sich die Folge kj auch 

noch auf der Fl~che Jf regular verh~lt, soweit diese nicht yon J ,  geschnitten 

wird; denn ausserhalb Jg konvergiert ja gj gleichm~issig gegen c~. Dasselbe gilt 

aber auch ffir alle Punkte yon J,j, die nicht zugleich auf Jf licgen, so dass die 

Folge kj schliesslich nur noch in den gemeinsamen Punkten yon Jj- uud J~1 irre- 

gular ist. 

P ist also eine ausserwesentlich irregul~re Stelle der Folge kj und somit 

H~ufung~punkt you Unbestimmtheitsstellen der Funktionen t~.l Das bedeutet 

aber nach (I9), dass P t t~ufungspunkt einer Punktfolge Pj ist, wobei 2~ (Pj) ~- a 

und' .qj(Pj):  b i s t .  Nach Def. I S gehSrt also der Punkt  (a, b) zu A (P). 

z Vgl.  W. SAXEIt, Hi l f s sa tz  (2), S. 26o/26I .  
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Jeder endliche Punkt  gehSrt also zu ~/(P), da ausserdem _//(P) eine abge- 

schlossene Punktmenge ist, gehSr~ auch die co ferne Ebene zu _//(P), wzbw. 

Aus diesem Satz folgt z.B., dass eine Folge analytischer Abbildungen eines 

Bereiches ~ keine isolierten irregul~ren Punkte haben kann, wenn die Bildbe- 

reiche Sj(~) einem festen Punkt  des Bildraumes nicht beliebig nahe kommen. 

19. Quasiregul~re Abbildungsfolgen. 

Def. 17: Eine Folge _//meromorpher Abbildungen heisst im Bereich ~ quasi- 

regul~ir, wenn die in ~) liegenden irregul~ren Punkte  der Folge hSchstens analy- 

tische Fl~ichen bilden. 

Die Gesamtheit aller in ~ liegenden irregul~ren Punkte der Folge _// wird 

also aus einer analytischen FF, tche VA (Def. I), sowie aus isolierten Punkten X A 

bestehen. Die XA k5nnen sich alterdings auf VA h~i~ufen. Es gilt nun: 

Satz 30: Ist ./1 eine in ~ quasiregul&'e Folge a n a l y t i s c h c r  Abbildungen, 

und ~ '  der um ~ l  und die XA verminderte Bereich ~, so ist A (~') ein Tell der 

oo fernen Ebene. 

Beweis: W~re tier Satz falsch, so w~re A(~')  nach Satz 26 ein endlicher 

Bereich, die durch die Abbildungen Sj erzeugten Folgen 3~ und gj w~ren in ~ '  

regul~ir, und zwar mit endlichen Grenzfunktionen. Damit miissten diese Folgen 

nach Satz 7 aber sogar in ganz ~ regular sein (mit endlichen Grenzfunktionen), 

nach Fall A) w~re dann auch Sj in ganz ~ regular, wzbw. 

Es soll noch an 2 Beispielen gezeigt werden, dass die Quasiregularit~t der 

Funktionsfolgen fj und g~. fiir die Quasiregularit~it der Abbildungsfolge Sj weder 

notwendig noch hinreichend ist. 

I) Sj :2') -- (j~)! ~(jz) 
- -  ~- ,  gJ= w ~ ,  

wobei 6 die zu den Perioden i und I gehSrige Sigmafunktion seL Die Folge 

gj ist in keinem auch noch so kleinen Bereich regular, Sj ist aber dennoch quasi- 

regular. VA ist die Ebene w = o .  

e( jw)  ' gj = (j')! z. 
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Beide Funktionsfolgen sind quasireguliir, Irregularitiitsfli~chen sind die Ebenen 

w-~ o, bzw. z - ~ o .  Die Abbildungsfolg'e ist aber nirgends regular, fiir jeden 

Punkt  P ~ (o, o) ist A(P) die co ferne Ebene. Fiir den Koordinatennullpunkt 

ist A(P) der ganze Raum. Man kann abet beweisen: 

Satz 31: Ist A ei,~e quasiregulSre $'olge meromorpher Abbildungen, so kann 

h6chstens eine der 3 zugeordneten Folgen ~., .qj, ]Zj eine mehr als 2-dimensionale Irre- 

gularitdtenmannigfaltigkeit besitzen, und zwar ist dann die Grenzabbildung zwe~hch 

entartet. 

Man kann sogar eine o.enauere Aussage machen (~' sei wieder der um V~ 

und die Xi~ verminderte Bereich ~): 

Zusatz: A(~')  ist der Pnnkt  (o, o), bzw. (co, o), bzw. (o, co), je nachdem die 

Folge hi, bzw. gj, bzw. f j  eine mehr als 2-dimensionale IrregularitiiAenmannig- 

faltigkeit besitzt. 

Beweis: Sei P eine irregulSre Stelle der Abbildungsfolge A. Die Folge gj 

habe in der Umgebung dieser Stelle eine mindestens 3-dimensionale Irregulari- 

t:s J.q. Damit aber A dennoch quasiregul~r sein kann, muss 

die Folge f j  in allen in einer gewissen Umgebung yon P liegenden Punkten (aus- 

genommen hSchstens eine analytische Fl~che) yon J.q regular sein and gegen co 

konvergieren (Fall F). Ausserdem muss dann in diesen Punkten auch noch die 

Folge l~j regul~ir sein und gegen co konvergieren. Das bedeutet a b e r f 0 ~ h o ~ c o ,  

well Jg dreidimensional ist, und zwar gilt dies verm5ge analytischer Fortsetzung 

fiir den ganzen Bereich ~' .  

Der Grenzbildbereich yon !~' ist also der Punkt  (co, o). Sollte hingegen Jh 

dreidimensional sein, so fiihrt die Transformation (I7) auf den obigen Fall zu- 

riick, dem Punkt  (co, o) entspricht dabei der Punkt  (o, o). Ist Jf dreidimensional, 

so braucht man nur die beiden Koordinaten zu vertauschen, der Grenzbildbereich 

ist in diesem Fall also der Punkt (o, co). Da nicht zwei der 3 F~lle zugleich 

eintreten kSnnen, miissen mindestens 2 der 3 1V[engen Jj, Ja, Jh h6chstens 2- 

dimensional sein, wzbw. 

Def. 18: Die Folge A heisst an der Stelle P irreduzibel, wenn es keine 

Teilfolge A1 ~ A gibt, so dass A~(P) eine echte Teilmenge yon A(P) ist. 

A heisst irreduzibel in ~,  wenn A in jedem Punkt  von ~ irreduzibel ist. 
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Diese Definition umfasst offenbar den entsprechenden Begriff (Def. I I) bei 

Funktionsfolgen. 

Man kann sieh fragen, ob eine Folge A iiberhuupt eine im ganzen Bereich 

irreduzible Teilfolge besitzt, tats~ichlieh folgt dies aus nachstehender Be- 

trachtung : 

Wir ordnen jedem Punkt  (u,, z) des Originalruums ein Exemplar des Bild- 

raums zu, und erhalten so einen I~ s als topologisches Produkt  yon Original-and 

Bildraum. 1 

Jeder meromorphen Abbildung S des Bereiehes ~ entsprieht so eine 4- 

dimensionale, analytisehe Mannio.faltigkeit ~ mit der Parameterdarstellung: 

(w, .~, w, ~ )=  [,v, ,~, f (w,  ,z), g (u,, .z)], und jeder Abbildungsfolge Sj entsprieht eine 

Folge @j solcher Mannigfaltigkeiten im B s. 

Ordnet man ferner jedem Punkt  P das in dem P zugeordneten Bildraum- 

exemplar liegende Grenzsehwankungsbild A(P) zu, so entsteht eine Punktmenge 

(~ des B s. Man iiberlegt sieh mit Def. i~ leieh~, dass ~ mit der Gesamtheit 

aller Hi~ufungspunkte der Mengenfolge G i iibereinstimmt. Auf diese Mengen- 

folge kann man aber den Auswahlsatz der Mengenlehre anwenden '2, also: 

a) Jede Folge analytiseher Abbildungen besitzt eine gem:,iss Def. I8 in ganz 

irreduzible Teilfolge. 

Sei nun A eine irreduzible, quasireguliire Folge meromorpher Abbildungen 

des Bereiehes ~.  E sei eine beliebige, abet feste analytisehe Ebene des Bild- 

raums, und ~ =  Sj7 ~(E) das Urbild der Ebene E vermSge der Abbildung Sj. 

Dann gilt : 

S a t z  32: Jede~" irreguliire P u ~ t  der Folge A ist Hiiufungspunkt der ~'lh'chen- 

folge Vj = Sj -~ (E), ausge~wmmen in dem Fall, wo der Bildbo'eich A (23")der Grenz- 

abbildu~g eine Teilmenge yon E ist. 

B e w e i s :  Die Ebene L o sei eine solehe Ausnahmeebene, d. h. der irreguls 

Punkt  P der Polge A sei nieht Hi~ufungspunkt der Fli~ehenfolge S~ -~(Lo). 

Man kann natiirlieh wegen w I6, a) wieder annehmen, E o'sei die co ferne 

Ebene. Das bedeutet aber, dass die Abbildungen Sj in einer gewissen Umgebung 

U(P), und yon eineln gewissen j an, analytiseh sind. Naeh Satz 3 ~ ist also der 

Bildbereieh A(23') der Grenzabbildung ein Tell der co fernen Ebene, im allge- 

meinen Fall also ein Tell yon E0, wzbw. 

1 Die beiden R/iume sollea jeder fiir sich projektiv ahgeschlossen werden. 
Vgl. Fussnote I, S. 26I. 



Uber Folgen und Scharen yon analytischen uud meromorphen Funktionen. 3 l l  

Die ausserhulb V a und X t liegenden HRufungspunkte der Fl~chenfolge 

Vj~S}-I (E)  kSnnen nach dem bekannten Satz yon Hurwitz fiber Konvergenz 

der Nullstellen einer gleichm~ssig konvergenten Folge analytischer (oder mero- 

morpher) Funktionen behundelt werden: 

Dazu nehmen wir an, E sei die Ebene oJ-~ o, V 5 isL dunn die Fl~chenfolge 

f j ~ o ,  und die Voraussetzung yon Satz 3 2 sagt aus, dass die Grenzfunktion 

fo = lim]~ nich~ identisch versehwindet. Also gilt fiir E # Lo: 

b) Die iibrigen t tSufungspunkte der Fl~chenfolge Vj-~ S3vl(E ) bilden die 

an~lytische Fl~che V 0 =  Sj I (E) ,  1 wobei S O die ausserhalb V.l und X t  mero- 

morphe Grenzabbildung ist. 

Hierzu k~nn noch bemerkt werden, dass die Punkte XA n~tfirlich keine 

wesentlichen Singularit~tten der Grenz~bbildung sein k5nnen, ebenso keine we- 

sentliehen R~ndpunkte der Fl~che So I(E). 
D~ isolierte H~ufungspunkte einer Fl~ichenfolge naeh w I, h) unmSglich sind, 

miissen die Punkte XA also notwendig auf So I(E) liegen, wenn /~ nicht eine 

Ausn~hmeebene E0 ist (Vgl. Satz 32). Es gilt also welter: 

c) Is t  U' eine beliebige, um X verminderte Umgebung einer isolierten irre- 

gul~ren Stelle X einer Folge A meromorpher Abbildungen, so wird So(U' ) yon 

jeder analytisehen Ebene des Bildruums geschnitten. 

Entweder ist n~mlich So(U) eine Teilmenge yon E, oder dann liegt X uuf 

der Mannigfaltigkeit SjI(E), d.h .  es gibt dann in beliebiger N~ihe von X 

Punkte P, ffir die S o(P) auf E liegt. 

Schliesslich folgt aus der Tats~che, dass ein Punkt  nicht auf allen analy- 

tischen Bildruumebenen zugleich liegen kann: 

d) Wenn die Grenz~bbildung doppelt enturtet ist, kSnnen keine isolierten 

irregul~ren Punkte ~uftreten. 

w 20. Belegungszahl bei Abbildungsfolgen. 

Wie schon erwii.hnt, verh~lt sich die Grenz~bbildung einer quasiregul~ren 

Folge meromorpher Abbildungen in der Umgebung einer isolierten Irregularit~it 

meromorph, d~ j~ die wesentlichen Singularit~ten einer meromorphen Funktion 

nieh~ isolier~ ~uftreten kSnnen. 

1 Dabei kann S o entartet~ sein, S01(E  ) bedeutet, dann die Menge der Punkte  P, fiir die So(P) 
auf E liegt. 
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Unter gewissen Umst•nden verhitlt sich die Grenzabbildung So auch in der 

Nithe der Irregularitgtsflitche lzi meromorph, d.h.  man kann die (auf ~1 zu- 

niichst nicht definierte) Grenzabbildung fiber gewisse Zweige yon ~ hinweg 

meromorph fortsetzen. Die so erweiterte Grenzabbildung soll S + genannt werden. 

Fiir den nun folgenden Satz wollen wir dieselbe Anordnung treffen, wie ffir 

den analogen Satz 17 bei Funktionsfo]gen. 1 

Ferner seien E~ und E~ 2 feste analytische Ebenen des Bildraums, }~2 und 

V2j 2 seien ihre Urbilder verm5ge der Abbildung Sj der quasireguliiren Folge A. 

Dann gilt : 

Satz 33: Wenn alle Fldchen Irlj *g~d V2j Yon jedem der Kreise T~(Iz ] <-e) 

in hSehstens je n Pm~kten ~ gesehnitten werden, so verhYlt sieh die G'renzabbildung 

der JFoOe Sj an der Stelle P rneromorph und kann liings allen dutch P laufe~den 

Zweigen yon VA raeromorl~h fortgesetzt werden. 

Beweis: Man hat nach w I6, a) die MSglichkeit, die beiden Ebenen E1 und 

]s dutch geeignete projektive Transformation in die beiden Koordinatenebenen 

e0 = o und ~ = o zu iiberfiihren, ohne die Konvergenzverh~ltnisse zu gndern. 

Die Nullstellen der Funktionen fj ,  gj, hi, erffillen dann die Voraussetzungen 

yon Satz I7, sofern diese 3 Folgen fiberhaupt quasiregulfir sind. J~ kann nfim- 

lich nur auf tqj ,  gj nur auf V2j, und hj nut  auf V~j verschwinden. 

Nach Satz 17 sind also die 3 Grenzfunktionen fo, 90, h0 meromorph in der 

Umgebung yon P, ausgenommen dann, wenn die Folgen ~ ,  ~i, hj nicht mehr 

quasiregulgr sind. In diesem Fall ist aber nach Sa/z 3I iiberhaupt nichts mehr 

zu beweisen, wzbw. 

Wir  wollen uns nun auf den Fall besehrgnken, wo die Grenzabbildung im 

ganzen Bereich ~3 meromorph fortgesetzt werden kann, denn nut  ffir solche 

Zweige yon ~ t ,  die aus hebbaren Singularit~tten der Grenzabbildung bestehen, 

soll die Belegungszahl definiert werden. 

Sei ferner E eine analytische Ebene des Bildraums, die keine Ausnahme- 

1 Vgl. die S~tz I7 vorangehenden Erkliirungen auf S. 285. 
Jedem Zweig der analytischen Fliiche ]7, welche Urbild einer analytischen Ebene E ver- 

m5ge der Abbildung S ist, muss eine gewisse Vielfachheit m zugeordnet werden~ niimlich dann, 
wenn dieser Zweig bei Variation yon E in m Bliitter zerfi~llt. 

Beispiel: 'd:w=Zw ~, ~=z, E : w = o .  S-I(E} besteht  aus: g l : w = o  ( m = 2 )  und Z ~ : z = o  
(m = I). 

8 Mit Vielfachheit gezghlt, vgl. Fussnote 2. 
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ebene im Sinne von Satz 3~ sei, d.h.  der Grenzbildbereich sei keine Teilmenge 

yon E. Unter dieser Voraussetzung ist die analytische Fl~iche So a(E) singulari- 

t~[tenfrei im Bereich ~,  und man kann offenbar behaupten: 

a) Ist A eine in ~ irreduzible, quasiregul~ire Folge analytischer hbbildungen 

Sj, so ]~onvergiert die Fl~ehenfolge V}~ Sj-I(E) in ~ gegen die singularit~ten- 

freie analytische Fls V>:, welehe die Vereinigungsmenge yon VA und 

So -1 (E) iS~. 

Beweis: VE umfasst nach Sa~z 32 und w I9, b) sieher alle Hs 

der Fl~ehenfolge @I(E),  aber wegen der Irreduzibiliti~t der gegebenen Abbildungs- 

folg'e ist jeder Punk~ yon V~ Hs jeder Teilfolge der Folge Sfl(E),  

d.h. alie Punkte yon V~: sind Grenzpunl~te dieser Fliiehenfolge (Def. 5) wzbw. 

Unter diesen Umst~inden hat  jeder Zweig yon Vz, also insbesondere jeder 

Zweig yon VA, eine bestimmte Belegungszahl in Bezug auf die Fl~chenfolge 

lJ~ --  Sj-I(E). Die Fl~chen Vj miissen dabei abet mit Vielfachheit gerechnet 

werden (Vgl. Fussnote 2, S. 312). 

Satz 34: Sei Z ein Zweig yon VA. Dam~ ist die Belegungszahl yon Z in 

Bezug auf die F1 5 c h e n f o l g e  OE: V~ = ~3z 1 (E) f~YF alle Bildraumebenen E, welche 

die l]le~ge S + (Z) nicht enthalten, dieselbe. 

Sie soll deshalb als Belegungszahl nz des Zweiges Z i~ Bezug auf die A b- 

b i l d u n g s f o l g e  A bezeiehuet werdem 

Beweis: Seien E 1 und E2 2 analytische Ebenen des Bildraums, von denen 

keine die 1VIenge S + (Z) enthalte. )dan kann offenbar annehmen, ]ffi sei die Ebene 

~o-~ o, E 2 sei die Ebene ~ =  o, was nStigenfalls durch eine projektive Trans- 

formation erreicht wird. Da also auf Z die (nach Voraussetzung in ganz 

meromorphen) Funktionen J~- und g+ nicht [iberall verschwinden, kann man auf 

Z sicher einen Punkt  P mit folgenden Eigenschaften finden: 

x) P ist eine gewShnliche Stelle yon V.I. 

2) P is~ nich~ H~ufungspunkt isolierter Irregularit~iten yon A. (Dies wiirde 

wegen Satz 27 eine wesentliche Singularit~t der Grenzabbildung zur Folge haben). 

3) f+ und g+ haben in P keine Unbestimmtheitsstellen (denn diese liegen 

j~ isolierb), man kann also durch erneute projektive Transformation mit den 

Fixebenen E 1 und E~ erreichen, dass: 

4) f+  (P) und g+ (P) endliehe Werte a ~ o und b ~ o sind. 
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Man k~nn ferner eine Umgebung U yon P ,nit folgenden Eigenschaften 

angeben : 

5) U enthiilt nur gewShnliche Stellen yon Z und keine Punkte yon andern 

Zweigen yon V.1. 

6) fo +, g+, ]to + sind ~lle an~lytisch und nullstellenfrei in U. 

Legt man jetzt eine in U enthaltene, zu Z uniter orthogonale Kreisscheibe 

T~(P) mit Mittelpunkt P und Radius e, so lautet die Behuuptung yon Satz 34 

offenbar: 

Die Funktion ltj hat gleich viele Pole und Nullstellen ~ auf T~(P), wenn 

nur e geniigend klein, und j geniigend gross gew:,thlt wird. 

In der Tat wird ja auf Sj -~(j~,~) h j = o  und auf S/~(E'~) h i = c o ,  in einem 

Sehnittpunkt beider Flitehen kSnnen sieh nur Null- und Polstellen gleieher Ord: 

hung wegheben. 

Wir  wo!len jetzt die abgei~nderte Behauptung beweisen: 

Da hj- auf c gleiehmiissig konvergiert (gegen eine endliehe Funktion), liefert 

das Integral 

, , j  (o) - . j  (co)  = d [ a r g  
o 

2 7 t :  c 

far die Differenz der Zahl der auf T~ (P) liegenden Null- und Polstellen der Funk- 

tion lb" beim Grenziibergang j ->  co offenbar den entspreehenden Wert  fiir die 

Grenzfunktion. Dieser ist abet wegen Eigensehaft 6) = o, also ist wegen tier 

Ganzzahligkeit  der ~j yon einem gewissen j an: N ( o ) =  ~j(co), wzbw. 

Diejenigen analytischen Ebenen E des Bildraums, fiir die die Belegungs- 

zahl yon Z in Bezug auf die Fl~chenfolge S~ -A(E) nicht ~z ist, wollen wir ,,Aus- 

n~hmeebenen im Sinne yon Satz 34" nennen. 

Dies sind entweder Mle analytischen Ebenen dureh einen festen Punkt, oder 

es gibt fiberhaupt nur h5chstens eine solche Ausnahmeebene. 

hS'iterium fiir endliehe Belegu~gszahl. 

Die Belegungszahl ~z kann aueh co sein, selbst dann noch, wenn die Vor- 

aussetzungen yon Satz 33 erfiillt sind. Es w~re n~mlieh mSglieh, dass die be- 

traehteten Ebenen E 1 und E~ Ausnahmeebenen im Sinne yon Satz 34 w~ren. 

* M i t  V i e l f a c h h e i t  g e z / i h l t .  
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Wit ziehen deshalb noeh eine dritte analytische Ebene E 3 in Betracht  aber 

so, d~ss El,  E2, L~ ~icht d~treh eir~e~ P,u~kt l~ufen. 

~%5 = Sj -~(E3) seien die zu E,~ gehSrigen Urbildfl~tehen. Es gilt" 

Satz 35: We,~n die Bedingu~ge~ yon Satz 33 a~tsser .f~ir l~j  u~.d V2j auch 

~zoeh .fi~'r die 2Fliicher~folqe V3j e~fiillt sizd, so si~d alle d,~reh P la~e)~de~ Zweige 

vo~ l~  vo~.z e~dlieher Belegungszahl (<--n) in Bezug az~f die Abbildungsfolge A. 

Beweis: Zuniichst folgt aus Satz 33, dass die Grenzabbildung S O auf allen 

durch P laufenden Zweigen yon l~[t meromorph fortgesetzt werden kann, man 

kann also fiir diese Zweige die Belegungszahlen gem~iss Satz 34 definieren. 

Nehmen wir einmal an, fiir den durch P laufenden Zweig Z sei ~ z =  c~. 

So + (Z) kunn jedenfalls nicht zugleich Teilmenge yon E~,/~'2, E3 sein, somit ist 

wenigstens eine dieser Ebeiaen, z.B. E~, keine Ausnahmeebene im Sinne yon 

Satz 34. Die Belegungszuhl yon Z in Bezug auf die Fliiehenfolge Sj -~(Ea) miisste 

dann also ebenfalls oo sein. Dies widerspricht aber wegen Satz 4 offenbar der 

Voraussetzung yon Satz 35, dass Vaj von T: in hSchstens n Punkten geschnitten 

wird (T~ schneider fiir hinreichend kleines z alle durch P luufenden Zweige yon 

tq), wzbw. 

6. Kap. Scharen meromorpher Abbildungen. 

w 2i. ~ormale Seharen. 

Wir nennen eine Schar analytischer oder meromorpher Abbildungen in ge- 

wohnter Weise in einem gewissen Bereich ~ normal, wenn ~ede Folge dieser 

Schar eine weitere Teilfolge besitzt, die sieh im Bereich ~ gemSss Def. I6 re- 

gular verh~ilt. 

Zun~ehst kann man nati~rlich folgendes Kriterium aufstellen, das auf der 

Besehr~i.nktheit der durch die Abbildungsschar Z erzeugten Funktionsscharen Zj 

und Z.q beruht: 

a) Wenn die Bildbereiehe S(~) fiir alle Abbildungen S der Schar 2~ in einer 

festen Hyperkuffel K enthalten sind, so ist diese Schar normal in ~.  

(Es geniigt iibrigens, wenn der Radius yon K fest bleibt, 3I  darf nach Be- 

lieben variieren). 

Man kSnnte dieses Kriterium auch so ausdriicken: 
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b) I s t  die irreduzible Folge A meromorpher Abbildmlgen an der Stelte P 

irreguliir, so hat das Grenzsehwankungsbild A(P) mit jeder analytisehen Ebene 

mindestens einen gemeinsamen P n n ~ .  

Wenn ni~mtieh A (P) z. B. mit der oo fernen Ebene keine gemeinsamen Punkte  

hi~tte, so wiirde a) eintreffen. Eine irreduzible, irregutiire Folge kann abet keine 

regulitre Teitfotge besitzen. 

Dem ktassisehen Normalitiitskriterinm mit 3 Ausnahmewertenl kann man ein 

entspreehendes mit  6 anatytisehen Ausnahmeebenen gegeniiberstettene: 

Seien kiinftig El ,  /~ ,  . . . , /~6  immer 6 analytisehe Ebenen des Bildraums, 

die ein vollsti~ndiges Viereck bilden, d. h. zu je dreien dureh je einen von 4 Punkten 

laufen. (Man kann diese 6 Ebenen dutch eine projektive Transformation in die 

Ebenen ~o=o,  ~o= I, ~ = o ,  ~ = I ,  w = ~ ,  und die oo ferne Ebene E~ iiber- 

ffihren). Es gilt nun: 

Satz 36: Ist die Schar 23 meromorpher Abbildm~gen des Bereiches 23 so be- 

schalT"en, dass S(23) ft~r keine Abbildung der Schar mit einer der 6 Ebenen .El , . . . ,  E~ 

gemeinsame Punkte hat, so ist diese Schar normal in 23. 

Beweis: Wegen ~ 16, a) kann man annehmen, diese 6 Ebenen seien w-~o, 

w-= I, ~ = o ,  ~ = I ,  ~o=~, und E=. Ist jede Abbildung S der Schar durch 2 

meromorphe Funktionen f u n d  g gegeben, and ist h ihr Quotient gemiiss (I6), 

so nehmen die 3 Funktionen f ,  g, und h nach Voraussetzung keinen der 3 

Werte o, I, oo im Bereich an. 

Somit sind die dureh die Sehar E erzeugten 3 Funktionsscharen El, E,, Eh 

nach w I I, Folgerung aus Satz I8, normal in 23, man kann also aus jeder Folge 

A 1 < E eine Teifolge A : S j  auswi~hlen, so dass die 3 zugeordneten Funktions- 

folgen 2~, gJ, hj in 23 regul~tr sind. Es kann somit fiir diese Folge A keiner der 

z MONTEL~ S. I2~. 

2 ES ist  hingegen nicht  m5glich, ein entsprechendes Kr i ter ium fiir eine Abbi ldungsschar  mit  

Ausnahme  p u n k t e n aufzustel len.  (Man kann  nirgends normale Scharen meromorpher  Abbildungen 
augeben, deren Bildbereiche eine voile Umgebung  eines festen Punktes  vermeiden, z.B. die als  
Schar bebrachtete, irreduzible Folge 

z 

2 

in der Einheitshyperkugel) .  Diese UnmSglichkeit  hiingt wohl damit  zusammen,  das~ eine der Modul- 

funkt ion nachgebildete , ,Modulabbildung",  wie sie auch konst ruier t  sein mSge, keine isolierte Ver- 
zweigungs-Stellen haben kann. 
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Fglle D, E, G, H (w 17) in einem Punkt yon ~ eintreten, d.h.  A ist in ganz 

regutir,  wzbw. 

Aus Satz 36 folgt der yon F. Bureau 1 formulierte Landau'sche Satz fiir 

analytische Abbildungen. F. Bureau ha t  diesen Satz mit Hilfe der Picara'schen 

lV[octulfunktion fiir mehrere Variabeln bewiesen. Zungchs~ jedoch eine Folgerung 

aus Satz. 26,: 

c) I s t  ~ eine in ~ normal e Schar analytiscl~e_r Abbilctungen~ so class das 

Bii8 eine~ feste~ Punk~es A e ~  vermSge jeder Abbildung S ~ler Schar innerhatb 

tier festen Hyperkugel K liegt, so kann man zu jedem abgeschtossenen Teilgebiet 

~* vort ~ eine positive Zaht R(~*} angeben, so dass tier Bitdbereick S(~*} fSr 

jede A_bbit&ung S der Scbar eine Teitmenge aer Hyperkuget [,c}~ + [ z [ ' <  R "a ist. 

lrtclerafaits gagbe es n~imlich in ~* eine konvergente Punktfotge Pi, P.a, �9 �9 �9 -+ Pa, 

ua4 eine il~ ~ regutire Fo)ge yon Abbitcltmgen S) der Schar 21, so dass 

tim Sj(P~> = S~(Po) ein c~ femer  Punkt~ wire. Damit wgre aber nach Satz 26 

auch A(~} ein Teit tier co fernea Ebene, entgegen tier Voraussetzung, dass 

Sj(A) eine fest~ Kuget nicbg verlassen darf. 

S a t z  y o n  B u r e a u :  

Sei S e i n e  analy~ische Abbildung des Dizylinders &:lw[ < r, Iz[ < #. Der 

Bildpunkt des Koordinatennullpunktes, sowie die Funktionaldeterminante an dieser 

Stelle seien vorgeschrieben: 

S (o, o) = (a, b} , J ( o , o ) = D .  

Ferner babe der Bildbereich S(,, ~) keine gemeinsamen Punkte mit den 6 

analytischen Ebenen : 

= o ,  una  (20) 

Dann gilt: 

Das Volumen des Dizylinders # liegt unterhalb einer Schranke M', 

die nur yon a, b, D abh~tngt. 

B e w e i s :  Wir ordnen der Schar s aller Abbildungen S, welehe die obigen 

Voraussetzungen erfiillen, gemitss 

s '  = s (,- w, Q z) 

i Vgl. Literaturverzeichnis. 
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eine neue Schar E' yon analyt ischen Abbildungen S' des Einheitsdizylinders ,,~' 

zu. Die Funkt iona lde te rminanten  entsprechender  Abbildungen S und S' h:angen 

gem~ss J '  = r ~ J zusammen. 

Die Schar E' ist unter  den gemachten Voraussetzungen nach Satz 36 normal  

in ~',  und der Bildpunkt  eines festen Punktes  (o, o) ist sogar fiir alle Abbildungen 

der Schar derselbe, n~imlich (a, b), also kann man c) anwenden:  

~3" bedeute den Dizylinder: Iwl < I ,  I zl < 1, dann ist S'(~3")fiir alle S' 

aus E' eine Teilmenge tier Hyperkugel  Iwl:'+ I z l ' < ~ l  ~ (M hi~ngt nur  yon 

a, b, D ab). 

Is t  die Abbildung S' durch die Funkt ionen  f (w ,  z) und g(w, z)erzeugt ,  

s o  Xst in ~ * : l f l  < ~ ,  I gl < M, also nach der Cauchy'schen Integralformel :  

I~,, (o, o) l < 2 M, ebenso ftir f : ,  g~., g=. 
8 M ~ 8 M ~ 

Somit gilt: I / ( o ,  o) 1 < 8 M  ~, oder I D [ = l ~ ( o ,  o ) 1 <  ,'Q also ,'q < - i ~  [ ,  

oder Volumen yon ~ : er ~ r "~ Q" < 64 er" M 4 " I / ) 1  ~ '  w z b w .  

Scharen mit besehr~nktem Fliichenvergriisserungsverh~iltnis. 

Ein analytisches Flgchenstiick V wird durch eine analytische Abbildung S 

wieder auf ein analytisches F1/~chenstiick V', eventuell  auf  einen Punkt ,  abge- 

bildet. Die Fl~icheninhalte der beiden stehen in einem gewissen Verh~iltnis: 

F '  
~(F, s ) = ~ ,  

genannt  FlgchenvergrSsserungsverh:~tltnis yon V durch die Abbildung S. ~ sei 

nun ein endlicher Bereich, dann gilt:  

Satz  37: We,m~ das Flh'chenvergrb'sserungsverhSlt~is ~ f i ir  alle ~och ga~z in 

liegenden analytischen Fliichenstiicke und fiir alle Abbildm~gen der Schar E ei~c 

obere Gre~ze ~o besitzt, so ist die Schar E normal in !3. 

Bewei.q: Ich beschr~tnke reich auf die Bet rachtung aller ebenen Fl~chen- 

stiicke. Sei E eine beliebige analytische Ebene mi t  der Parameterdars te l lung:  

~. = Wo + .  t, ~ = < + b t, w o b ~ i  I -  I ~ + I b I ~ = ~  s ~ i  

Durch Einsetzen yon w und z in die die Abbildung S best immenden Funk- 

t ionen f (w ,  z) und g(w, z) erhiilt man das Bild S(E) yon E, und zwar in Para- 

meterdars te l lung:  ~o = ~o (t), ~ = ~ (t). 
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Der  Flgcheninhal~ F '  

F'= ~<o + r ' = f {  d~~ ~ + 
11 

(oder wegen l al ~ + I bl ~ = I  
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des Brides eines Bereiches B der Ebene E ist dann 

dt I ] dFt,  wobei d F t  das FlSchenelement  der t-Ebene 

auch der Ebene E) bedeutet .  Offenbar kann das 

FlfichenvergrSsserungsverh~iRnis nur  dann durchwegs --~ z o sein, wenn fiberall 

d'~ I~ +dt~t~ ~ = lal~[ij;~,l ~ + lg.,i.~] + l~l~[if~l,, + i~1~] < ~o 

ist. Das ist aber nm" dann ffir eine beliebige Ebene E mSglieh, wenn im ganzen 

Bereich 2) grit" 

I>;,.I ~ + I.~I,,.I" -< ~o, I/~l ~ + I.~J=l ~ -< ~.0. 

mindestens  einnml I J;' I < V ~ ,  ~b~nso ft~" S~.,, f=, ~=, und  dar- Daraus  folgt  

aus wieder: 

If(/ ') - f ( Q )  [ ~ V~[lw,,- ,cQl + t z , , -  z~l] ~ V2 ~.o./"(2, 

wobei P Q den euklidischen Abstand  yon P und ~ bedeutet .  Entspreehendes  

folgt  fiir g ( P ) - g ( Q ) .  ~Vie man also sieht, ist die Sehar  Z im Bereich 2) yon 

beschrSnktem Abstandsvergr5sserungsverh~il tnis  (dieses ist h5chstens  2 V~zo), und 

damit  nach a) in jedem abgeschlossenen, beschrankten  Tei lgebiet  yon ~ normal.  

Durch  einen Diagonalprozess  finder man  wie im Beweis yon Satz I2, dass E in 

ganz 2) normal  ist, wzbw. 

w 22. Quas inormale  S ch a ren  m e r o m o r p h e r  Abb i ldungcn .  

Den Begriff der quasinormalen Abbi ldungsschar  en tnehmen  wir dem ent- 

sprechenden Begriff  bei Funkt ionsscharen ,  es soll also bier wSrtlich Def. i2 saint 

Zusatz gelten. Um das Auft re ten  tier isolierten irregul~iren Punk te  ki immern wir 

uns dabei nicht .  

Seien jetz~ L~ . . . .  , E 6 wieder 6 analyt ische Ebenen des Bildraums, die ein 

vollst~tndiges Viereck bilden. E sei eine Sch,~r meromorpher  Abbi ldungen des 

Bereiches 2), und V ~ , . . . ,  V~ seien die Urbildfl~chen der 6 erw~ihnten Ebenen  

in Bezug auf eine Abbi ldung S aus dieser Schar. 

�9 Satz  38: Wenn die Bldtterzahl 1 der 6 analytischen 1;Tdchen Vl~ (k = I . . . .  , 6) 

im Bereich 2) .fib" jede Abbildung der Schar E hSehstens je n betrdgt, so ist diese 

Mit Vielfachheit geziihlt, diese ist bei Bestimmung der BHitterzahl nach Def. 4 gemfiss 
Fussnote 2, S. 312 zu berficksichtigen. 
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Schar quasinormal im Bereich ~, u~d zwar yon endlicher Ordnung. (Die Ordnung 

ist hSchstens n.) 

Beweis: Man kann nach Satz 2 aus jeder Folge A~ der Schar E eine weitere 

Teilfolge A.~:Sj ausw~thlen, so dass die zugehSrigen Urbildfliichen ~ j  (der Ebe- 

nen Ek) gegen 6 analytische Fli/chen ~ o  konvergieren, die in ~ ebenfalls maxi- 

mal je n-blSAtrig sind. 

Ausserhalb der Fliichen Vko ist die Folge A.~ nach Satz 36 eine normale 

Schar, sie besitzt also eine weitere Teilfolge A, die sich in ~ ,  die 6 Fliichen 

Vko ausgenommen, reguli~r verhi~l~. A ist also quasireguli~r in ~3, und die Irre- 

gulariti~tsfliiche ist eine Teilmenge der Vereinigungsmenge der I~0. 

Da aber der Bildbereich der Grenzabbildung nicht gleichzeitig Teilmenge 

aller 6 Ebenen Ek sein kann, ist eine dieser Ebenen, z.B. E~, keine Ausnahme- 

ebene im Sinne yon Satz 32, ~[t ist also nach Satz 32 eine Teilmenge von Vlo, 

d.h.  V~ ist ebenfalls maximal n-bl~tttrig, wzbw. 

Aus Satz 32 folgt ferner eine zu w 7, a) analoge Tatsache: 

Seien El,  E.2, Ea 3 analytische Ebenen des Bildraumes, die n ich tdurch  einen 

Punkt  laufen sollen, E sei eine im Bereich ~ quasinormale Schar meromorpher 

Abbildungen. Dann gilt: 

Satz 39: Hat der Bildbereich S(~3) fiir keine Abbildung SEE gemeinsame 

Pankte mit einer der 3 Ebenen El, E.~, E3, so ist die Schar ~ normal in ~. 

Beweis: Ist  A eine irreduzible Teilfolge yon 2], und P ein irregul~rer Punkt  

yon A, so ist P offenbar nicht t t~ufungspunkt der Fl~chenfolgen S~-I(Ek) ~ 

(k ~-- I, 2, 3). Das ist aber unmSglich, well nich~ alle 3 Ebenen zugleich Aus- 

nahmeebenen im Sinne von Satz 3z sein kSnnen, d. h. P ist gar kein irregulfirer 

Punkt,  jede irreduzible Folge aus E ist also regul~r in ~ ,  wzbw. 

Auch hier wiirde es geniigen, wenn man start S(~) nur die Bilder des Randes 

yon ~ betrach~en wfirde, weft S f  l(Ek) als Nullstellenfl~che einer meromorphen 

Funktion den Rand yon !~ schneiden miisste, wean diese Funktion in !~ iiber- 

haupt Nullstellen hat. 

Vgl. Fussnote I, S. 31t. 



~Yber Folgen und Scharen von analytischen und meromorphen Funktionen. 321 

Eine quasinormale Schar analytiseher Abbildungen is~ nach Satz 30 immer 

dann normal, wenn das Bild eines festen, ~ichtanalytischen Fl~chenstiicks verm5ge 

jeder Abbildung der Schar Teilmenge eines festen endlichen Bereiches ist, z.B. 

a l s o  : 

a) Eine quasinormale Schar analytischer Abbildungen Jst normal, wenn die 

Abbildungsfunktionen f und g aller Abbildungen der Schar auf einem 2-dimen- 

sionMen Stiick der absoluten Ebene beschrKnkt sind. 

Unter der gleichen Voraussetzung kann man bei einer Schar meromorpher 

Abbildungen nur schliessen, class fiir keine Teilfolge der Schar der Bildbereich 

A(~')  ein Teil tier cxz fernen Ebene sei. 

w 23. Totale 0 rdnung  einer Abbildungssehar.  

Mit den Belegungszahlen ~2z der ZweJge yon VA bilden wir genau wie bei 

Satz 4 die Zahl ~o, und wenden dann Def. 13 samt Zusatz auch auf Abbildungs- 

scharen an. Damit ist die totale Ordnung einer solchen Schar definiert. 

Sei ~ eine in ~ quasinormale Schar meromorpher Abbildungen. F,1, /~,  E 3 

seien 3 feste, nicht durch einen Punkt  laufende analytische Ebenen des Bild- 

raums, V1, V2, V3 ihre Urbilder in Bezug auf eine Abbildung S der Schar Z. 

Dann gilt: 

Satz 40: Sind die BlYtterzahlen der ~'liiche~z V1, V2, V.~ fi ir alle Abbildungen 

tier Schar E beschrdnkt (<--~), so ist E yon total endlicher Ord~ung (<--n) im .Be- 

reich 2~. 

Beweis: A sei eine irreduzible Teilfolge yon A, bestehend aus den Abbil- 

dungen Sj. Die Grenzabbildung yon A kann nach Satz 33 jedenfalls in ganz 

meromorph fortgesetzt werden. 

Da nicht alle 3 Ebenen /~'1, E 2 , / ~  Ausnahmeebenen im Sinne von Satz 32 

sein kSnnen, konvergiert nach w 20, a) z.B. die Folge der Urbildfl~ichen Sj-I(E1) 

in ~ gegen eine singularit~tenfreie analytische Fl~iche VE,, welche aus VA und 

Sol(E1) besteht. Man kann sogar annehmen, die F1/ichenfolge Sj-I(E1) sei im 

Sinne yon Def. 9 reduziert. 

Sind n~ die Belegungszahlen der Zweige yon VA in Bezug auf die reduzierte 

Flh'chenfolge S~.-~(E1) , so folgt nach unseren Voraussetzungen aus Satz 4 (Vgl. 

aueh Fussnote 2, S. 268), dass ~ = Z ~ n z n ~  < ~ ist fiir jedes zul~ssige Gebiet G. 
2 2  --  6 4 2 1 3 6  Acta mathematica. 8 3  
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Man kann nun, weil S+(~) keine Teilmenge yon E1 ist, analog wie bei 

w I2, b) schliessen, dass ffir jeden Zweig Z von VA die Belegungszahl nz in  Be- 

zug auf die Abbilduugsfolge A hSchstens gleich der Belegungszahl n% in Bezug 

auf die Fl~chenfolge Sj-I(Ej) ist. Es ist dann also immer be ~ E mz~z ~ ~, also 

auch die totaIe Ordnung n.i der Folge A hSchstens -~ ~7, wzbw. 

Folgerung: 

a) Die totale Ordnung der in Satz 3 8 als quasinormal befundenen Schar E 

ist hSchstens ~, und die Grenzabbildung jeder irreduziblen Teilfolge dieser Schar 

kann in ganz ~ meromorph fortgesetz~ werden. 

Man kann auch bei Abbildungsscharen Bedingungen angeben, unter denen 

die c~ ferne Ebene fiir keine irreduzible Teilfolge der Sehar Bildbereich der 

Grenzabbildung sein kann: 

Satz 41: Sei E ei~e aus meromorphen Abbildu~gen bestehe~de quasi~ormale 

Schar yon total eudlicher Ordnuug s im Bereich ~. 

Diese Schar erzeugt zwei Fu.nktionsscharen Ef u~d E.q, fi'ir jede derselben sei 

entweder die Bedi~guug C~ oder Ds i e~fiil!t" 

Dann hat keine irreduzible Teilfolge der Schar einen Tell der c~ fer~en .Ebene 

als Bildbereich der Grenzabb[ldung. 

Zusatz: Besteht die Schar E aus analytisehen Abbildungen, so ist sie unter 

den obigen Voraussetzungen normal. 

Beweis: Wir nehmen einmal an, ffir die irreduzible Teilfolge A der Schar 

E sei der Bildbereich der Grenzabbildung S O ein Teil der c~ fernen Ebene. Wir 

nehmen aber ferner an, dass weder der Bildbereich der Grenzabbildung, noch 

das Bild eines Zweiges yon ~ vermSge der Grenzabbildung einer der c~ fernen 

Punkte der beiden Koordinatenebenen des Bildraums sei. Dies kann man nS- 

tigenfalls durch eine unifiire affine Abbildung des Bildraums erreiehen. ~ 

Unter den gemachten Annahmen (Bildbereich auf E~) sind die beiden Funk- 

tionsfolgen j~ und gj nach Satz 3 I, Zusatz, quasiregul~r, und mindestens eine 

derselben, z.B. ~,  hat  die Grenzfunktion f0 ~ co. 

1 Vgl. Satz IO, S. 279. Es sollen ffir beide Funktionsscharen Zf und ~g dieselben Bedingungen 
erffillt sein, d .h .  entweder immer Cs, oder immer /)8" 

2 Da dabei die Funktionen f j  und gj nur linear kombiniert werden, bleiben die Bedingungen 
C 8 und D 8 erffillt. 
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Die Ebenen w = o und w = ~ sind fiir keinen Zweig yon V,~ Ausnahme- 

ebenen im Sinne yon Satz 34, somit  sind ~lle Belegungszahlen in Bezug auf die 

Folgen ~ = o, f j  = ~, und die AbbiMungsfolge A dieselben. Wegen fo ~ c~ haben 

die Fl~ehenfolgen 2~ = o und J~ = ~ keine H~iufungspunkte ausserhalb V~. 

Somit ist die gem~ss Satz 4 gebildete Summe ~ c . =  E v ~ z ,  ob man sie ftir 

die Flfichenfolgen 2~ = o oder f j  = l, oder fiir die Abbildungsfolge A bildet, stets 

dieselbe. Fiir die Abbildungsfolge ist sie aber nach Voraussetzung entweder hSch- 

stens s, oder dann trifft  dies fiir eine Teilfolge yon A zu. Dasselbe tr iff t  dann 

auch f6r  die Fl~chenfolgen f~. = o und f j  = ; zu. 

Das bedeutet  aber nach Satz 4, dass die Zahl der auf  G liegenden o und 

~-Stellen der Funkt ionen  9~ eine obere H~ufungsgrenze (--~ s) hat.  Nach w ~z, d) 

is~ also die als Schar betrachtete  Funkt ionsfolge  2~ in ~ yon total  endlicher 

Ordnung ( ~  s). 

Dami t  haben wir, well ja  die Bedingungen G oder D~ erfiillt sein sollen, 

einen Widerspruch zu Satz z2 herbeigeffihrt ,  wzbw. 

Da mit  den Voraussetzungen yon Satz 38 eine quasinormale Schar auch yon 

total  endlicher Ordnung ( ~ s )  ist, kann  man Aussagen machen, die dem Satz 

yon Sehottky nachgebildet  sind: 

Satz  42: Sei S ei~e analyh'sche AlJbfhtu,ng des Bereiehes ~ mit folge~de~ 

Eige~schaften : 

I) Die .Entwicklu~gskoeffizie~te~ der die Abbildu~g S bestin~menden Fu~klio~en. 

f (w,  z) u~d y(w, z) seien an einer Stelle P e ~  bis u ,d  mit der Ordnung s gegeben. 

2) Die Urbilder V1, V s , . . . ,  V6 der 6 Bildraumebe~en (zo) sollen in ~ ,~axi- 

real je s-bldttrig sein. 

Dann kann ma~ z~t jedem abgeschlossenen Teilgebiet ~* vo~ ~ eine nut yon 

s, P, ~* und de~, gegebe~en Enhvicklu~gskoeffizie~den abhd~gige positive Zahl 1~ 

a~geben, so dass S(~*) in der Hyperkugel I~o[~ + [~12< R ~ e~dhalten ist. 

Dies folgt  unmittelbav daraus, dass die Gesamthei t  aller Abbildungen mit  

den vorgesehriebenen Eigenschaften gemRss Satz 4I,  Zusatz eine normale Schar 

analyt ischer Abbildungen ist, man kann also w 2I, c) anwenden. 

Fiir meromorphe Funkt ionen kann der Satz von Scbottky etwa durch fol- 

genden Saehverhalt  beschrieben werden: 

2 2 *  - -  6 4 2 1 3 6  Acta mathematlca. 8 3  
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S&tz 43: Sei Z eine quasinormale Schar meromorpher Abbildungen des Be- 

reiches ~,  die keine Teilfolge enth[ilt, f i ir die der Bildbereich der Grenzabbildung 

ein Teil der oo fernen Ebene ist. 

Dann gibt es zu jeder positiven Zahl R ein ~ > o mit folgender Eigenschaft: 

Ist Se ine  feste Abbildung aus Z, und ~ der Bereich, der aus ~ dutch Weg- 

nahme aller 1)unkte entsteht, die von der Flh'che S -1 (E~o), und vom Rand yon 

hb'chstens den Abstand d haben, so ist S ( ~ )  in der Hyperkugel [w[ ~ + [~l ~ < R ~ 

enthalten. 

B e w e i s :  Andernfalls g~ibe es eine Punkffolge Pj ~ 1)o E ~,  und eine Abbildungs- 

folge Sj aus Z, so dass S~(P~) gegen einen c~ fernen Punkt  X konvergiert. 

Sj hat  eine quasireguls Teilfolge A, entweder liegt nun 1)o auf VA, oder 

auf S~-I(Eoo), sonst kSnnte lira S~(1)j) kein c~ ferner Punkt  sein (Vgl. Def. 15). 

Nach Satz 3 2 ist 1)o im ersten Fall H~ufungspunkt der Fl~chenfolge S~ -1 (E~), 

im zweiten Fall trifft dies ohnehin zu. Beides widerspricht aber der Voraus- 

setzung, fiir hinreichend grosses j ws dann P~ beliebig nahe bei der Fl~che 

S~ -1 (E~), wzbw. 

A n w e n d u n g  a u f  ra t iona le  A b b i l d u n g e n .  

Wenn man unter einer rationalen Abbildung vom Grade n eine solche ver- 

steht, die durch 
P(w, z) Q (w, z) 

= R(w, i 

gegeben ist, wobei. P, Q, R Polynome yon h5chstens n-tern Grade sind, so gilt 

nach Satz 38 und Satz 4o, sowie Satz 331: 

b) Die Sehar aller rationalen Abbildungen, deren Grad n nicht iibersteigt, 

ist im abgesehlossenen R a quasinormal yon total endlicher Ordnung n, und fiir 

jede irreduzible Teilfolge dieser Schar ist die Grenzabbildung wieder ra t ional  

Dass die Grenzabbildung wieder rational ist, folgt aus dem Satz yon Hur- 

witz-Weierstrass. ~ 

In  b) ist das schon yon P. Myrberg gefundene Resultat  enthalten, dass die 

Schar aller projektiven Abbildungen quasinormal ist, und zwar yon total end- 

licher Ordnung I. 

Man vergleiche aber Fussnote 4, S. 288, denn die erw~hnten S~tze wurden nur fiir endliche 
Bereiche bewiesen. 

2 BEHNKE-THULLEI~, Satz 28, S. 52. 
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