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Unter Professor J. HJELMSLEVS Mnterlassenen Papieren befandt sich ein Manu- 

skript mit dem Titel: ~Jber monotone Raumkurven. In dieser Arbeit werden die 

sogeRannten stfickweise monotonen, ordingren Raumkurven untersucht, und als Haupt- 

resultat wird bewiesen, dass eine geschlossene, punlrtweise monotone, ordinAre Raum- 

lmrve im Rn, derart dass keine n ihrer Punkte demselben R,_9 angeh5ren, im ganzen 

monoton ist. Mit einigen wenigen formalen ~nderungen macht dieses Manuskript den 

ersten Abschnitt der vorliegenden Abhandlung aus. 

Zusammen mit dem Manuskript fanden sich einige Aufzeiehnungen fiber eine An- 

wendung der gefundenen SAtze auf andere geometrische l~ragen, insbesondere betreffend 

die bekannten S~itze von B6HMER und MOHRMANN fiber elliptisch und hyperbohsch ge- 

kriimmte konvexe Kurven und die damit im Zusammenhang stehenden Begriffe der parabo- 

hschen KonvexitAt and KonkavitAt. x Auf grund dieser Aufzeiehnungen hat der Heraus- 

geber im zweiten Abschnitt der vorhegenden Arbeit eine Darstellung dieser Anwendungen 

zu geben versucht. 

Hjelmslev beabsichtigte dutch Einffihrung eines allgemeineren Kurvenbegriffs, 

der Kurven endlicher 0rdnung, den gefundenen SAtzen (und ihren Anwendungen) 

einen umfassenderen Gfiltigkeitsbereich zu geben. Ein Entwurf zur Behandlung dieser 

Frage fandt sich unter den hinterlassenen Papieren. Die Durchfiihrung der Beweise 

ffir den aUgemeineren Kurvenbegriff scheint jedoch mit nicht unerheblichen Schwierig- 

keiten verbunden zu sein. Der Herausgeber hat daher vorgezogen bier nicht auf diese 

Verallgemeinerung einzugehen. 

1 Vgl, HAu~  [5], insbes. w 6. 
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I. 

l~ber monotone  Raumkurven .  

Das Hauptresultat der nachstehenden Untersuchungen ist ein Satz fiber monotone 

Raumkurven von folgendem Inhalt: 

Wenn eine geschlossene Kurve im n-dimensionalen projektiven Raum punktweise 

monoton ist und keine n linear abh~ingigen Punkte enth~h, so ist die Kurve im ganzen 

monoton. 

Der Satz gibt ein Hilfsmittel zur Behandlung vieler Einzelfragen innerhalb der 

Theorie der reellen Kurven, in erster Reihe derjenigen naheliegenden, wiederholt behan- 

delten Probleme, welche an den Minkowski-BShmerschen Begriff der elliptisch-gekriimmten 

Ovale ankniipfen, sowie zu weitergehenden analogen Untersuchungen. Abet auch bei 

der allgemeinen Untersuchung der Singularit/iten der Raumkurven diirfte der S a t z -  

und die zum Beweise aufgestellten Hilfss~tze - -  mit Vorteil herangezogen werden kSnnen. 

Wir wollen hier stets im projektiven Raum (yon 2, 3 . . . . .  n Dimensionen) ar- 

beiten. Metrische Begriffe kSnnen natiirlich Anwendung linden, wenn es als zweck- 

massig anzusehen ist, indem man dann jedesmal im vorliegenden projektiven Raum die 

spezielle Metrik einfiihrt, welche fiir die in Rede stehenden Aufgaben nutzbar gemacht 

werden kann. Das bedeutet ja keineswegs eine Spezialisierung des Raumes selbst, sondern 

nur eine besondere Wahl der Hilfsmittel. 

Ein erster Schritt in dieser Richtung finder seinen Ausdruck darin, dass wir eine 

Ebene (Hyperebene) to im projektiven Raum als ,,unendlich ferne Ebene" w/ihlen, alle 

Punkte yon to als unendlich ferne und Geraden, welche durch denselben unendlich fer- 

nen Punkt hindurch gehen, als parallel bezeichnen, u. dgl., kurz: wit fiihren die aus 

der affinen Geometrie bekannten Ausdriicke (Halbgerade, Halbebene, Stiitzgerade, Stiitz- 

ebene, konvexer KSrper u. s. w.) ein, als ob to im gewShnliehen Sinne unendlich fern 

ware. Wit wollen dann sagen, dass to als Re]erenzebene einer affinen Geometrie benutzt 

wird, oder: wir arbeiten in einer affinen Geometrie mit to als Referenzebene. 

Dass man auch, wenn nStig, in dieser Ebene to ein elliptisches Polarsystem ats 

Grundlage einer euklidischen Massbestimmung w/~hlen kann, um dann das bekannte 

System der euklidischen Terminologie einzufiihren, ist klar. 

Eine Punktmenge M i m  Rn soil als geschrankt bezeichnet werden, wenn eine Hyper- 

ebene Rn-1 (eine ,,Schranke") existiert, welche keinen Punkt der Menge enhalt. Wenn 

die Menge ausserdem abgeschlossen ist, was wir bier voraussetzen wollen, so gibt es 

unendlich viele derartige Hyperebenen, yon denen jede als Referenzebene to fiir M benutzt 
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werden kann. Diejenigen Punkte des Raumes R~, welche nicht in solchen Hyperebenen 

enhalten sind, bilden, falls M zusammenh~tngend ist, einen konvexen KSrper, die kon- 

vexe Hiille yon M. Die gewShnliche Terminologie fiir konvexe KSrper l~sst sieh dann 

einfiihren und zwar beziiglich jeder der Referenzebenen. 

Mit dem Worte ,,Bogen" oder ,,Kurve" bezeichnen wit eine Punktmenge, die als 

eindeutiges stetiges Bild einer Strecke a betrachet werden kann; je naehdem die Bilder der 

Endpunkte der Strecke verschieden sind oder zusammenfallen, spricht man von ,,Bogen" 

oder ,,Kurve" (oder gesehlossener Kurve). Eine monotone Punktfolge auf dem Bogen 

(der Kurve) entsprieht einer monotonen Folge auf der Strecke a. 

Bogen und Kurven heissen (wie andere Punktmengen)gesehr~inkt, wenn eine Hy- 

perebene (eine ,,Sehranke") existiert, welche keinen ihrer Punkte enth~ilt. Wie oben er- 

w~ihnt, kann man dann von einer konvexen HiiUe des Bogens (bzw. der Kurve) sprechen. 

Stiitzebenen, Halbtangenten u. dgl. sind dabei immer auf die vorliegenden Sehranken zu 

beziehen. 

Ein geschriinkter Bogen im Rn soil als monoton bezeichnet werden, wenn gleiehlau- 

fende monotone Folgen yon je n + 1 Punkten auf dem Bogen immer gleichartige Orien- 

tierungen im Raume Rn bestimmen. 

Zu dieser Definition soll nun zun~ichst folgendes bemerkt werden. Wenn jede mono- 

tone Folge yon n + 1 Punkten auf dem Bogen eine Orientierung im R~ bestimmen soll, 

so kSnnen diese n + 1 Punkte nie in einer Hyperebene R~-I enthalten sein; unsere De- 

finition hat mithin zur Folge, dass jede Hyperebene hSchstens n Punkte mit dem Bogen 

gemein hat. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend dafiir, dass der oben aufge- 

stellten Definition Geniige geleistet wird. 

Wit wollen indes die MSglichkeit nicht ausschliessen, dass Systeme yon mehr als n 

Punkten des Bogens in einer Hyperebene gelegen sind; diese Hyperebene muss aber dann 

einen ganzen monotonen Bogen enthalten, welcher einen Teilbogen des urspriinglichen 

Bogens ausmacht. Fiir einen solehen Bogen w~iren dann wieder entsprechende Bemer- 

kungen geltend zu maehen. SpezieU kSnnte sehliesslieh z. B. der Fall eintreten, dass unser 

Bogen ein Polygon ist, dessen Eeken eine monotone Punktreihe bilden. 

Der Anschauliehkeit und Ubersiehtlichkeit halber wollen wir aber im folgenden unsere 

Darstellung so beschriinken, class wit im Rn nut solche monotone Bogen in Betracht 

ziehen, welche keine in R~--I (oder niedriger-dimensionalen R~iumen) gelegene Bogen 

enthalten. Es bleibt dann einer spRteren Nachpriifung iiberlassen, ob und in welchem 

Um[ange die gewonnenen Resultate aueh fiir die ausgesehlossenen Spezialfiille Giiltig- 

keit haben. 
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Ein Bogen (eine Kurve) soil monoton in einem inneren P.unkte P l~issen, wenn er 

einen monotonen Teilbogen mit P a l s  iunerem Punkr enth~lt, und monoton in einem 

End~unkte A, wenn er einen yon .4 ausgehenden monot~nen Teilbogen enth~It. Ist 

ein Bogen (eine Kurve) monot~n in jedem inneren Punkr und monoton in den End- 

punkten, so soll er als punktweise monoton bezeichnet werden. 

Die wesentliehe Grandlage ffir die Geometric des monot~nen Bogens im Rn ist in 

meiner Arbeit aus dem Jahre 1914 fiber monotone Folgen enthalten. ~ Zunachst fin- 

det man dort u.a. Beweise flit die Existenz einer stetig variierenden Halbtangente 

nach jeder Seite, einer stetig variierender Scbmieghalbebene nach jeder Seite, femer 

eines stetig variierenden Schmleghalbraumes yon dritter und hSherer Ordnung nach 

jeder Seite. Ausserdem ist eine allgemeine Konstrul~tion des Bogens mittels Quadra- 

turen angegeben. Diese Methode liefert nicht nut Beispiele, sondem ailgemeine Resul- 

tate; die Beschr~flamg auf den affinen Raum ist naeh obigen Bemerkungen olme 

Belang. Auch fiir geschlossene Kurven l~sst sich die Konstrul~ion ausffihren, wenn 

man den Satz heranzieht, dass jede Schmieghyperebene die Tangentenfl~che in einer 

monotonen Kurve schneidet. 

Im folgenden betraehten wir nur solche monotonen Bogen, welche die folgenden 

Eigen~haften aufweisen: In jedem inneren Punkt existieren eine Tangente mit zwe i 

entgegengesetzten Halbtangenten, eine Schmiegebene mit einer (,,inneren") Schmieghalb- 

ebene (vorw~rts und rfickw~rts dieselbe) - -  die entgegengesetzte Halbebene sou gele- 

gentlich als ,,~ussere" Schmieghalbebene bezeiehnet werden; femer ein Schmiegraum 

R8 mit zwei entgegengesetzten Schmieghalbr~umen (vorw~rtsgehend und rfickw~rtsge- 

bend); ein Schmiegraum R4 mit einem (inneren) Scbmieghalbraum und einem entge- 

gengesetzten (~usseren) Schmieghalbraum u. s. w. 

Ein ebener monotoner Bogen AB mit best~mmtem Umlaufssinn besitzt eine vor- 

dere Halbtangentenfl~che ~,  welche yon den vorw~rtsgehenden (vorderen) Halbtan- 

genten fiberstrichen wird. Keine zwei dieser Halbtangenten k6nnen einen Punkt ge- 

mein haben. Dureh jeden Punkt der FL~che Q geht sonach eine und nut eine der 

in Rede stehenden Halbtangenten. L~sst man einen Punkt P einen stfickweise mono- 

tonen Bogen MN innerhalb ~ durchlaufen, so wird der Berfihrungspunk~ P1 der (lurch 

P gehenden Halbtangente auf dem vorgelegten Bogen stetig innerhalb eines Teilbogens 

S~T1 variieren (Fig. 1). Dabei ist P1 durch P eindeutig bestimmt, im ailgemeinen abet 

nicht umgekehrt. Lasst man P1 einen Bogen innerhalb S1T1 monot~n durchlaufen, 

so kann man doch immer einen entsprechenden Punkt P auf dem Bogen MN ein- 

Z HJELMSLEV [8]. 
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Fig. 1. 

deutig so ausw~hlen, dass P die yon ibm beschriebene Pnn]rtmenge monoton und ab- 

teilungsweise stetig mit ein~r endlichen Anzahl yon Spnmgstellen auf dem Bogen MN 

duxchlauft. 

Diese Betrachtungen sollen im folgenden auf den R s und hShere R~ume verall- 

gemeinert werden. 

Ein orientierter monotoner Bogen AB im R8 hat eine vordere und eine hintere 

HalbtanCentenfl~iche und einen inneren und einen itusseren 8chmie~bereich, welcher durch 

die inneren bzw. ~tusseren Sehmieghalbebenen iiberstrichen wird. Jeder dieser Bereiche 

wird yon den beiden Halbtangentenfi~ehen und den (inneren bzw. ~usseren)Sehmieg- 

halbebenen in A und B begrenzt. 

Zwei ~ussere Schmieghalbebenen haben keinen Pnnlrt gsmein, zwei innere hinge- 

gen eine Streeke, welche versehwindet, wenn die beiden Beriihrungspunkte gegen ein- 

ander streben. 

L~sst man in einem der Sehmiegbereiche einen Punkt P einen stiickweise mono- 

tonen Bogen MN, weleher keinen Punkt mit der Begrenzung des Schmiegbereiehs ge- 

mein hat, monoton durchlaufen, wobei die Anfangslage M yon P einer Schmieg- 

halbebene # mit dem Bertihrungspunkt M1 auf dem Bogen AB angehSrt, so l/~sst sieh 

zu jeder Lage yon P in eindeutiger und stetiger Korrespondenz mit P ein entspre- 

chender Punkt P1 auf dem Bogen AB derart angeben, class die Sehmieghalbebene co 

in P1 (in dem in Rede stehenden Schmiegbereich) dutch P geht. Die Punkte P1 fiillen 

dann auf AB einen Teilbogen S1T1 aus. Jedem Pnnbt P a u f  dem Bogen MN ent- 

spricht in der vorgeschriebenen Weise eindeutig ein Punkt P1 auf dem Bogen SIT1, 

im allgemeinen jedoch nieht umgekehrt; einem Punkt P1 entsprechen mehrere Punkte 

P. Unter diesen kSnnen wir aber immer einen bestimn~ten derart ausw~hlen, dass je- 
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dem Teilbogen yon S1T1, welcher von P1 monoton durehlaufen wird, eine Punk'tmenge 

auf dem Bogen MN als Oft von P entsprieht, welche monoton und abteilungsweise 

stetig, mit einer endlichen Anzahl yon Sprungstellen auf MN verliiuft. 

Ffir hShere R~ume kSnnen ~hnliche Betrachtungen angestellt werden : ein orien- 

tierter monotoner Bogen AB im Rn hat eine vordere und eiae hintere Halbtangenten- 

fl~iche (Schmiegbereich erster Ordnung), einen inneren und einen ~usseren Schmieg- 

halbebenenbereich (Schmiegbereich zweiter Ordnung), einen vorderen und einen hin- 

teren Schmieghalbraumbereich dritter Ordnung (Schmiegbereich dritter Ordnung), einen 

inneren und einen ~usseren Sehmieghalbraumbereich vierter Ordnung u. s. w. bis zur 

(n--1)ten Ordnung. 

In einem Schmlegbereich (n--1)ter Ordnung gilt auch Analoges flit die Korrespon- 

denz zwisehen Punkten P uncl P1, yon welchen P einen Bogen MN im Schmiegbereich 

durchl~iuft, w~hrend P1 den Berfihrungspunkt eines stetig variierenden Schmieghalbraums 

dutch P bezeichnet. Die betreffenden Betrachtungen beruhen n~imlich nur darauf, dass 

einer stetigen J~nderung yon P eine stetige ~_uderung yon/)1 zugewiesen werden kann. 

In einer Arbeit aus dem Jahre 1911 a habe ieh den folgenden Satz bewiesen: 

S a t z  1. Wenn ]iir einen ebenen ordin~iren Bogen AB  ohne Do'ppelpunkte die Halb- 

tangente in .4 dutch B ge l  und die Gerade AB  keine anderen Punkte als A und B m i t  

dem Bogen gemein hat, so besitz~ der Bogen wenigstens e inen  Wendepunkt. 

Unter einem ,,ordin~iren" Bogen versteht man dabei einen Bogen, der in jedem 

Punkt eine eindeutige Tangente mit entgegengesetzten Halbtangenten hat; es warden 

aber keine anderen Voraussetzungen (fiber Stetigkeit der Tangente oder dergl.) gemacht. 

Wit wollen bei dieser Gelegenheit diesen Satz heranziehen, beschr~nken uns jedoeh 

auf den bier allein in Betracht kommenden Sonderfall, wo der Bogen als stiiekweise 

monoton vorausgesetzt wird, und kSnnen dann die folgende fiir unsere Zwecke besonders 

geeignete Betraehtung anstellen. 

Von A aus grenzen wir einen monotonen Bogen AC derart a b, dass die Tangente 

in G und somit jede Tangente des Bogens AC die Strecke AB trifft. Die Tangente 

in einem Punkt P des Bogens AC muss dann auch den Restbogen PCB wenigstens 

einmal schneiden. Zun~ichst nehmen wir an, dass nur ein Schnittpunkt vorhanden sei, 

und dass dies Ifir jeden Punkt P des Bogens AC gelte (Fig. 2). Bewe'gt sich P stetig 

und monoton yon A bis G, so bewegt sich der entsprechende Punkt P1 stetig und mono- 

ton auf dem Bogen BC yon B his zu einem Punkte D und liegt stets auf der vor- 

w~rtsgehenden Halbtangente yon AC, weil PI immer yon P verschieden bleibt, da keine 

s HJELMSLEV [7]. 
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Doppelpunkte auf dem ganzen Bogen AB vorhanden sind. Hierdurch ist aber ein Teil- 

bogen CD ausgesehnitten, der dieselben Eigensehaften wie der urspriingliche Bogen AB 
besitzt: Die Halbtangente in C geht dutch E, und die Bewegung der Punkte P und 

P1 kann dann fiber C bzw. D hinaus in entgegengesetzter Richtung ungehindert fortge- 

setzt werden. Wenn nun die vorl~iufig gemachte Annahme, dass die Tangente in P den 

Bogen stets nut noch in einem Punkt P1 tr]fft, immer erffillt bleibt, so ergibt die Fort- 

setzung der Betrachtung, dass ein gemeinsamer Grenzpunkt ffir die yon P und P1 be- 

schriebenen Reihen existieren muss, und in diesem Punkt ist unser Bogen nicht mehr 

monoton. Es gibt also bier einen Wendepunkt w. z. b. w. 

Wenn nun abet im Gegensatz zu der gemaehten Voraussetzung die Korrespondenz 

nieht eindeutig ist, so kann man unsere Betrachtung folgendermassen ab~indem: 

Es l~sst sieh jedenfalls ein monotoner (oder punktweise monotoner) Bogen AQ vom 

ganzen Bogen AB derart abgrenzen, dass die Tangente in einem inneren Punkte P des 

Bogens AQ den Restbogen QB eindeutig schneidet, w~hrend die Tangenten in Q ausser 

dem Schnittpunkt Q~ (als Grenzlage yon P1, wenn P nach Q strebt) noch einen Punkt 

Q1 mit dem Restbogen QB gemein hat, wo sie dann den Restbogen berfihren muss (Fig. 3). 

(Von weiteren gemeinsamen Punkten kSnnen wir absehen, da die Methode nStigenfalls 

noeh einmal Anwendung linden kSnnte.) 

Wenn nun unser Bogen in Q noch monoton ist, kSnnen wit P und P1 ihre Bewe- 

gung in der Weise fortsetzen lassen, dass P1 weiter fiber Q~ hinaus in stetiger mono- 

toner Weise l~i~gs des Bogens Q'IQ1 fortschreitet. Ob die Bewegung sich auf diese Weise 

dera~t durchffihren l~sst, dass PI den ganzen Bogen Q'IQ1 durchlauft und P dement- 

sprechend einen monotonen oder punktweise monotonen Bogen QR hin und zurfiek, viel- 

leicht mit mehreren Umkehrungen, durchlauft, wird nun davon abh~ngen, ob man von Q 

aus auf dem Restbogen QB einen monotonen (oder punktweise monotonen)Bogen QR 
5 -- 6 3 2 0 8 1  Acta mathematica. 87 
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.,4 

Fig. 3. 

B 

A B 

Fig. 4. 

abtragen kann, dessen Tangenten den ganzen Bogen Q'IQ1 iiberstreichen. Ist das abet 

nicht mSghch, so gibt es einen grSssten monotonen (bzw. punktweise monotonen) Bogen 

QS "als Ort fiir P und einen entsprechenden Bogen Q~S~ als Orb fiir P1 derart, class 

P1 nicht S~ iiberschreiten kann, d.h. in 8 muss unser Bogen einen Wendepunkt auf- 

weisen (Fig. 4). 
Tritt aber dieser Fall nicht ein, so kSnnen P1 und P ungehindert ihre Bewegung 

fortsetzen, bis P1 naeh Q1 und P naeh Q zuriickkehrt (Fig. 3). Bei dieser stetigen Bewe- 

gung geht die Halbtangente P(P1) des Bogens in die Halbtangente Q(Q1) fiber. Es 

hat sich so herausgeste|lt, duss ein Teilbogen QQI existiert, der in den urspriinglichen 

Bogen AB eingeschachtelt ist und die Eigenschaft hat: dieHalbtangente in Q geht dureh 

Q1, und die Verbindungslinie der Endpunkte QQ1 hat keine anderen Punkte mit dem 

Bogen gemein. 
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Fig. 5. 

~G 
Fig. 6. 

Auf diese Weise kSnnte man dann fortfahren. Es ergibt sich so, dass die Ein- 

schaehtelung entweder einmal abbricht, well der Bogen AQ. . .  bis zu einem Punkt ge- 

langt, wo der Bogen AB nicht mehr monoton ist, also einen Wendepunkt aufweist, oder 

sie kann ins Unendliche fortgesetzt werden. Das wiirde aber bedeuten, dass die von P und 

P1 beschriebenen Reihen einen gemeinsamen Grenzpunkt haben, und in diesem Punkt 

wi~re der Bogen AB nicht monoton. Aueh in diesem Falle hat sich dann die Existens 

eines Wendepunktes als notwendig erwiesen. 

Wit gehen nun daran, den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 2. Wenn in der ~rojektiven Ebene eine 9eschlossene, stiickweise monotone, ordi- 

nSre Kurve ohne Doppelpunkte einen Konvex~un~ A enthglt, dessen Tange~te einen 

weiteren Punkt B m i t  der Kurve gemein hat (und ausserdem vielleicht andere Punkte), 

so muss jeden/alls einer der beiden Teilbogen AB  mindestens einen Wendepunkt ent- 

halten. 

Hat die Tangente a in A mehrere Punkte B nfit der Kurve gemein, so nehmen 

wit - -  einem gewissen Umlaufssinn auf der Kurve entsprechend - -  den auf A fol- 

genden Punkt B. Man hat dann einen Bogen AB, weleher keine anderen Punkte mit 

a gemein hat als A und B. Dieser Bogen a !ist geschr~tnkt beziiglich einer Referenz- 

linie in der Nahe von a. 

Wenn nun die Halbtangente yon a in A den Punkt B enth~tlt (Fig 5), haben 

wit den Fall des Satzes 1., und der Bogen a besitzt dann einen Wendepunkt. 

Wenn hingegen die Halbtangente in A den Punkt B nicht enth~ilt (Fig 6), be- 

trachten wir den Bereich ~, welcher yon dem Bogen a und seiner Sehne begrenzt  

wird. Der Restbogen BA =fl kann nun entweder ganz in diesem Bereich ~ enthalten 

sein (vielleicht mit einem oder mehreren Punkten auf der Sehne AB) oder teilweise 

innerhalb und teilweise ausserhalb Q liegen (da der Punkt A ein Konvexpunkt ist, 

muss fl jedenfalls Punkte  innerhalb ~ haben). Im letzteren Fall muss er die Sehne 

AB schneiden, weil er keinen yon A und B verschiedenen Punkt mit a gemein hat 

(Doppelpunkte waren ja ausgeschlossen). Es entsteht so in allen Fiillen ein Teilbogen 

AB 1 von fl, dessen Halbtangente in A dutch B 1 geht, und der keinen von A und B1 
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verschiedenen Punkt m~t a gemein hat. Wenn fl insbesondere ganz im Inneren yon 

enthalten ist, erfiillt er selbst die Bedingung, dass die Halbtangente in A durch B 

geht, und dass er keinen von A und B verschiedenen Punkt mit a gemein hat. Der 

Bogen enth~lt also in allen Fitllen einen Wendepunkt. 

Unser Satz 2 ist hiermit vollstA4udig bewiesen. Der Beweis wurde in der projek- 

tiven Ebene durchgefiihrt. 

Aus dem Beweisgang fliesst die folgende wichtige Tatsaehe: 

Satz 3. Wenn in der proie~iven Ebene eine geschlossene, stiivlzweise monotone, ardi- 

ndre Kurve ohne Doppelpunkte einen Konvexpunkt A enthtilt, dessen Tangente a wenig- 

stens einen weiteren Punkt B m i t  der Kurve gemein hat, so muss die Tangente a jeden- 

/all einen solchen Teilbogen A B  I yon der Kurve abschneid~n, class man dutch A eine 

Gerade g legen kann, welche ]ceinen anderen Punkt als A mit dem Teilbogen gemein hat. 

Aus Satz 2 lgsst sich ferner unmittelbar der folgende Satz ableiten: 

Satz 4. In  der trro]ektiven Ebene ist jede geschlossene, punIctweise monotone, ordi- 

nate Kurve ohne Doppelpunkte notwendig im ganzen monoton. 

Aus Satz 2 folgt ngmlich, dass die Kurve mit keiner ihrer Tangenten einen an- 

deren Punkt als den Beriihrungspunkt gemein haben kann. Und hieraus folgt ferner, 

dass die Kurve mit keiner Geraden mehr als zwei Pankte gemein haben kann. 

Der Satz geht auf M6bius zuriick und ist spater mehrmals bewiesen worden. 

lm Raume Ra wollen wir nun ghnliche S~ttze aufstellen and schicken zu diesem 

Zweeke einige allgemeine Bemerkungen voraus. Wenn wir im h)lgenden von einer 

ordiniiren Raumkurve sprechen, verstehen wir darunter eine Raumkurve, wo jeder Punkt 

eine eindeutige Tangente mit entgegengesetzten Halbtangenten und eine eindeutige 

Schmiegebene mit zusammenfallenden Schmieghalbebenen aufweist. Eine stiickweise 

monotone ordingre Raumkurve kann somit keine anderen Singularitaten aufweisen als 

Scheitelpunkte (Seheitel oder aueh Wendepunkte), d.h. Punkte, wo die Schmiegebene 

(lokale) St~zebene ist. 

Dutch Zentralprojektion von einem Kurvenpunkt aus wird eine stiiekweise mono- 

tone'ordins Kurve in eine ebene Kurve abgebildet, welche aueh stiickweise monoton 

ist, Hat  die Raumkurve keine T~'isekanten, d. h. Geraden, welche 3 Punkte der Raum- 

lmrve enthalten, so hat die Zentralprojektion keine Doppelpunkte. Hierbei wird zu 

den Trisekanten auch jede ,,beriihrende Trisekante" gerechnet, d.h. eine Tangente, 

welehe durch einen Kurvenpunkt ausserhalb des Beriihrungspunkts hindurchgeht, speziell 
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auch eine Gerade, welche einen Doppelpunkt mit einem anderen Punkt der Kurve ver- 

binder und auch eine Tangente in einen Doppelpunkt. Die Zentralprojektion der Raum- 

kurve kann dann keine Spitzen enthalten und ist somit auch eine ordinate Kurve. 

Dem Satz 1 entspricht nun folgender Satz im Raume: 

Sa t z  5. Wenn ]iir einen stiickweise monotonen, ordindren Bogen AB im R3 ohne 

Trisekanten die Schmieghalbebene in A durch B hindurchgeht, und wenn die Schmiegebene 

in A keine anderen Punkte als A und B m i t  der Kurve gemein hat, so muss der Boqen 

wenigstens einen Scheitel besitzen. 

Die Tangente a in A geht nicht dutch B, weil  der Bogen keine Trisekanten hat. 

Die Halbebene a(B) ist die Schmieghalbebene in A . -  Von A aus schneiden wir 

(bekannten Eigenschaften des monotonen Bogens zufolge) einen monotonen Teilbogen 

AC auf AB derart ab, dass die Schmiegebene in C und somit jede Schmiegebene des 

Bogens AC die Verlttngerung der Strecke BA iiber A hinaus trifft. Die Schmiegebene 

in einem Punkt P des Bogens AC muss dann notwendig den Restbogen PCB in 

wenigstens einem Punkte P1 treffen. Zuniichst nehmen wir an, dass nut ein Punkt 

P1 vorhanden ist, und dass dies fiir jeden Punkt P des Bogens AC gilt. Bewegt sich 

P stetig und monoton von A bis C, so bewegt sich der entsprechende Punkt P1 ste- 

tig und monoton auf dem Bogen B C von B bis zu einem Punkt D and liegt stets 

in der vorderen Schmieghalbebene in P, denn P1 kann hie die Tangente in P iiber- 

schreiten, weil Trisekanten - -  auch beriihrende Trisekanten sowie Doppelpunkte - -  aus- 

geschlossen sind. 

Hierdurch wird ein Teilbogen CD ausgeschnitten, der dieselben Eigenschaften wie 

der urspriingliche Bogen AB hat: Die Schmieghalbebene in C geht durch D, und die 

Bewegung der beiden Punkte P und P1 kann daJm, wenn C kein Scheitel ist, weiter fiber 

C bzw. D hinaus (in entgegengesetzter Richtung auf dem Bogen) fortgesetzt werden. 

Wenn nun die vorlttufig gemachte Annahme, dass die Schmiegebene in P nur noch in 

einem weiteren Punkt P1 trifft, noeh immer zutrifft, ersieht man, wenn man auf die 

angegebene Weise nicht unmittelbar zu einem Scheitel gelangt, dass ein gemeinsamer 

Grenzpunkt der von P und P1 besehriebenen Reihen existieren muss, und in diesem 

Punkt Q ist der Bogea AB nicht mehr monoton. Es gibt in der Tat in der n~tchsten 

Umgebung von Q entsprechende Lagen yon P und P1, d.h. jeder kleine Teilbogen 

mit Q als innerem Punkt wird von gewissen Ebenen in 4 Punkten geschnittea werden 

kSanen. Der Punkt Q ist somit ein Scheitel, w. z. b. w. 

Wenn nun aber die Korrespondenz P ~ P 1  im Gegensatz zu der bisher gemachten 

Voraussetzung nicht eindeutig ausf~llt, so kSnnen wit die Betrachtung in folgender 

Weise ab~ndern : 
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Es lasst sich jedenfalls ein monotoner (oder punktweise monotoner) Bogen AQ 
derart abgrenzen, dass die Schmiegebene in jedem inneren Punkt P des Bogens AQ 
den Restbogen QB eindeutig schneidet, w~ihrend hingegen die Schmiegebene in Q 

ausser dem Schnittpunkt Qi (als Grenzlage yon P1, wenn P nach Q strebt) noch einen 

anderen Punkt Q1 mit dem Restbogen QB gemein hat, wo sie dann den Restbogen 

beriihren (stiitzen) muss. (Von weiteren gemeinsamen Punkten kSnnen wit absehen, 

da die unten verwendete Methode nStigenfalls noch einmal benutzt werden kann.) 

Wenn wit unseren Bogen in Q fortwiihrend als monoton voraussetzen, kSnnen wir 

die beiden Punkte P und P1 ihre Bewegung in der Weise fortsetzen lassen, dass PI 

in stetiger monotoner Weise langs des Bogens Q'xQ1 welter fiber Q~ hinaus fortsehreitet. 

Ob die Bewegung sieh in dieser Weise so durchfiihren liisst, dass P1 den ganzen Bogen 

Q1Q1 und P dementsprechend einen monotonen (oder punlrtweise monotonen) Bogen 

QR hin und zuriiek, vielleieht mit mehreren Umkehrungen, durchliiuft, wird nun davon 

abh~tngen, ob man von Q aus auf dem Restbogen QB einen monotonen (oder punkt- 

weise monotonen) Bogen QR abtragen kann, dessen Schmiegebenen den ganzen Bogen 

Q'IQ1 iiberstreichen. Ist das aber nicht mSglieh, so gibt es einen grSssten monotonen 

(oder punktweise monotonen) Bogen QS als Ort fiir P und einen entsprechenden Bogen 

Q'IS'I als Oft fiir P1 derart, dass /)1 nicht S~ fiberschreiten kann, d.h. in S muss 

unser Bogen einen Scheitel aufweisen. 

Tritt aber dieser Fall nicht ein, so kSnnen also P1 und P ungehindert ihre Be- 

wegung fortsetzen, bis P1 nach Q1 und P nach Q zuriickkehrt. Bei dieser stetigen 

Bewegung geht die Schmieghalbebene P(P1) in die Schmieghalbebene q(Q1) fiber. 

Es hat sich so herausgestellt, dass ein Teilbogen QQ1 existiert, der in den ursprfing- 

lichen Bogen AB eingeschaehtelt ist und dieselben Eigenschaften hat: die Schmieg- 

halbebene in Q geht dutch Q1, und die Schmiegebene q(Q1)hat keine anderen Punkte 

als Q und Q1 mit dem Bogen gemein. 

Auf diese Weise kSnnte man dann fortfahren. Es ergibt sich so, dass diese Ein- 

schachtelung entweder einmal abbricht, well der Bogen AQ. . .  an einen Punkt ge- 

langt, wo der Bogen AB nicht mehr monoton ist, oder sie kann ins Unendliche fort- 

gesetzt werden. Dass wfirde aber bedeuten, dass die yon P und P1 beschriebenen 

Reihen einen Grenzpunkt haben, und in diesem Punkt w~ire der Bogen nicht mehr 

monoton. Auch in diesem Fall hat sich dann die Existenz eines Scheitels als notwen- 

dig erwiesen. 

Dem Satz 2 enstprechend stellen wit im R a den folgenden Satz auf: 

Satz 6. Wenn im proiektiven Raume R3 eine geschlossene, stiickweise monotone, ordi- 
ntire Kurve ohne Trisekanten einen Monoton-Punkt A enth~ilt, dessen Schmiegebene einen 
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anderen Punkt B mit der Kurve oemein hat (ausserdem m6glicherweise weitere Punkte), 

so muss ieden/alls einer der beiden Teilbooen AB  einen Scheitel besitzen. 

Hat die Schmiegebene a in A mehrere Punkte B mit der Kurve gemein, so neh- 

men wir, einem willkiirlich gewiihlten Umlaufssinn auf der Kurve entspreehend, den- 

jenigen, der A am nachsten fiegt. Man hat dann einen Bogen AB, weleher keine 

anderen Punkte mit a gemein hat als A und B. in almficher Weise linden wit, dem 

entgegengesetzen Umlaufssinn entsprechend, einen anderen Teilbogen AB1, welcher die- 

selbe Bedingung erfiillt. Wenn nur ein Punkt B vorhanden ist, f~illt B1 mit B zusammen. 

Wit projizieren nun unsere Kurve u mittels Zentralprojektion vom Punkte A aus 

auf eine Ebene /~. Die Bildpunkte von A, B und B1 seien A', B' und B'I. Die Bild- 

kurve u' in # ist eine ebene gesehlossene stiiekweise monotone Kurve; sie hat keine 

Doppelpunkte oder Spitzen, weil die Raumlmrve keine Trisekanten besitzt. Sie hat 

in A" einen Konvexpunkt, dessen Tangente a', die Spur yon cr in ~u, durch die Punkte 

B" und B'I hindurehgeht. Wir wissen dann (Satz 3, S. 68)yon den beiden Bogen A'B' 

und A'B~, dass man in der Ebene ~ dureh den Punkt A" eine von a' versehiedene 

Gerade g' ziehen kann, welche mit wenigstens einem der beiden Bogen keinen anderen 

Punkt als A' gemein hat. Dass bedeu~et abet flit unsere Raumkurve u, dass eine Ebene 

7 = AA" g" dutch die Tangente a in A existiert, welche keine anderen Punkte als A 

mit dem Teilbogen AB (oder AB1) gemein hat. Es liisst sich sodann eine Referenz- 

ebene in der l~ihe yon ? einfiihren, welche zu dem Teilbogen AB fremd ist, und 

danaeh kSnnen wit behaupten, dass 7 eine Stiitzebene des Teilbogens ist. Die Sehmieg- 

halbebene in A geht also dutch B, und die Bedingungen des Satzes 5 sind erfiillt. 

Der Teilbogen AB muss somit notwendig einen Scheitel besitzen. 

G]eichzeitig haben wit das folgende Resultat gewonnen: 

Satz  7. Wenn im ~roiektiven Raume Raeine geschlossene, stiickweise monotone, ardi- 

ntire Raumkurve ohne Trisekanten einen Monoton-Punkt A enthtilt, dessen Schmiegebene 

einen weiteren Punkt B m i t  der Kurve gemein hat, so muss diese Schmiegebene ieden/alls 
einen solchen Teilbogen A B1 yon der Kurve absehneiden, dass man dutch die Tangente in 

A eine Ebene legen kann, welche keinen yon A versch~lenen Punkt mit dem Teilbogen 
gemein hat. 

Es folgt nun 

Satz  8. Jede geschlossene, pun~weise monotone, ordinate Raumkurve im Rs, welche 

keine Trisekanten besitzt, ist im ganzen monoton. 

Keine Schmiegebene kann n~imhch die Kurve in einem anderen Punkt als dem 

Beriilmmgspunkt treffen (weil sonst Scheitel vorkommen wiirden), und die Kurve wird 
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sonach mittels Zentralprojektion von jedem ihrer Punkte aus in eine geschlossene punkt- 

weise monotone, doppeltpunktfreie ebene Kurve iibergefiihrt. 

Es macht nunmehr keine Schwierigkeiten die vorstehenden Siitze auf hShere R~iume 

auszudehnen. Zun~ichst die Veraligemeinerung der Satze 1 und 5 auf den projektiven 

Raum R4: 

Satz  9. Wenn der Schmieghalbraum eines stiickweise monotonen, ordintiren Bogens AB 

ohne 4-Sekanten im Punkte A dutch B hindurchqeht, und tier Schmiegraum in A keine 

anderen Punkte als A und B m i t  dem Bogen gemein hat, so muss der Bogen wenigstens einen 

Wendepunkt besitzen. 

Zur Erkliirung der bier vorkommenden Ausdriicke soll folgendes bemerkt werden: 

Ein Bogen soil hier als ordintir bezeichnet werden, wenn in jedem inneren Punkte 1) 

die Halbtangenten entgegengesetzt sind, 2) die Schmieghalbebenen zusammenfallen und 

3) die Schmieghalbraume entgegengesetzt sind. Die einzigen singul~iren Punkte (d. h. 

Punkte, wo der Bogen nicht monoton ist) sind solche, wo die Schmie~iume die Um- 

gebung des Beriihrungspunk~es durchschneiden. Diese Punkte sollen Wendepunkte 

heissen. 

U~ter einer 4-Sekante wird eine Ebene verstanden, welehe den Bogen in 4 Punkten 

trifft, Grenzf~ille mitgerechnet (Schmiegsekante und Beriihrungssekante, sowie doppelte 

Beriihrungssekante). 

Der Beweis des Satzes 9 ist so unmittelbar analog dem Beweis der Sittze 1 und 

5, dass eine ausfiihrliche Durchfiihrung sozusagen nut eine wSrtliche Abschrift dieser 

Beweise bedeuten wiirde. Ich begniige mich deshalb mit diesem Hinweis. 

Der folgende Satz ist den S~tzen 2 und 6 analog: 

Satz 10. Wenn im ~ro]ektiven Ra eine geschlossene, stiickweise monotone, ordindre 

Kurve ohne 4-Sekanten einen Monoton-Punkt A entMilt, dessen Schmiegraum einen anderen 

Punkt B mit der Kurve gemein hat (ausserdem mSglicherweise andere Punkte), so muss jeden- 

/aUs einer der beiden Teilbogen AB einen Wendepunkt au/weisen. 

Hat der Schmiegraum a in A mehrere Punkte mit der Kurve gemein, so nehmen 

wir, einem willkiirlich gew~thlten Umlaufssinn auf der Kurve entsprechend, denjenigen, 

der A am n~ichsten liegt. In ~hnlicher Weise linden wir, dem entgegengesetzten Um- 

laufssinn entsprechend, einen anderen Teilbogen AB1. 

Wir projizieren nun unsere Kurve ~ mittels Zentralprojektion vom Punkte A aus 

auf einen Raum Ra. Die Bildkurve u' im R3 ist eine geschlossene, stiickweise mono- 
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tone, ordinate Kurve ohne Trisekanten, well die Kurve u keine 4-Sekanten hat. Die 

Bildpunkte von A, B, B1 seien A', B', B'I. In A' hat u' einen Monoton-Punkt, dessen 

Schmiegebene a' die Spur von a in Ra ist und dutch die Punkte B' und B1 hin- 

durchgeht. Nach Satz 7 wissen wir dann, dass man durch die Tangente von u' in A" 

eine Ebene 7 legen kann, welche wenigstens mit einem der beiden Bogen A'B'  und 

A'B'I keine anderen Punkte als A' gemein hat. Gehen wir auf die Kurve ~ zuriick, 

so bedeutet das aber, dass man durch die Schmiegebene in A einen Raum yon drei 

Dimensionen legen kann, welcher wenigstens mit einem der Teilbogen AB und AB1 

keinen anderen Punkt als A gemein hat. Dieser Teilbogen muss aber dann naeh Satz 

9 einen Wendepunkt besitzen, w. z. b. w. 

Gleichzeitig haben wir das Analogon zu den S~tzen 3 und 7 gewonnen: 

Satz 1t .  Wenn im pro]ektiven R4 eine geschlossene, sti~ckweise monotone, ordin~ire Raum- 

kurve ohne 4-Sekanten einen Monoton-PunIct A enth~ilt, dessen Schmiegraum a einen wei- 

teren Punkt B m i t  der Kurve gemein hat, so muss der Schmiegraum a ieden]aUs einen 

solchen Teilbogen AB1 yon der Kurve abschneiden, dass man dutch die Schmiegebene in 

A einen Raum (Hy~erebene) 7 legen kann, welcher keinen yon A verschiedenen Punkt mit 

dem Teilbogen gemein hat. 

Es folgt dann unser Hauptresultat fiir R4: 

Satz 12. Jede geschlossene, 7~unktweise monotone, ordingre Kurve im pro]ektiven R4, 

welche keine 4-Sekanten besitzt, ist im ganzen monoton. 

Der Beweis ist sehr einfach. Die Kurve kann mit einem beliebigen ihrer Schmieg- 

raume keinen anderen t)unkt als den Beriihrungspunkt gemein haben; sonst ware 

ja nach Satz 10 ein Wendepunkt vorhanden. Die Kurve geht infolgedessen mittels 

Zentralprojektion auf einen R avon  ]edem ihrer 1)unkte aus in eine monotone Kurve 

fiber und kann somit von keiner Hyperebene in mehr als 4 Punkten geschnitten 

werden. 

Und nun gehen wir daran, die allgemeinen S~itze zu formulieren: 

Satz t3.  Wenn die Schmieghalbhyperebene in A eines sti~ckweise monotonen ordi- 

niiren Bogens AB im R,~ ohne n-Sekanten dutch B geht und die Schmieghyperebene in 

A keine anderen Punkte als A und B mit dem Bogen gemein hat, so muss der Bogen 

wenigstens einen HyT~eroskulationspunkt besitzen. 

Hierzu folgende Bemerkungen: 

Ein Bogen in R,  soll ordiniir heissen, wenn in jedem Punkte 1) die Halbtangenten 

entgegengesetzt sind, 2) die Schmieghalbebenen zusammenfallen, 3) die Schmieghalb- 
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r~ume Rr zusammenfallen oder entgegengesetzt sind, je nachdem r gerade oder ungerade 

ist. Punkte, wo der Bogen nicht monoton ist, sind solche, wo die Schmieghyperehene 

die Umgebung des Beriihrungspunktes durehschneidet oder stiitzt, je naehdem n gerade 

oder ungerade ist. Diese Punkte sollen Hyperoskulationspunkte (oder Wendepunkte) 

heissen. - -  Unter einer n-Sekante wird ein Rn-2 verstanden, welcher den Bogen in 

n Punkten trifft, Grenzfalle mitgerechnet. 

Satz i4.  Wenn im projektiven Rn eine geschlossene, stiickweise monotone, ordini~re 

Raumkurve ohne n-Sekanten einen Monoton-Punkt A entMilt, dessen Schmieghyperebene 

einen weiteren Punkt B mit der Kurve gemein hat, so muss ieden/aUs einer der beiden 

Teilbogen A B  einen Hyperoskulationspunkt au/weisen. 

Satz 15. Wenn im pro]ektiven Rn eine geschlossene, stiiekweise monotone, ordintire 

Raumkurve ohne n-Sekanten einen Monoton-Punkt A enthdlt, dessen Schmieghyperebene 

a einen weiteren Punkt B m i t  der Kurve gemein hat, so muss die Schmieghyperebene a 

ieden]alls einen solchen Teilbogen AB1 yon der Kurve abschneiden, dass man dutch den 

Schmiegraum Rn-2 in A eine Hyperebene !egen kann, welche ]r yon A verschiedenen 

Punkt mit dem Teilboaen qemein hat. 

Satz t6.  Jede geschlossene, punktweise monotone, or&~'re Raumkurve im ~rojektiven 

Raume Rn, welche keine n-Sekanten besitzt, ist im ganzen monoton. 

Was die Beweise der Satze 13 . . . .  , 16 anbetrifft, kSnnen wir uns nach den vor- 

stehenden ausfiihrlichen Anweisungen kurz fassen: 

Der Satz 13 wird ganz analog den Satzen 1, 5, 9 bewiesen. 

Der Satz 14 wird mittels Induktion bewiesen, indem man voraussetzt, dass die 

Satze schon fiir die Dimensionszahl n--1 bewiesen sind. Man wendet eine Zentral- 

projektion von A aus an und benutzt zunachst Satz 15 fiir die Dimensionszahl n--1 

und nachher Satz 13. Satz 15 kommt gleichzeitig heraus. 

Schliesslich wird Satz 16 dadurch bewiesen, dass jede Schmieghyperebene nur 

ihren Beriihrungspunkt mit der Kurve gemein haben kann, da sonst ein Hyperoskula- 

tionspunlrt vorhanden ware. 

II. 

Anwendungen auf elliptiseh und hyperbolisch gekriimmte Ovale 

Der Kurvenbegriff, mit dem wir im vorstehenden gearbeitet haben, ist der der stiick- 

weise monotonen, ordinaren Raumkurven im P~. Die Punkte einer solchen Kurve sind 

ordinare Punkte (Monotonpunkte) und mSglicherweise singul~re Punkte, wobei jedoch 
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nur Wendepunkte (Hyperoskulationspunkte) in Betracht kommen. Wendepunkte kSnnen 

nut in endlicher Anzahl auftreten, da man von einem H~ufungspunkt yon Wendepunkten 

aus nicht nach beiden Seiten einen monotonen Bogen abgrenzen kann. Die Kurve be- 

steht daher aus einer endlichen Anzahl punktweise (lokal) monotoner Bogen, die in 

Wendepunkten zusammenstossen. Nun kann ein punktweise monotoner Bogen stets in 

eine endliche Anzahl monotoner Bogen (von n ter Ordnung) zerlegt werden, woraus folgt, 

dass eine stiickweise monotone, ordin~re (geschlossene oder offene) Kurve im Rn aus 

einer endlichen Anzahl monotoner Bogen besteht, die in ordin/iren oder Wendepunkten 

zusammenstossen. 

Da jeder einzelne monotone Bogen yon n ter Ordnung und Klasse ist, ist die Kurve 

im ganzen von endlicher Ordnung und Klasse. Die einzelnen Punkte haben die Ordnung n 

oder n +  1, je nachdem sie ordin~r oder singul~ir sind. 

Im folgenden werden wir (projektive) Ovale betrachten, die durch eine passende 

Abbildung in stiickweise monotone, ordin~kre (geschlossene) Raumkurven in einem Rn iiber- 

gefiihrt werden kSnnen. Da wit uns mit den Eigenschaften dieser Ovale in bezug auf 

verschiedene Scharen von Kegelsclmitten zu besch/iftigen haben, werden wit wie in einer 

Iriiheren Arbeit 4 die projektive Ebene z~ auf eine geronesesche Fliiche z~' im projektiven 

Rs abbilden. Bezeiclmen (Y0, Yl, Y~) projektive Koordinaten in x und (xo, xl, x2, x3, 

x4, xs, ) projektive Koordinaten ira R6, so ist die Abbildung bestimmt dutch 

Xo : xl "x~ : x3 : x4 : x5 = Yl Y2 : Y2 Yo : Y0 Yl : ~ : Y~ : ~ .  

Bei dieser Abbildung werden die Geraden der Ebene in die Kegelschnitte auf z~' und 

die KegeIschnitte der Ebene in die Sehnittkurven der Fl~iche mit Hyperebenen Ra des 

R5 iibergefiihrt. Diese Schnittkurven sind geschlossene monotone Kurven 4. Ordnung 

(Elementarkurven) in dem betreffenden R4. Betrachtet man einen R3 als Schnitt zweier 

Hyperebenen, so sieht man, dass ein Ra, der keinen Kegelschnitt von z~' enthi~lt, die 

F1/iche in hSchstens 4 Punkten, n/tmlich den den Sehnittpunkten zweier Kegelschnitte 

in ~ entsprechenden, trifft. Die Veronesesehe Fl~iehe ist also yon der Ordnung 4. Dass 

ein R3 speziell einen der Kegelschnitte von z~' enth~lt, bedeutet, dass die beiden Kegel- 

schnitte in ~ in Geradenpaare ausarten, die eine Gerade gemeinsam haben. Der R3 hat 

dann mit ~' ausser dem Kegelschnitt hSchstens einen Punkt, n/imlich den dem Schnitt- 

punkt der beiden anderen Geraden entspreehenden, gemein. 

Einer ebenen Kurve, die von einem Kegelschnitt in h5chstens ~ Punkten geschnit- 

ten wird (die v o n d e r  konischen Ordnung p ist), entspricht auf ~' eine Raumkurve 

der linearen Ordnung ~. Insbesondere entspricht einem konischen Elementarbogen, d. h. 

4 F A ~ I C I V S - B J ~ . ~  [4], w 6. 
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einem konvexen Bogen der konischen Ordnung 5, ein monotoner Bogen auf ~' (1. c. S. 22). 

Ein Oval k der zu betrachtenden Art setzt sich somit aus einer endlichen Anzahl konischer 

Elementarbogen zusammen. Von dem Oval k wird ferner gefordert (1. e. S. 22, Bedin- 

gtmg HI), dass ein (eigentlicher) KegeIschnitt c dutch 5 Punkte yon k geqen einen be- 

stimmten eigentlichen Kegelschnitt lwnvergiert, wenn zwei oder mehr der 5 Punkte au] be= 

liebige Weise geoen denselben Grenzpunkt konvergieren. Hierdurch wird sichergestellt, dass 

das Bild k' yon k auf g' eine ordinare Raumkurve ist, dass also keine anderen singu- 

lhren Punkte als Wendepunkte vorkommen (1. c. S. 23). 

L~sst man insbesondere alle 5 Punkte yon k gegen denselben Grenzpunkr P 

streben, so konvergiert der Kegelschnitt c gegen den Schmiegkegelschnitt von k im 

Punkte P. Dieser beriihrt entweder fiinfpanktig und durchsetzt k oder sechspunktig und 

ist dann (lokaler) Stiitzkegelschnitt (P ist sextaktischer Punkt), je naehdem der P ent- 

spreehende Punkt P' auf k' ordin~ir oder Wendepunkt ist. Der Schmiegkegelschnitt in 

P wird auf die Schnittkurven von ~' mit dem oskulierenden Ra von k' in P' abgebildet. 

Die Ovale, mit denen wix uns im folgenden besch~iftigen, setzen sich also aus 

endlich vielen konisehen Elementarbogen zusammen, die in Punkten der konischen 

Ordnungen 5 oder 6 an einander grenzen. In jedem Punkt existiert ein Schmiegkegel- 

sehnitt, der stetig mit diesem Punkt variiert. 

Ovale mit diesen Eigenschaften werden als ein]ache Ovale bezeichnet. 

Das Bild k' eines einfachen Ovals ist somit eine stiickweise monotone, ordin~ire 

(gesehlossene) Kurve im Rs. Sie kann keine 5-Sekanten haben, d.h. kein Ra trifft k' 

in mehr als 4 Pnnbten. Wie oben erwahnt hat n~imlich ein R3, falls er keinen Kegel- 

sehnitt yon ~' enthitlt, hSchstens 4 Punkte mit z', also umsomehr mit k' gemeln. 

Enthiilt ein R3 speziel[ einen Kegelschnitt von z', so hat er hSehstens 3 Punkte mit 

k' gemein, da k v o n d e r  dem Kegelschnitt entsprechenden Geraden der Ebene z in 

hSchstens 2 Punkten geschnitten wird, and ausser deren Bildpunkten trifft der Ra 

die Flitche in hSchstens noch einem Punkt. 

Ein Schmiegkegelschnitt eines einfachen Ovals k in einem Punkt P durchsetzt 

k im allgemeinen und hat daher mindestens einen weiteren Punkt Q mit k gemein. Indem 

man zu k" iibergeht un4 Satz 14 (fiir n=5)  anwendet, sight man, dass wenigstens 

einer der Bogen P Q einen sextaktischen Punkt enth~ilt. Es ist iibrigens bekannt 

(Mukhopadhyaya), dass ein 0val mindestens 6 sextaktische Punkte besitzt. In der 

angefiihrten Arbeit [4] ist bewiesen, dass ein einfaches Oval der konischen Ordnung 

6 genau 6 sextaktische Punkte hat (and aus 6 konischen Elementarbogen besteht). 

Offenbar ist jedes einfache 0val yon endlicher (und zwar gerader) konischer Oral- 

hung. Haben ein Oval k und ein Kegelschnitt c keinen gemeinsamen Punkt, so haben 
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sie 0 oder 4 gemeinsame Tangenten, und dual, haben sie keine gemeinsame Tangente, 

so haben sie 0 oder 4 gemeinsame Punkte. In allen anderen F/illen ist die Anzahl 

der Schnittpunkte gleich der der gemeinsamen Tangenten. 5 Dies gilt auch, wenn 

sich die Kurven beriihren. Man kann daher sagen, dass bei einem einfachen Oval 

konische Ordnung und Klasse iibereinstimmen. Denkt man sieh die beiden Kurven ins 

Endliche projiziert (was mSglich ist, wenn gemeinsame Tangenten vorhanden sind), 

so besteht die folgende Beziehung zwischen den gemeinsamen Punkten und Tangen- 

ten (Fig. 7): Die Schnittpunkte bestimmen in passender Reihenfolge P1, Pg. . . . .  ein 

konvexes Polygon: Es seien Pi-1, Pi, Pi+l drei auf einander folgende Eeken. Dann 

liegt z. B. der ~Bogen Pi-1 P~ von k ausserhalb, der Bogen Pi Pi+l yon k innerhalb 

des Kegelschnitts c. Dem Punkt Pi entsprieht dann eine gemeinsame Tangente 10i, 

die k in einem Punkt des Bogens Pi-1 Pi u n d c  in einem Punkt des Bogens Pi Pi+l 

berfihrt. Falls sieh k und c in Pi beriihren, ist ~i die gemeinsame Tangente in Pi. 

Da das Oval k ,,glatt" ist, d. h. eine mit dem Beriihrungspunkt stetig variierende 

Tangente besitzt, ist klar, dass wenn s ( -  > 2) der Punkte Pi gegen denselben Grenz- 

punkt P auf k konvergieren, die zugehSrigen s Tangenten gegen die Tangente p in P 

konvergieren. Es gilt auch der umgekehrte (dual entsprechende) Satz. Wghlt man 

speziell die Werte s=5 und s =6, so erh~ilt man 

Sate. 17. Einem ein/achen Oval entspricht dual ein ein]aches Oval der gleichen 

konischen Ordnung. ginem Schmiegkegelschnitt entspricht ein Schmiegkegelschnitt, einem 

ardiniiren bzw. sextaktischen Punkt ein ordin~rer bzw. sextaktischer Punkt. 

Es seien nun ein einfaches Oval k und ein Punkt U, der nicht auf k liegt, gegeben. 

Wit beweisen dann 

5 Vgl. JvET. [9], S. 19. 
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Satz i8.  Das Oval k babe die JEigenscha/t, dass jeder seiner Punkte eine Umge- 

bung besitzt, die yon ]edem dutch den Punkt U gehenden Kegelschnitt in h6chstens g 

Punkten geschnitten wird. Dann hat k im ganzen nieht mehr als 4 Punkte mit einem 

solchen Kegelschnitt gemein. 

Man kann dies aueh so formulieren: Hat  k die lokale Ordnung 4 in bezug auf 

die Schar (c) der Kegelschnitte dutch U, so hat k im ganzen die Ordnung 4 in be- 

zug auf (e). 

Zum Beweise betrachten wir das Bild k' yon k auf der Veroneseschen Fliiche s  

Diese Kurve k' ist geschlossen, stiickweise monoton und ordin/tr. Bezeichnet U' das 

Bild yon U, so entsprechen den dutch U gehenden Kegelschnitten die Schnittkurven 

yon ~t' mit den Hyperebenen durch U'. Wir projizieren nun k' yon U' aus auf eine 

Hyperebene 34, wodurch ein neues Bild k" yon k entsteht, s Da k' geschlossen und 

stiickweise monoton ist, gilt dasselbe yon k'. Ein R3 durch 4 Punl~e yon k' hat nach 

einer friiher gemaehten Bemerkung keine anderen Punl~e mit :t' gemein, und der 

oskulierende Ra in einem Punkt P'  yon k' kann daher nicht durch U' gehen. Hier- 

aus folgt 7, dass die Kurve k" ebenfalls ordiniir ist, da sie nur ordini/re und Wende- 

punkte besitzen kann. Da ein Ra durch U' hSchstens 3 Punkte mit k' gemein hat, 

besitzt die Projektion k'" keine 4-Sekanten. 

Folglich ist k" eine geschlossene, stiickweise monotone, ordiniire Kurve ohne 4- 

Sekanten in $4. Der Voraussetzung yon Satz 18 gem/iss wird k' in der Umgebung 

des P entspreehenden Punktes P'  von einer Hyperebene dutch U" in hSchstens 4 

Punkten geschnitten, woraus folgt, dass k" in der Umgebung der Projektion P"  yon 

P" mit einem beliebigen Ra (also einer Hyperebene) in $4 hSchstens 4 Punkte gemein 

hat. Die Kurve k" ist also punktweise monoton. Alle Voraussetzungen fiir die An- 

wendung von Satz 12 auf k" sind somit erfiillt, und aus dem Satz folgt, dass k" im ganzen 

monoton ist, also dass jeder R a in Sa in hSchstens 4 Punkten schneidet. Die Kurve 

k' wird von jeder Hyperebene durch U' in hSchstens 4 Punkten geschnitten, womit 

Satz 18 bewiesen ist. 

Jedes Oval k, das die Voraussetzungen yon Satz 18 erfiillt, hat die Eigenschaft, 

dass ein Kegelschnitt dureh U, der k in einem Punkt P vierpunktig beriihrt, ganz inner- 

6 Das  Bild k" yon k kann  m a n  auch  direkt  aus  k erhal ten.  W~hlt  m a n  U in (0, 0, I )  und  U" 

i n ( 0 ,  0, 0, 0, 0, 1), so ist  die Abbi ldung yon ~ auf  die projizierte Veronesesche F1Rche im ~4 mi t  

der  Gleichung x 5 = 0 durch  

:Co : z l  : x2  : xa  : x ,  = Yl  Ys : Y2 Yo : Yo Yx : Yo ~ : Y~ 

gegeben. 

SCHER): [11]. 
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halb k verl~uft oder k umschliesst, je naehdem U innerhalb oder ausserhalb k liegt. 

Mit anderen Worten, der dutch U gehende oskulierende Kegelsehnitt ist Stfitzkegel- 

schnitt von k in P. Umgekehrt beweisen wit 

Satz 19. Ist jeder ein ein]aches Oval k oskulierende Kegelschnitt dutch U Sti~zkeyel- 

schnitt yon k, so wird k yon jedem Kegelschnitt dutch U in h6chstens 4 Punkten getro]]en. 

Ist der dutch U gehende Kegelsehnitt e ein Stfitzkegelsclmitt von k im Punkte 

P, liegt er also ganz auf der einen Seite von k, so ist die c entsprechende Hyperebene 

dutch U' Stfitzhyperebene von k' in P', und der oskulierende Ra von k" im Punkte 

P" ist daher Stfitzhyperebene von k" in diesem Punkt. Die Kurve k" ist somit wieder 

plmlrtweise monoton, woraus der Satz (wie oben) folgt. 

Satz 18 dual entsprechend hat man: Es seien ein einfaehes Oval und eine Gerade 

u, die das Oval nicht berfihrt, vorgelegt. Das Oval habe in der Umgebung jedes seiner 

Punkte (jeder seiner Tangenten) hSchstens 4 Tangenten mit einem beliebigen u berfih- 

renden Kegelsclmitt gemein. Dann hat das Oval im ganzen hSchstens 4 gemeinsame 

Tangenten mit einem solchen Kegelschnitt. Aus diesem Satz folgern wit nun 

Satz  20. Es seien ein ein]aches Oval k und eine k nicht beri~hrende Gerade u oegeben. 

Wird k in der Un~ebung iedes seiner Pu~kte yon iedem u beri~hrenden Kegelschnitt c in 

h~chstens 4 Punkten getro]]en, so hat k im ganzen h6chstens 4 Punkte mit einem solchen 

Kegelschnitt gemein. 

Wenn k in der Umgebung iedes Punktes hSehstens 4 Punkte mit dem Kegelselmitt 

c gemein hat, so hat k (lokal) aueh hSehstens 4 Tangenten mit c gemein. Dies gilt 

dann auch ffir das Oval im ganzen, und daraus folgt weiter, dass k im ganzen hSch- 

stens 4 gemeinsame Punkte mit einem Kegelsehnitt c haben kann. 

Sehliesslich formulieren wit den dem Satz 19 dual entsprechenden Satz, der eben- 

falls aus der Tatsaehe Iolgt, dass ein einfaehes Oval dieselbe Ordnung und Klasse hat: 

Satz  2i .  Es seien ein ein]aches Oval k und eine k nicht beri~hrende Gerade u gege- 

ben. Wenn ieder oskulierende Kegelschnitt yon k, der die Gerade u beri~hrt, Stittzkegel- 

schnitt yon k ist, so wird k yon iedem u beriihrenden Kegelschnitt in h6chstens 4 Punkten 

geschnitten. 

Wit gehen nun yon der ~yrojektiven zur a]/inen Ebene fiber, indem wit die Gerade u 

als Referenzgerade (unendlieh ferne Gerade) w~hlen. Die in den S~tzen 20 und 21 aul- 

tretenden Kegelschnitte sind dann Parabeln, und die fiber das Oval k gemaehte An- 

nahme besagt, dass es entweder ganz im Endlichen liegt (eigentliches Oval) oder zwei 
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unendlich ferne Punkte besitzt (uneigentliches 0val). 0vale mit nur einem unendlich 

fernen Punkt sind ausgeschlossen. 

In der affinen Ebene erhalten dann die S~itze 20 und 21 folgenden Wortlaut: 

Satz 20 a. Wenn ein ein/aches Oval k in der Umqebung ]edes seiner Punkte yon jeder 

Parabel in h6chstens 4 Punkten geschnitten wird, so hat k im ganzen h6chstens 4 Punkte 

mit einer Parabel gemein. 

S a t z  21 a. Wenn jede oskulierende Parabel eines ein/aehen Ovals Stiitzkegelschnitt 

yon k ist, so wird K yon jeder Parabel in h6chstens 4 Punkten geschnitten. 

In beiden F~illen kann man sagen, class das Oval die parabolische Ordnung 4 (also 

die kleinstm6glich parabolische Ordnung) besitzt. 

Aus den S~ttzen 20a und 21 a ergeben sich nun fast unmittelbar die S~ttze yon 

B6H~I~R und MOHRMaNN fiber elliptisch bzw. hyperbolisch gekrfimmte Ovale sowie die 

S~ttze yon CARLEMAN und HAUPT fiber parabolisch konvexe bzw. konkave 0vale. s 

Von einer Kurve ~ wird gesagt, dass sie in einem Ptmkt P elliptisch, 7aarabolisch 

oder hyperbolisch gekriimmt ist, je nachdem der Schmiegkegelschnitt yon ~, in P eine 

Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist. 9 Ist ~ im Punkte P elliptisch bzw. hyperbolisch 

gekrfimmt, so gibt es auf ~ eine Umgebung yon P derart, dass 5 beliebige Punkte 

dieser Umgebung stets auf einer Ellipse bzw. einer Hyperbel liegen. Gibt es umge- 

kehrt auf ~ eine Umgebung yon P derart, dass 5 beliebige ihrer Punkte stets auf 

einer Ellipse bzw. einer Hyperbel liegen, so soll ~ in P im weiteren Sinne elliptisch 

bzw. hyperbolisch gekrfimmt heissen. Der Schmiegkegelschnitt yon ~ in P ist dann 

im allgerneinen eine Ellipse bzw. Hyperbel, kann abet in eine Parabel ausarten. 

Wir beweisen nun 

Satz 9.2. Ist ein ein/aches Oval k in ~edem seiner Punkte im weiteren Sinne ellip- 

tisch bzw. hyperboliseh gekriimmt, so liegen 5 beliebige Punkte yon k au/ einer Ellipse 

bzw. Hyperbel. 

L~gen n/imlich 5 Punkte yon k auf einer Ellipse und 5 andere auf einer Hyper- 

bel, so mfisste es auch 5 Ptmkte auf k geben, die auf einer Parabel liegen; denn der 

Kegelschnitt durch 5 Punkte variiert stetig mit diesen Punkten, trod kein Kegelschnitt 

durch 5 Punkte von k entartet in ein Geradenpaar, da ein solches ja h6chstens 4 

Punkte mit k gernein haben kann. Nach Voraussetzung wird k in der Umgebung jedes 

seiner Punkte von einer Parabel in h6chstens 4 Ptmkten getroffen, und nach Satz 20 a 

8 BSHMER [2], I~IOHRMANN [10], CARLEMAN [3], HAUPT [5] u n d  [6]. 
9 BLASCHKE [1], S. 27. 
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gilt dies daher fiir die ganze Kurve k. Hieraus folgt, dass siimtliche Kegelschnitte 

dutch 5 Punkte yon k yon des gleichen Art sind, und damit ist der Satz bewiesen. 

Aus dam obigen geht hervor, dass jedes iiberall elliptiseh bzw. hyperbolisch ge- 

kriimmte einfache Oval vonde r  parabolisehen Ordnung 4 ist. Wit haben abet zugleich 

gesehen, dass ein einfaches Oval der parabolischen 0rdnung 4 iiberall eUiptisch bzw. 

hyperbolisch gelrriimmt ist, da s~tmtliche Kegelsehnltte dutch 5 Kurvenpunlrte von der 

gleichen Art sind. Es gilt also 

Satz 23. Die (ira weiteren Sinne) elliptisch bzw. hy~erbolisch geleriimmten ein- 

/achen Ovale stimmen mit den Ovalen der parabolischen Ordnung d iiberein. 

Wenn eine Kurve y in der Umgebung eines Punktes P ganz innerhalb bzw. ganz 

ausserhalb der oskulierenden Parabel in P liegt, nennt man die Kurve nach CARLE~N 

bzw. HAyer parabolisch konvex bzw. parabolisch konkav in diesem Punkt. Es ist nun 

klar, dass ein einfaches Oval k der parabolischen Ordnung 4 iiberall parabolisch kon- 

vex oder iiberall parabolisch konkav ist und ganz innerhalb bzw. ganz ausserhalb einer 
jeden oskulierenden Parabel liegt, je nachdem k iiberall elliptisch bzw, hyperbolisch 

gekriimmt ist. Aus Satz 21 a folgt umgekehrt, dass jedes iiberall paraboliseh konvexe 

bzw. konkave einfache Oval yon der parabolischen Ordnung 4 ist und elliptisch bzw. 

hyperboliseh gekriimmt ist. Man hat also 

Satz 24.  Die (ira weiteren Sinne) elliptisch bzw. hyperbolisch gekriimmten ein/achen 

Ovale sind identisch mit den iiberall loarabolisch konvexen bzw. konkaven Ovalen. 

Die elliptisch gekriimmten (parabolisch konvexen) Ovale sind offenbar eigentliche 

Ovale, die hyperboliseh gekriimmten (parabolisch konkaven) uneigentliche 0vale. 

Wit bemerken schliesslich, dass die Siitze 22, 23 und 24 im hyperbolisehen, je- 

doch nieht im elliptisehen Fall, ihre Giiltigkeit bewahren, wenn man statt der Ovale 

(offene) konvexe Bogen in betracht zieht. 
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