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Einleitung

Erst kiirzlich (Math. Ann. 124 (1951) S. 38) hat Siegel den Wunsch ausgesprochen,
man solle die Peterssonsche Methode auf den Fall der Hilbertschen Modulgruppe iiber-
tragen. Diese Ubertragung wird in der vorliegenden Arbeit durchgefithrt. Fiir die
Anregung zu der Arbeit und das Interesse an ihrer Durchfithrung mochte ich Herrn
Professor Dr. Petersson an dieser Stelle meinen Dank aussprechen.

Ich will zundchst einiges liber die Peterssonsche Methode im Fall einer Variablen
sagen. Zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten einer ganzen Modulform hat Hecke
das folgende Verfahren angegeben. Man subtrahiere von der Modulform eine passende
Linearkombination von Eisensteinreihen so, dass als Rest eine ganze Spitzenform bleibt.
Die Fourierkoeffizienten der Linearkombination der Eisensteinreihen sind unendliche
Reihen bekannter Bauart, die sich auf endliche Teilersummen zuriickfithren lassen. Der
jeweilige Fourierkoeffizient der ganzen Spitzenform tritt als Restglied hinzu. Die
Peterssonsche Methode kann hier zur Abschitzung dieses Restgliedes herangezogen
werden. Ihr wesentlicher Vorteil gegeniiber der Methode von Hardy und Littlewood
liegt darin, dass man nicht wie bei Hardy und Littlewood direkt die Fourierkoeffizienten
der vorgelegten Funktionen abzuschitzen sucht, sondern zunichst auf analytischem
Wege zeigt, dass die Funktion sich als Linearkombination einer Anzahl wesentlich
besser bekannter Funktionen, namlich von Poincaréschen Reihen, darstellen lasst. Mit

Hilfe der Metrisierung beweist man hierzu den Vollstindigkeitssatz fiir Poincarésche
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Reihen. Die Poincaréschen Reihen entwickelt man nun in Fourierreihen. Ein gegen-
tiber der fiir Spitzenformen allgemein leicht erhiltlichen Abschidtzung der Fourier-
koeffizienten erheblich verbessertes Ergebnis erhilt man durch die nicht-triviale Abschit-
zung der auftretenden Kloostermanschen Summen, wobei eine neue Abschitzung von
A. Weil eine wesentliche Rolle spielt. (Siche [14])!

Bei der Behandlung der Hilbertschen Modulgruppe zeigt es sich, dass man mit
den gleichen Methoden zum Ziel kommt wie im Falle einer Variablen, dass sich also
die Peterssonsche Methode direkt iibertragen lisst. Die bei einer Ubertragung auf
den Fall mehrerer Variabler verstindlicherweise auftretenden Komplikationen sind
hier rein technischer Natur, die Grundziige des Verfahrens bleiben ungeindert.

Bekanntlich treten die Darstellungsanzahlen ganzer Zahlen durch eine positiv-
definite quadratische Form als Fourierkoeffizienten gewisser Modulformen auf. Die
Bestimmung der Darstellungsanzahlen ist daher gleichbedeutend mit der Berechnung
der Fourierkoeffizienten dieser Modulformen. Ich will gleich fiir einen algebraischen
Zahlkorper skizzieren, was man zu ihrer Bestimmung zu tun hat.

Es sei K ein total-reeller algebraischer Zahlkérper vom Grade » itber dem ra-
tionalen Zahlkérper. @,..., 7' selen » komplexe Variable, die auf den Teilraum
Im (%) >0, k=1,..., n, beschrinkt werden sollen. 7’ bezeichnet man als die k-fe
Konjugierte von 1. (Im Sprachgebrauch und in der Bezeichnung schliesse ich mich
weitgehend an [5] und [6] an; hier nicht besonders erklirte Bezeichnungen kénnen
dort nachgeschlagen werden.) S vor einem Ausdruck bedeutet Bildung der Summe
der Konjugierten (Spurbildung), N Bildung des Produktes (Normbildung). Auf Ideale
angewandt bedeutet N die Bildung der Idealnorm; fir eine Zahl o aus K ist daher

(das durch « erzeugte Hauptideal wird durch («) bezeichnet)
N (@) =| ¥ (@) .

Unter der zum Korper K gehorenden (engeven) Hilbertschen Modulgruppe I'
versteht man die Gruppe der quadratischen zweireihigen unimodularen Matrizen, deren
Elemente ganze Zahlen des Korpers K sind. Fiir ganze Ideale ¢ aus K definiert
man die Haupthongruenzuntergruppe I'(c) der Hilbertschen Modulgruppe zur Stufe ¢
als die Untergruppe der Matrizen aus [, die zur Einheitsmatrix mod ¢ kongruent

sind, wobei die Matrizenkongruenz wie iblich elementweise zu verstehen ist.
a b
= )
¢ d

1 Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.
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sei eine Matrix aus I. Man versteht unter L (7) oder einfach Lt die Transformation

a(k) T(k) + b(k)

(k)
s
c(k) T(k) + d(k)

7 k=1,..., n,

also eine simultane linear gebrochene Transformation in den Variablen 7, k=1,..., «.
Hierdurch wird der Gruppe I’ (und ebenso I'(c)) eine (diskontinuierliche) Substitu-
tionsgruppe im Raume Im (z*) >0, k=1,..., n, zugeordnet, die gelegentlich als
inhomogene Modulgruppe bezeichnet wird. Die Gruppe hat einen Fundamentalbereich,
der in einigen Punkten der Form 7=&= Zahl aus K (r=£ bedeutet 77 =§®,
k=1,...,n) an den Rand des Bereiches Im (z*))>0, k=1,..., n, heranreicht. Die
Punkte 7=¢& nennt man Spitzen von I'(c) (siehe [5]). Der auf dem Rande des
Bereiches Im (%) >0, k=1,..., n, liegende Punkt 1 = oo, k=1, ..., n, ist Fixpunkt
einer Untergruppe von I'(¢), der affinen Gruppe von I'(c) im Punkte oo, die aus
den Matrizen

(l b* ) .. A= Einheit aus K

t > b* i
0 21 mit 1 od ¢ b* ganz in K

mit gewissen Einschrinkungen fiir die 5* besteht. Die Grossen A* bezeichnet man
als Multiplikatoren von I'(c) in der Spitze oo. Diejenigen Matrizen, in denen A*=1
ist, bilden eine Untergruppe von Matrizen der Form
+ ( 1 b) )
0 1

Die hier auftretenden algebraischen Zahlen b bezeichnet man als Translationen in der
Spitze co. Ist & eine Zahl aus K, so gibt es eine unimodulare Matrix 4 mit Ele-
menten aus K so, dass 4 (&)= oo ist. Die Gruppe 4 I'(¢) A" hat wieder eine Unter-
gruppe mit dem Fixpunkt oo, die affine Gruppe zum Punkte 4 'co. Durch sie sind
die Multiplikatoren sowie die Translationen zur Spitze £ = 4 'co definiert. Die
zu den Translationen gehorende Untergruppe von A I'(c) A™! bezeichnet man als
T (4, I'(c)), sie hidngt nicht nur von & sondern auch von 4 ab (4 ist nicht eindeutig).

Eine in Im (¢v*)>0, k=1,..., n, holomorphe Funktion heisst ganze Modulform
der Dimension —r zu I'(c), wenn sie die Funktionalgleichungen

f(LT)=N(ct+d)y f(z) fiir L=(Z J

b) aus I'(c)
erfiillt.
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Die ganzen Modulformen der Dimension —~r zu I"(c) bilden eine lineare Schar
endlichen Ranges, die wir mit {I'(c), —r, 1} bezeichnen (fiir Formen {I'(c), —r, v}
mit Faktorensystem v siehe [6]). f(z) heisst Spitzenform, wenn sie verschwindet,
wenn man innerhalb des Fundamentalbereiches in die Spitzen hineinlauft.

Eine ganze Modulform ist n-fach periodisch und hat eine Fourierentwicklung

der Form _
f@=_ > bmensen,

+=0 mod c—*b—*
Man kann zeigen, dass b(»)=0 ist, falls eine der Konjugierten von v negativ ist
(siehe § 1); es ist also nicht notig, diese Eigenschaft als Forderung in die Definition
aufzunehmen, wie es bisher iiblich war, man beachte jedoch, dass dies nur fiir n>1
moglich ist.

Man definiert nun die verallgemeinerten Thelarethen

(a) O(r.Q, 05,0, A)= > FISER®IY ;=0 mod qa, j=1,..., 2r.
&;==0; mod ¢ q
! 1S1i52r

a und e sind ganze Ideale von K und so gewihlt, dass ea®d=(1) ein Haupt-
ideal mit der total-positiven Erzeugenden A wird; b ist die Differente von K.
Qu)=Q (uy, ..., us,) ist eine total-positiv-definite quadratische Form mit ganzen Ko-

effizienten in K. ¢ (1) ist n-fach periodisch und hat die Fourierentwicklung

(b) V(e Q o0 A= 3 a()drow
v=0 mod a*
>0

(r>0 heisst » total-positiv). a(v) ist gleich der Anzahl der Darstellungen der total-
positiven Zahl v durch die quadratische Form @ (&) unter der Nebenbedingung
&=pg;mod eq, j=1,..., 2r. Es stellt sich heraus, dass 9 (r) eine ganze Modulform
aus {I'(c), —r, 1} fiir passendes ¢ ist. Die Reihen (a) sind von Hecke und in dieser
Form zuerst von Kloosterman aufgestellt worden, der auch die Stufe bestimmt hat [4].
Man bestimmt nun zu ¢ (z) eine Linearkombination von Eisensteinreihen so, dass der

Rest eine ganze Spitzenform ist. Damit wird

(o) a)=N () E () +a* ).

Das erste Glied rechts ist der Fourierkoeffizient der Linearkombination der Eisen-
steinreihen und von Kloosterman bestimmt worden (Genaueres findet man in [3]
und [4]). Das Restglied «* (v) ist der Fourierkceffizient einer ganzen Spitzenform.
Hier war bisher nur die triviale Abschitzung [3]

a* (»)=0 (N i)
bekannt.
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Im Falle n=1, also bei der gewthnlichen Modulgruppe, gelingt es nun, unter
Benutzung nicht-trivialer Abschitzungen der sogenannten Kloostermanschen Summen,

mit Hilfe der Peterssonschen Methode (siehe insbesondere [8]) die bessere Abschitzung
(d) a* ) =0 (y¥-30-0) (n=11)

zu erhalten. ! hingt von der Abschitzung der Kloostermanschen Summen ab. Man
erhielt zunidchst I=2+¢ ([1], [11], [13]), mit einer verbesserten Abschitzung von
Salié schliesslich 7= %+¢([12]). Mit einer neuen Abschitzung von A. Weil gelangt
man bis auf I=}+¢ herunter ([10], [14]). Die Ermittlung einer (d) entsprechenden
Abschitzung fiir »>1 ist das Hauptziel dieser Arbeit.

Ich behandle zunichst den Fall, dass r>2 ist. Da dann unter den Poincaréschen
Reihen eine (endliche) Basis der Schar der ganzen Spitzenformen vertreten ist (nach
dem Vollstindigkeitssatz [6] Satz 11 Seite 577), kann man sich damit begniigen, die
Fourierkoeffizienten dieser Reihen abzuschétzen. Solch eine Poincarésche Reihe zur
Spitze £=A4 'co hat nach Maass ([6]) § 2) die Gestalt (v=1 gesetzt)

*
(e) G, (v, LA T @©,u)= 3 N@mr+m,) E&™5#¥O - ( " );

MCV, (ALY m, my

V, (A4 I'(¢c)) ist ein volles System von Matrizen mit verschiedenen zweiten Zeilen aus
der Klasse AI'(c), A 'co ist Spitze von I'(c), u ist eine ganze total-positive Zahl
aus K. ’

Zur Ermittlung der Fourierentwicklung von G _, in der Spitze B™!oo ist es not-
wendig, die Matrizen aus der Klasse AI'(c) B™' bis zu einem gewissen Grade explizit
zu bestimmen. Ausserdem benétigt man die Multiplikatoren A* (genauer die A selbst)
und die Translationen. Tm § 1 werden diese Bestimmungsstiicke der Gruppen I'(c)
ermittelt. Kine wesentliche Erschwerung gegeniiber dem Fall n=1 liegt natiirlich
darin begriindet, dass die Klassenzahl nicht 1 zu sein braucht, so dass z. B. 4 und B
im allgemeinen nicht ganzzahlig gewihlt werden konnen. Die Multiplikatoren, die im
Fall n=1 nicht auftreten, konnen iiberhaupt nur auf Umwegen bestimmt werden.
Zur Festlegung der Elemente der Matrizen aus AI'(c) B™!, die zum Teil durch Kon-
gruenzen erfolgt, ist es notwendig, eine ganze Anzahl von Hilfszahlen passend zu
wiahlen. Die Moglichkeit einer solchen passenden Wahl wird im allgemeinen durch
den sogenannten wverschéirften Anndiherungssatz der algebraischen Zahlentheorie (Hasse,
Zahlentheorie S. 280 [Akademieverlag Berlin 1949]) gewéhrleistet, der grob gesprochen
besagt, dass in einem algebraischen Zahlkérper Annidherungsforderungen nach endlich
vielen Primdivisoren immer mit einem fiir die anderen Primdivisoren ganzen Element

des Korpers erfiillt werden kénnen.
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Im § 2 werden zunichst die Fourierkoeffizienten der G, (t) bestimmt. Sie haben

die Form
iy+o0 Comi {VI;' ’f’i}
1 iSub* W(m,A,B,F(c)) e = m:z
(f av) = _Ze&ﬂs;,b ? d N - iz |-
) ( ) A v ‘_”_l_( N(m) v o x

Die genauen Summationsbedingungen fiir m sind dabei weggelassen. W (m, 4, B, I'(0))
sind verallgemeinerte Kloostermansche Summen. A ist bis auf das Vorzeichen das

Volumen des Periodenparallelotops im Raum Im (1)=y; b*=0" (1) ist eines der fir
*
festes 1 in den Matrizen der Form ( 0 }Cl) auftretenden b* (welches man nimmt, ist

gleichgiiltig). Wesentlich neu gegeniiber dem Fall n=1 ist das Auftreten der Summa-
tion iiber die Multiplikatoren A mit A>0, d. h. iber die total-positiven Einheiten,
die =1 mod ¢ sind. Man muss bei der Abschitzung der Integrale rechts die 4% so
herausholen, dass einerseits die Konvergenz der Summe iiber A erreicht wird, anderer-
seits das mit A* verbundene m® nicht stérend in Erscheinung tritt. Hierzu ist es
notig, die einzelnen Integrale des Produktes rechts verschieden abzuschdtzen, damit
sich nicht infolge N (4*)=1 die Konjugierten von A® gegeneinander wegheben. Die
Integrale entpuppen sich auch hier wieder im wesentlichen als Besselfunktionen, fiir
die jetzt jedoch die triviale Abschitzung nicht mehr ganz ausreicht. Setzt man fiir

W eine Abschitzung der Form

1
5

(g) IV (m7 A7 B: F(C)) :0 (N (el)l N (62) )7 (m) = e1 e‘.’.

voraus, worin ¢, der zu 2 teilerfremde Idealfaktor von (m) ist, so erhédlt man
(h) a () =0 (N @i H-ie),

Die Summen W (m, 4, B, I' (¢)) lassen sich nun, wie in §4 ausgefithrt wird, auch
bei beliebiger Klassenzahl von K mit den Methoden von Salié [11] behandeln. Unter
Hinzunahme eines Ergebnisses von A. Weil [14] gelingt es, die oben angegebene
Abschitzung allgemein mit I=1 + ¢ herzuleiten. Diese Abschitzung fiir W lisst sich,
wenigstens fiir #=1, nicht mehr verbessern, wie Salié gezeigt hat ([12] S. 107).

Um auch den Fall r =2 behandeln zu kénnen, ist es notwendig, die den
Poincaréschen Reihen fiir r>2 entsprechenden Spitzenformen zu konstruieren und fiir
diese Schar den Vollstindigkeitssatz zu beweisen, da die gewshnlichen Poincaréschen
Reihen fiir r=2 nicht mehr konvergieren. Man fiithrt hierzu eine komplexe Hilfs-

variable s ein und wendet das Heckesche Summationsverfahren an. Die Reihe
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1) Go(r,s, A, T (), )= 2 Nmz+my) 2| N (m1+my)| > SHM@
McVi (AT

ist fir Re(s)>0 eine holomorphe Funktion von s und hat als Funktion von v die

Transformationseigenschaft
(k) G z(Lr,s,4,I'(0), u)=
=N(ct+d?|N(cr+d)[ G s(r,s,4, (), p) fir L aus I'(c).

Die Reihe (j) ist fiir jede Spitze von [I'(¢) nach Transformation der Spitze nach oo
n-fach periodisch in 7 (bzw. in A7, falls A 'co die Spitze ist), lisst sich also in
eine Fourierreihe nach 7 bzw. nach 4t entwickeln. Von diesen Reihen weist man
nach, dass sie als Funktionen von s in einer vollen Umgebung von s=0 holomorph
sind. Der Nachweis gelingt mit Hilfe der Abschiitzung der Kloostermanschen Summen.
Die Fourierkoeffizienten haben ein #hnliches Aussehen wie (f) und werden nach dem
Vorbild von § 2 behandelt. Die Abschitzungen werden jedoch komplizierter, da auch
negative » auftreten, die Koeffizienten fiir s==0 nichtanalytische Funktionen von 7
sind und die Integrale sich nicht mehr auf Besselfunktionen zuriickfithren lassen.
(Die hier bendtigten Integralabschitzungen sind in § 5 am Schluss der Arbeit ge-
sondert durchgefiihrt, um den Gedankengang des Verfahrens nicht zu stéren.) Diese
Reihen liefern also die analytische Fortsetzung der Funktionen G..(t,s) als Funk-
tionen von s, wenn 7 in einem endlichen abgeschlossenen Bereich oder in dem zuge-
horigen ,,Spitzensektor* liegt. Fiir s=0 sind sie holomorphe Funktionen der 7. Da
die Transformationsformeln (k) infolge der Permanenz der Funktionalgleichung in s
auch fir s=0 gelten, ist diese analytische Fortsetzung fiir s=0 eine ganze Modul-
form, da auch die konstanten Glieder in den Spitzen verschwinden, sogar eine ganze

Spitzenform. In den Funktionen
Gv2 (T, 0’ A: F (C): ;u)

haben wir somit eine Schar ganzer Spitzenformen aus {I'(c), —2,1} erhalten.

Zum Beweis des Vollstindigkeitssatzes muss man zunichst das Metrisierungs-
integral ausrechnen (Maass [6] § 5). Man setzt das Integral in etwas modifizierter
Form fiir Re(s)>0 an und rechnet es durch Einsetzen der fiir G, (7, 8) hier giiltigen
Reihenentwicklung (j) aus. Man zeigt dann, dass das Integral in einer Umgebung
von $=0 eine holomorphe Funktion von s ist, so dass der Wert des eigentlichen
Metrisierungsintegrales, also der Wert unseres Integrales fiir s=0, gleich dem Funk-
tionswert der sich fiir Re(s)>0 fiir das Integral ergebenden holomorphen Funktion

an der Stelle s=0 ist. Der Rest des Beweises geht wortlich wie fiir »>2 vor sich.
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Nachdem man den Vollstindigkeitssatz hat. geniigt es wieder. die Fourierkoeffizienten
dieser erzeugenden Funktionen der Schar abzuschitzen, was nach dem Vorbild des
§ 2 keine Schwierigkeiten mehr bereitet. Es zeigt sich. dass die Abschitzung (h) auch

im Fall =2 richtig ist.

§ 1. Die Bestimmungsstiicke der Gruppen I' () und die Regularitiit einer ganzen

Modulform in den Spitzen

In diesem § werden dic Gruppen [I7(c) ndher untersucht, insbesondere werden die
Multiplikatoren in den Spitzen bestimmt und die Matrizen der Klasse A1 (¢c) B™! niher

charakterisiert. Die Ergebnisse lassen sich in zwei Sitzen formulieren:

Satz 1. & sei eine Zakl aus K, die mit Hilfe zweier ganzer Zaklen y, & aus K als Quo-
tient E= ~&/y dargestellt werde. a=(y. 8) sei duas durch y, 0 definierte ganze Ideal in K.
Dann gilt:

a) v, 0 lassen sich so auswdihlen, dass (a, ¢)=1 ist.

b) Es gibt zwei Zahlen o, 8 aus K so, dass 20 - fy =1 ist und (=, f)=a" ist.

c) Ist )
I

5o sind in der Spitze £-= 4 oo die Multiplikatoren von I' (¢) die Zahlen A mit
A=1mod ¢, 2= Einheit aus K
und die Translationen die Zahlen b aus K mit
b=0mod ca %

Satz 2. & sei eine Zakl aus K, «, f,y, 6 und damit a und A selen nach Satz 1 a) —c)
bestimmt. & = — 8, /y, sei eine weitere, eventuell die gleiche, Spitze. y,, 6, a,, f; mit
(y1:0,)=b, B= (al /();]\’ mégen den Bedingungen a) und b) von Satz 1 geniigen. Die

Y1 Oy
Matrizen M aus AT (c) B! seien mit

i

bezeichnet. Wir sefzen

(—yBy+0ay), cab )=cab™’.
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Dann gilt :
a) ;. 0, konnen so gewihls werden, dass (¢, b) =1 ist.

b) In (1) durchliuft m die Losungen von
m=yd,— 8y, mod cab, m=0modab.
c) ¢ ldsst sich so in ein Produkt ¢ = ¢, ¢, zerlegen, dass
(¢, Q)=1, (e, m)=1, ¢5]c,

fiir alle m gilt, die von Null verschieden sind.
d) Bei festem m gibt es ein y aus K mit (y, m)=ab ' so, dass n in (1) die Rest-

klassen y§ mod (m) ¢ 0% durchliuft, wobei j alle Losungen von
ji=6* mod cczt, (G, cestma b l)=1, §=0mod (1)

mod ¢z (m) a ' b7 genau einmal durchliuft.

Weiter ist
hy=j@+a*xmod (m)ca?
mit
(pab™, ma b )=1

@, &, % hingen von m, aber nicht von n ab. j ist durch

jj=1modccs!(m)a bt
bestimmd.

Durchliuft ¢ die Primideale von K, so ist der Index von [ (¢) in I" nach [2]
S. 250.

(2) (]’:I‘(c)):N(c)gfll 1-N@™,

tle
also jedenfalls endlich. Es handelt sich um den Index der homogenen Gruppe; der
Index der inhomogenen Gruppe in der inhomogenen Modulgruppe ist kleiner, falls
—1I in I'(c) liegt, und zwar dann § (I": I'(0)).

Zur Bestimmung der weiteren uns interessierenden Gréssen von [’ (¢) bendtigen

wir den

Hilissatz 1. y,0 und y,, 6; seien zwei Paare ganzer Zahlen aus K, die das gleiche

Ideal definieren, es sei also
(3) (7, 0)=(y1, ) =a 7,0, 7,6, ganz in K.

Unter der Voraussetzung (3) gibt es dann und nur dann eine Substitution L aus I'(c) so, dass
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(4) (g) = L(;’:) L aus I'(c)
wenn

(5) y=y, mod ca und =4, mod ca
ist.

Es handelt sich hierbei um den bei Kloosterman ([3] S. 169) ohne Beweis an-
gegebenen Hilfssatz 2. Setzt man (3) und (4) voraus, so folgt (5) trivialerweise. Zum
Beweise des Satzes miissen wir also nur noch unter der Voraussetzung, dass (3) und
(5) erfillt sind, eine Matrix L so konstruieren, dass auch (4) erfilllt wird. Bezeichnen
wir die Klassenzahl von K mit %, so ist a” Hauptideal und kann als a" = (»") darge-
stellt werden mit (v)=a in einem Erweiterungskérper K, von K mit " in K. Unter

diesen Umstéinden lisst sich »* bekanntlich in der Form
(6) =yy+ud und v" =y, 9, +u, 6,
%> X1+ 4 ¢y ganz in K
so darstellen, dass x, y,, u, u; durch "1 teilbar sind. Wir bilden nun die Matrizen

(O N (A

Wegen (6) sind die Koeffizienten von R und R, ganze Zahlen aus K,, ausserdem ist

a b

offenbar |R|=|R,|=1und L=R, R™' = (c i

Wegen (5) ist

) a,b,c,d ganz in K, d.h. L aus I

R=R, mod ¢ in K,?
also »
L=R,R'=Imod ¢ in K,.

Da aber ¢ ein Ideal aus K ist und die Glieder der Kongruenz ebenfalls in K liegen,
gilt die Kongruenz bereits in K; das bedeutet

L liegt in I'(c).

) 5) <) s 1))

Da die Anzahl der indquivalenten Spitzen von I' endlich ist und der Index von
I'(c) in I' ebenfalls endlich ist, enthilt auch ein volles Vertretersystem & mod I'(c)

indquivalenter rationaler Punkte —48/y nur endlich viele Punkte. Man kann daher

Weiter ist

2 Bei passender Wahl von yx,, 4;-
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annehmen, dass die Zahlenpaare y, 6 mit —d4/y aus &, fiir die die Ideale (y, d) in der
gleichen Idealklasse liegen, auch das gleiche Ideal definieren. Beriicksichtigt man,
dass (y, 8)=(ey, £0) ist, wenn ¢ eine Einheit ist, und dass —8/y= —zd/ey der gleiche
Punkt ist, so erhilt man mit Hilfe von Hilfssatz 1 durch eine einfache Abzihlung

als Anzahl der indiquivalenten Spitzen von I'(c) die Zahl

N (¢)? o
O -y,

7 h
@) w(C) e

w (¢) ist hier die Anzahl der mod ¢ indquivalenten Einheiten von K. (Die Zahl wurde
zuerst von Kloosterman [3] S. 170 angegeben.) Dass diese Punkte wirklich Spitzen
im Sinne der Definition von Maass sind, dass also insbesondere hinreichend viele
unabhingige Multiplikatoren existieren, ergibt sich durch Bestimmung der zugehérigen

affinen Gruppen.
—4/y sei eine Spitze, (y,d)=a. y,d konnen so gewihlt werden, dass (a, ¢)=1 ist.
Es gibt dann Zahlen o, aus K so, dass

(8) «ad—By=1 und (a, B)=0a"

ist. Wir setzen

9) A=(°‘ /3), also A-lz(_5 —ﬂ).

DPamit ist

Um die Spitze —3 von I'(¢) zu behandeln, miissen wir uns mit der Spitze oo von

AT (c) A7' befassen. Die Gruppe der Translationen sei

T4, T ©)={+T"), [U”=((1) i’) Dl=(g 2)]

b durchliuft dabei den Modul der Translationen. Zur Bestimmung dieses Moduls be-

. [ (1+ysb 626)]_
arraroa-{=("070 )

trachtet man

Notwendig dafiir, dass diese Matrizen in I'(¢) liegen, ist

#b=0mod ¢, —9*b=0mod ¢,

2

also, da (6% 9% =0a? ist,

b=0 mod ca 2.
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Unter dieser Voraussetzung erhalten wir

AT A, T'c)A={+1} mod ¢
und damit schliesslich

(10) T4, T©)={U", b=0mod ca™?, 2%0 mod ¢
bzw.
(11) T(A,I'(c))={+U%, b=0mod ca"?, 2=0 mod c.

Zur Bestimmung der Multiplikatoren verwenden wir die Nebenklasse

(12) AF(c)={( by kz)]

m; My

my, m, durchlaufen offenbar genau die Zahlenpaare, fiir die

(m]) =L (}/)’ L aus I'(¢) und daher (m;, m,)=aqa
M, 0
ist. Nach Hilfssatz 1 koénnen wir also feststellen: m,, m, durchlaufen genau die

Losungspaare von
(13) m; =y, my=d mod ca, (m;,m)=aqa, m,m, ganz in K.

Als Multiplikatoren kommen nur Einheiten aus K in Betracht. Zwei Matrizen aus
AT (c), deren zweite Zeilen sich nur um einen Faktor A unterscheiden, unterscheiden
sich offenbar nur um eine Matrix U'®* D; aus A I'(¢) A™* als Linksfaktor. Um alle
Multiplikatoren zu bestimmen, geniigt es daher, die Einheiten zu bestimmen, um die

sich zweite Zeilen von A I'(c) unterscheiden kénnen. Nun ist

Ay=y mod ca < (1*1)3;50 mod ca < A=1 mod ¢

Ad=90 A-1)6=0
Die Multiplikatoren sind also die Einheiten, die kongruent 1 mod ¢ sind; damit ist

d .
auch festgestellt, dass es n—1 unabhingige Multiplikatoren gibt, dass also — - eine
14
Spitze im Sinne der Definition von Maass ist.
oy

- ; sel nun eine weitere (eventuell die gleiche) Spitze, (y,, 6,)=0, y,, , konnen
1

so gewihlt werden, dass (a, bD)=(c, b)=1 ist. Wir setzen

% 51) B——lz( 0, ‘ﬂ1)
71 0 N %

(14) B — (
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und denken uns o, und f; so bestimmt, dass

(14 a) (0, B)=07" | Bl=1
wird. Es ist
B(-—-a—l)=oo, B'l(oo)=~fsi-
Y1 13!

Wir wollen jetzt die Matrizen
(15) (h] k) aus 4 I'(c) B!
m n

bestimmen, jedenfalls soweit, wie wir es fiir unsere Zwecke bendstigen. Diese Matrizen
haben die Gestalt

(16) (h1 k):(kl kz) B1l— (klal_ kyyr — kg it k2°‘1)‘

m n m; my, my &y —myy, —my fytmgoy

Wie wir wissen, durchlaufen m,, m, genau die Losungspaare von (13). Man rechnet

leicht nach, dass m, n die Losungspaare von

i

yd;—dy, mod cab

(17)
—yBi+da; mod cab™!

(mb™!, nb)=a

il

n
durchlaufen. Uberdies stellt man fest, dass ;, und % den Kongruenzen

(18) hy=ad,~d8a, mod ca'h, k=-—apf;+pfo, modcabh?

geniigen.

Wir setzen nun
(19) (—yPi+day, cab)=c,abt.

Es ist natiirlich
(¢35, m)=1.

Wir zerlegen ¢ so in zwei teilerfremde Faktoren ¢, und ¢,, dass
(20) =06, (¢,C)=1 und (¢, m)=1, ¢c,

gilt. Wir wihlen zwei Zahlen 7 und y aus mit

(1) n=0mod (m)c und (y)=csab'g, (4, 0)=1
Dann ist

(77’ X):CSQB.AI
und

21 - 543808. Acta Mathematica. 92, Imprimé le 31 décembre 1954.
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(21 a) n=jz+jn=jx mod (m)c, —ypB,+da, =6y mod (m)c.

Aus
n=—yp+dx, mod cab™’
schliessen wir
jz=0"y mod cab™! und j=6* mod cc;?

und umgekehrt. Aus
(mb™!, nb)=na
schliessen wir
(ces'ma bl j)=1, da (6%, cczl)=1 ist,

und umgekehrt. n liege in einer festen Restklasse mod ¢(m)0b% Dann liegt j in
einer festen Restklasse mod cc3'(m)a™' b ™' und umgekehrt. Durchliuft » also ein

volles Restsystem mod c(m)b~> unter den Nebenbedingungen
(22) n=—yp,+da, mod cab™, (nb, mbl)=qa,
so durchlauft j ein volles Restsystem mod cc;!(m)a™' 6! unter den Nebenbedin-
gungen
(22 a) j=6" mod ccg' und (j, ccst (m)a”th =1,
Zur Bestimmung von k, wiahlen wir zwei Zahlen x und v so aus, dass

()=¢,(m)a"'bg,, (p)=c,a'bg,
(23)
(91> §2) = (83, Cm)=(gy, cm)=1

ist. A, stellt sich dar als
hy=hy+h,x
(24)
hy=hymod ¢, (m)a'h, h =h,% mod c,a !h.
Wir wissen nun, dass
nhy=1+mk=1+m(—af,+pa) mod ¢, (m)a b

ist (vergleiche (18), ¢, bendtigen wir hier nicht und haben es daher weggelassen).
Nach (21 a) und (24) erhalten wir

jhyyw=1+m(—af+ o) modc(m)a b
(21) und (23) liefern

(xw)=Cs0300;, also (yy,c,ma o h)=1.

Es existiert somit eine ganze Zahl (y y), die so bestimmt sei, dass
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(xv) (xy)=1mod ¢, (m)a ' b! ist.
Damit wird

Fh=(y) Q+m{—ap;+Bo}) mod ¢, (m)a~' b1
Da (j, ccstma b Y)=1 ist, ist endlich

(25) h=j(xw) Q+m{—ap+pPo}) modc, (m)a b2

Hierbei sei ~
j7=1mod-ccst (m)a b2,

Durch (25) ist 2y mod ¢ (m)a~? festgelegt. Nach (18) und (24) ist

hy=hys, hy=ad;—da;=a* % mod c,a ' b,
also
hyx=a*x mod c,a”'h,

oder, da h, und «* ganze Zahlen sind und %=0 mod ¢, (m)a 'b ist, sicher

hyx=a" % mod ¢ (m)a %,
2

womit auch h,x und damit %, mod c¢(m)a™? festgelegt ist. Fasst man diese Ergeb-
nisse zusammen, so erhilt man die Sitze 1 und 2.

Der Beweis, dass eine in Im (z*’)>0 holomorphe Funktion f(z), die die Trans-
formationsrelationen einer automorphen Form zu einer hyperabelschen Transformations-
gruppe & erfiillt, bereits der Regularititsforderung in den Spitzen geniigt, verlauft

wie folgt: Die Spitze sei 0.B.d.A. co. Die Fourierkoeffizienten sind nach Maass

a (,“’*' x) — %fff (1) e ZniSwinT gy g,

P

P ist ein Periodenparallelotop im Raum Im(r)=y. |A]| ist das Volumen von P.

y ist willkiirlich wihlbar. Nun gilt offenbar

|a(u+x)| < Maximum |f(z)|e27S® 07,
Im@m=y

Das Maximum von |f(7)| fiir Im (z)=y ist natiirlich gleich dem Maximum in einem
der Periodenparallelotope. A* sei nun ein Multiplikator von & in co. Wahlt man

y=2*"y,, so ergibt sich

[a(u+2)] < Maximum | f(7)]2n5@i» v,
Im (n)=42 My,

@ =107+ 8], B reell,

Nun ist aber

also
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Maximum |f(7)| = Maximum |f(4"?"7)| = Maximum |f(7}|
Im(m=42My, Im (n)=12My, Im (1)=7,
und damit schliesslich
. 2
|a(u+x)| < Maximum |f(z)|e2?S® 04",
Im(¥)=y,

Ist nun eine Komponente von u+x, etwa u®+x%" <0, so kann man A* so wihlen,
dass AV?" >1, 192" <1, j=2,...,n, ist. Fir m>m,(c) bedeutet dies
la(u+x)| < e

@ (u+x) ist daher nur dann von Null verschieden, wenn alle Komponenten von
p+2=0 sind, das ist aber die Regularitit in co. Dieser Beweis beruht auf dem
Auftreten der Multiplikatoren und gilt daher nur fir »>1. Fiir n=1 ist die Be-

hauptung iiberdies sogar sicher falsch.

§ 2. Die Fourierkoeffizienten der ganzen Spitzenformen der Schar {I'(¢), —r,1}

fiir ganzes r>2

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des Satzes 3 fir > 2.

Satz 3. f(r) sei eine ganze Spitzenform aus der Schar {I'(c), —r,v=1}. Ist

Blew = ——%1 eine Spitze von I'(c), so gilt fir die Fourierkoeffizienten der Entwicklung
1
von f(z) in — ;ST’ die Abschitzung
1

| [a* )| = O (N m)tr-2+9)
dr r=2,....

Um die Fourierkoeffizienten der ganzen Spitzenformen der Schar abzuschiitzen,
geniigt es, wegen des Vollstindigkeitssatzes fiir Poincarésche Reihen ([6] S. 577 Satz 11),
die Fourierkoeffizienten der Poincaréschen Reihen

G . (t,1, 4, I'(c), ) fiar >0
abzuschéitzen.

Wir betrachten nur den Fall, dass r eine ganze Zahl ist. A4 sei wie in Satz 1
bestimmt. V(4 I'(c)) sei ein volles System von Matrizen aus 4 I'{c¢) mit nicht asso-
zilerten zweiten Zeilen. Nach Maass ([6] § 2) ist dann

. . b LI
(26) G (v, 1, A, T(@©,m)= 2 N(m1r+m2)"Zez’”s““'M(’)‘b’,M,=( )
, )

M,cV(AT () ;D m;m

Die auftretenden 4 sind in jedem Falle genau die total-positiven Einheiten aus K,

die kongruent 1 mod ¢ sind (b* ist in der Einleitung erklirt).
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B 'co (B wie in Satz 2 gewihlt) sei eine Spitze von I'(¢c). Um die Fourierent-
wicklung von @, in B 'co zu erhalten, miissen wir die Entwicklung von

G,B't,1,A, ()= > Nm Blrtm,) > £HS@EMmBE @Y

M,CV(AT () >0

im Punkt co berechnen. Nun ist, wie man nachrechnet, in der Bezeichnung von
Satz 2

G, (B't,1,A, '), u)=N(—p,7+a,) S O N@mr+n)" D niSe@®Mm:on,

McV(AI'(c) BY) i>0
Von dieser Reihe trennen wir den Teil ab, filr den m=0 ist. Dieser Teil ist

; hortk
r _r st;:(zﬂm h#{’b*)
(27) N(-—nrta) 2 Nm@™"™ e

McV(AL () BY) A>0
m=0

Da es in V(AI'(¢) B™') nur eine feste von K und ¢ abhingige Anzahl von Matrizen
M mit m=0 gibt, wenn m=0 iiberhaupt vorkommt, so ist dies bereits eine Fourier-
reihe, deren Koeffizienten durch eine nur von K und ¢ abhingige Schranke beschrinkt
sind. KEs geniigt daher fiir unsere Zwecke, die Fourierkoeffizienten @ (v) des Restes

abzuschitzen. Fir m=0 ist

hy k

M7=~ —F——, M= ( ! ) aus V(AI'(c)B™).
m  m(mt+n) \m n

Die Nichtassoziiertheit von M ={m,n} erreichen w'r dadurch, dass wir nur nichtas-

soziierte m zulassen, was wir durch (m), andeuten wollen. Wir konnen jetzt Satz 2

anwenden und die Summationsbedingungen hinschreiben; die Summe mit m=0 wird

dann
(28) N(—y7+o) Da@) &S =
' paz
—2ni S
h l mz(HE xifb)
T i Sub* _ 2mi Spuiet e m
=N(—yvto) > ™S SN (m)”" S - #
A0 meH jcG(m)y bEgmodw.,gN -,;+iﬂ 7'+b
m”

Die Fourierkoeffizienten a (v) berechnet man nach bekannten Verfahren (Lipschitzfor-

mel) (man fithre eine Basis von ¢b 2 ein) und erhilt (y=1Im (7))

iy—oo

2t (s B4
1 csupe NCW (m, 4, B, T (¢) f ¢ U i J
2 —- 2niSpb wom, 4, b, € -
(29) “0)= 3 ;O:e 2 , N (m) N —y a4z

mecH iy+oo
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Hierin bedeutet

m=yd,—d6y, mod cab j=6" mod ¢3!
$ die Summ.-Bed. m=0modab Cm) (G,cez’malb)=1
m=+=0 (m) jmod ¢cczl(m)a 167!
und
ni v ¢ll‘f"-] i ﬂl * 50
(30) Wm A, B, T@e)= 5 ¢ st ) sy e

jeE(m)

Die in (29) auftretenden » sind die total-positiven Zahlen des Ideals ¢ *b*D'. A ist
die Substitutionsdeterminante, die bei der Elimination der Idealbasis am Integral auf-
tritt und es ist (siehe etwa auch [6] S. 545)

|A|=N(c)|d}|, d= Diskriminante von K.

Um a(v) abzuschitzen, bendtigen wir zunichst eine Abschitzung von

Arp

Ao omileze
e 1 mir
N[ f—r_——d”‘]’ v>0, u>0.
1y—oo z

(v\ ¥ |m
= ()3

iy+oo Ao RN iey-oc
—9a

Hierzu setzt man

x=px

und erhilt

—2ni(v,u)%-|i|(t—t’)
e m

J=f ¢ 7 dx =o' f dt.

x U
iy-o0 foy—-cc

Setzt man nun noch {= - if, so ergibt sich
1 y;i“ezno'ml‘- I:—n S
Je=Qme ¥ g1 e mlm L
SR P r d¢
Y ~100

=2me ¥ o g, (47t (v u)}

2)

gy ist die r—1-te Besselfunktion. Fiir die Besselfunktionen hat man die beiden
Abschitzungen

[ <02 0<e<t, 2>0

[Jr 1(2)| < Cpz z> 0.

Damit wird



-
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o[BI (oot

m
3 r—1 —€
1= 04([/—2] '%l) ([”u]%ljb’) R PR L

m

r-1l-¢
= ( ,VT«IJ%E —ie
) 3 M m

2 l

—r+l-e

Bei der Verwendung der Abschitzung (31) wihlt man nun fiir die verschiedenen
Konjugierten verschiedene Werte von e. Ist 2 <0, so wihlt man fir die j-te
Konjugierte &=0, fir die restlichen Konjugierten nimmt man einen gemeinsamen
Wert ¢>0. Das liefert

iy +eo

(:7»27”'{1'1/,1 ::!—‘;} . . Z(k) e
(32) N : dx|| <C;N @y~ ! I] piot [u(krk Lo
x 2951 m
iy~ f<iczn
iy+oo ‘zﬂibi+jﬂq
(33) }N[fe ) g <
x
tyY—o0
1 - ote -ye] A9
< G5 N ()i ’N(M)‘“"IN(m)lH(r,I pEE l;,;(—k)
AV>1

1<k<n

Fir W(m, A, B, I' (c)) wollen wir eine Abschitzung folgender Art voraussetzen

(34) W (m, 4, B, I'©)| £ €, N (&) 'N ()8, 1<1,
wobel
(m)=e, e, ist mit e,= [] r*;
g“’[m
tl2

dabei soll *||m heissen, dass r*|m und "' f m, e, ist also genau der Teil von (m),
der zu 2 nicht teilerfremd ist.

Wie schon bemerkt, kommen nur solche a(v) vor, bei denen » total-positiv,
v>0, ist, da es sich um ganze Spitzenformen handelt (Die in (27) abgetrennte Reihe

enthilt nur Anteile fiir total-positive ¥). Ist A=1 mod ¢ eine Einheit aus K, so ist
(35) la @] =]a0)]

(siehe [6] S. 545). Von den y, die sich nur um eine Einheit unterscheiden, braucht
man daher nur eine feste endliche Auswahl zu betrachten, die ausserdem so bestimmt

werden kann, dass fiir ein derartiges »

1

1
(36) G N <v< G|N )|
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fir alle Konjugierten gilt. Entsprechend kann das System nicht assoziierter m so

ausgewidhlt werden, dass
1 1
(36 a) Cs'|N m)|* < |m| < Cy|N (m)|*

fiir alle Konjugierten gilt. Da die m nicht assoziiert sein diirfen, ist die Anzahl der
verschiedenen m zu gleichem Hauptideal (m) durch eine nur von K und ¢ abhingige

Konstante beschrinkt. Nun ist

N (e) "N ("= |N (m) """ N (¢, "+ N () ",

Fiir.a (v) erhalten wir die Abschitzung

C, ZN(%)"‘”N (e) 8" | (m) [ 7

mco

(37) |a(v)|§|zl

—2ni’vr+ﬂi=
e \ m?z
N[ f ——— dx] .

A>0 ty—oo

iy +oo

Die Summe iiber m zerspalten wir in zwei Teile, und zwar

21= 2 , D= Z .

Nep<Nm?b Nen>NomE

In X, wihlen wir fir das Integralprodukt die Abschitzung (33), erhalten also unter
Beriicksichtigung von (36) und (36a)

1Z,] < ;CsN (PO N (u) 2OV N (m)| TN () e

1,
N(ez) 5°¢ E [(lk—)l pro—kE ‘u/(k)*is
AVI%1

A>0  1<k<n

(k)

m

|Z,] < G O3™ N (u) P e N ()

SN () N ()RS T A

mecy A>0 ;001
1<k<n
mit .
w* =[Maximum (u®, u® )].
1<k<n

u

In der Summe iiber m kionnen wir die Teilsumme iber e, fiir sich abschédtzen. Es ist

SN () H < 2 N(@®) 5 < O,

1<w<owo
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wobei e, die zu einem festen e, vorhandenen e, durchliuft. Ist nun N (e;)=j, so ist
e, ein Teiler von §, die Anzahl der ganzen Ideale, die j als Norm haben, ist also

hichstens so gross wie die Anzahl der Idealteiler d(j) von j; nun ist aber
d (7)=0(N (§5*)=0 (55, § ganz rational

(sieche hierzu Landau, Vorlesungen Band I Satz 260; der Beweis lisst sich fast wort-

lich auf algebraische Zahlkorper ibertragen). Damit ist

. _1
> N(e) Ve N(e) 3 > Ce)N(e)
m Mle,
NEy<N@mb NEey<Nmi

< Z d(j)jl~l+e ZO(N('V)%H'E).

F<Nmt

(38)

In X, nimmt man fiir die Integrale die Abschitzung (32) und erhilt

|5, S GO CE@ON Gy W 3 Ny oS 1A%

Ne)> N(v)‘% >0 FICIST
1<k<n
sowie genau so wie in (38)
e wy -1 yr— ;
(39) Z N (el)l e N7 (ez) 5He 0 (N ) 3 1)+§l»5)'
meH, N@e)>Nwt
Zur Behandlung von
I1 ATE
>0 ak).q
1<k<n

begeben wir uns in den Raum der Logarithmen der Komponenten. Die Vektoren
{elog A, ..., e log A} bilden ein Gitter auf der Hyperebene H durch den Nullpunkt
senkrecht zu dem Vektor {1,1,...,1}. Man schneide nun die positiven Achsen in der
Hoéhe g (g sei eine natiirtiche Zahl) durch zu den betreffenden Achsen senkrechte
Hyperebenen ab. Diese Hyperebenen schneiden aus der Hyperebene H einen Simplex
des R,_, mit dem Mittelpunkt 0 aus. Bei jedem ausserhalb dieses Simplex liegenden
Gitterpunkt ist mindestens eine der positiven Komponenten >g. In dem Simplex

liegen somit alle Gitterpunkte mit

—€ —
> elog A% <g, d.h. [] AP ">e”.
HOBS 0051
1<k<n 1<k<n

Die Anzah! der Gitterpunkte in dem Simplex ist proportional dem Volumen, also

<Cyg L
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Diese Zahl ist offenbar auch eine obere Schranke fiir die Anzahl der A mit

- —& (g —

e 9 < H}*(k) Se“’ 1).
206) 59
1<k<n

Damit erhilt man

oo
- & _ — _
[TA 7" <0y > g"te @D,
150 400, g1

1<k<n

Diese Summe konvergiert natiirlich. Damit erhalten wir aus (37), (38), (39)
a(y)=0 (N (v)}c-nriize),

Da wir die Abschitzung fiir W in § 4 mit !=} + ¢ erhalten, ergibt sich der Satz 3

fiir natiirliches r>2, wir werden aber in § 3 sehen, dass er auch fiir »=2 richtig ist.

§ 3. Die Reihen G_; (1,8, 4, I' (0), 11)

Wir wollen jetzt eine Basis der Schar der ganzen Spitzenformen fir r=2 (v=1)
konstruieren und mit ihrer Hilfe die Giiltigkeit von Satz 3 fiir r=2 beweisen. Zur

Konstruktion der Basis benutzen wir die in v nicht analytischen Reihen

40)  Go(m, 8, A, T ()= 5 N(mr+mg)%|N(myrt+my)|™ S Er SHdMm:on
M, CAT() A>0

Gz (v,8) ist eine gleichmissig konvergente Reihe fiir 7 in einem endlichen abge-
schlossenen Bereich in Im () >0, k=1, ...,n, Re(s)>0>0. G_; ist fiir festes 7 eine

holomorphe Funktion von s in diesem Bereich und geniigt den Relationen
‘a b
41) Gs(Lt,8)=N(ct+d?|N(ct+d)|'G_2 (z,5) fir L= (Z d) aus I"(c).
Wir wollen G_; (7, s) als Funktion von s bis in den Punkt s=0 analytisch fortsetzen.
Hierzu sei
(41 a) —c<Re(®)< +0, ~T<Im(s)< +7T,

der Bequemlichkeit halber wihlen wir 0 <g<}. Wir teilen einen vorgelegten Funda-

mentalbereich in einen ganz in y> 0 liegenden abgeschlossenen Teil und die ,,Spitzen-

) . . . . . .
sektoren auf. — -* sei eine der Spitzen. Wir wollen diese Spitze und den ganz in

"1
y>0 liegenden Teil des Bereiches betrachten. Hier ist y >y, fiir alle Komponenten,
é . .
wenn — - nach oo transformiert worden ist. Wie in § 2 teilen wir die Reihe auf,

71
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(42) G o(B 1, 8)=N(—p v+ |N(—pr+a) [ [D+ ]
m=0 m+0

Die erste Summe ist eine in 7 holomorphe Funktion fiir y >0, die von s nicht abhingt
und braucht uns daher zunichst nicht weiter zu bekiimmern. Die zweite Summe
entwickeln wir genau wie in § 2 in eine Fourierreihe nach x=Re (7) fiir festes y= Im (7).
Wir erhalten
(43) S = 3 a@sy) e,

m+0 »=0mod ¢t 020
Hier konnen wir allerdings » nicht auf total-positive Zahlen beschrinken. a(v,s,¥)

hingt ausserdem von y= Im{(r) und natiirlich von s ab. Wie in § 2 wird

iy+oo

ip
IS e n T s |
(44) a(v,s,y)_A__,e , N m)? [N (m)] N el dzx

A>0 mec9 iy—oc

Ist eine Konjugierte von »<0 oder »=0, so verschwindet das zugehérige Integral

rechts, wie man sieht, fiir s=0, also ist
(45) a(v,0,y)=0 fiir v nicht total-positiv.

@ (»,0,y) hingt ausserdem nicht von y ab. Wir werden zeigen, dass die Reihe (43)
absolut und gleichmissig konvergiert fir y>y,, —o< Re(s) <o, ~T<Im(s) = T.
Zu diesem Zweck benédtigen wir passende Abschitzungen fiir die Integrale. Dabei
miissen wir fiir jede Konjugierte »®, k=1,...,n, von » die Fille +* >0, v/ <0
sowie den Fall »=0 unterscheiden. Fiir die k-te Konjugierte des Integrales nehmen
wir die Abschdtzung von Hilfssatz 2, wenn »® > 0 ist, und die Abschitzung von
Hilfssatz 3, wenn »* < 0 ist (siehe § 5). Dabei wihlen wir ¢=0, wenn A% < 1 ist,

anderenfalls benutzen wir einen festen Wert £¢>0. Im Falle »=0 liefert das

(46) IN[J1<Ch N 2™ [ T] »®7

1) 1
1<k<n

[ T[T &™) ]
»() <0 SIS

19| <1
1<k<n 1<k<n 1<k<n

Fiir v=0 erhilt man nach Hilfssatz 3 ebenso

Z(k) - €
m(k)

(46 2) [N []]=Ch Ny)™ (kf)l

At
1sk<n
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Jetzt konnen wir die a (v, s, y) abschitzen und erhalten, wenn wir die m wie in
§2 auswihlen (36a) und in der Abschitzung fir W ¢ an Stelle von ! nehmen (was

ja sicher zuldssig ist)

1 ne 2 2. ct0 yn _
47 Ia(v,s,y)lS’K Ci*Cy 2| N (m) P~ 7 Cly N (o)
[ H 1,(k)z][ H v(k)—2] [ H A(k)_s] [ H e4m(">y(")] eSalvly
iv(k)|>1 1) <1 2051 <o
<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n

SCm[ I v(k)z] [ 1 ,V(k)—2] [ 1 e«tnv(")y(-")] eSalviy.

Iv(k)l >1 |v(k)|<1 » K)o
1<k<n 1<k<n 1<k<n

Fir »=0 miissen wir (46a) anwenden und es ergibt sich
(48) |a(0,s,9)| < Ch,.

Nach diesen Vorbereitungen koénnen wir daran gehen, eine Majorante fiir die
Reihe fiir G_, anzugeben. Zunichst behandeln wir die erste Summe in (42). Wir
finden

(49) |Z| < z Ze—rz.-zS/ul"/l’y
m=0 (A‘)c A>0

1

<2e e Nauan )" (cg+co| log N (uA™ gy |" ).

A* durchliuft dabei ein System nicht-assoziierter Multiplikatoren, die Summe rechts

ist also eine endliche Summe. Die zweite Summe in (42) liefert

(50) IS <|a(0, 59|+ 2 |aW,s, y)|e 25y
m=+0 v=0mod ¢! (2 p!
< CL+Cy S e [T v®] [ 1 v0-Y.
y=0mod ¢! 62 D1 s 51 1 <1
1<k<n 1<k<n

Wie in §2 (36) kénnen wir aus den v, die das gleiche Hauptideal (») definieren, eine

Auswahl € ((v)). deren Anzahl nur von K und ¢ abhingt, so aussortieren, dass
Cs' | N (») |71! <|y| < C|N (v)l?ll fir <€ ((v))
ist und alle anderen »" mit (»')=(») die Gestalt
Y =A%y mityaus € ((»))

haben. Da |N (v)| nach unten beschrinkt ist, erhalten wir
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IZ’ S0p+Cy 2 N(CB)CSnIN(”) Izze—nsmpy_ [T a®2 1 a®-2
m=0 cp2 | () a 1A =1 1A% <1
v € ((v) 1<k<n 1<k<n

Fir yc € ((»)) ist nun
1
|v] = Cs' N (cd) ™,
da ausserdem y>y, ist, so konnen wir

4\" 1 3002, 400
K2 2 -1 i

[T a*®2< (* Cg" N (¢D) N (y,) IT e

1A 51 7T 12 51

i<k<n 1<k<n

setzen. Nun ist

[T 2972= [T 2%* da|N(4)| =1 ist.
1A <1 1AC6) |51
1<k<n 1<k<n

Hiermit erhalten wir

2n

IxSQﬁ%N@W%WmWG) S ON@PYetrsiity
AT < g

Nach Maass (77) ([6]S. 533) ist

1 1
_ , — AT n
Ze ‘kﬂsl’lpyse 3¢ N N(y)"(cs+69
A

N (v)
47!

log N (y)

)

11
< (.. g BN N
= Cs

da N (v) und N (y) nach unten beschriinkt sind.

Wir konnen jetzt die Majorante fiir die Reihe fiir G'_5 (7, s) angeben, sie ist

| (= yy e+ froew
1
(51) ({Ze— ¢, N (uarry)™ (cg+cq l log N (u 2% 9) In—l)}
i 2 1
n 1 ﬁ
+ 012 -+ 012 N (c b)3 Og" 013 N (yo)—2 (é) z N (’11)2 e*gC,N(Vy) ) )
41 (SR RIIC)

rcE{(») .

Diese Reihe entspricht bis auf geringfiigige Unterschiede der Betragreihe der Ent-
wicklung einer ganzen Form der Dimension —2—Re(s) zu der betreffenden Spitze.
Die Reihenentwicklungen zu den Spitzen liefern offenbar, da die Reihen in y>y,
absolut und gleichméssig konvergieren, die analytische Fortsetzung von G_, (1, s) fiir
beliebiges 7 als Funktion von s in das ganze Gebiet —¢<Re (s)<o, —T<Im ()<T.
G_5 (1, 8) ist ausserdem natiirlich stetig in 7. Wegen der Permanenz der Funktional-

gleichung gelten die Transformationsformeln (41) auch fiir die so fortgesetzte Reihe.
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Im Punkte s=0 wird nach (45) a () =0, ausser, wenn v+0 und total-positiv ist.
G_3 (7, 0) ist analytisch in 7 und verschwindet in den Spitzen. Ausserdem erfiillt es

die Transformationsbedingung einer Modulform, also
(52) G_s (7, 0) ist etne ganze Spitzenform aus {I'(c), — 2, 1}.

Um den Vollstindigkeitssatz ([6] S. 557) auch fiir die G_; abzuleiten, bilden wir

zundchst das etwas modifizierte Skalarprodukt mit einer Spitzenform

(G2 (9, 8) = [ [[(1) Gz (v, 8) N {yt* dzdy}.
()

Da G_;(r,s) eine analytische Funktion von s bei beliebigem 7 ist, ist das Integral
iiber den Teil von {§, der einen beschrinkten und abgeschlossenen Bereich in y>0
bildet, eine holomorphe Funktion von s. Das Verhalten der Majoranten (51) in der
jeweiligen Spitze garantiert die gleichmissige Konvergenz des Integrales in der Spitze.
Damit haben wir festgestellt, dass das modifizierte Skalarprodukt eine holomorphe
Funktion von s ist (s immer in —o=<Re(s)<o, —T<Im(s)<T gedacht). Sei
zunéchst Re(s)>0. Dann berechnet man das Skalarprodukt wortlich wie bei Maass
und erhilt
(G2 (n8),8) =2 N () AT {(47) T (s + D)} o () .

¢ (u) ist der Koeffizient von €™ 5* in der Entwicklung von f(z) in der betreffenden
Spitze. §, ist 1, wenn —1I in I'(c) liegt, sonst 0. Der Unterschied zu Maass (2")
kommt daher, dass wir die Substitutionen E) ([5] S. 10) hier nicht hinzugefiigt haben,
so dass im Gegensatz zu Mass ([6] S. 575 oben) jeder Punkt von B nicht 2"-fach,
sondern nur doppelt oder einfach iiberdeckt ist. Die Permanenz der Funktional-

gleichung liefert uns somit

(f, G2 (x,0),0) =2* N ()™ AT* (470) ™" ¢ (u) = (f, G2 (+, 0)).

Damit ist die Giiltigkeit des Vollstindigkeitssatzes auch fiir r=2 gewihrleistet. Man
iiberzeugt sich, dass die Fourierkoeffizienten von G_, (7,0, 4, I'(c),u) aus den ent-
sprechenden Ausdriicken des § 2 hervorgehen, indem man dort r=2 setzt. Satz 3 ist

damit auch fir den Fall r=2 bewiesen.

§ 4. Die verallgemeinerten Kloostermanschen Summen X (u, v, d%, ¢, ¢)

Die Grosse W (m, A, B, I'(c)) aus (30) hat bis auf einen Faktor des Betrages 1

die Form
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% =v=0mod ¢! Db

* . 27i S(ui+vi
(53) 2 (u,v,0,¢0)= > giniSizvi) cle .
j=dé*mod ¢ fiir ¢;] € ist v 3 0 mod ¢ ¢, D!
jmode (j,e)=1 falls nicht ¢;] e,

e, ist nach Satz 2 ein Ideal, das nur von q, b, 4 abhingt. 7— ist erklart durch
7 7_ = 1 mod e.
Durch Vertauschung von » und v entsteht eine gleichartige Summe, da wegen
j=06" mod ¢ <> =06"mod ¢ fiir 6*6* =1 mode, (8% e)=1)
(54) 2 (u,0,6% ¢,¢) = T (0,4, 8% ¢, ¢)
ist. Es sei nun
(@)=c¢"'d'g mit (g,cd)=1.
Dann ist

1 2nisa-gon _ 1 firl= 8* mod ¢
N (¢)rmoac 0 sonst.

Wir kénnen daher schreiben

S (u,0,8% 0= S =27t Sui+vi) 1 S 27 SleU-%n
Jmode N (C) rmod ¢
dgo-1
(55) - 1 S p-2miSeder S Q2 STui+ @ oA
N {€) r moac jmode
Gd,e=1
Wir kénnen uns wegen (55) darauf beschrinken,
(56) S (u,v,0)= > eriS@ited u=v=0mod ¢ 'd"

jmode
J.ey=1

abzuschitzen.

Als erstes zeigen wir, dass X eine Art distributiver Funktion von e ist. Es sei dazu
e=ee, (e, e)=1D(u)=geile;".
Wir wihlen zwei Zahlen #; und u; so aus, dass

N @8 0 (@8 e ook a0y (af gf)=
(u) = P (uz) & b’(gl,eb)—(gz,eb)—(gl,gz) 1

ist. Dann ist

_8e

o -

und
u=auy +Bus=u +u,, « f ganz.



336 K.-B. GUNDLACH

Ersichtlich ist
(e, e1) = (ﬂ: ez) =1,
Ist (f,e,e,)=1, so ist

S (wj) = S (Ju, + juy) = 8 (hu, +1lu,) mod (1)
mit
j=h mod ¢, und j=![ mod e,.
Durchlduft j ein volles System teilerfremder Reste mod e, e,, so durchlaufen b und I
je ein volles System teilerfremder Reste mod e, bzw. mod e,. Es ist selbstver-

standlich

;E;L mod ¢, und 7752 mod ¢,,
wenn

hh =1 mod e,,lisl mod e, und =% mod ¢,,j=1 mod e,
ist. Genau wie u stellen wir auch v als
v=0,+ 0,

dar, wobei D (v;) den zu e, teilerfremden Teil des genauen Nenners von b (v) als

genauen Nenner hat, entsprechend v,. Somit erhalten wir

(57) z(u v,e) = z Z e2niS(hu,+lu,+ﬁv‘+fv,)
3 H
h mod ¢, I mode,
thep=1 (d,ep=1

=2 (uy, Y el) z (uz: Vo, 62).
Hieraus folgt natiirlich

(58) T (u,v,e)= I1 Z (w, vi, 2¥0).

tiille
Nenner von D (u;)=(Nenner von b (u), 2ji),

Nenner von D (v;)= (Nenner von d (v), 1}i).

Dabei bedeutet pii|je:1ti]e und ri*! f e (x = Primideal).

Wegen der Produktdarstellung (58) brauchen wir nur noch die Summen

S(u, v, 1= > M5 4y =yp=0 mod y"d!
j mod r”
g, n=1

zu behandeln.. Offenbar ist
(59) 2 (u, v, 1) = Z (v, u,Y).

Wir wollen zunichst nur den Fall erdrtern, dass 1/ 2.
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Sei jetzt
b(u) =d(w) =0 mod £**, 0<k<v
aber
D(u) =0 mod t**' oder D (v)=*0mod " falls k<y,

so ist
S (uj) =8 (uj,) mod (1) fiir j, =4, mod " *
S(vj}) =8 (vjy) mod (1) fiir j, = j, mod " *,
also
V) = k 2By e
(60) 2 (u, v, )=N (") Z(u,v,1" ") fiir k<w

Z(u,v,)=¢ (") fiar k=v.
Setzen wir v — k=%, so miissen wir

fir v*>0, 9(u)=0(v)=0mod ™

1 ,v, 1"
(61) % (w0 27 aber nicht b (u) =D (v) =0 mod '™

abschitzen. Wir unterscheiden mehrere Fille:
1) D () =0 mod '™ oder »(v)=0mod '
0.B.d. A. sei dann
b (v) = 0 mod ' (beachte (59)), also b (u) = 0 mod r**".
p sei ein fiir alle von T verschiedenen Primideale ganzes Primelement fiir 1, also
(62) (P)=1g, (r.g)=1L

j mod " konnen wir darstellen als
j=h+p" Y, mod 1, §, mod ' 4, moc .
Natiirlich ist )

=G+ p" ) =gymod Y, (= imod ¥
Das liefert

¥ o2mi S v¥—1 ; o mi 5w -
2 (u, v, )= z 2mi Sy 72) z Q2R S Wi
jomod E jimodp**—1
U D=1

im Falle y>1
Z ('LL, v, gu*): z e2niS(uj): _ 1,

jmod ¥
dn=1
im Falle v*=1.
In jedem Falle ist also
(63) |Z (u,0,27) [S2N (")

22 ~ 543808. Acta Mathematica. 92. Imprimé le 31 décembre 1954.
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2) o (u) =0 =D (v) mod r'*".
2a) »*=1. Dann ist

Z (u, v, l.v‘) — z eZni S(ui+vj)'
jmodr
g, m=1

Fiir diesen Fall hat André Weil gezeigt ([14] S. 207 oben):
(64) |2 (w0, 0)| =2 N (0
2b) v*>1. Wir bestimmen eine Zahl w mit
(W)= d7'g, und (£,6,)=(8,4)=1.
g ist dabei das zu y teilerfremde Ideal aus (62). Dann ist
. (0, p") =y 0"
w=u Wt uy p, V=0, w0, p"

mit ganzen wu,, u,, v;, ¥,, und nach Voraussetzung gilt

(u1,7)= (v, 2)=1.

Da mit j auch u,j ein volles System primer Restklassen mod p** durchliuft, ist

S (u, v, ") = s Q2SI+ 1w) S Q2 S+, v.dD
 mod '* i mod r**
G, p=1 Gg. D=1

Nach Voraussetzung ist »*>2. j und j sind dann, wie man nachrechnet, in der Form
j=h+rp™ *mod ", hmodp”', r mody
j=h—rh*p" " mod 1 (B, 1)=1

darstellbar. Setzt man das in X ein, so erhilt man

> (w Uy Vg W g”*): Z eZniS(wwM,v.ﬁn z e2niS(wp"**1[1“ulvlﬁz]r)
H E] - .
h mod y**~1 T mod L
(h, 1)=1

Ist wu,v; quadratischer Nichtrest mod 1, d.h. quadratischer Nichtrest mod ™, da
1 [ 2 vorausgesetzt war, so ist

u vy B2 == 1 mod 1
und die zweite Summe ist immer Null. Es sei also

— 72 ¥
%y v; =1° mod 3.
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v¥—1

Mit % durchliuft auch Ik ein volles System primer Restklassen mod r”" !, also ist

T (w, u, vy w, P7) = D 2ni S(ith+AD S 27 S -han
b 1 > N

h mod y"*{l 7 mod ¥
0=
=N (Z) Z eanS(wl[h+h])’ V* 2 2
h mod r* 1
h=+1modg

Durch vollstindige Induktion erhilt man hieraus

(65) > (w, uy v, W, zv") =N (x)g Z e2niS(w1[h+7L])’ 'p* > 29
h mod g** @
h=11mod 1€

Sei nimlich v*>2p+2. Dann kann man % und £ als

>
it

j+rp " mod ¢, jmod "¢, rmodyg
h=j—rp” ' mod " (j,1)=1, j= £1mody®

il

schreiben. Setzt man dies in (65) ein, so erhdlt man

S0y, ) =N @ 3 A 5 s ta
? >
7 mod p**—¢-1 rmodx
j=+1mod ?

=N (g)g+1 S e2ni5(wl[i+;l), =2 @+1).

7 mod p*e-1
j=+1modet!

Wir unterscheiden nun »*=0, 1 mod (2).

«) »*=0 mod (2). In diesem Falle gilt (65) mit o=} »* und wir erhalten

S u oo, ) =N @P 3 @nsiem
hmodp%”‘
h=+1mod t?”

= N (i (ePni st g gEntsc-tiu)
= 2N (£)¥" cos (47 S (w)).
f) v*=1 mod (2). Wir wenden (65) mit =4 (»*—1) an
2 (w, ug vy w, 1) = N (£)2* P S 27 SUwth+hYy.
1 mod pFO*+D

B h=41mod g¥* 1
v* ist = 3 und A, » sind darstellbar als

h= +1+rpte*-D mod ", r mod ¢
h

i

il — rp%("*—l) i_r2 pv*~1 mod L.u*’
also
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- i 2 2ni pp*=1p2
N (w, uy v, W, )5"")=2’V (!)}(v‘ D (e2m S(w2) zd eZntS(lu.p r?)
T mod ¢

; . . T T
+e2:11$(—21u) E e—znzS(lup‘ r-))‘
rmod[
Nun ist bekanntlich
. [ 8 :
> 2 SAwrTTI o N (1)} €271, x reell.
7 mod E

Das liefert,
T (w,u v, w,2")=2N @) cos (47 S (lw) + 27 x).

In beiden Fillen erhalten wir somit («) und f))
(66) |2 (u, v, r™) | <2 N (1)
Aus (63), (64) und (66) erhalten wir in Verbindung mit (60)

(67) |2 (w, v, 1)

<2 N (")} N (Nenner v. D u, Nenner v. Do, ")), 1 /2.

Da [J2<d(e,)=0 (N (¢,)) ist (d(e;)= Anzahl der Idealteiler von e,), so erhilt man
e

aus (66) und (58)

(68) | 2 (u, v, )| <C; N (e,)}° ¥ ((Nenner D u, Nenner D v, )} | E (u*, v, ¢,) |

Fiir den Rest, also den Anteil von e, benétigen wir keine so scharfe Abschitzung.
Man kann etwa das Verfahren von Estermann (siehe die Vereinfachung von Walfisz
{13]) fast wortlich tbertragen und erhilt eine entsprechende Abschitzung mit § an
Stelle von }. Wir wollen statt $+¢ hier # nehmen. Nach (53) bedeutet das

(69) | W (m, 4, B, I' (¢)) | < C; N (e)*¢ N (e,)5.

§ 5. Integralabschiitzungen

In diesem § wollen wir die in § 3 benétigten Integralabschatzungen herleiten.

Die Ergebnisse formulieren wir in drei Hilfssitzen:

Hilfssatz 2. Es sei s kompler, |Re(s)|<o<}, |Im(s)|<T. A, m seien reelle

Zahlen, u,y positive reelle Zahlen. Weiter sei y=y,>0. Dann gqilt fir positives v

Wi aaifee R
[ & da| < 06 Moximum 6,7 4|2 m
| Z[a] AR ) ximum (»°, %) e m
ty—o0
fir 0 <e<ao.
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Hilfssatz 3. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 2 gilt fiir negatives v

iy+°°e—2ni {v1+»::2—’;}
' G dz| < Oy 9o Maximum (o2, v7%) e 21V | 2] ¢ | m [*
|
iy-

fir 0<e<g.

Hilfssatz 4. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 2 gilt

iyioo o MH
e mr
— s 4T
‘ f o ol
iy -o0

Der Beweis von Hilfssatz 2 verliuft folgendermassen: Wie man durch die

Substitution x=1+ 1y, |t +iy|>=(t +iy) (¢t —iy), einsieht, ist

<0y y6'211|“|m|‘1

iytoo —r2ni'v1—~%2¢'ﬁ] fytoo g f . HH)
e e MV
- dx = STy o s A%
#af 2@ 2iyh
iy -0 iy-oco

Hierbei denke man sich die z-Ebene lings der imaginiren Achse von 0— —ioc und
von 2i¢y-+ico aufgeschnitten und wihle in der rechten Halbebene den Hauptwert

des Logarithmus fiir log x bzw. log (x +24y). Wir setzen jetzt

m (v ¥ (v )t A
== | — — s z = (» [
¢ Al N o m
und erhalten durch die Substitution {= —2xizpx
iy +o0 _onilyz: A 2avy-iwe (2mzy
e " mea) p b (g e ¢ ir
5TTE —dr=v"(-2x1 T 4
J T @-2igt SEC-davyt T
iy ~o0 2ary+ice
(70)
= (=2 ).
Dabei ist
arg (0)|<im, —3da<arg ([ —4avy)< —1im, [arg (—-2xi)= —ia]

auf dem Integrationswege. Es ist

I é—2 -%S, == 27} Re (30 log || - 3 Im(s) arg (0)
l (: —day y)}si - 8'} Re () log |S-d4mvy | L Im () arg (I-4ary)
. - e (&
Ol < e tmearsd < oy o

_ Y (&--4dnar
val < gt Im(arg o-4ary) CIO
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mit passendem C,;, nach der Voraussetzung iiber s, wenn { in der aufgeschnittenen

{-Ebene variiert. Weiter ist

(2n2)
Re (- -~ Re (D)
=e ¢ .

@n2y
e ¢

Wir verschieben den Integrationsweg auf die Parallele zur imagindren Achse durch
nyvy und teilen diesen Weg in drei Teile.

Es sei zunichst zvy < 1. Dann ist auf A,

- Bney
‘e t < e, |22 = (mvy)?
lc%s | > 0;01 elte (39 log 18] 0;01 ¢} Re () llog )+ log (31L1
> Cid 3 ¥ (mvy)te
B, |(C—-41wy)“]20{015‘§"(‘nvy)é"
also
vy +2rivy
avy:2aivy @2na)
a1 i
> 2 =Yg 7 ~1-
] f CZHS(C—‘!nv?/)ﬂd” <Cio15' 2™ (myy) ' 7C

i |
|

0 vy 4Try

rry-2niry

Ay Auf B, ist
vy -2wivy . @may
e b |{<e™Y; se t=£m (5),
B, Yy
so ist
[CH| = gt |1+t e 03 2271 O (gt ot
[C—4mvy)te| =370 05 (myy)tot=io, |22 =8 (mrvy)?
also
dt
‘ f 'gz,ﬁiaol?o(ﬂvy)—ule,-zryJ.t_e__s
B, + R, 2
<26 O (i—0) e (myvy) Y,
und damit
VY- ico 2m2)
e&A(‘ 1 1
—— - gF 1=y 2 _ -1 avy -1-¢
(71) 52+53(C—4nvy)1’3d(”§4 152 Clo (1 —0) " €™ (mrvy)

vy +ioo

fir mry<1.
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Ist nvy=1, so erhilt man offenbar auf die gleiche Weise (o <1%)

vy~ ios o @n2y
€ ¢ - Ty {2
(72) §2+%S(c—4my)ﬂdcj34(1_0) LO4 e (myy) Tt
ary+iow

fir myy=1.
Im Falle nyy=mz=1 erhdlt man aus (72)
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far avy=zmz=1.

Ist nun aber m2=1=nyy, so teilt man den Weg anders und verfihrt wie folgt:
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Auf B, ist wieder
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Das gesamte Integral wird somit

= F
5

vy -ioo @2n2)

(73) l C2¢*S(C~4~wy)ésd:‘§IZ'ISMC?O(I_U)‘I (mvy) 1729 (mz)eLemv

avy+ioo

fir nz2>1>avy.

Entsprechend erhdlt man im Fall mz>mvy>1
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Beachtet man, dass 0 <o <} angenommen war und y >y, sein sollte, so erhilt man
aus (71). (72), (72a), (73) und (74)
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und hieraus nach (70) unmittelbar die Aussage des Hilfssatzes 2.

Zum Beweise von Hilfssatz 3 beginnt man genau wie bei dem Beweis von Hilfs.
satz 2, setzt aber dann g und z mit |v| an Stelle von » an. Man erhilt an Stelle
von (70) ein Integral, das gegen (70) nur dadurch verdndert ist, dass im Exponenten
von e — an Stelle von  steht und » durch |»| ersetzt ist. Man verfahrt weiter wie
bei Hilfssatz 2, nur dass man als Integrationsweg die Parallele zur imaginiren Achse
durch 3z|r|y wihlt. Geht man die Herleitung von (71) durch, so sieht man, dass
dort nur e™? durch €**'*!¥ zu ersetzen ist, die Rollen von |:¢| und [(C—4m|v]|y)??|
in den Abschiatzungen vertauschen sich, ansoisten hat man nichts zu dndern. Ebenso

geht es naturlich auch bei (72) und (72a). Bei der Herleitung von (73) hat man

-

jetzt =3z |v|y cos™! (¢), was sich dahingehend auswirkt, dass einen Faktor }
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aufnimmt. An Stelle von —{nzcos(¢g) im Exponenten hat man zu schreiben

~1mz cos (p). Man erhilt also die Abschitzung (73) mit ¢ 371*!¥ an Stelle von ¢™7.

(Der Faktor &£, der wegen % aus und —{nz cos (p) statt — £z z cos (¢) hinzukime,

ist vernachlassigt.] Das Endergebnis erhilt man wieder genau wie bei Hilfssatz 2.

Das in Hilfssatz 4 auftretende Integral unterscheidet sich von dem Integral des
Hilfssatzes 2 nur dadurch, dass im Exponenten von e das Glied { fehlt und dass
statt » 1 zu setzen ist. Man erhalt somit die gleiche Abschitzung wie im Hilfssatz 2
bis auf den Unterschied, dass ¢™ Y nicht auftritt und =1 zu setzen ist. Die Ab-

schitzung des Hilfssatzes 4 ergibt sich also unmittelbar.

Literatur

(1]. EsTeErRMAN, Vereinfachter Beweis eines Satzes von Kloosterman, Abhandlungen aus dem
mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit 7 (1930).

[2]. Hurwirz, Werke Band 2 (Basel 1933).

[3]. KroostErMAN, Theorie der Eisensteinschen Reihen von mehreren Verdnderlichen, Ab-
handlungen aus dem mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit 6

} (1928).
f4]. ——, Thetareihen in total-reellen algebraischen Zahlkérpern ,Mathematische Annalen
103 (1930).

[5]. Mass, Uber Gruppen von hyperabelschen Transformationen, Sitzungsberichte der Heidel-
berger Akademie der Wissenschaften 1940, Heft 2.

[6]. ———, Zur Theorie der automporhen Funktionen von n Verinderlichen, Mathemaiische
Annalen 117 (1940).

[7]. PeTERssox, Uber die Entwicklungskoeffizienten der ganzen Modulformen, Abhandlungen
aus dem mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit 8 (1931).

[8]. -—-——, Uber die Entwicklungskoeffizienten der automorphen Formen, Acta Mathematica
58 (1932).
[9]. ~——— —, Uber die Entwicklungskoeffizienten einer allgemeinen Klasse automorpher Formen,

Mathematische Annalen 108 (1933).

[10]. R. A. Rawxkix, The Scalar Product of Modular Forms, Proceedings of the London
Mathematical Society 3, 2 (1952).

[11]. Sauig, Uber die Kloostermanschen Sammen, Mathematische Zeitschrift 34 (1932).

f12]. ——, Zur Abschitzung der Fourierkoeffizienten ganzer Modulformen, Mathematische
Zeitschrift 36 (1933).

{13]). Wavrisz, Zur elementaren Zahlentheorie (Berichtigung), Adbhandlungen aus dem mathe-
matischen Seminar der Hamburgischen Universitit 8 (1931).

[14]. AxprE WEIL, On some Exponential Sums, Proceedings of the National Academy of
Sciences of the U.S.A. 34 (1948).



