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Einleitung 

Auf dem 9. skandinavischen Mathematikerkongress in Helsingfors im Jahre 1938 trug 

J. Hjelmslev fiber eine Arbeit vor (s. Literaturverzeichnis [8]), in der er - -  im Hinblick auf 

weitere Anwendungen in der projektiven Infinitesimalgeometrie - -  geometrische Repr~,sen- 

tanten (abgeleitete Elemente) ffir infinitesimale Abst~nde und Winkel im projektiven 

Raum einffihrte. Es gelang ihm nicht, seine weitergehenden Untersuchungen auf diesem 

Gebiete vor seinem Tode im Jahre 1950 zu verSffentlichen. Unter  seinen nachgelassenen 

Papieren fanden sich aber zwei Manuskripte mit demselben Titel, ,,Grundlagen der projek- 

riven Infinitesimalgeometrie", die beide ffir Kurven und geradlinige Fl~chen eine syste- 

matische, mit Hilfe der im Kongressvortrag eingeffihrten Begriffe aufgebaute Theorie ent- 

halten. In der zuletzt ausgearbeiteten, sehr umfangreichen Abhandlung (ca. 250 handge- 

schriebene Seiten) setzte Hjelmslev diese Theorie mit seinen allgemeinen Untersuchungen 

fiber Projektivgeometrie [10], seinen Arbeiten fiber reelle Kurven ([4] und [6]) sowie mit 

seinen sp~testen Untersuchungen fiber sehwache Figuren [12] und Kurven in Nullsystemen 

{[9] und [11]) in Verbindung. Leider lag keines der Manuskripte in einer solehen Form vor, 

dass eine Ver6ffentlichung unmittelbar mSglich war. 

Mit den nachgelassenen Papieren als Grundlage habe ich in der vorliegenden Arbeit 

versucht, den Hauptinhalt  derjenigen Untersuchungen von Hjelmslev fiber die projektive 

Infinitesimalgeometrie darzustellen, die direkt an die in dem Kongressvortrag eingeffihrten 

Begriffe anknfipfen. In dem ersten Abschnitt werden diese Begriffe dargestellt und im 

zweiten Abschnitt finden sich Anwendungen auf ebene Kurven, Raumkurven, geradlinige 

und allgemeine Fli~chen. 
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Die yon Hjelmslev eingefiihrte geometrische Darstellung erweist sich als am besten 

geeignet ffir Untersuchungen der Krfimmungsverh~ltnisse - -  also der abgeleiteten Elemente 

zweiter Ordnung - -  von Kurven und Fl~chen, w~hrend sie weniger fibersichtlich wird, 

wenn es sich um Ableitungen hSherer Ordnung handelt. Die vorliegende Arbeit hat  darum 

nur geringe Beziehungen zu der gew6hnlichen projektiven Differentialgeometrie, wo die 

projektiv invarianten Begriffe fiberwiegend von Differentialquotienten hSherer Ordnung 

abh~ngen. 

1.  A B S C H N I T T  

Abgeleitete Elemente 

w 1. Projektive Konvergenz 

1.1. I m  folgenden besch~ftigen wir uns mit  Punkten,  Kurven und Fl~chen des reellen 

projektiven Raumes, speziell der projektiven Ebene. I m  Raum kann man in gewShnlicher 

Weise homogene Koordinaten ~ - (x0, xl, x2, xa) einffihren, wobei die Koordinaten reelle 

Zahlen sind. Zeichnet man eine feste Ebene als ,,unendlich ferne Ebene" (Referenzebene) 

aus, so kann man in bezug auf diese affine Koordinaten einfiihren, und w~hlt man in dieser 

Ebene ein elliptisches Polarsystem, so erh~lt man eine euklidische Metrik im Raum. I m  

allgemeinen werden wir jedoch projektive und nur bei speziellen Aufgaben affine oder eu- 

klidische Koordinaten verwenden. 

1.2. Wir sagen, dass ein variabler Punkt  P '  mit  dem Koordinatenvektor  ~ ' =  

(Xo, ' ' ' '~ '2 ' ,o xl, x2, x.~), wobei Xo + xl + x2 2 + xa- = 1 ist, gegen den Punkt  mit  dem Koordinaten- 

vektor  ~ = (Xo, xl, x2, xs) konvergiert, wenn s~Lmtliche Unterdeterminanten 2 . 0 r d n u n g  der 

Matrix 

x o  x ;  ' ' X2 X3 

X 0 X 1 X 2 X 3 

gegen 0 konvergieren. Wir sagen dann auch, dass ~' gegen $ konvergiert.  Ferner wird yon 

einer variablen Geraden p '  gesagt, dass sie gegen die Gerade p konvergiert, wenn der zu 

p '  gehSrende 6-Vektor, der aus den Pliickerkoordinaten der Geraden besteht, im analogen 

Sinn gegen den entsprechenden 6-Vektor von p konvergiert. Ffir algebraische Kurven und 

Fl~chen kann man entsprechend Konvergenz definieren, indem man die Vektoren be- 

trachtet ,  die aus den Koeffizienten der zugehSrigen Gleichungen gebildet sind. 

Mit Hilfe der gew6hnlichen Konvergenzs~tze kann man dann eine Reihe von S~tzen 

fiber Konvergenz von Punkten,  Geraden und Ebenen usw. beweisen. Als Beispiele fiihren 

wir die folgenden beiden S~tze an: Wenn zwei Punkte  P '  und Q' gegen verschiedene Grenz- 

punkte P und Q konvergieren, so konvergiert die Gerade P ' Q '  gegen die Gera~le P Q .  Wenn 
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ein eigentlicher Kegelschnitt c' gegen den eigentlichen Kegelschnitt  c und eine Gerade p '  

gegen die Gerade p konvergiert, so konvergieren die Schnit tpunkte von c' und p' gegen die 

Sehnit tpunkte von c und p. (Vgl. [1], 13. 43.) Wir wollen uns im folgenden nieht bei Beweisen 

dieser S/itze aufhalten, da es in jedem einzelnen Fall immer leieht entscheidbar ist, ob der 

vorliegende Grenzfibergang zul/~ssig ist oder nicht. 

t .3 .  Auf die projektivgeometrischen Definitionen und S/itze, die wir im folgenden auf- 

stellen, kann man natfirlich das Dualitdtsprinzip anwenden. Wir werden die dadurch ent- 

stehenden neuen Definitionen und S/~tze nur dann nennen, wenn sie f/ir die betreffende 

Frage oder ffir die allgemeine Darstellung von besonderem Interesse sind. 

w 2. Elemente erster Ordmmg 

2. i .  In  der Ebene oder im Raum sei eine Kurve  k o, d .h.  ein eineindeutiges und 

stetiges Bild einer Strecke, gegeben. Konvergiert  ein variabler Punkt  T '  auf der Kurve  

gegen den festen Punkt  T, so habe die Gerade T T '  eine best immte Grenzlage, die Kurven- 

tangente t i m  Punkte  T. Die Kurve k0, die speziell eine Gerade sein kann, wird im folgenden 

die Parameterkurve genannt, und ihre Punkte heissen Parameterpunkte.  

Wir denken uns die Kurve k o dureh eine stetige Abbildung (Funkt ion)P '  = q ( T ' ) i n  

der Umgebung des Punktes T auf eine andere Kurve  k, die dieselben Voraussetzungen 

wie k o erftillt, abgebildet. Die Tangente an die Kurve  k im Punkte  P heisse p. 

- -  ' 

T t 

F i g .  1. 

P 

P p P~ 

Auf der Tangente t w~hlen wir zwei von einander und von T verschiedene feste Punkte  

T 1 und T2, und auf der Geraden t' = T T '  wKhlen wir zwei variable Punkte  T~ und T~, 

die ffir T'--> T gegen T 1 bzw. T 2 konvergieren. Auf der Tangente p wKhlen wit einen yon 

P verschiedenen festen Punkt  P~ und auf der Geraden p '  = P P '  einen Punk t  P'2, der fiir 

T'--> T gegen P~ konvergiert. Endlieh bestimmen wir auf p '  den Punkt  P~ derart, dass 

PP'P~P~-A T T '  T~ T~ (2.1) 
gilt. 

Konvergiert  nun P~ beim Grenziibergang T' --+ T gegen einen Punkt  P1 auf p, so nennen 

wir die Abbfldung oder Funktion ~ in/initesimal pro]ektiv im Punkte  T (Fig. 1). 

Die Punkttr ipel  T T 1 T2 und PP1P2 heissen zu den variablen Punkten  T' und P' 

geh6rige abgeleitete Elemente (erster Ordnung); T I und P!  werden die abgeleiteten Punkte 
8 - 563801. Acta Mathematica. 95. I m p r i m 6  lo 6 m a r s  1956. 
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genannt, T 2 und P~ die Re]erenzpunkte. Ein Element heisst ordin~ir, wenn es aus drei 

verschiedenen Punkten besteht, sonst singuldr. Das Element T T1 T2 ist nach Definition 

ordin~r, wi~hrend das Element P P I P 2  ordin~r oder singuli~r sein kann. Ist  das Element 

PP1P2 singular, so heisst es Null- oder Unendlichkeitselement, je nachdem PI in P oder in 

P2 liegt. Die Abbildung selbst heisst ordindr oder singuldr, je nachdem das zu P '  gehSrige 

Element ordini~r oder singular ist. 

2.2. In der obigen Definition sind die Hilfspunkte T 1, T 2 und P~ und die gegen diese 
! ! ! t 

konvergierenden Punkte TI, T2 und P2 frei wi~hlbar, w~hrend P1 (und eventuell P1) aus den 

vorliegenden Punkten bestimmt wird. Wir wollen nun zeigen, da~s die Wahl der tti lfspunkte 

keinen Einfluss darauf hat, ob ~ infintesimal projektiv (im folgenden oft abgekfirzt i. p.) 

ist oder nicht, und gleichzeitig wollen wir den Zusammenhang zwischen verschiedenen 

Gruppen von Hilfspunkten finden. 

Halten wir die Parameterpunkte fest, erstatten aber P'2 durch einen Punkt  Q2,' der 
! I 

gegen einen Punkt  Q~ auf p konvergiert, so t r i t t  an Stelle von P1 ein Punkt  Q,, for welchen 

P P  . . . . .  T '  ' ' (2.2) ~l(g.z A T T1 T~. 
Aus (2.1) und (2.2) folgt p p  . . . . . .  p ' , , 

r162 A P P1P~. (2.3) 

Aus dieser Relation ergibt sich nun: Wenn zu P '  ein ordiniires Element PP1P2 gehSrt, wenn 

also P~ gegen einen von P und P2 verschiedenen Punkt  P1 konvergiert, so konvergiert auch 

Q'I gegen einen Punkt  Q1 auf p, und Q1 und Q2 entsprechen einander in einer parabolischen 

Projektiviti~t auf p, deren Doppelpunkt P ist, und bei der P1 dem Punkte  P2 entspricht. 

A , A 

p '  

P P p, Q, Q2 p 

B ' l ~ / V /  "'~ -"r" 
B 

Fig. 2 a. Fig. 2 b. 

Es sei A ein fester, nieht auf p (oder p') gelegener Punkt; die Ebene durch A u n d p '  

schneide eine feste Ebene ~ durch P,  die p (oder p') nicht enthi~lt, in einer Geraden r'. Von 

A aus werden die Punkte P ' ,  P'I und P~ in die Punkte R', R'I und R'2 auf r' projiziert (Fig. 

2a). Da nun 
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PP'  Q;Q• :A PP'P;P;  -A P R' R; R',,, 

gehen die Geraden P'R', Q'I R; und Q'2 R'2 durch denselben Punkt  B'. 

Bei dem Grenzfibergang geht p' in p fiber, und die Gerade r' konvergiert daher gegen 

die Schnittgerade yon :r mit der Ebene durch A und p. Die Punkte R; und R; konvergieren 

gegen die Projektionen R 1 und R~ der Punkte P1 und P~ von A aus, und die Gerade Q2 R~ 

schneider die Gerade A P im Grenzpunkt B des Punktes B'. Der Punkt  Q; muss dann gegen 

den Schnittpunkt Q1 von p mit der Geraden B R l konvergieren, und aus Fig. 2 b ersieht man, 

dass P1, P2 und Q1, Q2 Paare einer parabolischen Projektivit~t mit dem Doppelptmkt P 

sind. Hiermit ist die Behauptung bewiesen. 

Aus dem obigen folgt speziell, dass Q1 in/)1 f~llt, wenn Q2 in P2 f~llt, d.h. es spielt keine 

Rolle, auf welche Weise P;  gegen P2 konvergiert. Beispielsweise kann P~ sich auf einer 

Geraden oder einer Ebene durch P2 bewegen. 

Ist das zu P' gehSrige Element singuli~r und fi~llt P1 in P bzw. in P~, so entnimmt man 

aus der Figur, dass entsprechend Q1 in Q bzw. in Q2 f~llt. 

Im ordin~ren Fall hat P '  also unendlich viele abgeleitete Elemente PP1P2, PQ1Q~ . . . . .  

die einander in den genannten Projektiviti~ten entsprechen. Eine solche parabolische 

Projektivitiit nennt man eine Elation mit dem Zentrum P. 

In ~hnlicher Weise kann man das ordin~re Element T T1 T~ ab~ndern. Sind S I und S~ 

entsprechende Punkte der Elation mit dem Zentrum T und den einander entsprechenden 

Punkten T 1 und T2, so entsprechen dem zu T' gehSrigen Element TS1S ~ dieselben zu P' 

gehSrigen Elemente wie dem Element T T 1 T 2. 

Endlich kSnnte man P~ und T~ und damit die Referenzpunkte P2 und T 2 festhalten, 

aber T; durch einen Punkt  U~, der gegen den Punkt  U 1 auf t konvergiert, ersetzen. Der 

Punkt  P;  muss dann durch einen Punkt  Q~ ersetzt werden, fiir den 

PP'Q;P~ -A T T '  U; T;. 

Da T'  gegen T konvergiert, erh~lt man aus (2.1) die Relation 

PP1Q1P~ -A T T 1 U 1 T~, (2.4) 

d.h. U 1 und Q1 sind entsprechende Punkte in der durch T T1 T~ und PP1P~ bestimmten 

Projektivit~t zwischen den Geraden tund  p. 

Aus den obigen Betrachtungen geht hervor, dass die Wahl der Hilfspunkte keine 

Rolle spielt, und wir haben eine Beziehung zwischen den abgeleiteten Elementen yon T' 

und P '  gefunden. Wir bemerken ferner, dass man in der oben genannten Projektivit~t 

zwischen t und p die Punkte T 2 und P2 durch ein anderes Paar zusammengehSriger Punkte 

ersetzen kann, ohne T 1 und P1 zu ~ndern. 
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2.3. Ist  der vorliegende Raum a/fin, und sind T und P eigentliehe Punkte, so kann man 

die Hilfspunkte T'2 und P'2 (und damit T 2 und Pc) als unendlich ferne Punkte w~hlen, und 

die Bedingungsgleiehung (2.1) kann dann durch 

P P '  T T' 
PP;  - T T ;  (2.5) 

ersetzt werden. Hieraus ersieht man, dass T T 1 und PP1 als ,,Repr~sentanten" der in- 

finitesimalen Verschiebungen T T' und PP'  bezeichnet werden kSnnen, und im projektiven 

Fall kSnnen wir daher T T 1 T e und PP1Pe als proje~ive Reprdsentanten der genannten 

Verschiebungen auffassen. 

Ffihren wir eine euklidische Metrilc im Raum ein, so kann (2.5) durch 

p p '  PP; 
T T'  - T T1 (2.6) 

ersetzt werden. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die Abbildung dann und nur dann 

i. p. ist, wenn das Verhdltnis P P ' /  T T' einen bestimmten Grenzwert PP1/  T T 1 hat. Der Grenz- 

wert kann speziell 0 oder c~ sein. 

2.4. Anstat t  die Kurve ]c o auf eine Kurve k abzubilden, kann man unter Anwendung 

des Dualit~tsprinzips k 0 auf eine einparametrige stetige Schar von Geraden (dureh einen 

Punkt  oder in einer Ebene) oder yon Ebenen abbilden. Auch lc o kann natfirlich durch eine 

solche Schar ersetzt werden. Wir betrachten im folgenden ein einfaches Beispiel. 

Die in einer festen Ebene ~ gelegene variable Gerade m' konvergiere so gegen die Ge- 

rade m, dass der Schnittpunkt M' = ram' eine bestimmte Grenzlage M hat. Dieser Grenz- 

schnittpunkt wird der Charakteristilcpunkt der Geraden genannt. Wir betrachten nun eine 

stetige Abbildung m' =q~(T'). Wir legen durch M eine von m verschiedene Hilfsgerade 

m e und durch M'  eine Gerade m~, die fiir T'--> T gegen m e konvergiert. Mit Hilfe der (2.1) 

entsprechenden Relation 
t 

mm'm;m'e -A T T '  T; Te (2.7) 

bestimmen wir eine Gerade m~ durch M'. Hat  die so bestimmte Gerade for T'--> T eine 

Grenzlage ml, so heisst ~ in]initesimal projektiv, und wir sagen, dass die Gerade m' das ab- 

geleitete Element m m l m  e (erster Ordnung) hat. Die oben angefiihrten Bezeichnungen und 

S~tze kSnnen nun leicht iibertragen werden. Speziell sei hervorgehoben, dass ffir ordin~res 

~, wenn also m, m 1 und m e drei verschiedene Geraden sind, m I u n d  m e durch andere zu- 

sammengehSrige Geraden derjenigen Elation im Biischel mit dem Scheitel M ersetzt 

werden kSnnen, die ma l s  Achse (Dolapelgerade) hat und in der m 1 und m e einander zuge- 

ordnet sind. 
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Fiihrt  man in ~ eine euklidische Metrilc ein, und w~hlt man m~ und damit  ms senkrecht 

auf m, so erh~lt man aus (2.7) die (2.6) entsprechende Gleichung 

tg ( ram' )  = tg (mm~) . (2.8) 
T T '  TT;  

Diese Gleichung zeigt, dass ~ dann und nur dann i. p. ist, wenn das Verh~ltnis des in- 

finitesimalen Winkels (mm') zum infinitesimalen Abstand T T '  einen best immten Grenz- 

wert tg (mml)/T T 1 hat. ]:)as Element mmlm 2 wird als ein proje]ctiver Reprdsentant des in- 

finitesimalen Winkels (ram') aufgefasst. 

F~ir eine variable Ebene ~' mit der Grenzebene # und der Grenzschnittgeraden (Charak- 

teristikgeraden) m finder man entspreehend, dass/~' durch ein aus drei Ebenen bestehendes 

Element #/zl/~ 2 ,,dargestellt" wird, wenn/u '=7~ (T') infinitesimal projektiv ist. 

w 3. Elemente zweiter Orduung 

3.1. Es sei k eine Kurve,  die im Punkte  P die Tangente p und die Schmiegebene 

hat. Konvergiert  P '  auf k gegen P, so konvergiere die Gerade p' = PP'  gegen die Tangente 

p und die Ebene ~ '  = pp' gegen die Schmiegebene g. Die Kurve  kann spezieU eine ebene 

Kurve  sein. 

Wir wollen nun einige Begriffe einffihren, die sich nur auf die gegebene Kurve,  die dann 

als , ,Parameterkurve" betraehtet  werden kann, beziehen. Als Element erster Ordnung 

yon P '  soll dann immer ein ordin~res Element PP1P~ gew~hlt werden. Wie oben bezeichnen 

wir die gegen P1 und P~ konvergierenden Punkte  mit  P~ und P~. Wit  nehmen an, dass der 

Punkt  P~ eine Kurve mit  der Tangente r 1 in P1, die dann Grenzlage der Geraden r~ = PiP~ 

ist, durchliiuft. 

Da P~-->P1 fiir P'-->P, ist es sinnvoll, die Abbildung P~ = ~ (P ' )  zu betrachten. Falls 

sie im Punkte  P infinitesimal projektiv ist, gehSrt zu P~ ein Element, das durch P1PllPI~ 

bezeichnet und Element zweiter Ordnung der Kurve /c  (oder yon P ' )  im Punkte  P genannt 

werden soll. Wir fiihren einen Hilfspunkt P~2 auf rl ein, der gegen einen Punkt  PI~ auf rt 

konvergiert. Bestimmen wir dann den Punkt  PII auf r~ so, dass 

PI P~ P~I P~ -A P P' P~ P'.,, (3.1) 

so soU dieser Punkt  Pl1  fur p t  __>p gegen P n  auf r 1 konvergieren. (Fig. 3 a und b.) Die Gerade 

r 1 kann yon p versehieden sein oder mit  p zusammenfallen, und das Element P1PI1P12 

kann ordin~r oder singular sein. Wir werden unten die Beziehungen zwisehen den verschie- 

denen Elementen zweiter Ordnung yon/c im Punkte  P untersuchen. 
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t t 
rl , P2 

�9 :Pl ~ Pl 

P P~ Pz p P PI 

Fig. 3 a. Fig. 3 b. 

P 

3.2. Wir fiihren zun~chst den Begriff des Kriimmungselement8 der Kurve  k im Punkte  

P ein. Dazu betrachten wir die Abbildung p '  =~0(P'), die dem variablen Punkte  P '  die 

durch ihn gehende Sekante p '= PP' der Kurve  zuordnet. Is t  diese Abbildung i. p. im 

Punkte P, so entspricht dem Element PP1P, yon P' ein in der Schmiegebene g liegendes 

Element PPlP., von p'. Das System der drei Punkte  und drei Geraden PP1P,, PPlP~ heisst 

ein Kri~mmungselement der Kurve  im Punkte  P.  Wir sagen, dass die Kurve  ordin~re 

Krfimmung in P hat, wenn ~0 ordini~r ist, d.h. wenn p, Pl und p~ verschiedene Gera~len sind; 

anderenfalls wird der Kurve  in P die Kri immung 0 oder c~ zugeschrieben, je naehdem das 

zu p' geh6rige Element ein Null- oder Unendlichkeitselement ist. Haben zwei Kurven  in 

einem Punkt  ein gemeinsames Kriimmungselement,  so sagen wir, dass sie dieselbe Kriim- 

mung in diesem Punkte  haben. 

Das Kriimmungselement kann nach den in w 2 genannten Regeln abge~ndert werden. 

Die Punkte  P1 und P ,  sowie die Gerade pg. kSnnen beliebig gew~hlt werden, wonach Pl 

festgelegt ist. 

3.3. Beziiglich der Beziehung zwischen Kriimmungselementen und Elementen zweiter 

Ordnung bemerken wir zun~chst: Gibt es ein Element  zweiter Ordnung P1P11Pl~, das auf 

einer yon p verschiedenen Geraden r 1 in der Schmiegebene gelegen ist, so existiert auch ein 

Kriimmungselement,  namlich das Element PP1P2, PPlP~, wo Pl und pa den Punkt  P mit  

P n  bzw. P12 verbinden. Dies folgt daraus, dass man als die gegen Pl und P2 konvergierenden 

Geraden PP~I und PP~.~ w~hlen kann (Fig. 3a  und b). 

Liegt umgekehrt  ein Kriimmungselement PP1P~, PPlP~ vor, so kann man eine belie- 

bige von p versehiedene Gerade r 1 dureh P1 (in der Schmiegebene ~) w~hlen und auf der 

Kegelfli~che mit  dem Seheitel P und der Leitkurve k (die yon p '  durchlaufen wird) eine 

Kurve  mit  der Tangente r 1 in P1 legen. Wi~hlt man nun als Punkt  P~ den Sehnit tpunkt  die- 

ser Kurve mit  p', so findet man analog zu den obigen Betraehtungen, dass die Existenz des 



J .  YIJELMSLEVS P R O J E K T I V E  I I ~ F I N I T E S I M A L G E O M E T R I E  119 

Krfimmungselementes die Existenz eines Elementes zweiter Ordnung PIP11P12 auf der 

Geraden r~ mit  sich ffihrt, wo die Punkte  Pll  und Pie die Schnit tpunkte yon r I mit  Pl und 

p~ sind. - -  Da P1 auch als ein beliebiger Punkt  auf p angesehen werden kann, kann man also 

in dieser Weise auf jeder nicht dutch P gehenden Geraden in g Elemente zweiter Ordnung 

konstruieren. 

3.b,. Liegt ]c in einem a/linen Raum, und ist P ein eigentlicher Punkt,  so kann man die 

Hilfspunkte P~ und P'12 (und damit  die Referenzpunkte P~ und P12) als unendlich ferne 

Punkte  w~hlen, und man finder dann, der Gleichung (2.5) entsprechend, 

P~P~ PP" 
P1P~I-  P P I  (3.2) 

Bezeichnet man das infinitesimMe Verh~ltnis mit  t, so erh~lt man 

und weiter 
PP'  = t .PP;  = t (PP1  § P1P;)  

PP'  = t "PP1 + t2 "PIPll + 5 (t 2) (3.3) 

wo 5 (t ~) einen Vektor bezeichnet, der nach Division m i t t  2 gleichzeitig mit  t gegen null 

konvergiert. 

Aus (3.3) ersehen wir, dass man nach Einfiihrung eines festen Parallelkoordinatensy- 

stems xy z  die Kurve  k in der Umgebung yon P durch 

(x, y, z )=  (/(t) § o(t2), g(t) § o(t~), h(t) § o(t~)) (3.4) 

darstellen kann, wo /(t), g (t) und h (t) Polynome zweiten Grades in t sind. Die Existenz von 

Kriimmungselementen oder yon Elementen zweiter Ordnung ist dann gleichbedeutend 

damit,  dass k im Punkte  P eine Schmiegparabel hat. Wir werden solche Kegelschnitte in 

w 5 genauer betrachten. 

w 4. Elemente h~iherer Ordnung 

4.1. Ebenso wie wir im vorigen Paragraphen Elemente zweiter Ordnung eingeffihrt 

haben, kSnnen wir Elemente dritter u n d  hSherer Ordnung einfiihren. Wir gehen yon dem 

in 3.1 definierten Element zweiter Ordnung PIPllP12 aus und betrachten z. B. einen gegen Pl l  

konvergierenden Punkt  P~I. Wir nehmen an, dass dieser Punkt  eine Kurve  mit  der Tan- 

genre r n i m  Punkte  P n ,  die also Grenzlage der Geraden r~l = PIIP;I ist, durchl~uft. Wir 

setzen nun voraus, dass die Abbildung P~I = qg(P') im Punkte P in/initesimal projektiv ist. 

Dadurch erh~lt man ein an den Punkt  Pll  gekniipftes Element P11PllIP112, das als Element 
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dritter O r d n u ~  der Kurve k im Punkte  P bezeichnet wird. Fiihrt man auf r~l einen Hilfs- 

punkt Pl12 ein, der gegen einen Punkt  Pl12 yon rll konvergiert, und best immt man auf rll 

einen Punkt  P'111 durch die (3.1) entsprechende Relation 

, , , p - ' p ' p '  
PI1PllPmPl12-A 1 ~ 1 2, (4.1) 

so soll der Punkt  P~ll gegen P m  auf rll konvergieren. 

In  dieser Weise kann man offenbar fortfahren und somit Elemente beliebig hoher 

Ordnung einfiihren. 

I s t  k eine Raumkurve,  so kann man im Zusammenhang mit  den Elementen dritter 

Ordnung Torsionselemente yon k im Punkte  P einffihren. Zu diesem Zweeke betraehten wir 

die Abbildung, die dem Punkt  P' die Ebene ~r' = pp'  zuordnet. Setzen wir die Abbildung als 

i. p. voraus, so entsprieht dem Element PP1Ps yon P'  ein Element  ~wrl~r 2 yon ~r'. Das 

System der drei Punkte  und der drei Ebenen PP1P2, ~r~rdr~ heisst ein Torsionselement yon 

k in P; wir sagen, dass die Kurve  ordint~re Torsion hat, falls die Abbildung ordin~r ist. 

4.3. In  Analogie zum obigen kann man nun die Beziehung zwischen Elementen drit ter 

Ordnung und Torsionselementen herleiten. Unmit te lbar  ergibt sieh: H a t  k in P ordingre 

Kri~mmung, und existiert ausserdem ein Element dritter Ordnung PllP1HP~2, das auf einer 

nicht in der Sehmiegebene ~r gelegenen Geraden r~  liegt, so gibt es Torsionselemente in 

P, und die Kurve  hat  ordingre Torsion, falls das genannte Element dritter Ordnung ordingr 

ist. 

Umgekehrt  gibt es ffir Kurven mit  ordini~rer Kri immung zu gegebenen Torsionsele- 

menten Elemente drifter Ordnung, die zu dem Ebenenelement 71717~1;7~ 2 perspektiv gelegen 

sind. 

Ha t / c  nicht ordini~re Kri immung in P, so k6nnen andere Verhi~ltnisse eintreffen. Die 

Kurve kann z.B. Torsionselemente in P haben, ohne Krfimmungselemente zu besitzen. 

Dagegen kann die Kurve  natiirlich keine Elemente drifter Ordnung haben, ohne Elemente 

zweiter Ordnung zu besitzen. 

4.r Liegt k in einem a//inen Raum, so kSnnen wir (in Fortsetzung yon 3.4) auch den 

Punkt  P~12 (und damit  Pl12) unendlich fern w~hlen. Die Gleichung (4.1) ergibt dann eine 

(3.2) entsprechende Relation, aus der unmit telbar  die (3.3) entsprechende Gleichung 

P P '  = t "PP1 + t2 "PIP11 + t3 "P11P111 + 5 (t 3) (4.2) 
folgt. 

Allgemeiner finden wir ffir eine Kurve  k, die im Punkte  P Elemente n-ter Ordnung 

besitzt, in der Umgebung yon P eine Entwicklung der Form 

p p '  = t~l + t2~2 + . . .  + tn~n + 6(tn), (4.3) 
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wo ~ = PPD Pl = PIP11, usw. gesetzt ist. In  einem Koordinatensystem x y z  im Raum linden 

wir dann, dass sich die Koordinaten (x, y, z) von P '  dureh Gleichungen der Form (3.4) 

~usdriicken lassen, wo /(t), g(t) und h(t) Polynome n-ten Grades in t sind, und wo o(t 2) 

durch o (t n) zu ersetzen ist. 

Die Existenz von Elementen n-ter Ordnung ist dann fiir eine ebene Kurve mit der 

Existenz einer ,,Schmiegparabel" n-ter Ordnung, fiir eine Raumkurve mit der Existenz 

einer , ,Sehmiegraumparabel" n-ter Ordnung gleichbedeutend. 

4.5. ~ b e r  Eigenschaften der Kurve  in von P verschiedenen Punkten gibt (4.3) keinen 

Aufschluss. Die Kurve  braucht  also in von P verschiedenen Punkten nicht einmal Tangen- 

ten zu haben, selbst wenn (4.3) gilt. Gelten indessen aueh fiir die iibrigen Punkte  der Kurve  

Entwicklungen der Form (4.3), so sind die Koeffizienten der zugehSrigen Polynome n-ten 

Grades ] (t), g (t) und h (t) Funktionen der Koordinaten des variablen Kurvenpunktes;  man 

kann zeigen, dass die Kurve  n mal stetig differenzierbar ist, falls die Funkt ionen/( t ) ,  

g(t) und h(t) stetig sind. (Siehe Problem 4, Mathematica Scandinavica 1 (1953), S. 310, 

2 (1954), S. 159. 

2. A B S C H N I T T  

Kurven und Fl~ichen 

w 5. Kriimmmag und Torsion 

5. i .  Es sei eine ebene Kurve ]c und auf dieser ein Punkt  P mi t  der Tangente p gegeben. 

Es sei ferner ein Element (S, s) gegeben, das aus einem nicht auf p gelegenen Punkt  S und 

einer durch S, aber nicht durch P gehenden Geraden s besteht. Auf der Kurve  betrachten 

wir einen Punkt  P ' ,  der gegen P konvergiert, und in der Ebene denken wir uns ein Element 

(S', s'), das gleiehzeitig gegen (S, s) konvergiert, gegeben. 

Durch die Elemente (P, p), (S', s') und durch den Punkt  P '  kSnnen wir einen Kegel- 

schnitt c' legen. Fiir diesen Kegelschnitt  wollen wir den folgenden Satz beweisen: 

S AT Z 5.1. Konvergiert P' au/ der Kurve k gegen P, so konvergiert der Kegelschnitt c' 

dann und nut  dann gegen einen eigentlichen Kegelschnitt c, wenn k ordiniire Kriimmung im 

Punkte P hat. 

Auf der Geraden p' = PP '  w~hlen wir den Punkt  P~ als ihren Schnit tpunkt  mit  s' 

und den Punkt  P'I beliebig. Ferner w~hlen wir P S '  als die Gerade p'~ (Fig. 4a). Den von S'  

verschiedenen Schnit tpunkt  von c' mit der Geraden S'P'I bezeichnen wir mit  S~. Wenn nun 

p p'p; p'o -A P P'  P~ P~, (5.1) 
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p P 
P 

Fig.  4 a. Fig.  4 b. 

ist die Gerade PS'I mit P'I identisch. Beim Grenziibergang P ' - ~ P  konvergiert nun (S', s') 

gegen (S, s), infolgedessen P~ gegen P2 = ps  und p~ gegen p~ = P S  (Fig. 4b). Konvergiert  

nun P~ gegen einen Punkt  P1 auf p, so konvergiert c' dann und nur dann gegen einen eigent- 

lichen Kegelschnitt c, wenn S~ auf der Geraden S P  I eine best immte von P1 und S verschie- 

dene Grenzlage hat. Das ist aber gleichbedeutend damit,  dass die Gera~e PS~ = p~ eine von 

p und P2 verschiedene Grenzlage Pl = PS1  hat. Hiermit  ist der Satz bewiesen. 

Die Beziehung zwischen dem Kriimmungselement PP1P~, PPlP~, dem Element 

(S, s) und dem Kegelschnitt c ist in Fig. 4b dargestellt. Man bemerkt,  dass P1S1S  ein Ele- 

ment  zweiter Ordnung von k in P ist. Ferner ist klar, dass der Kegelschnitt c dasselbe Kriim- 

mungselement in P hat wie die Kurve  k. Da k und c somit dieselbe Kri immung im Punkte  

P haben, heisst c ein Kriimmungskegelschnitt yon k im Punkte  P. 

Wir bemerken, dass c' gegen einen, aus den Geraden p und s bestehenden, ausgearteten 

Kegelschnitt konvergiert, wenn k in P die Kri immung 0 hat, wenn also Pl in p f~llt. 

5.2. Eine Kurve k mit  ordin~rer Kri immung im Punkte P hat  offenbar c~ 2 Kriim- 

mungskegelschnitte. Liegt ein Kriimmungselement P P I P z ,  PPlP~ sowie das Element 

(S, s) vor, so ~ndert man die Punkte P1, P~ und die Geraden Pl, P~ (in den zugehSrigen 

Elationen) so ab, dass P2 mit  dem Punkte  (s, p) und P2 mit  der Geraden S P  zusammenf~llt. 

Bewegt sich P1 auf der Geraden p und dreht sich Pl projektiv dazu um den Punkt  P, so 

durchl~uft der Schnit tpunkt  S 1 der projektiven Geradenbiischel (Pl) und S (P1) den Kegel- 

schnitt  c. 

Wiihlt man auf c einen von S~ verschiedenen Punkt  S~, so kann man im Kriimmungs- 

element von P a l s  Punkt  P~ den Schnit tpunkt  von p und SS~, als Gerade P2 die Gerade 

P S  2 benutzen (siehe 2.2). Hieraus ergibt sich weiter, wie man einen Kriimmungskegelschnitt  

durch zwei gegebene Punkte  S 1 und S 2 konstruieren kann. Das gegebene Kriimmungselement 

wird so abge~ndert, dass Pl und P2 durch S I bzw. S 2 gehen. Die Geraden P1S1 und P2S2 
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Fig. 5. 

schneiden sich im Punkte S, und der Krfimmungskegelschnitt  ist dann durch das Element 

(P, p) und die Punkte S, S I u n d  $2 best immt.  (Fig. 5.) 

Die c J  Krfimmungskegelschnitte bilden ein spezielles Netz, das Kriimmungsnetz 
genannt werde. Es hat  drei zusammenfallende Grundpunkte in P. Zwei verschiedene 

Kegelschnitte des Netzes haben ausser P hSchstens noch einen Punkt  gemeinsam. S~mtliehe 

Krfimmungskegelschnitte haben in P dieselbe Krfimmung. 

5.3. I s t  die Ebene a]/in, so kann man in P eine Kri~mmungsparabel mit gegebener 
Achsenrichtung bestimmmen. In  Fig. 4b ist dann s die unendlich ferne Gerade und S der 

unendlich ferne Punkt  der Parabel. Man muss nur das gegebene Krfimmungselement so 

ab~ndern, dass P2 ein unendlich ferner Punkt  und Pz die gegebene Achsenrichtung wird. 

Legen wir dann durch P1 eine zur Achse parallele Gerade, so schneidet diese die Gerade Pl 

in einem Parabelpunkt  S r 

I s t  die Ebene euklidisch, so kann man den im Krfimmungsnetz enthaltenen Kri~mmungs- 
kreis linden. Man ~ndert zu diesem Zweck das Kriimmungselement so ab, dass P2 ein un- 

endlieh ferner Punkt  wird und P2 auf p senkreeht steht. Legt man dann durch P1 eine auf 

p~ senkreehte Gerade, so schneidet diese die Gerade P2 im Punkte  S, und der Kreis mit  dem 

Durchmesser PS ist der gesuchte Kriimmungskreis.  {Fig. 6.) 

Der in 2.4 genannte Grenzwert tg (ppl)/PP1 des Verh~ltnisses des infinitesimalen 

Winkels (pp') zum infinitesimalen Abstand PP' wird hier lIPS, also die Hgl]te der ge- 

wShnlichen Krfimmung. 

Falls die Kurve k selbst ein Kegelschnitt  ist, gibt die letztere Konstrukt ion eine all- 

gemeine Bestimmung des Krfimmungskreises in einem beliebigen Punkt  eines Kegel- 

schnittes. I s t  der Kegelschnitt durch ffinf Punkte  P,  Q, S, S 1 und S~ gegeben, so kann man 

mit  Hilfe des Pascalschen Satzes die Tangente p in P bestimmen. Danach findet man gem~iss 

Fig. 5 das Krfimmungselement und kann dann die obige Konstrukt ion anwenden. 

5.4, Die obigen Betrachtungen kSnnen dual auf stetige Geradenscharen in der Ebene 

fibertragen werden. Es liege also eine variable Gerade m'  vor, die gegen eine feste Gerade 
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m so konvergiert, dass der Schnit tpunkt M' = mm'  auf m eine Grenzlage hat. Wir nehmen 

(analog zu 3.2) an, dass die Abbildung M' = q~ (m') infinitesimal projektiv ist; es ergibt sieh 

dann ein Kriimmungselement minim2, M M 1 M  ~, das aus drei Geraden durch M und aus drei 

Punkten auf m besteht. Wir nennen solehe Elemente ,,Geraden-Krfimmungselemente" 

im Gegensatz zu den oben eingeffihrten, die wir in diesem Zusammenhang ,,Punkt- 

Kriimmungselemente" nennen wollen. Entsprechend brauchen wir die Benennungen 

, ,Punktkrfimmung" und ,,Gera~lenkriimmung". 

5.5. Es sei k nun ein konvexer Bogen, der in der Umgebung des Punktes P mit der 

Tangente p eine stetig variierende Tangente hat. Fiir eine solche selbstduale Kurve kann 

man sowohl von Punkt- als aueh von Geradenkriimmung im Element (P, p) sprechen. Wir 

wollen nun zeigen: Hat die Kurve k in (P, p) ordintire Punktkriimmung, so hat sie auch ordi- 

ndre Geradenkriimmung, und umgekehrt. Zu diesem Zwecke betraehten wir den variablen 

Kegelsehnitt c', der durch (P, p), (S', s') und P '  geht. Liegt P '  genfigend nahe bei P, so 

haben k und c' bekanntlich eine gemeinsame Tangente, die fiir P'-->P gegen p konvergiert. 

Da der Dualit~t zufolge der umgekehrte Satz ebenfalls gilt, entnimmt man aus Satz 5.1 

und dem dazu dualen, dass die beiden Kriimmungsarten (Krtimmungselemente) gleich- 

zeitig existieren oder nieht. 

Das System der Krfimmungskegelsehnitte, das Kriimmungsnetz, ist dann dasselbe 

fiir die beiden Kriimmungsbegriffe. Es ist folglich selbstdual, und man kann sagen, dass 

die Kegelschnitte in der Geraden p drei zusammenfallende Tangenten haben. 

Der einzelne Krfimmungskegelschnitt ist dann auch dureh eine Menge yon Geraden- 

Kriimmungselementen bestimmt. Wendet man auf die Fig. 4b das Dualit~tsprinzip an, 

so erh~lt man Fig. 7, die zeigt, wie man c aus den Geraden-Kriimmungselementen pp*p~ 

PP*P~ bestimmt. Durch l~bergang zum Kriimmungskreis kann man zeigen, dass die durch 

Gera~len-Kriimmungselemente bestimmte ,,Geradenkriimmung" doppelt so gross wie die 

gew6hnliche Kriimmung ist. 
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5.6. Mit Hilfe einer Zentralprojektion oder der Dualitgt im Raume kSnnen die obigen 

Definitionen auf stetige Scharen von Geraden oder Ebenen durch einen festen Punkt  im 

Raum fibertragen werden. 

Ffir Geradenscharen, also ffir Kegel/liichen, ergeben sich Kri~mmungselemente PPlP2, 

~17~2, die aus drei Geraden und drei Ebenen bestehen. Hier ist p die betreffende Erzeu- 

gende und n die Tangentialebene an den Kegel li~ngs p; die Geraden Pl und P2 liegen in ,~, 

und die Ebenen nl und 7~ 2 gehen durch p. Schneidet man die Kegelfl~che mit  einer nicht 

dutch ihren Scheitel gehenden Ebene a, so hat die Schnittkurve im Schnit tpunkt  P mit  

p Kriimmungselemente, die die Schnitte yon a mit  den Krfimmungselementen des Kegels 

sind. Zu der Kegelfl~che geh6rt ein Netz von Kri~mmungskegeln, das durch Zentralprojek- 

tion des Krfimmungsnetzes, das zu der Schnittkurve mit  a geh6rt, entsteht. Dieses Netz 

enth~lt einen Rotationskeqel. 

I s t  die Kegelflgche speziell ]convex mit stetig variierender Tangentialebene in der Um- 

gebung yon p, so k6nnen die obigen Betrachtungen fiber die beiden Krfimmungsformen un- 

mit telbar  yon der Ebene her iibertragen werden. 

5.7. I s t  k eine Raumkurve, die im Punkte  P die Tangente p und die Schmiegebene 

hat, so existiert auch in diesem Fall ein Krfimmungskegelschnitt  in P, vorausgesetzt dass 

k in diesem Punkt  ordinate Kri immung hat. Satz 5.1 kann fibertragen werden, wenn man 

nur im Beweis das Element (S', S') s ta t t  in der festen Ebene in der variablen Ebene 7e' = pp '  

w~hlt. Der Krfimmungskegelschnitt  liegt in der Schmiegebene 7e. Projiziert man k yon 

einem ausserhalb yon ~ gelegenen Punkt  C auf eine Ebene ~ in die Kurve  k, so werden die 

Kriimmungselemente und die Elemente zweiter Ordnung yon k in entsprechende Elemente 

yon k projiziert. Projiziert man speziell auf 7e selbst, so bleiben diese Elemente liegen, und 

k und k haben dasselbe Krfimmungsnetz. 
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5.8. Es sei k wie oben eine Raumkurve mit ordindrer Kri~mmung im Punkte P. Das ist 

offenbar gleiehbedeutend damit, dass die projizierehde Kegelfl~che C (k) mit ausserhalb der 

Schmiegebene gelegenem Projektionszentrum C liings der Erzeugenden CP ordinire 

Kriimmung hat. Setzen wir nun weiter voraus, dass auch der projizierende Kegel P(k) 

mit dem.Punkt P selbst als Scheitel liings der Erzeugenden (Tangente) ordinire Kriimmung 

hat, so fiihrt dies mit sich, dass k in P ordiniire Torsion hat (vergl. 4.2). Als Beispiel sei 

erwihnt, dass eine (algebraische) kubische Raumkurve c 3 in jedem Punkt  ordinire Kriim- 

mung und Torsion hat; wihlen wir nimlich C auf ca so sind beide projizierenden Kegel von 

zweiter Ordnung. 

Wihlen wir bei gegebener Kurve k einen beliebigen der zu P (k) gehSrenden Kriim- 

mungskegel, auf diesem einen Punkt  C und mit C als Scheitel einen beliebigen der Kriim- 

mungskegel yon C (k), so haben diese beiden Kegel zweiter Ordnung eine kubische Raumkurve 

c 3 gemeinsam, die in P dieselbe Kriimmung und Torsion wiek hat. Lassen wir die genannten 

Kriimmungskegel variieren, so entsteht eine Schar von Kurven Ca, die alle dieselbe Kriim- 

mung und Torsion in P haben. Wir wollen diese Schar niher  untersuchen. 

Der Kegel P(k)  hat c~ 2 Kriimnmngskegel, der Punkt  C kann auf jedem von diesen 

auf c~ 2 Weisen gewihlt werden, und zu jedem Punkt  C gibt es c~ 2 Kriimmungskegel yon 

C (k). Die Schar besteht jedoch nur aus c~ 5 Kurven, da jede c a, in l~bereinstimmung damit 

dass C beliebig auf ihr gewiihlt werden kann, c~ 1 mal entsteht. 

Durch einen festen Punkt  S gehen c~ 3 Kurven ca; denn man kann S als Punkt  C 

wi~hlen, und der Kriimmungskegel von P (k) muss dann die Erzeugende P S  haben. Dureh 

zwei Punkte S u n d  S 1 gehen c~ 1 Kurven ca, da der Kriimmungskegel von P (k) dadureh 

bestimmt ist, dass er die Erzeugenden P S  und PS1 haben muss, und da der andre Krfim- 

mungskegel die Gerade S S  i enthalten muss. An Stelle zweier Punkte kann man einen 

Punkt  S mit zugehSriger Tangente s vorgeben. 

Wiihlt man ein Element (S, s, a), wo S auf s liegt und a eine durch s gehende Ebene ist, 

und verlangt, dass die kubische Raumkurve durch das Element gehen, also in S die Tan- 

gente s u n d  die Schmiegebene a haben soll, so gibt es bei allgemeiner Lage des Elements 

eine und nut  eine Kurve ca, die diesen Bedingungen geniigt; denn die beiden oben betrach- 

teten Krfimmungskegel sind durch das gegebene Element eindeutig bestimmt. Dieses 

Ergebnis ist offensichtlich der Bestimmung eines Kriimmungskegelsehnitts durch ein 

Element (S, s) analog. 

w 6. Siitze tiber ebene Kurven. Enveloppen 

6.t. In den folgenden Paragraphen 6-9 betraehten wit die dureh Funktionen P '  = 

~o (T') und Q'= ~p(T') gegebenen Abbildungen der Parameterkurve k o auf zwei Kurven 
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k 1 und k 2. Die Kurven kl und k, sollen in den Grenzpunkten P und Q von P '  bzw. Q' Tan- 

genten p bzw. q haben, und beide Abbildungen werden im Grenzpunkt T yon T '  als stetig 

vorausgesetzt. Da die Punkte  P '  und Q' im allgemeinen yon einander verschieden sind, be- 

s t immen sie eine Gerade m', und wir k6nnen somit auch die Abbildung m'  = Z  (T')  betrach- 

ten. Sind die gegebenen Kurven ebene Kurven,  so hfillt m'  im allgemeinen eine Kurve  ein, 

sind sie dagegen Raumkurven,  so erzeugt m'  eine geradlinige Fl~che. 

Wir ffihren wie in w 2 Hilfspunkte T'I, T '  T '  2, T~ und T~ fiir und entsprechende Punkte 

P;, P~ . . . .  und Q;, Q~ ... fiir die variablen Punkte  P '  und Q' ein. Wir schliessen dann aus 

(2.1), dass zwisehen den letzteren Hilfspunkten die Relation 

t ! ! t t ! r r i PP PIP2 -A QQ QIQ2 (-A TT TIT2) (6.1) 

besteht, die den Ausgangspunkt ffir die folgenden S~tze bildet. 

6.2. Wir betrachten zun~chst den Fall, wo die Punkte  P und Q in einem Punkt  0 

zusammenfallen, w~hrend die Tangenten p und q yon einander verschieden sind. Die 

gegebenen Kurven kSnnen ebene Kurven  oder Raumkurven  sein. Aus (6.1) folgt, dass die 

drei Geraden m' =P'Q', P~Q~ und P~Q~ durch denselben Punkt  M' gehen (Fig. 8a). Der 

Voraussetzung fiber die Punkte  P~ und Q~ zufolge konvergieren diese ffir T'--> T gegen 

zwei yon 0 verschiedene Punkte  P~ und'Q~, und ein eventueller Grenzpunkt yon M' muss 

dann auf der Geraden P~Q~ liegen. 

Wir setzen nun voraus, dass eine der Abbildungen, etwa ~, infinitesimal projektiv und 

ordin~r ist, so dass P' das ordin~re Element OPIP 2 hat. Dann hat  der Punkt  Q~ offenbar 

dann und nur dann eine Grenzlage QI (auf q), wenn der Punkt  M' eine best immte Grenzlage 

M (auf P~Q~) hat, d.h. wenn die Gerade m'  eine best immte Grenzlage m (durch O) hat. Fer- 

ner sieht man, dass das zu Q' gehSrige Element OQ1Q2 ordin~r ist, wenn m yon p und q 

verschieden ist, und ein Null- oder Unendlichkeitselement ist, wenn m mit  p bzw. q zusam- 

menf~llt. Damit  haben wir den folgenden Satz bewiesen: 
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SATZ 6.1. Es seien zwei Abbildungen P ' = ~ ( T ' )  und Q' =y~(T')mitgemeinsamem 

Grenzpunkt P = Q = O, aber verschiedenen Tangenten p und q gegeben. Ist q~ in/initesimal 

projektiv und ordindr, so ist y~ dann und nur dann i. p., wenn die Gerade m' = P'  Q' /iir T'---> T 

eine bestimmte Grenzlage m hat. Das zu Q' gehSrige Element ist ordingir, ein Null- oder Un- 

endlichkeitselement, ]e nachdem m yon p und q verschieden ist, in p oder in q/dllt. 

Dieser Satz kann auch so ausgesprochen werden: ~o ist dann und nur dann i. p., wenn 

die Funktion m' =Z (T') in T stetig ist. 

Im ordin~ren Fall, w o m  yon p und q verschieden ist, und das Element OQ1Q2 ordins 

ist, ergibt sich, dass sich Q1 und Q2 in derjenigen Homologie mit dem Zentrum 0 und der 

Achse m entsprechen, in der P1 und P~ entsprechende Punkte sind. Legt man auf der yon 

m' beschriebenen Fli~che andere Kurven durch 0 mit in der Ebene p, q gelegenen Tangenten 

r, s . . . .  , so schneider m' diese Kurven in Punkten R', S', ..., zu welchen es abgeleitete Elemente 

0 R 1R 2, OS1S 2 . . . .  gibt, wobei R 1 und R o, S 1 und S~ entsprechende Punkte in der genannten 

Homologie sind. Zwei Kurven mit derselben Tangente in 0 ergeben dieselben abgeleiteten 

Elemente. Man hat somit einen Uberblick fiber die verschiedenen projektiven Repr~sen- 

tanten in der Ebene p, q vom Punkte 0 aus. In analoger Weise kann man die Frage im Raum 

behandeln, wenn ftir drei Kurven von 0 aus, deren Tangel'_ten nicht in einer Ebene liegen, 

Repr~sentanten vorliegen. 

P O M "  m P O M 

Fig. 9 a. Fig. 9 b. 

6.3. Wir gehen nun zu dem Fall fiber, wo die Kurven k I und k s eben sind, die Punkte 

P und Q von einander verschieden sind und die Tangenten p und q sich in einem yon P und 

Q verschiedenen Punkt  U schneiden. Wir w~hlen als die beiden Punkte P~ und Q~ den 

Schnittpunkt U' der Geraden p'  und q'; die Punkte P2 und Qs fallen dann beide in U. Aus 

(6.1) folgt nun, dass die Geraden m =PQ,  m' =P 'Q '  und die Gerade P~Q~, die mit m~ 

bezeichnet werde, durch denselben Punkt  M'  gehen. Hat  P' wieder das ordingre Element 
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PP1P2 = PP1 U, wird also ~ als infinitesimal projektiv und ordin~r vorausgesetzt, so sieht 

man, dass der Punkt  Q~ dann und nur dann eine best immte Grenzlage Q1 (auf q) hat, wenn 

der Punkt  M '  eine bes t immte Grenzlage M (auf m) hat. Das Element ist ordin~r, wenn 

M von P und Q verschieden ist, und ein Null- oder Unendlichkeitselement, wenn M in Q 

bzw. P f~llt. Damit  haben wir 

SATZ 6.2. Es seien in der Ebene zwel Abbildungen P'  =~0(T') und Q' = ~(T ' )  mit 

verschiedenen Grenzpunkten P und Q und Tangenten p und q, die sich in einem yon P und Q 

verschiedenen Punkt schneiden, gegeben. Ist q~ in/initesimal pro]ektiv und ordindr, so ist y~ 

dann und nut  dann i. p., wenn m' = P'Q' /iir T'---> T einen bestimmten Charakteristikpunkt 

hat. Das zu Q' gehSrige Element ist ordindr, ein Nutl- oder Unendlichkeitselement, ]e nachdem 

M yon P und Q verschieden ist, in Q bzw. in P/dllt .  

I m  ordin~ren Fall findet man den in Fig. 9b angegebenen Zusammenhang zwischen 

dem Charakterist ikpunkt M und den zu P '  und Q' geh5rigen abgeleiteten Elementen, da 

man hier einen gemeinsamen Referenzpunkt U = P2 = Q2 hat. Sind beliebige Elemente 

PP1P2 und QQ1Q2 auf p bzw. q vorgegeben, so kann man durch die zugehSrigen Elationen 

auf p und q die Punkte  P2 und Q~ in U fiberffihren und damit  zu Fig. 9b zuriickkehren. Man 

kann aber aueh den obigen Satz 6.1 anwenden, indem man das auf der Geraden PQ2 liegende 

Element PS1Q 2 (Fig. 10) findet; die Gerade S1Q1 schneidet dann die Gerade m in dem Cha- 

rakteris t ikpunkt  M. 

l 

P m Q L M 

Fig .  10. 

Mit Hilfe der S~tze 6.1 und 6.2 erh~lt man einen ~berblick fiber s~mtliche Verschie- 

bungen in der Ebene, indem die Gerade m' gegen m mit  dem Charakterist ikpunkt M konver- 

giert. So findet man auf der Geraden 1 (Fig. 10) das Element LLIL2, und andere Elemente 

k6nnen daraus leieht abgeleitet werden. Speziell ergibt sieh durch Grenzfibergang, dass 

auf 1 ein Nullelement entsteht, wenn L in den Charakteristikpunkt M f~llt. (Vgl. Satz 6.2.) 

Aus den Figuren 9 a und 9 b geht hervor, dass es ffir nicht in P fallendes M auch ein 

9 -- 563801. Acta Mathematica. 95. l m p r i m 6  le 7 mar s  1956. 
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zur Geraden m'  gehSriges abgeleitetes Element m m lm s gibt, wo m 1 = M P  1 und m s = M P  2 = 

M U, mit  anderen Worten, dass m'  =X (T')  eine i. p. und ordin~re Funktion ist. Man hat  

somit ein Element  erster Ordnung ffir die durch die Gerade m' best immte Enve]oppe in der 

Lage m konstruiert. 

6.4. Wir haben oben vorausgesetzt, dass die Tangenten p und q in P und Q sich in 

einem von P und Q verschiedenen Punkt  U sehneiden. Wir wollen nun annehmen, dass 

die Tangente q den P u n k t  P enth~/t, und wie oben, dass sowohl P '  als aueh Q' ordin/~re 

Ableitungen PP1P2 und QQ1Q2 haben. Legen wir nun eine weitere Gerade 1 dureh den Punkt  

Q, so folgt aus Satz 6.1, dass das zum Schnit tpunkt  L'  von l und m'  geh5rige Element 

QL1L ~ ein Nullelement ist, so dass Q ein Charakterist ikpunkt auf m ist. 

130 

P m 

l U, 

Q M 

Fig. 11. 

6.5. Wir betraehten nun wieder den allgemeinen Fall, wo wir von den zu P '  und Q' 

gehSrigen Elementen PP1  U und QQI U ausgehend das zu m'  gehSrige Element m m l m  s 

konstruiert haben (Fig. 11 ). Wir machen die neue Voraussetzung, dass k 1 und ks in P bzw. 

Q ordiniire Kr i immung  haben. In  diesem Fall wollen wir ein zum Punkte  M '  gehSriges 

Element M M 1 Ms, d.h. ein (Geraxten) .Kri immungselement  m m 1 m s, M M 1 M s der Enveloppe 

yon m'  im Punk te  M konstruieren. 

Von gegebenen Kriimmungselementen P P1 U, PPl  Ps und QQ1 U, q ql q2 ausgehend hat- 

ten wir Elemente zweiter Ordnung P1Pl l  U 1 und Q1Qll U1 gefunden, wobei wir den Sehnitt- 

punkt  von P2 mit  q2 Ms gemeinsamen Referenzpunkt U 1 = P19. = Q12 gew~hlt hatten.  Der 

Punkt  M '  ist der Schnit tpunkt  der Gera~len m mit  der gegen ml konvergierenden Geraden 

m~. Auf m~ wird wie oben der Charakterist ikpunkt N, der yon M verschieden vorausgesetzt 
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wird, gefunden. Die Geraden N P  u und N U 1 sehneiden dann m in den Punkten M 1 und 

M s des zu M' gehSrigen Elementes. 

6.6. In  dem in 6.2 behandelten Fall, wo die Punkte  P und Q beide mit  0 zusammen- 

fallen, war es mSglich, die Grenzlage m d e r  Geraden m' = P'Q' zu finden, wenn zu P '  und 

Q' gehSrige Elemente erster Ordnung vorlagen. Wir setzen nun wieder voraus, dass k 1 

und k s ebene Kurven mit ordini~ren Kri~mmungen im Punlcte 0 sind, und kSnnen dann den 

Charakterist ikpunkt Iiir m' sowie ein Element  erster 0rdnung ffir diese Gerade konstruie- 

ren. 

P1a,Q,a,M~ 

:) I 

M m 0 
Fig. 12. 

K 

Wir w~hlen (Fig. 12) die Referenzpunkte Ps, Qs, Pls und Qls sowie die gegen diese 

konvergierenden Punkte  auf einer festen Geraden u in der Ebene. Der Punkt  M '  kann dann 

als Schnit tpunkt  der Geraden u mit  der gegen m 1 konvergierenden Geraden m~ aufgefasst 

werden. Die Punkte  Pls und Q1, sowie der Referenzpunkt Ms werden im selben Punkt  auf 

u gew~hlt. Gem/~ss friiheren Konstruktionen schneidet dann die Gerade Pl l  Qll die Gerade 

u im Punkte  M1, so dass M '  das Element M M 1 M  ~ hat. 

Da nun m'  gegen m konvergiert, erhalten wir ffir den Schni t tpunkt  M '  mit  u das Ele- 

ment  M M 1 M  s und z.B. ffir den Punkt  P das Element OP1P s. Wir konstruieren dann wie 

vorher den Charakterist ikpunkt K auf m. Auf der Geraden O M,  liegt das OP1P 2 entspre- 

chende Element O S 1 M2, und da die Elemente M M  1 M,  und 0 S 1 M 2 nun gemeinsamen Refe- 

renzpunkt  M~ haben, schneider M I S  1 die Gerade m im Charakterist ikpunkt K. Man 

bemerkt ,  dass M 1 yon Ms und daher K yon O versehieden ist, da k~ und k, in O ordin~re 

Kri immung haben. 

Ffir die Gerade m'  erh~lt man das ordin~re abgeleitete Element m, KPx, KP , .  
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w 7. Beriihrende Kurven. Der Satz von Meusnier 

7.1. Es seien k 1 und k 2 zwei Kurven, die sich in einem Punkt  0 beriihren, aber in die- 

sem Punkt  verschiedene Schmiegebenen haben. Die Tangente der Kurven in 0 bezeichnen 

wir mit o, die Schmiegebenen der Kurven mit gl und g2. 

Durch eine o nieht sehneidende Gerade a, und einen gegen 0 konvergierenden Punkt  

0 '  auf o legen wir eine Ebene ~', die k I u n d  k 2 in den Punkten P '  und Q' schneide; P '  und 

Q' konvergieren dann auch gegen O. Betrachten wit nun die Tangente o als ,,Parameter- 

kurve" und ordnen O' das Element 00102 zu, so haben auch P '  und Q' dieses Element als 

abgeleitetes Element, und die Beziehungen zwisehen 0',  P '  und Q' sind offenbar infinitesi- 

mal projektiv und eineindeutig. 

Wir setzen nun voraus, dass k 1 in 0 ordin~re Krfimmung mit dem Kriimmungselement 

0 0 1 0  s, oplps hat, und beweisen den folgenden 

SATz 7.1. Die Kurve k s hat dann und nur dann eine bestimmte Kri~mmung in O, wenn 

die Ebene co' = OP'Q' /i~r 0'-->0 eine bestimmte Grenzlage co hat. Die Kri~mmung yon k s i m  

Punkte 0 ist ordin~r, 0 oder co, je nachdem (o yon ~1 und ~s verschieden ist oder mit 7~ 1 bzu,. 

~2 zusammen/dllt. 

Der Satz ist eine unmittelbare Folge yon Satz 6.1 angewandt auf die Ecke mit dem 

Scheitet 0. Da ffir k 1 ordinis Krfimmung vorausgesetzt ist, hat  man das zur Geraden 

p ' =  OP' gehSrige Element oplps in der Ebene ~tl; ob k s eine bestimmte Kriimmung in 

O, also ein Kriimmungselement der Form O010s, OplpS hat, ist abh/~ngig davon, ob es 

ein zur Geraden q' = OQ' gehSriges Element OqlqS gibt. I)iese Frage wird aber dutch Satz 

6.1 beantwortet. 

7.2. Wir wollen nun annehmen, dass auch k s in 0 ordingre Kriimmung mit dem ge- 

nannten Kriimmungselement hat. Schneiden wir die durch 0 gehenden Geraden Pl, Ps, 

ql und qs mit einer Ebene, so entsteht eine der Fig. 8b entsprechende Figur, wo die 

Schnittpunkte der Ebene mit den vier Geraden den Punkten P1, Ps, Q1 und Qs entsprechen, 

w/ihrend die Spur der Tangente o der Punkt  0 und die Spur der Grenzebene co die Gerade 

mis t .  Wiihlen wir in ~o einen Punkt  C ausserhalb o, so wird ein Krfimmungselement yon 

k 1 in 0 durch Zentralprojektion yon C aus auf 7t s in ein Kriimmungselement yon k s in 0 

fibergefiihrt. Die projizierenden Kegelfl/~chen C (kl) und C (ks) haben dann dieselbe Krfim- 

mung 1/~ngs der Erzeugenden CO, und die Ebene to ist die sogenannte Halphensche Haupt- 

ebene (s i [1], S. 140, 3). Diese Ebene ist offenbar (abgesehen yon der Geraden o) der geo- 

metrische Ort der Punkte C mit der genannten Eigenschaft. 

Ein Kriimmungskegelschnitt yon k 1 in 0 wird yon C aus in einen Kriimmungskegel- 

schnitt yon k s in 0 projiziert. Umgekehrt hat die Kegelfl~che, die durch zwei solche (in 
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7tl und 7~s gelegenen) Kriimmungskegelschnitte geht, die t talphensche Hauptebene zur 

Tangentialebene, und ihr Seheitel liegt in dieser Ebene. 

Wir bemerken, dass die Gerade m ' =  P 'Q'  fiir 0'-->0 eine best immte Grenzlage hat, 

n/~mlich die Spur der Grenzebene der oben genannten Ebene cr in co. 

7.3. Wir wollen nun annehmen, dass die Kurven k 1 und ks auf einer Fl~ehe qb liegen, 

die in 0 eine yon ~1 und 7~ s verschiedene Tangentialebene hat. Diese Tangentialebene mSge 

s~mtliche Grenzlagen yon Sekanten durch zwei Punkte  der F1/iche, die beliebig gegen 0 

konvergieren, enthalten. (S. dazu w 11, wo die Bedingungen, denen eine solche F1/~che 

unterworfen ist, niiher diskutiert werden.) Fiir 0 ' - + 0  konvergiert  die Gerade m' = P ' Q '  

gegen die in der Ebene ~r gelegene Tangente an (I), und die Ebene OP'Q'  = Ore" konvergiert  

gegen co. Satz 7.1 zufolge hat  dann k s ordin/~re Krfimmung in O, wenn dies fiir k I gilt, und 

die Tangentialebene ist offenbar die zu den Kurven gehSrige Halphensche Hauptebene  

([1], S. 140, 4). 

Es seien nun die Ebene Ztl und die Kurve  k I lest, w~hrend k se ine  Schnit tkurve yon 

(I) mit  einer (yon m verschiedenen) beliebigen Ebene z~ s durch o ist. Dann wird jede Kegel- 

fli~che, deren Scheitel C in to ausserhalb o liegt und die durch einen Kriimmungskegel- 

schnitt  c I yon k~ in 0 geht, yon zt s in einem Kriimmungskegelschnitt  yon k s in 0 geschnitten. 

Es gibt also c~4 Kegelfl~chen zweiter Ordnung, die zur Bestimmung der Krf immung yon 

Kurven auf (I) dureh das Element (0, o) dienen kSnnen. - -  Man sieht indessen, dass nicht 

nur diese Kegelfl/~chen, sondern jede F1/~ehe zweiter Ordnung qP2, die cl enth/ilt und 

(I) in O berfihrt, diese Eigenschaft hat. Die Fl~che ~ schneidet n~mlich die Ebene ~s in 

einem Kegelschnitt, der die Zentralprojektion yon c 1 aus einem Punkt  in eo ist. Wir er- 

halten somit 

SATZ 7.2. Au/  der Flgche (1) sei eine Kurve kl, deren Schmiegebene in 0 vonder Tangen- 

tialebene o) der Fldche verschieden ist, dutch das Element (0, o) gegeben. Hat k 1 ordiniire 

Kriimmung in O, so gilt dies/iir jede Kurve k durch (0, o), die eine von eo verschiedene Schmieg- 

ebene ~ hat. Legt man durch einen Kriimmungskegelschnitt c 1 yon kl eine beliebige Fldche 

zweiter Ordnung ~s ,  die co in 0 beri~hrt, so schneider zc diese Fliiche in einem Kriimmungs- 

kegelschnitt von k. 

Dieser Satz soll der projektive Meusniersche Satz genannt werden (vgl. [8], S. 11), da 

er den Satz yon Meusnier aus der gewShnlichen Fl~ehengeometrie umfasst. Dies kann man 

folgendermassen einsehen: Die Fl~che (I) liege in einem euklidischen Raum,  es sei ]c 1 ein 

Normalsehnit t  der Fl~che durch (O, o), und c 1 sei der zugehSrige Kriimmungskreis.  Die Ku- 

gelfl~iehe mit  c 1 als Grosskreis hat  die im Satz 7.2 genannte Lage und sehneidet daher Ebe- 

nen durch o in Krtimmungskreisen der entsprechenden ebenen Schnitte yon (I). Die Fl~che 

~F 2 nennen wir eine zu dem Element (0, o) gehSrende Meusniersche Fl~che. 
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7.4. Wir wenden nun auf die in 7.2 gefundenen Resultate das Dualit~tsprinzip an.. 

Dem Fall, dass k I u n d  k 2 ebene Kurven  sind, entsprechend linden wir: Beriihren sich zwei 

Kegelfl~chen l~ngs einer gemeinsamen Erzeugenden o und haben sie beide in o ordin~re 

Kriimmung, so gibt es einen Punkt  M, den Halphenschen Hauptpunkt ,  mi t  der Eigenschaft, 

dass jede Ebene durch M, die o nicht enth~lt, die Kegelfl~c.hen in Kurven  schneidet, welche 

in M dieselbe Krfimmung haben. Sind/c 1 und k s Raumkurven,  so sind die Kegelfli~chen dutch 

Tangentenfli~chen zu ersetzen, die sich l~ngs einer Erzeugenden beriihren. Die Krfimmungs- 

elemente solcher Fl~chen werden dual den Krfimmungselementen von Raumkurven  de- 

finiert. 

Die Anwendung des Dualit~tsprinzips auf Satz 7.2 ergibt folgende Resultate. Es sei 

(I) eine Fl~che mit  der Tangentialebene T im Punkt  0 u n d o  sei eiue durch 0 gehende Tan- 

genre. Die Fl~che soll Eigenschaften haben, die zu den in 7.3 genannten dual sind. Durch 

einen Punkt  P a u f  o legen wir eine ~P umschriebene Kegelfl~che, die in o ordin~re Kriim- 

mung habe; es sei F der zugehSrige Kriimmungskegel. Durchl~uft P die yon O verschiedenen 

Punkte der Tangente o, so haben die umschriebenen Kegel s~mtlich ordin~re Kri immung 

l~ngs o, und die zugehSrigen Kriimmungskegel kSnnen als umschriebene Kegelfli~chen 

einer beliebigen Fli~che zweiter Ordnung ~F~, welche (I) in 0 sowie F beriihrt, gew~hlt werden. 

Wie oben kSnnen die Kegelfl~chen durch Tangentenfl~chen ersetzt werden. 

Aus dieser projektiven Darstellung ergibt sich insbesondere die von Mannheim, 

Hostinsky und E. Miiller aufgestellte metrische Dualisierung des Satzes yon Meusnier 

(s. [14]). Die Fl~che F kann n~mlich Ms Rotationskegel gew~hlt werden, und es sei ~F s 

die in F eingeschriebene Kugel, die (I) in 0 beriihrt. Man findet dann, dass s~mtliche Rota-  

tionskegelfl~chen, die zu Punkten auf der Tangente o gehSrige Krfimmungskegel sind, der 

genannten Kugelfl~che umschrieben sind. 

w 8. Sich schneidende Kurven. K r i l m m u n g  in einem Punkt einer geradlinigen Fl~iche 

8.t .  Es seien k 1 und k s zwei Kurven,  die den Punkt  0 gemeinsam haben, aber in 

diesem Punkt  verschiedene Tangenten p und q besitzen. Diese Tangenten best immen eine 

Ebene r Wir nehmen an, dass die Schmiegebenen gl  und re s der Kurven in 0 sich in einer 

Geraden u schneiden, die nicht in oJ liegt. Es seien i. p. Abbfldungen P '  = ~ (T ' )  und Q' = 

~ (T ' )  auf ]c 1 und k s mit  zu P '  und Q' gehSrigen ordin~ren abgeleiteten Elementen OP1P s 

bzw. OQ1Qs gegeben. Die Gerade m'  = P'Q' hat  dann fiir T'--> T eine best immte yon p und 

q verschiedene Grenzlage m durch O. Die Geraden m 1 = P1QI und m s = PsQs schneiden sich 

in einem Punkte  M yon m (Fig. 13). 

Wir setzen nun voraus, dass k 1 ordin~re Krfimmung in 0 mit  dem Krtimmungselement 

OP1Ps, PPlPs hat  und beweisen 
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SATZ 8.1. Die Kurve  k 2 hat dann und nur  dann eine bestimmte Kr i immung  in O, wenn 

die Schnittgerade s' der Ebene ~o mlt  der Ebene co' = Ore" = OP'Q '  /i~r T'--> T eine bestimmte 

Grenzlage s hat. Die Kr i immung  yon k 2 ist ordindr, 0 oder oo, je nachdem s yon p und q vet.  

schieden ist, in  q bzw. in  p/~illt. 

Satz 8.1 folgt in derselben Weise aus Satz 6.2 wie Satz 7.1 aus Satz 6.1, d.h. durch 

Anwendung yon Satz 6.2 auf die Ecke mit dem Scheitel O. 

Es habe nun k s ordin~reKris  mit dem Element OQ1Q2, qqlq~. W~hlen wir so- 

wohl p~ als auch q2 mit u zusammenfallend und schneiden die Ecke mit dem Scheitel 0 mit 

einer Ebene, so erhalten wir eine Figur wie Fig. 9 b, wo P1, Q1 und U den Schnittpunkten 

mit den Geraden Pl, ql und u entspreehen, w~hrend m die Spur yon eo ist. Es gibt dann auch 

ein zur Ebene co' geh5riges abgeleitetes Element eoeoleo s. Die Charakteristikgerade s ist 

Schnittgerade von o~ mit der Ebene ~o 1 = Plql,  und co s ist die Ebene s, u. 

Die variable Gerade m ' =  P 'Q '  erzeugt eine dureh k I u n d  k z gehende gera~llinige 

Fli~che (I), die im Punkte 0 die Erzeugende m und die Tangentialebene eo hat. Die Gerade s 

wird die Haupttangente in 0 genannt. Schneider man (I) mit einer beliebigen Ebene durch 

die Gerade u, so hat die Schnittkurve eine bestimmte Kriimmung in 0 mit Kriimmungs- 

elementen, die durch Sehnitt von minim2,  o)eoleo s mit der Ebene entstehen. Das System 

m m  1 rn2, eOeOlCO~ wird dann als Kriimmuncjselement der geradlinigen Fl~iehe im Punkte 0 be- 

zeichnet. Es ist dureh Angabe der Krfimmungselemente zweier Sehnitte durch 0 (und die 

Gerade m) oder durch Angabe des Krfimmungselementes eines ebenen Sehnittes und die 

Geraden m u n d  s festgelegt. 
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Die Geraden m und s kSnnen speziell zusammen/allen. In  diesem Fall erh~lt man das 

Kriimmungselement eines Schnittes durch 0 aus dem Element eines anderen Sehnittes durch 

Zentralprojektion von einem beliebigen Punkt  der Geraden m = s aus. 

Wir konstruieren nun Krfimmungskegelschnitte c 1 u n d c  e von k I u n d  ke, die durch 

einen beliebigen Punkt  U von u gehen und in diesem Punkt  eine 0 nicht enthaltende Ebene 

T beriihren. Durch diese beiden Kegelschnitte und die Gerade m kSnnen wir eine Fl~che 

zweiter Ordnung ~F e legen, die als eine gera~llinige Fl~che, deren Erzeugendensystem die 

Gerade m enth~lt, aufgefasst werden kann. Die beiden Fli~chen r und ~F e besitzen, da ihre 

Schnitte mit den Ebenen u, p und u, q dieselben Kriimmungselemente haben, dasselbe 

Krfimmungselement mmlme, cOeOl~O 2. Jede Ebene durch u schneider dann ~Fe in einem 

Kriimmungskegelschnitt der Schnittkurve mit (P. Geht die Ebene speziell durch m oder 

dutch s so entartet der Kegelschnitt in Geraden, da die Kriimmung 0 wird. Wir sagen, dass 

die Fli~che <F e die Fl~che (I) im Punkte 0 oskuliert. Sind m u n d  s yon einander verschieden, so 

ist ~F e eine allgemeine nicht-konvexe Fl~ehe zweiter Ordnung. Fiir zusammenfallende m 

und s ergibt sieh eine Kegelfl~che. Es gibt c~ s solche oskulierenden Fl~chen zweiter Ordnung. 

Sind m u n d  8 von einander versehieden, so schneider die Tangentialebene eo die 

Fl~ehe (I) in einer Kurve, deren Tangente im Punkte 0 die Gera~le s ist. Die Gerade m' 

sehneidet n~mlieh o~ in einem auf s' liegenden Punkt,  der fiir m'-->m und s'--->s gegen 0 

konvergiert. 

8.2. Ersetzt man die der Kurve k e zugeordnete Funktion Q' =~(T') durch eine an- 

dere i. p. ordin~re Funktion Q' =y~*(T'), so entsteht ein anderes abgeleitetes Element 

OQ1Qe, das im allgemeinen nicht mit OQ1Qe ~quivalent ist. Es entsteht zugleieh eine andere 

Fl~che d)* dureh /cl und k e mit einer von m verschiedenen Erzeugenden m* durch O. 

W~hlt man dieselben Krtimmungskegelschnitte c I und c e wie oben, so erh~lt man eine 

neue zu r gehSrende oskulierende Fl~ehe ~F~, die durch m* geht und zu dem durch c 1 und 

ce bestimmten Fl~chenbiischel gehSrt. 

Dieses Fl~ehenbiischel schneidet die Tangentialebene eo in Erzeugenden m* und 

Haupttangenten s*, die sieh in einer Involution, in der p und q einander zugeordnet sind, 

entspreehen, was der Ausartung der Fl~ehe in die Ebenen 7~ 1 und ge entsprieht. Die In- 

volution ist elliptisch oder hyperbolisch, je nachdem alle Fl~chen des Biischels nieht- 

konvex sind oder nicht. Diese beiden MSgliehkeiten liegen vor, je nachdem die Kurven 

k 1 und/c 2 in der Umgebung von 0 auf entgegengesetzten Seiten oder derselben SeRe von o~ 

liegen. Im letzten Fall gibt es in der Involution reelle Doppelstrahlen d Iund d z, und in diesen 

Richtungen arten die oskulierenden Fl~chen in Kegelfl~chen aus. Die Geraden d I nnd d e 

sind mit den Tangentialrichtungen p und q harmonisch verbunden, und aus ihren Sehnitt- 

punkten mit v, den Scheiteln der entsprechenden Kegel, wird c 1 in c e projiziert. 
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Die Involution in co ist offenbar unabh~ngig von dem Element (U, 3), da die Erzeu- 

gende m* und die Haupt tangente  s* der Flgche (I)* zusammengehSrige Geraden sind. Die 

Doppelstrahlen dl nnd d2 haben dann dieselben Eigensehaften wie die Punkte  in der in 

7.1 behandelten Halphenschen Hauptebene.  Fiir jeden Punkt  C von d 1 oder dz (abgesehen 

von dem Punkte  O) haben die projizierenden Kegel C (kl) und C (ks) l~ngs der Erzeugenden 

CO dieselbe Kriimmung. (Siehe [2].) 

8.3. Es seien nun k I und k s speziell ebene konvexe Kurven, die in der Umgebung von 

0 auf derselben SeRe von o~ liegen. Auf jeder der beiden Kurven  betrachten wir einen von 

0 ausgehenden Bogen. Durch solehe BSgen kl und k2 kann man genau eine abwickelbare 

Fl~che (Tangentenfl~che) legen, wobei die Tangentialebenen dieser Fl~che durch die 

Tangenten p' und q', die von einem gegen 0 konvergierenden Punkt  O' auf der Geraden 

u ausgehen, best immt sind. Die Ebene p' ,  q' sehneidet co in einer Geraden d', v o n d e r  wir 

zeigen werden, dass sie fiir O'-->0 gegen eine der Geraden d 1 oder d, konvergiert (Fig. 14). 

U 

U 

vK / 

Fig. 14. 

Die Ebene r dureh den Punkt  U auf u sehneide o) in einer Geraden v. In  der Ebene 

~1 legen wir nun einen Kegelsehnitt  c~ der m in 0 und ~ in U beriihrt und zugleieh p' zur 

Tangente hat. Entsprechend legen wir einen Kegelschnitt  c'2 in der Ebene ~2. Diese Kegel- 

sehnitte gehen aus einander dureh Zentralprojektion vom Sehnit tpunkt  S' yon d' mi t  v 

aus hervor. 

Fiir O' --> 0 konvergieren nun p '  und q' gegen p und q, wKhrend c~ und c~ gegen die durch 

das Element (U, v) best immten Kriimmungskegelschnitte c 1 und c2 von k I bzw. k s kon- 
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vergieren. Die Kegelfl~che durch c~ und c~ mit dem Scheitel S' konvergiert gegen eine Ke- 

gelfl~che durch c I u n d  c2, d.h. der Punkt  S' muss gegen den Schnittpunkt yon v mit der- 

jenigen der Geraden d I u n d  d 2 konvergieren, die nicht in dem durch die Halbtangenten in 

0 an die B5gen kl und ku bestimmten Winkelraum liegt. Die Gerade d' muss gegen die hier- 

durch bestimmte Gerade d 1 oder d~ gehen. 

Durch die Kurven k 1 ul~d k 2 kann man somit zwei abwickelbare Fltichen legen, deren 

dutch 0 gehende Erzeugende genau die Geraden d 1 und d~ sind. Fiir solche Fl~chen fi~llt die 

Haupttangente mit der Erzeugenden in 0 zusammen. 

8.4. Wenden wir das Dualit~tsprinzip auf die obigen Betrachtungen an, so finden wir 

eine Bestimmung der Tangenten an die Schnittkurve zweier konvexer Kegel/Idchen, die eine 

gemeinsame Tangentialebene haben, deren in dieser Ebene gelegene Erzeugenden aber einen 

yon den Scheiteln verschiedenen Punkt  D gemeinsam haben. Die Kegel sollen auf derselben 

Seite der gemeinsamen Tangentialebene liegen und schneiden sich dann in einer Raumkurve, 

auf der D Doppelpunkt mit Doppelpunktstangenten, die mit  den Erzeugenden durch D 

harmonisch verbunden sind, ist. Legt man zwei Kriimmungskegel der gegebenen Kegel- 

fli~chen li~ngs der Erzeugenden durch D derart, dass sie eine beliebig gew~hlte Ebene durch 

die Gerade, die die Kegelscheitel verbindet, beriihrt, so schneiden sich diese Kegel, die 

zwei gemeinsame Tangentialebenen haben, in zwei Kegelschnitten, deren Tangenten in 

D die Doppelpunktstangenten sind. 

w 9. Kriimmung liings einer Erzeugenden einer geradlinigen Fliiche 

9.1. Wir betrachten in diesem Paragraphen zwei Raumkurven k 1 und k~, die speziell 

eben sein kSnnen, in allgemeiner Lage. Wie oben denken wir uns die Abbildungen P'  = 

~(T ' )  und Q' = ~0(T') auf k 1 bzw. k z gegeben, aber hier nehmen wir an, dass P und Q ver. 

schiedene Punk te  sind. Die Gerade m' = P 'Q '  erzeugt eine geradlinige Fldche, die wir mit 

(I) bezeichnen wollen. Ffir T'  --> T konvergiert m' gegen die Erzeugende m = PQ. Im folgen- 

den setzen wir voraus, dass die Funktionen V und v 2 infinitesimal projektiv und ordin~r 

sind, so dass es zu den Punkten P '  und Q' ordin~re Elemente PP1P2 und QQ1Q2 gibt, die 

auf den Tangenten p bzw. q der Kurven k 1 bzw. k~ in P bzw. Q liegen. 

Wir wollen hier die beiden Hauptf~lle betrachten, wo die Tangenten p und q entweder 

A) windschief sind oder B) sich in einem yon P und Q verschiedenen Punkte schneiden. Im 

ersten Fall heisst die Erzeugende m reguldr, im zweiten Fall sinqul~r. 

A. Die Erzeugende m ist regul~ir 

9.2. Mit unseren friiheren Bezeichnungen folgt aus Gleichung (6.1) (S. 127), dass die 
t t t I t p t  ~ !  

vier Geraden m = PQ,  m'  = P Q , ml = PIQ1 und m~ = ~t2~ Erzeugende desselben Systems 
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p P~ ~ p 

Fig. 15 a. Fig. 15 b. 

einer Fl~che zweiter Ordnung Z~ sind, die dureh die gegen p und q konvergierenden Sekanten 

p' = P P '  und q' = QQ' geht. Beim Grenziibergang T '  --> T konvergiert diese Fl~che offenbar 

gegen die Fl~che zweiter Ordnung Zs, die durch die drei windschiefen Geraden m, m I = P1Q1 

und m s = PsQs bestimmt ist und die Tangenten p und q enth~lt. 

Wit  betrachten die auf E '  2 liegende Erzeugende r ,  die durch einen beliebigen Punkt  

R auf m geht und von m verschieden ist. Diese Erzeugende schneidet die vier oben genann- 

ten Geraden in Punkten R, R',  R~, R's und diese Gruppe ist projektiv zu den entsprechenden 

Punktgruppen auf p' und q'. Fiir T'--> T konvergiert r '  gegen die Erzeugende r auf Z s 

durch R (r =~ m), und zu R'  gehSrt offenbar ein abgeleitetes Element R R 1 R 2, wo R 1 und 

R s die Schnittpunkte von r mit m 1 bzw. m 2 sind. Bezeichnet S'  einen weiteren Punkt  auf 

m', der gleichfalls gegen R konvergiert, so strebt R S '  einer Grenzlage in der Ebene m, r zu, 

und zu S'  gehSrt ein abgeleitetes Element R S 1 S  s. Dabei sind S 1 und S~ zusammengehSrige 

Punkte in derjenigen Elation in der Ebene m, r, die die Aehse m u n d  das Zentrum R hat 

und in der R 1 dem Punkte R s entsprieht. 

Hieraus folgt, dass die Fl~che (I) im Punkte R die TangentiaIebene ~ = m, r, also dieselbe 

Tangentialebene wie Z2 hat. Die Fl~che (I) hat dann ebenso wie 5:~ l~ngs m ein Bi~schel 

von Tangentialebenen, das zur Reihe der Beri~hrungspunkte projektiv ist. Ferner sehen wir, 

dass alle abgeleiteten Elemente der Punkte auf m' in einer biaxialen Kollineation mit 

zusammenfallenden Achsen (einer axialen Elation), in der m I der Geraden m s entspricht 

und m die Achse ist, zusammengehSren. 

9.3. Wir setzen nun ausserdem voraus, dass k 1 und k s in P bzw. Q ordin~re Kriimmung 

haben und dass die Schmiegebenen gl und g2 nieht mit den Tangentialebenen m, p und 

m, q in diesen Punkten zusammenfallen. Dann kSnnen wir den folgenden Satz beweisen: 
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SATZ 9.1. Jeder ~bene Schnitt der Flgche ~P hat eine bestimmte Kri~mmung im Schnitt- 

punkt mit der Erzeugenden m. Es gibt eine Flgche zweiter Ordnung ~F2, die in jedem Punkt  yon 

m oskulierende Flgche von (1) ist. 

Von dem Punkte  R aus projizieren wit die Kurven  k 1 und k~ in eine Ebene/~. Die 

Spur yon m in # sei O. Unter  den gemachten Annahmen haben die Projektionen yon k 1 

und k 2 ordin~re Kri immung in O, und es entstehen die in 6.6 beschriebenen Lageverh~lt- 

nisse. (Vgl. Fig. 12.) Wir betrachten nun die Ecke mi t  dem Scheitel R. Konvergiert  die 

variable Ebene ~' = R, m'  gegen die Tangentialebene ~ im Punkte R, so ergibt sich aus den 

Betrachtungen in 6.6, dass es in Q eine Charakteristiklinie, n~mlich die Haupt tangente  

sR, sowie ein zur Ebene ~' gehSriges Element ~1~2 gibt. ES existiert also im Punkte  R 

ein Kri~mmungsele~nent der Fl~che (I) (s. 8.1), und jeder durch R gehende ebene Schnitt yon 

(I) hat somit eine bestimmte Kri~mmung. Dies gilt fiir jeden von P und Q verschiedenen 

Punkt  R yon m und also auch ffir P und Q selbst. Hiermit  ist der erste Teil yon Satz 9.1 

bewiesen. 

Zum Beweise des zweiten Tells betrachten wir eine Fl~che zweiter Ordnung ~F' 2, die 

(I) in den Punkten P,  Q und R beriihrt und zugleich die Gerade m'  enth~lt. Eine solehe 

Fl~che ist eindeutig bes t immt und berfihrt (I) in jedem Punkt  yon m. Die Ebene ~' = R, m'  

schneidet die Tangentialebene ~ in einer gegen sn konvergierenden Geraden s~, die zugleieh 

Erzeugende yon ~F~ ist. Entsprechendes gilt in den Punkten P und Q, und ~F~ konvergiert  

dann fiir m'-->m gegen die durch die Haupt tangenten  s~, sQ und sn best immte Fl~ehe 

~F 2. Alle Haupt tangenten in Punkten yon m liegen auf ~F~ und gehSren zu demselben Er- 

zeugendensystem. 

Die hierdureh best immte Fl~che zweiter Ordnung ~F 2 oskuliert (I) in jedem Punkt  yon 

m. Eine beliebige Ebene ~ durch R schneidet n~mlich die Fl~che ~F~ in einem Kegelschnitt  

c', der Q in R berfihrt und durch den gegen R konvergierenden Schnit tpunkt  R'  yon y und 

m' geht. Ffir m'-->m konvergiert c' gegen den Kegelschnitt  c, in dem ~ die Fl~che ~F~ 

schneider, und dieser ist ein Kriimmungskegelschnitt  der Schnittkurve yon ~ und (I). 

Hiermit  ist Satz 9.1 vollst~ndig bewiesen. 

Wir wenden uns nun dem zweiten Fall zu. 

B. Die Erzeugende m ist singuliir 

9.4. In  diesem Fall liegen die Tangenten p und q in derselben Ebene ~r und schneiden 

sich in einem Punkt  U. Wir setzen voraus, dass kl und/c 2 ebene Kurven sind. Die Schnitt- 

gerade u der Ebenen 7~1 und z2, in denen k 1 und k~ gelegen sind, gehe durch den Punkt  U 

und liege nicht in der Ebene cr 

Wir betraehten hier den allgemeinen Fall, w o m '  und m wtihrend des Grenziiberganges 
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Fig. 16 a. Fig. 16 b. 

m ' - ~ m  windschiefe Geraden sind. Wir w~hlen die Punkte P~ und Q~ als Schnittpunkte von 

p'  bzw. q' mit der Geraden u, so dass sie beide beim Grenzfibergang gegen den Punkt  U 
r t i ! 

konvergieren. Die Gerade m2 f~llt also mit u = m~ zusammen, w~hrend ml = P1Q1 gegen 

eine in der Ebene cr gelegene Gerade m I =PIQ1 konvergiert. Die Gerade ml schneider 

m in einem Punkt  M, der auch hier als CharaIcteristikpunkt bezeichnet wird (Fig. 16a und b). 

Durch einen beliebigen Punkt  R auf m legen wir wie oben die Gerade r ' ,  die m' in R', 

m~ in R'I und u = m~ in R~ sehneidet. Ist  R nicht gerade der Charakteristikpunkt M, so kon- 

vergiert r' ftir m ' - > m  gegen eine Gerade durch R, die die Geraden m I u n d  u schneidet, also 

gegen die Gerade R U, und der Punkt  R'I konvergiert gegen den Schnittpunkt von r 1 mit 

m 1. Hieraus folgt, dass die Fldche ~P die Tangentialebene :r im Punkt  R hat, und dass zu R'  

das Element R R 1 U gehSrt. 

Ist  R speziell der Punkt  M, so kSnnen wit aus dem obigen nur schliessen, dass eine 

eventuelle Grenzlage yon r'  die Gerade u schneiden muss. Setzen wir welter voraus, dass 

(I) eine bestimmte Tangentialebene im Punkte M hat (die die Gerade m enth~lt), so schnei- 

der diese Ebene u i'n einem Punkt  R2, so dass r '  gegen die Gerade R R 2 konvergiert. Gleich- 

zeitig konvergiert R~ gegen den Punkt  M, so dass in diesem Fall auf r 1 ein Nullelement 

bestimmt wird. Unabh~ngig davon, ob die Ebene :r oder eine andere Ebene Tangentialebene 

der Fl~che (I) im Punkte Mis t ,  sind die Verschiebungen von einer singul~ren Erzeugenden 

aus dieselben, als ob m' in der Tangentialebene :r l~ge. Projizieren wir die Geradenschar 

m' von einem Punkt  C aus in eine Ebene, so wird M offenbar fiir jede Lage von C (ausser- 

halb ~r in den Charakteristikpunkt der Projektion yon m projiziert. 

9.5. Wir setzen nun voraus, dass die Kurven k 1 und k 2 ordindre Kriimmung in den 



142 

V 

u 

FR. FABRICIUS-BJERRE 

V 
m,,~. 

' ~ :  -Pli Ol M 

/0; / 
- / /. 

Fig.  17 a. Fig.  17 b. 

Punkten P bzw. Q haben, und wollen zeigen, dass jeder ebene Sehnitt  von (I), der den Punkt  

M nicht enth~lt, in dem Schnit tpunkt  der Ebene mit  m eine best immte Krfimmung hat. 

Dagegen gibt es, im Gegensatz zum Fall der regul~,ren Erzeugenden, keine oskulierende 

Fl~che ~F s l~ngs der Erzeugenden m. 

Wir zeigen zunKchst, dass die Gerade m selbst Haupt tangente  der Fl~che in den 

Punkten P und Q ist. Projizieren wir die Gerade m'  = P ' Q '  z.B. yon P aus auf die Ebene ~s, 

die k s enth~lt. Der Punkt  Q' bleibt liegen, und P '  wird in einen Punkt  P" auf der Geraden 

u projiziert, der gegen U konvergiert. Beim Grenziibergang m'-->m hat  Q' das Element 

QQI U, w~hrend P" ein auf u gelegenes ordinii, res Element hat  (ein Element zweiter Ord- 

nung yon k 1 in P), da k 1 ordini~re Kri immung in P hat. In  der Ebene gs liegt dann der in 

6.4 betrachtete Fall vor, da die Kurve  k s hier die Geraxie u wird, w~hrend die Tangente an 

k 2 in Q, nKmlich die Gerade Q U = q, durch U geht. Da sowohl Q' als auch P"  ordin~re 

Elemente haben, ist der Punkt  Q Charakterist ikpunkt,  d.h. die Ebene Pro' hat  die Gerade 

PQ = m zur Charakteristiklinie; (I) hat also m zur Haupttangente in P. Aus den ~berlegungen 

in 8.1 folgt, dass jeder nicht enthaltende Schnitt  durch P in P ordin~re Kri immung hat; 

zusammengeh6rige Krfimmungskegelschnitte liegen auf einer Kegelfl~r deren Scheitel 

auf m liegt. 

9.6. Wir zeigen weiter, dass die Ebene R, u die Fli~che (I) in einer Kurve  k schneidet, 

die in R ordin~,re Krf immung hat, wobei wir jedoch R als vom Charakterist ikpunkt ver- 

schieden voraussetzen. Durch einen festen Punkt  V auf u und durch die Gerade m~ legen 

wit eine Ebene, die a in der Geraden ~fi~ schneidet. Auf ~h'l liegen die Spuren P~, Q'I und 

R'I der Geraden VP~, VQ'I und VR~ (Fig. 17a). Auf der Geraden VP~ best immen wir 

einen Punkt  P~I, derart  dass 
P~P~P~ V -A PP'P~P~. (9.1) 
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Setzen wir voraus, dass k~ in P ordin~re Kri immung hat, so konvergiert P ~  beim 

Grenziibergang gegen einen Punkt  P n  auf der Geraden VP1, und wir k6nnen PP1 U, PPlP2 

mit  Pl = P P n  und P2 = P V als Krfimmungselement w~hlen. Der durch das Geradenele- 

ment  (V, u) best immte Kriimmungskegelschnitt  yon k I in P enth~lt dann gerade den Punkt  

P n .  (Vgl. Fig. 4a  und b.) 

In  entspreehender Weise best immen wir auf der Geraden VQ'I einen Punkt  Q~I derart ,  

dass 
Q'IQ'IQ;1 V -A QQ' Q'IQ'2, (9.2) 

wo Q~I gegen einen Punkt  Qn auf der Geraden VQ1 konvergiert.  Aus den Gleiehungen 
I ! r r ! ! 

(9.1) und (9.2) geht hervor, dass die Geraden ~h'l =PI~)~, ml =P1Q1 und mn = P n Q n  

durch denselben Punkt  0~ gehen. 

Die Gerade m~l schneidet die Gerade VR'I in einem Punkt  Rn, ffir den 

R~ R; R;1V -A R R'  R; R'2 (9.3) 

gilt, da die drei reehten Seiten und die drei linken Seiten der Relationen (9.1), (9.2) und (9.3) 

projektive Gruppen bilden. Beim Grenziibergang konvergiert  R'I gegen R 1 und R'll gegen 

den Schnit tpunkt  Rll von m 1 mi t  der Geraden V R  1. Die Kurve  k hat  daher eine best immte 

ordingre Kri immung in R mit dem Krfimmungselement RR1U,  rrlr  ~ wobei r I = R R  1 

und r 2 = R V  ist, und es gibt einen Krfimmungskegelsehnitt  durch (R, r), (V, u ) u n d  

den Punkt  R n. Hieraus folgt, wenn wir noch die letzten Bemerkungen in 9.5 in Betracht  

ziehen, 

SATZ 9.3. Hat die Fldche ~9 die singuldre Erzeugende m, so hat jeder Schnitt mit einer 

Ebene, die den Charakteristikpunkt nicht enth~lt, eine bestimmte Kriimmung im Schnittpunkt 

m i t m .  

Der obengenannte Punkt  0'1 konvergiert  gegen den Schnit tpunkt  01 von m n und m 1 

(mn und cr Den zugehSrigen Punkt  0 auf der Erzeugenden m nennen wir den Nullpunkt. 

Schneiden wir (I) mit  der Ebene u, 0, so erhalten wir eine Kurve  mit  der Krfimmung 

null im Punkte  O. 

Aus Fig. 17b geht hervor, dass die Kri immungen in jedem von dem Charakteristik- 

punkt  M versehiedenen Punkt  festgelegt sind, wenn M, der Nullpunkt  O sowie die Kriim- 

mung in einem einzigen drit ten Punkt  gegeben sind. 

Projiziert man yon dem Punkte  M aus die dureh das E lement  (V, u) best immten Krfim- 

mungskegelsehnitte Cp, cQ . . . .  in die Ebenen u, P;  u, Q; .... so entsteht  ein Biischel von 

Kegelfl~ehen zweiter Ordnung M(cp), M(cQ) . . . . .  das sieh als zur Punktreihe P, Q ... pro- 

jektiv erweist. Die Kegelfl~chen bertihren n~mlich alle die Ebene :r l~ngs der Erzeugenden 
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m u n d  die Ebene M, u li~ngs der Geraden M V, und sie werden v o n d e r  festen Ebene V, mll  

in den Erzeugenden M P n ,  M Q n  . . . .  geschnitten, die ein zur Punktreihe projektives Ge- 

radenbfischel bilden. Da jeder einzelne Kegelsehnitt  ce, cQ . . . .  durch Schnitt des genannten 

Biischels von Kegelfl~chen mit  dem dazu projektiven Ebenenbiischel u, P; u, Q; ... ent- 

steht, liegen diese Kegelschnitte auf einer algebraischen Fldche dritter Ordnung. Diese 

Fli~che enthiilt die Gerade u und beriihrt die Ebene ~ li~ngs der Geraden m, und sie enth~lt 

gleichzeitig die Gerade mn. Durchliiuft m 1 das Geradenbiischel mi t  dem Scheitel M, so 

entspricht jeder Lage von m 1 eine Gerade m n auf der kubischen Fl~che. Diese ist also 

geradlinig und wird von m n erzeugt. 

_Fallen spezieU die Punkte M und 0 zusammen, so liegen die genannten Kegelsehnitte 

auf einer Kegelfls zweiter 0rdnung mit  dem Scheitel M = 0. Dieser Kegel ist oskulierende 

Kegel]liiche yon ~P li~ngs der ganzen Erzeugenden m, abgesehen von dem Punkte  M = 0. 

w 10. Variable Dreiecke 

10.1. In  w 2 haben wir abgeleitete Elemente fiir einen variablen Punkt  P '  mit  dem Grenz- 

punkt  P eingefiihrt, wenn eine i. p. Funktion P' = qo(T') gegeben war, wo T '  liings einer 

Parameterkurve  gegen T mit  einem gegebenen abgeleiteten Element  T T 1 T 2 konvergiert.  

Das Element  PP1P~ kann, wie in 2.3 erw~hnt, als projektiver Repr~sentant  der infinitesi- 

malen Verschiebung PP' ,  d.h. einer infinitesimalen Streeke, deren einer Endpunkt  lest 

ist, aufgefasst werden. Wir wollen nun diese Darstellung so erweitern, dass sie auch fiir 

infinitesimale Streeken P'P",  bei denen beide Endpunkte  variieren, gilt. 

Wir nehmen an, dass das Punktepaar  P'P"  eine Funktion von T' ist, P'P"  =q~ (T'), 

und zwar so, dass fiir T'--> T die Punkte  P" und P" gegen denselben Punkt  P und die Gerade 

p' = P 'P"  gegen eine Gerade p durch P konvergieren. Wir wi~hlen nun wie ffiiher Hilfs- 

punkte  T~, T~, T 1 und T~ f(ir T' und ebenso auf p' und p Hilfspunkte P~ und P2. Der 

Punkt  P~ auf p '  wird darm durch die (2.1) entsprechende Relation 

P ' P " P ' P '  T'  (10.1) 1 2-A TT'T~ 

bestimmt,  und wir nehmen an, dass P~ fiir T'--> T gegen einen Punkt  Px (auf p) konver- 

giert. Wir finden dann fiir das Punktepaar  (den infinitesimalen Vektor) P'P"  den projek- 

riven Repr~sentanten P P ,  Pz. 

I s t  dieses Element  ordinar, so kann es nach den in w 2 genannten Regeln abges 

werden, und alle friiheren Bezeichnungen sowie die in 2.2 genannten Si~tze werden auf 

unseren Fall iibertragen. Aus der Formel (2.6) entspreehenden Relation findet man, 

dass die Existenz eines zu P'P"  gehSrigen Elementes PPIP2 im euklidischen Raum damit  

gleichbedeutend ist, dass das Verhi~lt]fis der infinitesimalen Streeken P'P"  und T T' fiir 
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~P 

A' R~ 

Fig. 18a. Fig. 18 b. 

T'- -+T einen bestimmten Grenzwert hat (immer vorausgesetzt, dass die Gerade P ' P "  

eine bestimmte Grenzrichtung hat). 

Mit Hilfe des Dualit~tsprinzips findet man entsprechende Repr~tsentanten fiir in- 

finitesimale Winkel zwischen Geraden oder Ebenen, deren Schnit tpunkt bzw. Schnitt- 

gerade eine bestimmte Grenzlage hat, 

10.2. Wir wollen unsere Betrachtungen auf ein variables Dreieclc A 'B 'C '  anwenden, des- 

sen Lage yon dem Parameterpunkt  so ~bh~ngt, dass ffir T'--> T alle Ecken gegen einen 

festen Punkt  0 und die Ebene m' = A '  B '  C' gegen eine Ebene co durch O konvergiert. Ein 

Beispiel haben wir in dem in 6.2 genannten I)reieck OP'Q'  (wo allerdings die Eeke O lest 

liegt). 

In der Ebene ~o w~hlen wir eine feste Gerade u, die nicht dureh 0 gehtl und in m' 

eine gegen u konvergierende Gerade u'. Die Schnittpunkte der Seiten a' = B'  C', b' ~ C' A ' ,  

c' = A' B' mit der Geraden u' bezeichnen wir mit P~, Q~ und R~. Auf a', b' undc '  bestimmen 

wir nun Punkte P1, Q~ und R~ so, dass 

. . . . . . . . . . . .  ' p ,  p ,  T ~ , , A ' B ' R 1 R 2 A A  ( /~I (~2AC B 1 2 ( - A T  T1T2). (10.2) 

In dieser Weise entsteht Fig. 18a, wo wegen (10.2) die Gerade P1R~ dutch Q~ und die Gerade 

Qi R; durch P~ geht. 

Nehmen wir nun  an, dass die Seiten a', b' undc '  bestimmte, yon einander versehiedene 

Grenzrichtungen a, b u n d c  haben, so haben offenbar alle drei Seiten ein abgeleitetes 

Element, wenn dies fiir eine der Seiten gilt; der  Zusammenhang geht aus Fig. 18b hervor. 

Haben zwei der Seiten Grenzriehtungen und projektive Repr~sentanten, so hat aueh die 

1 0 -  563801.  Acta Mathematlca. 95. I m p r i m 4  lo 7 m a r s  1956, 
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dritte Seite eine Grenzriehtung und einen projektiven Repr~isentanten. In  beiden F~llen 

liegt eine Erweiterung yon Satz 6.1 vor. 

Sehen wir u als unendlich ferne Gerade in einer affinen Ebene an, so zeigt Fig. 18 b die 

Addition der affinen infinitesimalen Vektoren: A'C'  + C'B'  = A 'B ' ;  wir kSnnen daher 

sagen, dass Fig. 18b eine projektive Verallgemeinerung dieser Vektoraddition darstellt. 

Fallen zwei Richtungen, z.B. die Geraden b u n d c  zusammen, w~hrend a yon dieser 

Richtung verschieden ist, so gehSrt zu A'  C' und A'  B '  dasselbe Element, w~hrend P1 in 

den Punkt  0 f~llt, so dass B'  C' durch ein Nullelement (einen Nullvektor) repr~en t ie r t  wird. 

w 11. Abbildung yon Fliiehen 

l i . l .  Die Fl~iehen, die wir im folgenden betraehten, soUen eineindeutige und stetige 

Bilder von ebenen Oebieten sein. Auf jeder dieser Fliiehen (I) soil es zwei Kurvenseharen 

geben, von denen jede die Fl~che iiberdeekt und die die folgende Eigensehaft haben: 

Keine zwei Kurven derselben Sehar haben einen Punkt  gemeinsam, w~thrend zwei Kurven  

aus versehiedenen Seharen sieh in einem und nur einem Punkt  sehneiden. In  jedem Punkt  

der Flgehe sollen ferner die beiden dureh ihn gehenden Kurven nieht zusammenfallende 

Tangenten haben, und diese Tangenten sollen stetig mit  dem Punkte  variieren. Die Kurven  

dieser beiden Seharen werden im folgenden die Parameterkurven von (I) genannt. 

Sind diese Bedingungen erfiillt, so kann man zeigen ([5], S. 177 oder [7], 8. 6), dass 

die genannten Tangenten eine Tangentialebene der Fl~ehe (I) in dem betreffenden Punkt  

bestimmen. Diese Tangentialebene enth~tlt die Tangenten an s~mtliehe Kurven der Fl~ehe 

dutch den Punkt  (und h~ngt stetig yon ihm ab). Ferner liegt jede Grenzgerade einer Gera- 

den dureh zwei Fl~ehenpunkte, die gegen den betraehteten Punkt  konvergieren, in dieser 

Tangentialebene. 

l i . 2 .  Es sei 0 ein Punkt  auf einer solehen Fl~ehe (I) und ~o die Tangentialebene in 

O. Wir nehmen an, dass die dureh 0 gehenden Parameterkurven k 1 und k s die Tangenten 

p und q in 0 haben. Es sei k a eine weitere Kurve  dureh 0 mit  der yon/9 und q versehiedenen 

Tangente r. Auf k 3 wiihlen wit einen gegen 0 konvergierenden Punkt  R',  und dureh R'  

legen wir die Parameterkurven k'x und k'~, die zusammen mit  kl und k s ein Viereek OP' R'Q' 

bestimmen, dessen Ecken s/imtheh mit  R'  gegen 0 konvergieren (Fig. 19a). Fiir R'-->O 

haben die Seiten des Dreiecks OP'R '  die voneinander verschiedenen Grenzrichtungen 

p, q und r; wi~hlt man ein zu OR' gehSriges Element O R 1R~, so ergeben sich gemiiss 

w 10 zu OP' und P '  R '  gehSrige projektive Repriizentanten OPIP~ und OQ1Q~, deren gegen- 

seitige Beziehung aus der Fig. 18b entspreehenden Fig. 19b hervorgeht. In  dieser Figur 

liegen die Punkte  R~, P~ und Qz auf einer beliebigen, 0 nieht enthaltenden Geraden u in 
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Fig. 19 a. Fig. 19 b. 

co, und P l  R1 geht durch Q2, w~hrend Q1 R1 den Punkt  P2 enth~lt. Die Seiten des infinitesi- 

malen Dreiecks 0 R'Q' haben dieselben Grenzriehtungen wie die Seiten yon OP' R', und 

man erh~lt somit dieselbe Repr~sentantenfigur wie fiir das erstgenannte Dreieck. 

Weiter sehen wir, dass die Geraxie P'Q' eine best immte Grenzriehtung s und die Seite 

P'Q' einen Repr~sentanten OSIS 2 hat, da die Seiten OP' und OQ' best immte Grenzrich- 

tungen und die Repr~sentanten OP1P 2 und OQ1Q2 haben. Aus Fig. 19 b ist die Konstruktion 

yon s und dem Element OS1S 2 ersichtlich. Man bemerkt,  dass die Gera~len r und s mit  p 

und q harmonisch verbunden sind. 

Fig. 19b gibt somit den Zusammenhang zwischen den Rep r~en t an t en  der Seiten 

und der Diagonalen des infinitesimalen Vierecks OP' R'Q'. 

i i . 3 .  Wir betraehten nun (I) als ,,Parameterfliiche" und bilden sie durch die Funktion 

R' = q~(R') auf die Fl~che ~ so ab, dass der Punkt  0 in den Punkt  0 iibergeht. Die Abbil- 

dung sei in 0 stetig; ausserdem seien die folgenden Bedingungen erfiillt: 

1) Die beiden Scharen der Parameterkurven auf (I) werden auf die beiden Scharen der 

Parameterkurven auf ~ abgebildet. 

2) Die Abbildungen der Parameterkurven k I und k 2 dutch 0 sind in 0 infinitesimal 

projektiv. 

Sind diese Bedingungen erffillt, so nennen wir die Abbildung R '  = ~(R ' )  infinitesimal 

proje~iv in O. Sind beide in 2) betrachteten Abbildungen ordin~r, so heisst auch q~ ordindr. 

Im folgenden wollen wir nur ordin~re Abbildungen untersuchen. 
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Die oben betrachtete Kurve k3, die in 0 die Tangente r hat, wird auf eine Kurve 

k3 durch 0 abgebildet. Diese Abbildung betreffend beweisen wir den folgenden 

S A T Z 11.1. Die Kurve k a wird im Punlcte 0 in[initesimal projektiv und ordin~r au[ die 

Kurve k3 abgebildet. 

Die Kurven k 1 und ]c~ gehen in die Kurven ~1 und ke fiber, die in 0 die Tangenten ~ und 

haben. Da diese Abbildungen in 0 ordin~r sind, werden die Punkte P'  und Q' auf Punkte 

P '  und Q' abgebildet, die von 0 verschieden sind, wenn R' genfigend nahe bei 0 liegt. 

Die Parameterkurven durch P '  und ~)' sehneiden sich in dem R' entspreehenden Punkt  

R', und dem Viereck OP'R'Q'  auf (I) entspricht dann das Viereck OP'[~'Q' auf ~.  Wir 

wollen nun zeigen, dass das Viereck auf ~ fiir R'---> 0 eine Repr~sentantenfigur besitzt, 

die dasselbe Aussehen wie Fig. 19b hat. 

Die Seiten OP' und 0~)' haben auf den Tangenten ~ und ~ gelegene Repr~sentanten 

0P1P  e und 0Ql~)e, ffir welehe P~ und ~)~ auf einer beliebigen Geraden ~ in c5 liegen. Die 

Seite P ' ~ '  hat  dann aueh einen auf einer Geraden ~ gelegenen Repr~sentanten OS1S v wo 

~q~ auf ~ liegt. Ffir das Dreieek P 'Q '  R'  findet man dieselben Grenzrichtungen der Seiten 

wie ffir das Dreieck 0P 'Q ' ,  und man kann also dieselbe Repriisentantenfigur benutzen. 

Endlich haben die Seiten OP' und P'  R' des Dreiecks 0 P '  R' bestimmte Grenzrichtungen 

und Repr~sentanten. Daher hat auch die Gerade 0 i~' eine bestimmte Grenzriehtung, und 

es gibt einen Repr~entanten 0 R1 Re des infinitesimalen Abstandes 0 i~'. Wir sehen, dass 

wir eine mit Fig. 19b fibereinstimmende Figur erhalten, wobei wir aber hier im Gegensatz 

zu dem obigen die Gerade ~ vor der Geraden ~ finden. 

R 2 0 ~'~ 

Fig. 20. 

O 

Was die Beziehung zwischen den abgeleiteten Elementen 0 R 1R e und 0 R1R~ angeht, 

bemerken wir folgendes. Wit haben die Referenzgeraden u und fi frei in eo bzw. ~ gew~hlt. 

Dadurch sind Pe, Qe, P~ und Qe festgelegt. W~hlen wir danach in ~o ein Element O R 1R e, 

wo R e auf r liegt, so erhalten wit die Punkte P1 und Q1, die durch die Abbildung yon  k 1 
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und k~ in P1 bzw. ~)1 fibergeffihrt werden. In der Ebene c~ linden wir dann R1 als Schnitt- 

punkt  yon P1Q2 und QlP2, wodureh die Gerade ~ und der Punkt  R~ bestimmt ist. Da zu- 

sammengeh6rige Punkte P1 und -Pz (Q1 und ~)1) projektive Punktreihen auf p und 

(q und ~) durehlaufen (s. S. 115), entsprechen sich offenbar ORzR ~ und 0 R 1 R  2 in der Kol- 

lineation zwischen den Ebenen r und ~, die dureh Vorgabe eines Systems zusammengehSri- 

ger Elemente OP1P2, OQ1Q2 und 0P1P2, 0~)1~) ~ oder nur durch entsprechende Vierecke 

P1P~Q2Q1 und P1P2Q~Q1 bestimmt ist. 

Die Geraden r und ~ durchlaufen projektive Geradenbiischel. Durchl/~uft R 1 einen 

Kegelschnitt in oJ, in bezug auf welchen u die Polare des Punktes 0 ist, so durchl~uft 

R1 den entsprechenden Kegelschnitt in c5. Sind co und c5 speziell affine Ebenen mit den 

unendlich fernen Geraden u und fi, so findet man die gew5hnliche affine Beziehung zwischen 

den von 0 und 0 ausgehenden abgeleiteten Vektoren in den Ebenen to und ~5. 

1t .4.  Bilden wir die Parameterfl/~che q) durch die Funktionen R' = ~ ( R ' )  und 

R*' = ~* (R') auf zwei Fllichen ~ und (I)* ab, wobei 0 in die Punkte 0 und O* mit den 

Tangentialebenen r5 und co* fibergeht, so kann man die Geradenkongruenz, die aus den 

Geraden/~' R*' besteht, untersuchen. Entscheidend ffir die Eigenschaften dieser Kongruenz 

in der Umgebung der Geraden 0 O* ist die Projektivit/it, die zwischen den Ebenenbfischeln 

mit der Achse 0 0 "  besteht und die durch die projektiven Geradenbfischel, die die Geraden 

und r* durchlaufen, bestimmt ist. Mit Hilfe der Resultate des vorigen Paragraphen fiber 

geradlinige F1/~chen kSnnten wir S/~tze fiber die Geradenkongruenz aufstellen. Wir wollen 

jedoch nicht nigher auf diese Untersuchungen eingehen. 

t l . 5 .  Der oben betrachteten Fl~che (I) entspricht dual ein System von cx~ Ebenen, 

die zu den in 11.1 genannten duale Eigenschaften haben. Im allgemeinen sind diese Ebenen 

wieder Tangentialebenen einer F1/~che ~.  Der Tangentialebene w an (I) im Punkte 0 ent- 

spricht nun der Charakteristikpunkt 0 in der ,,Tangentialebene" r an die F1/~che ~.  Dual 

zu der oben betrachteten infinitesimal projektiven Abbildung kann man hier einen gegen 

0 konvergierenden Punkt  R' auf eine gegen c5 konvergierende Ebene ~' abbilden. Einem 

Element 0 R 1R e auf einer Geraden r entspricht dann ein Element ~5~1~, das aus drei Ebe- 

nen besteht, die die r entsprechende Gerade ~ enthalten. W/ihlt man in to eine beliebige 

Referenzgerade u und eine entsprechende Gerade ~ durch 0, so sind die Punkte  in eo und 

die Ebenen durch 0 einander in einer Korrelation zugeordnet, bei der u der Geraden 

entspricht. 

Im n~chsten Paragraphen werden wir uns mit dem Spezialfall besch/iftigen, wo die 

Fl~chen (I) und ~ zusammenfallen. 
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w 12. K r i i m m u n g  in einem Punkt einer beliebigen Fliiehe 

i2.1.  Fiir eine ebene Kurve  haben wir oben die Begriffe Punkt-  und Geradenkriim- 

mung eingefiihrt; wit wollen noch einen Kriimmungsbegriff, ngmlich die sogenannte In- 

cidenzkri~mmung definieren. Wir setzen voraus, dass die Kurve  /c in dem betrachteten 

Punkt  P die Tangente p, in einem gegen P konvergierenden Punkt  P '  eine gegen p konver- 

gierende Tangente p' hat, und dass ferner der Schnit tpunkt  von p mit  p '  fiir P '  -->P gegen 

P konvergiert. Man kann daIm in der Umgebung yon P die Abbildung der Kurve  auf sieh 

betrachten, indem man dem Punkt  P' die Tangente p' zuordnet. Nehmen wir an, dass 

die Abbfldung im Punkte  P infinitesimal projekt iv  ist, so entstehen Krfimmungselemente 

der Form PP1P~, PPlP~, und man spricht von der Incidenzkriimmung im Punkte  P. 

Fiihren wir euklidisehe Metrik ein, so ist das zugehSrige Grenzverh~ltnis zwischen dem 

Winkel (pp') und dem Abstand PP'  identiseh mit  der gewShnlichen Kri immung der Kurve  

in P. 

Was die Beziehungen zwischen den drei Krfimmungsbegriffen angeht, erw~hnen 

wir, dass ffir konvexe Kurven  die Existenz einer beliebigen der drei Kri immungen die 

Existenz der beiden anderen mit  sich fiihrt [13]. 

12.2. Wir wollen nun eine analoge Abbildung der Fldche (I) auf sich untersuchen, 

wobei wir voraussetzen, dass diese sowohl die in 11.1 genannten als auch die dazu dualen 

Eigenschaften hat. Es sei 0 ein Punkt  der Fl~che, eo die Tangentialebene in 0. Wir wollen 

nun in der Umgebung von 0 einen Punkt R' au/die Tangentialebene ~' in diesem Punkt  

abbilden; wir nehmen an, dass diese Abbildung ~' =~0 (R') im Punkte  0 infinitesimal pro- 

jektiv und ordin~r ist (vgl. 11.5). Die Flgehe heisst in diesem Fall im Punkte  0 ordindr 

gekri~mmt. 

Konvergiert  nun R'  lgngs einer Kurve  k (mit  der Tangente r in 0) gegen 0, so konver- 

giert ~' gegen w, und es gibt eine r entsprechende Charakteristikgerade ~ durch 0. Die 

Kurve  k zusammen mit  den zugehSrigen Tangentialebenen an (I) heisst ein Fldchenstrei/en. 

Zu diesem Fl~chenstreifen gehSrt dann ein abgeleitetes Element 0 R 1 R 2 des infinitesimalen 

Abstandes 0 R' und ein abgeleitetes Element eo Q1 Q~ des Winkels (~oQ'). Das Element  0 R 1R~ 

ist ordin~r und liegt auf r, das Element eo QI ~ ,  das naeh Satz 11.1 ebenfalls ordini~r ist, 

hat  die Gerade ~ zur Achse. Das System OR1R~, eo ~1 Q2 heisst ein Flexionselement des 

Fli~chenstreifens Punkte  im 0 (vgl. [7], S. 9). 

Wenn r u n d  damit  ~ variiert, entspreehen die Elemente 0 R 1R~ und co ~1 ~ einander in 

einer Korrelation, in der die Punkte  in r den Ebenen durch 0 zugeordnet sind. Die Referenz- 

punkte R~ werden auf einer beliebigen Geraden u in o~ und die Referenzebenen ~ durch 

eine beliebige Gerade ~ dureh 0 gew~hlt. Die Korrelation ist durch Vorgabe der Flexions- 
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elemente ffir die Richtungen der Tangenten p und q an die Parameterkurven k I u n d  k~ 

durch 0 festgelegt. 

U 

/ 

JQ, 

Fig. 21. 

Die Korrelation kann analytisch dargestellt werden, wenn man homogene Punkt-  

und Ebenenkoordinaten (x, y, z, t) und (X, Y, Z, T) im Raume einfiihrt. Als Ecken des 

Fundamental tetraeders  w~hlen wir die Punkte 0 (0, 0, 0, 1), P~ (1, 0, 0, 0) und Q2 (0, 1, 0, 0) 

auf der Geraden u sowie einen beliebigen Punkt  U (0, 0, 1, 0) auf der Geraden ~. Die 

Geraden u und fi sind somit gegeniiberliegende Kanten des Tetraeders, und die Ebene 

o~ hat  die Gleichung z = 0. Die Korrelation erh~lt demnach die Form 

X = a l l x  + al~ y 

Y = a ~ l x  -~ a22 y (12.1) 

Z = aaa t. 

Einem Punkt  in oJ mi t  den Koordinaten (x, fl, 0, ~) entspricht dann eine Ebene durch 

0 mit  der Gleichung 
(all0C + a12 •)x -{- (a~l~ ~- a~z fl)y + ass ~ z = 0. (12.2) 

~12.3. Wir wollen die K r i i m m u n g  ebener Schn i t t e  yon (I) untersuchen und nehmen also 

an, dass die Kurve  k in einer Ebene/~ durch ~2 (und r) liegt. Diese Ebene schneidet die 

Tangentialebene ~' in R'  in der Tangente r '  yon k in R' .  Dann ist klar, dass die Kurve  k 

in 0 eine bes t immte  K r i ~ m m u n g  (Incidenzkriimmung) mit  dem Krfimmungselement 0 R1R2, 

r r  1 r 2 haben muss, wo r 1 und r~ die Spuren der Ebene ~ in ~l und qz bezeichnen. Speziell fiillt 

also die Gerade r 2 in die Gerade ~. Sind r und ~ yon einander verschieden, so ist die Kriim- 

mung ordin~r, im entgegengesetzten Fall erh~lt man ein Nullelement. 
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Da r eine beliebige Tangente an �9 und ~ eine beliebige Gerade durch 0 ist, hat  offenbar 

jeder durch O gehende Schnitt der Fl~che eine best immte Krf immung in 0. 

Um die dem Punkte  R~ (u,/~, 0, 1) entsprechende Gerade r 1 zu bestimmen, findet man 

zuni~chst die Gleichung der Ebene ~ indem man ~ = 1 in (12.2) einsetzt. Danach schneidet 

man diese Ebene mit der Ebene /z  = z~, r wodurch man ffir r; die Parameterdarstel lung 

x = pg,  y = pfi, aaaz = - p(ano~ 2 + (a12 + a21)~ fl + a~2 ~2) (12.3) 

erhiilt. Hieraus geht hervor, dass sich das Krfimmungselement O R  1 Re, rr~r 2 nicht ~ndert, 

wenn man in (12.1) die Koeffizienten a12 und a21 durch ihren Mittelwert 1 (%2 + a21) ersetzt. 

Die Korrelation (12.1) geht hierbei in eine Polaritiit fiber, da die Ebene (12.2) dann die 

Polarebene des Punktes  (~,/~, 0, ~) in bezug auf die Fl~che 

allX 2 + ae2 yO + (a12 + a21)xy + 2aaa zt = 0 (12.4) 
ist. 

Diese Fl~che zweiter Ordnung q~  hat dann die Eigenschaft, dass sie jede Ebene durch 

die Gerade fi in einem Kegelschnitt schneidet, der in 0 dieselbe Kri~mmung hat wie die Schnitt- 

kurve mit (I). 

Die Fl~che ~F~ kann dann als eine Meusniersche Fl~che ffir jede Tangentenrichtung 

durch 0 aufgefasst werden, und man kann sagen, dass sie qb im Punkte  0 oslculiert. Die 

Fl~che geht durch den Punkt  U und hat  in diesem Punkt  die Koordinatenebene ~ = U, u 

zur Tangentialebene. Da U ein beliebiger Punkt  der beliebig gew~hlten Geraden ~ dutch 

O, und u eine beliebige Gerade in w ist, so ist also das Element (U, ~) ein beliebiges Element 

im Raum, wo nur U nicht auf ~o liegen und T den Punkt  0 nicht enthalten daft. 

Wir haben also gezeigt: 

SATZ 12.1. Hat  die Fldche (1) ordindre Kri immung im Punlcte O, so Icann man durch 

ein beliebige8 Element ( U, T) eine und nur eine Fldche zweiter Ordnung ~F~ legen, die (1) im 

Punlcte 0 oskuliert. 

12.4. Wir haben oben erw~hnt, dass die Tangente r der Kurve  k im Punkte  0 und die 

entsprechende Charakteristikgerade ~ durch die Korrelation (12.1) projektiv auf einander 

bezogen sind. Die Doppelstrahlen dieser Projektivit~t  sind gleichzeitig Doppelstrahlen der 

yon der Polaritdt in o~ erzeugten Involution, n~mlich die Geraden, in der die Fl~che tF 2 die 

Tangentialebene eo schneidet. Es scheint nicht leicht zu sein, einen geometrischen Beweis 

dafiir zu ffihren, dass die Projektivit~t faktisch mit  der Involution fibereinstimmt, d.h. 

dass r und ~ konjugierte Geraden sind. Mit analytischen Hilfsmitteln kann man indessen 

diese Behauptung beweisen (vgl. [7], S. 35). 

Wir ffihren im Raum eine euklidische Metrik und ein rechtwinkliges Koordinaten- 
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system ein, dessen X Y-Ebene die Ebene co und dessen Nullpunkt  0 ist. In  diesem 

System kann r durch eine Gleichung der Form z = F (x, y) dargestellt werden, wo gemiiss 

den Voraussetzungen fiber (I) in einer Umgebung yon 0 stetig variierende partielle Ablei- 

tungen F ,  und Fv existieren. Es sei kl die in der X Y-Ebene gelegene Parameterkurve,  und 

ferner OP1Pe, ~o ~ ~ das zugeh5rige Flexionselement, wenn der Punkt  P, 1/~ngs k 1 gegen 

0 konvergiert. Die XZ-Ebene  schneidet dieses Element in einem Kriimmungselement von 

k~ in 0; infolgedessen existiert die zweite Ableitung F** in diesem Punkt.  Entsprechend 

schneidet die YZ-Ebene o) ~1 ~ in einem Element q q~ q2. Dieses Element repr/~sentiert 

den infinitesimalen Winkel zwischen der Y-Achse und der Geraden, in der die YZ-Ebene 

die Tangentialebene ~'  in P '  schneidet. Es existiert dann ein bestimmtes Grenzverh/~ltnis 

zwischen diesem Winkel und dem Abstand OP', wenn P' 1/~ngs k I gegen 0 konvergiert. 

Dies ist gleichbedeutend damit,  dass im Punkte  0 die zweite Ableitung F ~  existiert. In  

entsprechender Weise sieht man, dass im Punkte 0 Ableitungen F~ ,  und Fx~ existieren. 

Aber nach einem Satz der Analysis gilt dann F ~  = F ~  (s. z.B. Haupt-Aumann-Pauc,  

Di//erential- und Integralrechnung, 2. Bd., S. 152, Berlin 1950). 

Mit Hilfe dieser Relation zeigt man leicht in bekannter  Weise, dass einander ent- 

sprechende Tangentenrichtungen r und ~ konjugiert sind. In  den Gleichungen (12.1) gilt 

somit a12 = a~l d.h. die be~trachtete Korrelat ion ist in der Tat  die oben genannte Polarit~t. 

Abgesehen davon, dass es von Interesse ist, dass man die Existenz der Fl~che ~F 2 ohne 

Kenntnis des involutorischen Zusammenhangs zwischen den Richtungen r und ~ beweisen 

kann, sind die Ausffihrungen in 12.3 also als fiberfliissig anzusehen. 

12.5. Is t  die betrachtete Abbildung der Punkte  R' auf die Tangentialebenen Q' in 

der Umgebung von 0 eineindeutig, so kann man umgekehrt die Abbildung der Tangential- 

ebenen ~' auf die Punkte  R'  betrachten. Man findet dann fiir �9 Resultate, die den oben 

angegebenen dual entsprechen. Ein Flachenstreifen ist selbstdual, und einem Flexionsele- 

ment  entspricht wieder ein Flexionselement, wobei man jedoch Punkte  und Ebenen zu 

vertauschen hat. Die Polarit~t (12.1) bleibt dieselbe, und auch die Meusniersche Fl~che 

bleibt unge~ndert, n~mlich die Fl~che (12.4). 

W~hlt man also in der Tangentialebene eo einer solchen Fl~che @ einen beliebigen 

Punkt  C (ausserhalb der eventuellen Doppelstrahlen der Involution des Tangentenbfischels 

dureh 0), so hat  die Kegelfl~che mit dem Scheitel C, die �9 umschrieben ist, den ent- 

sprechenden ~F 2 umschriebenen Kegel F2 zum Krfimmungskegel. Der Seheitel C und die 

Ebene ~, die den Berfihrungskegelschnitt mi t  ~F 2 enth~lt, sind Pol und Polare in bezug auf 

~F~, entsprechen also einander in der Polarit~,t (12.1), und die Richtungen der Sehnitt- 

geraden r yon Y mit  a) und der Erzeugenden CO = ~ sind konjugiert. Endlich schneidet 

die Fl~che ~2  in einem Krfimmungskegelschnitt  ihrer Schnittkurve mit O. 

| 0 ~  -- 5 6 3 8 0 I .  
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