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Einleitung

Auf dem 9. skandinavischen Mathematikerkongress in Helsingfors im Jahre 1938 trug
J. Hjelmslev iiber eine Arbeit vor (s. Literaturverzeichnis [8]), in der er — im Hinblick auf
weitere Anwendungen in der projektiven Infinitesimalgeometrie — geometrische Repriisen-
tanten (abgeleitete Elemente) fiir infinitesimale Abstinde und Winkel im projektiven
Raum einfiihrte. Es gelang ihm nicht, seine weitergehenden Untersuchungen auf diesem
Gebiete vor seinem Tode im Jahre 1950 zu verdffentlichen. Unter seinen nachgelassenen
Papieren fanden sich aber zwei Manuskripte mit demselben Titel, ,,Grundlagen der projek-
tiven Infinitesimalgeometrie, die beide fiir Kurven und geradlinige Flichen eine syste-
matische, mit Hilfe der im Kongressvortrag eingefiihrten Begriffe aufgebaute Theorie ent-
halten. In der zuletzt ausgearbeiteten, sehr umfangreichen Abhandlung (ca. 250 handge-
schriebene Seiten) setzte Hjelmslev diese Theorie mit seinen allgemeinen Untersuchungen
tber Projektivgeometrie [10], seinen Arbeiten iiber reelle Kurven ([4] und [6]) sowie mit
seinen spitesten Untersuchungen iiber schwache Figuren [12] und Kurven in Nullsystemen
([9] und [11]) in Verbindung. Leider lag keines der Manuskripte in einer solchen Form vor,
dass eine Veroffentlichung unmittelbar méglich war.

Mit den nachgelassenen Papieren als Grundlage habe ich in der vorliegenden Arbeit
versucht, den Hauptinhalt derjenigen Untersuchungen von Hjelmslev iiber die projektive
Infinitesimalgeometrie darzustellen, die direkt an die in dem Kongressvortrag eingefiihrten
Begriffe ankniipfen. In dem ersten Abschnitt werden diese Begriffe dargestellt und im
zweiten Abschnitt finden sich Anwendungen auf ebene Kurven, Raumkurven, geradlinige
und allgemeine Flichen.
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Die von Hjelmslev eingefithrte geometrische Darstellung erweist sich als am besten
geeignet fiir Untersuchungen der Kriimmungsverhéltnisse — also der abgeleiteten Elemente
zweiter Ordnung — von Kurven und Flichen, wihrend sie weniger iibersichtlich wird,
wenn es sich um Ableitungen hoherer Ordnung handelt. Die vorliegende Arbeit hat darum
nur geringe Beziehungen zu der gewohnlichen projektiven Differentialgeometrie, wo die
projektiv invarianten Begriffe {iberwiegend von Differentialquotienten hoherer Ordnung

abhingen.

1. ABSCHNITT

Abgeleitete Elemente
§ 1. Projektive Konvergenz

1.1. Im folgenden beschiiftigen wir uns mit Punkten, Kurven und Flachen des reellen
projektiven Raumes, speziell der projektiven Ebene. Im Raum kann man in gewshnlicher
Weise homogene Koordinaten 1 = (24, %, Z,, %;) einfithren, wobei die Koordinaten reelle
Zahlen sind. Zeichnet man eine feste Ebene als ,,unendlich ferne Ebene” (Referenzebene)
aus, so kann man in bezug auf diese affine Koordinaten einfithren, und wihlt man in dieser
Ebene ein elliptisches Polarsystem, so erhilt man eine euklidische Metrik im Raum. Im
allgemeinen werden wir jedoch projektive und nur bei speziellen Aufgaben affine oder eu-

klidische Koordinaten verwenden.

1.2. Wir sagen, dass ein variabler Punkt P’ mit dem Koordinatenvektor ' =
(a:(',, 21, xé, x;), wobel g2 + 32 + 242 + 232 = 1 ist, gegen den Punkt mit dem Koordinaten-
vektor T = (z,, %;, s, Z3) konvergiert, wenn simtliche Unterdeterminanten 2. Ordnung der
Matrix

! 7 14 ’
Zo Ty Zg X3

Ty Ty Xy X3

gegen 0 konvergieren. Wir sagen dann auch, dass 1’ gegen ¢ konvergiert. Ferner wird von
einer variablen Geraden p’ gesagt, dass sie gegen die Gerade p konvergiert, wenn der zu
p’ gehorende 6-Vektor, der aus den Pliickerkoordinaten der Geraden besteht, im analogen
Sinn gegen den entsprechenden 6-Vektor von p konvergiert. Fir algebraische Kurven und
Flachen kann man entsprechend Konvergenz definieren, indem man die Vektoren be-
trachtet, die aus den Koeffizienten der zugehéorigen Gleichungen gebildet sind.

Mit Hilfe der gewshnlichen Konvergenzsitze kann man dann eine Reihe von Sitzen
iber Konvergenz von Punkten, Geraden und Ebenen usw. beweisen. Als Beispiele fithren
wir die folgenden beiden Sitze an: Wenn zwei Punkte P’ und ' gegen verschiedene Grenz-
punkte P und @ konvergieren, so konvergiert die Gerade P’'Q’ gegen die Gerade PQ. Wenn
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ein eigentlicher Kegelschnitt ¢’ gegen den eigentlichen Kegelschnitt ¢ und eine Gerade 2’
gegen die Gerade p konvergiert, so konvergieren die Schnittpunkte von ¢’ und p’ gegen die
Schnittpunkte von ¢ und p. (Vgl. [1], p. 43.) Wir wollen uns im folgenden nicht bei Beweisen
dieser Satze aufhalten, da es in jedem einzelnen Fall immer leicht entscheidbar ist, ob der

vorliegende Grenziibergang zuléssig ist oder nicht.

1.3. Auf die projektivgeometrischen Definitionen und Satze, die wir im folgenden auf-
stellen, kann man natiirlich das Dualititsprinzip anwenden. Wir werden die dadurch ent-
stehenden neuen Definitionen und Sitze nur dann nennen, wenn sie fiir die betreffende

Frage oder fir die allgemeine Darstellung von besonderem Interesse sind.

§ 2. Elemente erster Ordnung

2.1. In der Ebene oder im Raum sei eine Kurve k, d.h. ein eineindeutiges und
stetiges Bild einer Strecke, gegeben. Konvergiert ein variabler Punkt 7" auf der Kurve
gegen den festen Punkt 7', so habe die Gerade 7' 7" eine bestimmte Grenzlage, die Kurven-
tangente ¢ im Punkte 7'. Die Kurve k,, die speziell eine Gerade sein kann, wird im folgenden
die Parameterkurve genannt, und ihre Punkte heissen Parameterpunkte.

Wir denken uns die Kurve k, durch eine stetige Abbildung (Funktion) P’ = ¢(1") in
der Umgebung des Punktes 7' auf eine andere Kurve k, die dieselben Voraussetzungen
wie k&, erfiillt, abgebildet. Die Tangente an die Kurve k im Punkte P heisse p.

Fig. 1.

Auf der Tangente ¢ wihlen wir zwei von einander und von 7' verschiedene feste Punkte
T, und T, und auf der Geraden ¢ = 7'7" wiihlen wir zwei variable Punkte 7; und 7%,
die fiir 7" — T gegen T, bzw. T, konvergieren. Auf der Tangente p wihlen wir einen von
P verschiedenen festen Punkt P, und auf der Geraden p’ = PP’ einen Punkt Ps, der fiir
T’ —T gegen P, konvergiert. Endlich bestimmen wir auf p’ den Punkt P, derart, dass
PP'PP,ATT T, T, 2.1
gilt.
Konvergiert nun Pj beim Grenziibergang 7" — T gegen einen Punkt P, auf p, so nennen
wir die Abbildung oder Funktion ¢ infinitesimal projektiv im Punkte T (Fig. 1).
Die Punkttripel 77, T, und PP,P, heissen zu den variablen Punkten 7" und P’

gehorige abgeleitete Elemente (erster Ordnung); 7', und P, werden die abgeleiteten Punkte
8 — 563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 8 mars 1956.
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genannt, 7, und P, die Referenzpunkte. Ein Element heisst ordindr, wenn es aus drei
verschiedenen Punkten besteht, sonst singuldr. Das Element T T, T, ist nach Definition
ordinir, wihrend das Element PP, P, ordinir oder singulir sein kann. Ist das Element
PP, P, singulir, so heisst es Null- oder Unendlichkeitselement, je nachdem P, in P oder in
P, liegt. Die Abbildung selbst heisst ordindr oder singulir, je nachdem das zu P’ gehdrige

Element ordindr oder singuldr ist.

2.2. In der obigen Definition sind die Hilfspunkte 7';, T, und P, und die gegen diese
konvergierenden Punkte T, T5 und P, frei wahlbar, wihrend P; (und eventuell P,) aus den
vorliegenden Punkten bestimmt wird. Wir wollen nun zeigen, dass die Wahl der Hilfspunkte
keinen Einfluss darauf hat, ob ¢ infintesimal projektiv (im folgenden oft abgekiirzt i. p.)
ist oder nicht, und gleichzeitig wollen wir den Zusammenhang zwischen verschiedenen
Gruppen von Hilfspunkten finden.

Halten wir die Parameterpunkte fest, erstatten aber P, durch einen Punkt @, der

gegen einen Punkt @, auf p konvergiert, so tritt an Stelle von P; ein Punkt @Q;, fiir welchen

PP'QQATT T1T: (2.2)
Aus (2.1) und (2.2) folgt
PP'QiQ: APP'P\P;. (2.3)

Aus dieser Relation ergibt sich nun: Wenn zu P’ ein ordinéres Element PP, P, gehort, wenn
also P; gegen einen von P und P, verschiedenen Punkt P, konvergiert, so konvergiert auch
Q: gegen einen Punkt @, auf p, und @, und @, entsprechen einander in einer parabolischen

Projektivitit auf p, deren Doppelpunkt P ist, und bei der P, dem Punkte P, entspricht.

Fig. 2 a. Fig. 2 b.

Es sei A ein fester, nicht auf p (oder p’) gelegener Punkt; die Ebene durch 4 und p’
schneide eine feste Ebene o durch P, die p (oder p’) nicht enthilt, in einer Geraden 7’. Von
A aus werden die Punkte P’, P, und P, in die Punkte R’, B; und R; auf r' projiziert (Fig.

2a). Da nun
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PP'QiQ; A PP'PiP; A PR R} E;,
gehen die Geraden P'R’, Q; R; und Q; R; durch denselben Punkt B’

Bei dem Grenziibergang geht p’ in p iiber, und die Gerade r’ konvergiert daher gegen
die Schnittgerade von « mit der Ebene durch 4 und p. Die Punkte Bj und R; konvergieren
gegen die Projektionen R, und R, der Punkte P, und P, von 4 aus, und die Gerade @, R,
schneidet die Gerade 4 P im Grenzpunkt B des Punktes B’. Der Punkt ¢; muss dann gegen
den Schnittpunkt @, von p mit der Geraden B R, konvergieren, und aus Fig. 2b ersieht man,
dass P,, P, und Q,, @, Paare einer parabolischen Projektivitit mit dem Doppelpunkt P
sind. Hiermit ist die Behauptung bewiesen.

Aus dem obigen folgt speziell, dass @, in P, fallt, wenn @, in P, fallt, d. h. es spielt keine
Rolle, auf welche Weise P, gegen P, konvergiert. Beispielsweise kann P; sich auf einer
Geraden oder einer Ebene durch P, bewegen.

Ist das zu P’ gehorige Element singuldr und féllt P, in P bzw. in P,, so entnimmt man
aus der Figur, dass entsprechend @, in @ bzw. in @, fillt.

Im ordindren Fall hat P’ also unendlich viele abgeleitete Elemente PP, P,, PQ,Q,, ..

die einander in den genannten Projektivititen entsprechen. Eine solche parabolische

.y

Projektivitit nennt man eine Elation mit dem Zentrum P.

In dhnlicher Weise kann man das ordinire Element T T, T, abindern. Sind S; und 8,
entsprechende Punkte der Elation mit dem Zentrum 7 und den einander entsprechenden
Punkten 7; und 7', so entsprechen dem zu 7" gehérigen Element 7'S,8, dieselben zu P’
gehorigen Elemente wie dem Element T'7T, T,

Endlich kénnte man P; und 7'; und damit die Referenzpunkte P, und 7', festhalten,
aber T; durch einen Punkt Uj, der gegen den Punkt U, auf ¢ konvergiert, ersetzen. Der

Punkt P; muss dann durch einen Punkt Q; ersetzt werden, fiir den
PP'QIP;ATT U, T;.
Da 7" gegen T konvergiert, erhilt man aus (2.1) die Relation
PP,Q,P,ATT,U,T,, (2.4)

d.h. U, und @, sind entsprechende Punkte in der durch 77,7, und PP, P, bestimmten
Projektivitdat zwischen den Geraden ¢ und p.

Aus den obigen Betrachtungen geht hervor, dass die Wahl der Hilfspunkte keine
Rolle spielt, und wir haben eine Beziehung zwischen den abgeleiteten Elementen von 7
und P’ gefunden. Wir bemerken ferner, dass man in der oben genannten Projektivitat
zwischen ¢ und p die Punkte 7', und P, durch ein anderes Paar zusammengehériger Punkte

ersetzen kann, ohne 7', und P, zu dndern.
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2.3. Ist der vorliegende Raum affin, und sind 7" und P eigentliche Punkte, so kann man
die Hilfspunkte 7T und P; (und damit T, und P,) als unendlich ferne Punkte wihlen, und
die Bedingungsgleichung (2.1) kann dann durch

PP TT'
PP, TT,

(2.5)

ersetzt werden. Hieraus ersieht man, dass 7'T; und PP, als ,,Reprisentanten’ der in-
finitesimalen Verschiebungen 7' 7" und PP’ bezeichnet werden konnen, und im projektiven
Fall kénnen wir daher 77,7, und PP, P, als projektive Reprdsentanten der genannten
Verschiebungen auffassen.
Fithren wir eine euklidische Metrik im Raum ein, so kann (2.5) durch
PP' PP
Sl et 2.6
T TT, (2.6)
ersetzt werden. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die Abbildung dann und nur dann
i. p. 1st, wenn das Verhiltnis PP’ /T T’ einen bestimmien Grenzwert PP, /T T, hat. Der Grenz-

wert kann speziell 0 oder oo sein.

2.4. Anstatt die Kurve k, auf eine Kurve % abzubilden, kann man unter Anwendung
des Dualitatsprinzips k, auf eine einparametrige stetige Schar von Geraden (durch einen
Punkt oder in einer Ebene) oder von Ebenen abbilden. Auch k, kann natiirlich durch eine
solche Schar ersetzt werden. Wir betrachten im folgenden ein einfaches Beispiel.

Die in einer festen Ebene o gelegene variable Gerade m’ konvergiere so gegen die Ge-
rade m, dass der Schnittpunkt M’ =mm’ eine bestimmte Grenzlage M hat. Dieser Grenz-
schnittpunkt wird der Charakteristikpunkt der Geraden genannt. Wir betrachten nun eine
stetige Abbildung m’ =@ (T"). Wir legen durch M eine von m verschiedene Hilfsgerade
my und durch M’ eine Gerade mg, die fiir 7" — T gegen m, konvergiert. Mit Hilfe der (2.1)

entsprechenden Relation
mm' myme A TT' T T, (2.7)

bestimmen wir eine Gerade m; durch M’. Hat die so bestimmte Gerade fiir 7' — T eine
Grenzlage m,, so heisst @ infinitesimal projektiv, und wir sagen, dass die Gerade m’ das ab-
geleitete Element mm,m, (erster Ordnung) hat. Die oben angefiihrten Bezeichnungen und
Satze konnen nun leicht iibertragen werden. Speziell sei hervorgehoben, dass fiir ordinéres
@, wenn also m, m, und m, drei verschiedene Geraden sind, m; und m, durch andere zu-
sammengehorige Geraden derjenigen Elation im Biischel mit dem Scheitel M ersetzt
werden koénnen, die m als Achse (Doppelgerade) hat und in der m, und m, einander zuge-

ordnet sind.
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Fiihrt man in « eine euklidische Metrik ein, und wihlt man m; und damit m, senkrecht
auf m, so erhdlt man aus (2.7) die (2.6) entsprechende Gleichung
tg(mm’) tg (mm{).

T TT, -28)

Diese Gleichung zeigt, dass ¢ dann und nur dann i. p. ist, wenn das Verhiltnis des in-
finitesimalen Winkels (mm’) zum infinitesimalen Abstand 7' 7" einen bestimmten Grenz-
wert tg(mm,)/T T, hat. Das Element mm,m, wird als ein projektiver Reprisentant des in-
finitesimalen Winkels (mm') aufgefasst.

Fiir eine variable Ebene u’ mit der Grenzebene y und der Grenzschnittgeraden (Charak-
teristikgeraden) m findet man entsprechend, dass u’ durch ein aus drei Ebenen bestehendes

Element pu,u, ,dargestellt wird, wenn x4’ = ¢@(7T") infinitesimal projektiv ist.

§ 3. Elemente zweiter Ordnung

3.1. Es sei &k eine Kurve, die im Punkte P die Tangente p und die Schmiegebene 7
hat. Konvergiert P’ auf k gegen P, so konvergiere die Gerade p’ = PP’ gegen die Tangente
p und die Ebene ' = pp’ gegen die Schmiegebene z. Die Kurve kann speziell eine ebene
Kurve sein.

Wir wollen nun einige Begriffe einfithren, die sich nur auf die gegebene Kurve, die dann
als ,,Parameterkurve’ betrachtet werden kann, beziehen. Als Element erster Ordnung
von P’ soll dann immer ein ordinéres Element PP, P, gewihlt werden. Wie oben bezeichnen
wir die gegen P, und P, konvergierenden Punkte mit P; und P,. Wir nehmen an, dass der
Punkt P; eine Kurve mit der Tangente , in P,, die dann Grenzlage der Geraden r; = P, P}
ist, durchliuft.

Da Pj—P, fiir P'— P, ist es sinnvoll, die Abbildung P; = ¢ (P’) zu betrachten. Falls
sie im Punkte P infinitesimal projektiv ist, gehort zu P; ein Element, das durch P, P;, P,
bezeichnet und Element zweiter Ordnung der Kurve k (oder von P’) im Punkte P genannt
werden soll. Wir fiihren einen Hilfspunkt P;; auf 7{ ein, der gegen einen Punkt P,, auf r,

konvergiert. Bestimmen wir dann den Punkt Pj; auf 7, so, dass
P,P,P,;Pi; A PP' PP}, (3.1)

so soll dieser Punkt Py, fiir P’ — P gegen P, auf r, konvergieren. (Fig. 3a und b.) Die Gerade
r; kann von p verschieden sein oder mit p zusammenfallen, und das Element P, P, P,,
kann ordinir oder singulédr sein. Wir werden unten die Beziehungen zwischen den verschie-

denen Elementen zweiter Ordnung von & im Punkte P untersuchen.
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"1 P,
B,
Py
, P
P 1
k P’ k
P P B P P p P
1 2 1
Fig. 3 a. Fig. 3 b.

3.2. Wir fithren zunichst den Begriff des Kriimmungselements der Kurve k im Punkte
P ein. Dazu betrachten wir die Abbildung p’ = (P’), die dem variablen Punkte P’ die
durch ihn gehende Sekante p’ = PP’ der Kurve zuordnet. Ist diese Abbildung i. p. im
Punkte P, so entspricht dem Element PP, P, von P’ ein in der Schmiegebene & liegendes
Element pp, p, von p’. Das System der drei Punkte und drei Geraden PP, P,, pp, p, heisst
ein Kriimmungselement der Kurve im Punkte P. Wir sagen, dass die Kurve ordinire
Krimmung in P hat, wenn ¢ ordinér ist, d.h. wenn p, p, und p, verschiedene Geraden sind;
anderenfalls wird der Kurve in P die Kriimmung 0 oder oo zugeschrieben, je nachdem das
zu p’ gehdrige Element ein Null- oder Unendlichkeitselement ist. Haben zwei Kurven in
einem Punkt ein gemeinsames Krimmungselement, so sagen wir, dass sie dieselbe Kriim-
mung in diesem Punkte haben.

Das Kriitmmungselement kann nach den in § 2 genannten Regeln abgeéindert werden.
Die Punkte P; und P, sowie die Gerade p, kénnen beliebig gewihlt werden, wonach p,
festgelegt ist.

3.3. Beziiglich der Beziehung zwischen Kriimmungselementen und Elementen zweiter
Ordnung bemerken wir zunichst: Gibt es ein Element zweiter Ordnung P, P,, P,,, das auf
einer von p verschiedenen Geraden r, in der Schmiegebene gelegen ist, so existiert auch ein
Kriimmungselement, nimlich das Element PP, P,, pp,Ps, wo p; und p, den Punkt P mit
P, bzw. Py, verbinden. Dies folgt daraus, dass man als die gegen p, und p, konvergierenden
Geraden PP;; und PP;; wihlen kann (Fig. 3a und b).

Liegt umgekehrt ein Kriitmmungselement PP, P,, pp; p, vor, so kann man eine belie-
bige von p verschiedene Gerade r; durch P, (in der Schmiegebene ) wihlen und auf der
Kegelfliche mit dem Scheitel P und der Leitkurve k (die von p’ durchlaufen wird) eine
Kurve mit der Tangente 7, in P, legen. Wihlt man nun als Punkt P; den Schnittpunkt die-

ser Kurve mit p’, so findet man analog zu den obigen Betrachtungen, dass die Existenz des
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Kriimmungselementes die Existenz eines Elementes zweiter Ordnung P, P,,P;, auf der
Geraden r; mit sich fiihrt, wo die Punkte Py, und P, die Schnittpunkte von r; mit p, und
Pg sind. — Da P, auch als ein beliebiger Punkt auf p angesehen werden kann, kann man also
in dieser Weise auf jeder nicht durch P gehenden Geraden in 7z Elemente zweiter Ordnung

konstruieren.

3.4. Liegt k in einem affinen Raum, und ist P ein eigentlicher Punkt, so kann man die
Hilfspunkte P; und Pj» (und damit die Referenzpunkte P, und P,,) als unendlich ferne
Punkte wihlen, und man findet dann, der Gleichung (2.5) entsprechend,

pP,p; PP
Ll S . 3.2
PP, PP, &2
Bezeichnet man das infinitesimale Verhéltnis mit ¢, so erhilt man
PP’ =t-PP, =¢t(PP, +P, P))
und weiter L
PP' =¢-PP, +2-P,P;, +6(t?) (3.3)

wo 6(t2) einen Vektor bezeichnet, der nach Division mit £2 gleichzeitig mit ¢ gegen null
konvergiert.
Aus (3.3) ersehen wir, dass man nach Einfiihrung eines festen Parallelkoordinatensy-

stems xyz die Kurve % in der Umgebung von P durch
(2, 9,2) = () + (), g(1) +0(®2), h(t) +0(®) (3.4)

darstellen kann, wo f(¢), ¢ (f) und A (f) Polynome zweiten Grades in ¢ sind. Die Existenz von
Kriimmungselementen oder von Elementen zweiter Ordnung ist dann gleichbedeutend
damit, dass £ im Punkte P eine Schmiegparabel hat. Wir werden solche Kegelschnitte in

§ 5 genauer betrachten.

§ 4. Elemente héherer Ordnung

4.1. Ebenso wie wir im vorigen Paragraphen Elemente zweiter Ordnung eingefithrt
haben, kénnen wir Elemente dritter und héherer Ordnung einfithren. Wir gehen von dem
in 3.1 definierten Element zweiter Ordnung P, P,, P,, aus und betrachten z. B. einen gegen Py,
konvergierenden Punkt P{,. Wir nehmen an, dass dieser Punkt eine Kurve mit der Tan-
gente r;; im Punkte P, die also Grenzlage der Geraden r{; = P,, Py, ist, durchlauft. Wir
setzen nun voraus, dass die Abbildung Py, = @(P') im Punkte P infinitesimal projektiv ist.

Dadurch erhilt man ein an den Punkt P;; gekniipftes Element P,; P, Py,,, das als Element
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dritter Ordnung der Kurve k im Punkte P bezeichnet wird. Fiihrt man auf ry; einen Hilfs-
punkt Py, ein, der gegen einen Punkt P,;, von r,; konvergiert, und bestimmt man auf
einen Punkt Piy, durch die (3.1) entsprechende Relation

PP P{;P{1z A PP'P P, (4.1)

so soll der Punkt Pj;, gegen P,,, auf r,; konvergieren.

In dieser Weise kann man offenbar fortfahren und somit Elemente beliebig hoher
Ordnung einfiihren. )

Ist k eine Raumkurve, so kann man im Zusammenhang mit den Elementen dritter
Ordnung Torsionselemente von k im Punkte P einfiihren. Zu diesem Zwecke betrachten wir
die Abbildung, die dem Punkt P’ die Ebene #n’ = pp’ zuordnet. Setzen wir die Abbildung als
i. p. voraus, so entspricht dem Element PP,P, von P’ ein Element nm, 7, von n’. Das
System der drei Punkte und der drei Ebenen PP, P,, 7t7, 7, heisst ein Torsionselement von

k in P; wir sagen, dass die Kurve ordindre Torsion hat, falls die Abbildung ordinér ist.

4.3. In Analogie zum obigen kann man nun die Beziehung zwischen Elementen dritter
Ordnung und Torsionselementen herleiten. Unmittelbar ergibt sich: Hat £ in P ordindre
Krimmung, und existiert ausserdem ein Element dritter Ordnung Py, Py, P;;,, das auf einer
nicht in der Schmiegebene nr gelegenen Geraden ry, liegt, so gibt es Torsionselemente in
P, und die Kurve hat ordinire Torsion, falls das genannte Element dritter Ordnung ordinir
ist.

Umgekehrt gibt es fiir Kurven mit ordindrer Kriimmung zu gegebenen Torsionsele-
menten Elemente dritter Ordnung, die zu dem Ebenenelement nz, 7, perspektiv gelegen
sind.

Hat k nicht ordindre Kriimmung in P, so kénnen andere Verhiltnisse eintreffen. Die
Kurve kann z.B. Torsionselemente in P haben, ohne Kriimmungselemente zu besitzen.
Dagegen kann die Kurve natiirlich keine Elemente dritter Ordnung haben, ohne Elemente

zweiter Ordnung zu besitzen.

4.4, Liegt k in einem affinen Raum, so kénnen wir (in Fortsetzung von 3.4) auch den
Punkt Pj; (und damit P,,,) unendlich fern wihlen. Die Gleichung (4.1) ergibt dann eine
(3.2) entsprechende Relation, aus der unmittelbar die (3.3) entsprechende Gleichung

PP =t-PP, +2-P,P,, + 83-P;, Py, +6 () (4.2)
folgt.

Allgemeiner finden wir fiir eine Kurve k, die im Punkte P Elemente n-ter Ordnung

besitzt, in der Umgebung von P eine Entwicklung der Form

PP =P, + 8P, + -+ + P + 6(t"), (4.3)
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wo P =ﬁ’_1, P, =P, Py, usw. gesetzt ist. In einem Koordinatensystem xyz im Raum finden
wir dann, dass sich die Koordinaten (z, y, 2) von P’ durch Gleichungen der Form (3.4)
ausdriicken lassen, wo f(£), ¢(t) und h(¢) Polynome n-ten Grades in ¢ sind, und wo o (t?)
durch o (¢") zu ersetzen ist.

Die Existenz von Elementen n-ter Ordnung ist dann fiir eine ebene Kurve mit der
Existenz einer ,,Schmiegparabel“ n-ter Ordnung, fiir eine Raumkurve mit der Existenz

einer ,,Schmiegraumparabel” n-ter Ordnung gleichbedeutend.

4.5. Uber Eigenschaften der Kurve in von P verschiedenen Punkten gibt (4.3) keinen
Aufschluss. Die Kurve braucht also in von P verschiedenen Punkten nicht einmal Tangen-
ten zu haben, selbst wenn (4.3) gilt. Gelten indessen auch fiir die tibrigen Punkte der Kurve
Entwicklungen der Form (4.3), so sind die Koeffizienten der zugehdrigen Polynome n-ten
Grades f(¢t), g(¢) und k() Funktionen der Koordinaten des variablen Kurvenpunktes; man
kann zeigen, dass die Kurve n mal stetig differenzierbar ist, falls die Funktionen f(t),
g () und h(t) stetig sind. (Siehe Problem 4, Mathematica Scandinavica 1 (1953), S. 310,
2 (1954), S. 159.

2. ABSCANITT

Kurven und Flichen

§ 5. Kriimmung und Torsion

5.1. Es sei eine ebene Kurve k und auf dieser ein Punkt P mit der Tangente p gegeben.
Es sei ferner ein Element (8, s) gegeben, das aus einem nicht auf p gelegenen Punkt S und
einer durch S, aber nicht durch P gehenden Geraden s besteht. Auf der Kurve betrachten
wir einen Punkt P’, der gegen P konvergiert, und in der Ebene denken wir uns ein Element
(8, s}, das gleichzeitig gegen (S, s) konvergiert, gegeben.

Durch die Elemente (P, p), (8’, s’) und durch den Punkt P’ kénnen wir einen Kegel-
schnitt ¢’ legen. Fiir diesen Kegelschnitt wollen wir den folgenden Satz beweisen:

Sarz 5.1. Konvergiert P’ auf der Kurve k gegen P, so konvergiert der Kegelschnitt ¢’
dann und nur dann gegen einen eigentlichen Kegelschnitt ¢, wenn k ordindre Kriimmung tm
Punkte P hat.

Auf der Geraden p’' = PP’ wihlen wir den Punkt P; als ihren Schnittpunkt mit s’
und den Punkt P; beliebig. Ferner wihlen wir PS8’ als die Gerade p; (Fig. 4a). Den von §’

verschiedenen Schnittpunkt von ¢’ mit der Geraden S’ P; bezeichnen wir mit S;. Wenn nun

pp pipy A PP’ PP, (5.1)
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ist die Gerade PS| mit p; identisch. Beim Grenziibergang P’ — P konvergiert nun (§’, s')
gegen (8, s), infolgedessen P; gegen P, = ps und p; gegen p, = PS (Fig. 4b). Konvergiert
nun Pj gegen einen Punkt P, auf p, so konvergiert ¢’ dann und nur dann gegen einen eigent-
lichen Kegelschnitt ¢, wenn S; auf der Geraden SP, eine bestimmte von P, und S verschie-
dene Grenzlage hat. Das ist aber gleichbedeutend damit, dass die Gerade PS; = p{ eine von
p und p, verschiedene Grenzlage p; = PS, hat. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Die Beziehung zwischen dem Kriimmungselement PP,P,, pp,p, dem Element
(S, s) und dem Kegelschnitt ¢ ist in Fig. 4b dargestellt. Man bemerkt, dass P, S, S ein Ele-
ment zweiter Ordnung von k in P ist. Ferner ist klar, dass der Kegelschnitt ¢ dasselbe Kriim-
mungselement in P hat wie die Kurve £. Da k und ¢ somit dieselbe Kriimmung im Punkte
P haben, heisst ¢ ein Kriimmungskegelschnitt von k im Punkte P.

Wir bemerken, dass ¢’ gegen einen, aus den Geraden p und s bestehenden, ausgearteten

Kegelschnitt konvergiert, wenn & in P die Kriimmung 0 hat, wenn also p, in p fillt.

6.2. Eine Kurve k mit ordindrer Kriimmung im Punkte P hat offenbar co? Krim-
mungskegelschnitte. Liegt ein Krimmungselement PP,P, pp,p, sowie das Element
(8, 8) vor, so dndert man die Punkte P,, P, und die Geraden p,, p, (in den zugehdrigen
Elationen) so ab, dass P, mit dem Punkte (s, p) und p, mit der Geraden 8P zusammenfillt.
Bewegt sich P, auf der Geraden p und dreht sich p, projektiv dazu um den Punkt P, so
durchliduft der Schnittpunkt S, der projektiven Geradenbiischel (p;) und §(P;) den Kegel-
schnitt c.

Wihlt man auf ¢ einen von 8, verschiedenen Punkt S,, so kann man im Kriimmungs-
element von P als Punkt P, den Schnittpunkt von p und 88, als Gerade p, die Gerade
P 8, benutzen (siche 2.2). Hieraus ergibt sich weiter, wie man einen Kriimmungskegelschnitt
durch zwei gegebene Punkte S, und S, konstruieren kann. Das gegebene Kriimmungselement
wird so abgeindert, dass p, und p, durch 8; bzw. S, gehen. Die Geraden P, S, und P,S,
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schneiden sich im Punkte 8, und der Krimmungskegelschnitt ist dann durch das Element
(P, p) und die Punkte 8, 8; und 8, bestimmt. (Fig. 5.)

Die oo? Krimmungskegelschnitte bilden ein spezielles Netz, das Kriimmungsnetz
genannt werde. Es hat drei zusammenfallende Grundpunkte in P. Zwei verschiedene
Kegelschnitte des Netzes haben ausser P hochstens noch einen Punkt gemeinsam. Simtliche

Kriimmungskegelschnitte haben in P dieselbe Kriimmung.

5.3. Ist die Ebene affin, so kann man in P eine Kriimmungsparabel mit gegebener
Achsenrichtung bestimmmen. In Fig. 4b ist dann s die unendlich ferne Gerade und S der
unendlich ferne Punkt der Parabel. Man muss nur das gegebene Kriimmungselement so
abiandern, dass P, ein unendlich ferner Punkt und p, die gegebene Achsenrichtung wird.
Legen wir dann durch P, eine zur Achse parallele Gerade, so schneidet diese die Gerade p,
in einem Parabelpunkt S;.

Ist die Ebene euklidisch, so kann man den im Kriimmungsnetz enthaltenen Kriimmungs-
kreis finden. Man dndert zu diesem Zweck das Kriimmungselement so ab, dass P, ein un-
endlich ferner Punkt wird und p, auf p senkrecht steht. Legt man dann durch P, eine auf
p, senkrechte Gerade, so schneidet diese die Gerade p, im Punkte S, und der Kreis mit dem
Durchmesser P8 ist der gesuchte Kriimmungskreis. (Fig. 6.)

Der in 2.4 genannte Grenzwert tg (pp,)/PP; des Verhiltnisses des infinitesimalen
Winkels (pp’) zum infinitesimalen Abstand PP’ wird hier 1/PS, also die Hilfte der ge-
wohnlichen Kriimmung.

Falls die Kurve k selbst ein Kegelschnitt ist, gibt die letztere Konstruktion eine all-
gemeine Bestimmung des Kriimmungskreises in einem beliebigen Punkt eines Kegel-
schnittes. Ist der Kegelschnitt durch fiinf Punkte P, @, S, S, und S, gegeben, so kann man
mit Hilfe des Pascalschen Satzes die Tangente p in P bestimmen. Danach findet man gemiss

Fig. 5 das Kriimmungselement und kann dann die obige Konstruktion anwenden.

5.4. Die obigen Betrachtungen kénnen dual auf stetige Geradenscharen in der Ebene

iibertragen werden. Es liege also eine variable Gerade m’' vor, die gegen eine feste Gerade
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m so konvergiert, dass der Schnittpunkt M’ = mm’ auf m eine Grenzlage hat. Wir nehmen
(analog zu 3.2) an, dass die Abbildung M’ = ¢ (m’) infinitesimal projektiv ist; es ergibt sich
dann ein Kriimmungselement mm,my, M M, M,, das aus drei Geraden durch M und aus drei
Punkten auf m besteht. Wir nennen solche Elemente ,,Geraden-Kritmmungselemente‘
im Gegensatz zu den oben eingefiihrten, die wir in diesem Zusammenhang ,,Punkt-
Kriimmungselemente* nennen wollen. Entsprechend brauchen wir die Benennungen

,,Punktkrimmung‘“ und ,,Geradenkriimmung®‘.

5.5. Es sei k£ nun ein konverer Bogen, der in der Umgebung des Punktes P mit der
Tangente p eine stetig variierende Tangente hat. Fiir eine solche selbstduale Kurve kann
man sowohl von Punkt- als auch von Geradenkriimmung im Element (P, p) sprechen. Wir
wollen nun zeigen: Hat die Kurve k in (P, p) ordindre Punktkriimmung, so hat sie auch ordi-
niire Geradenkriimmung, und umgekehrt. Zu diesem Zwecke betrachten wir den variablen
Kegelschnitt ¢/, der durch (P, p), (S, s’) und P’ geht. Liegt P’ geniigend nahe bei P, so
haben % und ¢’ bekanntlich eine gemeinsame Tangente, die fiir P'— P gegen p konvergiert.
Da der Dualitit zufolge der umgekehrte Satz ebenfalls gilt, entnimmt man aus Satz 5.1
und dem dazu dualen, dass die beiden Kriimmungsarten (Kriimmungselemente) gleich-
zeitig existieren oder nicht.

Das System der Kriimmungskegelschnitte, das Kriimmungsnetz, ist dann dasselbe
fiir die beiden Kriimmungsbegriffe. Es ist folglich selbstdual, und man kann sagen, dass
die Kegelschnitte in der Geraden p drei zusammenfallende Tangenten haben.

Der einzelne Kriimmungskegelschnitt ist dann auch durch eine Menge von Geraden-
Kriimmungselementen bestimmt. Wendet man auf die Fig. 4b das Dualitétsprinzip an,
so erhdlt man Fig. 7, die zeigt, wie man ¢ aus den Geraden-Kriimmungselementen ppIPE
PP} P bestimmt. Durch Ubergang zum Kriimmungskreis kann man zeigen, dass die durch
Geraden-Kriimmungselemente bestimmte ,,Geradenkriimmung doppelt so gross wie die
gewdohnliche Kriimmung ist.
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5.6. Mit Hilfe einer Zentralprojektion oder der Dualitdt im Raume konnen die obigen
Definitionen auf stetige Scharen von Geraden oder Ebenen durch einen festen Punkt im
Raum tiibertragen werden.

Fiir Geradenscharen, also fiir Kegelflichen, ergeben sich Kriimmungselemente pp,p,,
77,75, die aus drei Geraden und drei Ebenen bestehen. Hier ist p die betreffende Erzeu-
gende und n die Tangentialebene an den Kegel lings p; die Geraden p, und p, liegen in 7,
und die Ebenen 7, und 7, gehen durch p. Schneidet man die Kegelfliche mit einer nicht
durch ihren Scheitel gehenden Ebene ¢, so hat die Schnittkurve im Schnittpunkt P mit
p Kriimmungselemente, die die Schnitte von ¢ mit den Kriimmungselementen des Kegels
sind. Zu der Kegelfliche gehort ein Netz von Kriimmungskegeln, das durch Zentralprojek-
tion des Kriimmungsnetzes, das zu der Schnittkurve mit ¢ gehort, entsteht. Dieses Netz
enthilt einen Rotationskegel.

Ist die Kegelfliche speziell konvex mit stetig variierender Tangentialebene in der Um-
gebung von p, so kénnen die obigen Betrachtungen iiber die beiden Kriimmungsformen un-

mittelbar von der Ebene her {ibertragen werden.

5.7. Ist k eine Raumkurve, die im Punkte P die Tangente p und die Schmiegebene z
hat, so existiert auch in diesem Fall ein Kriimmungskegelschnitt in P, vorausgesetzt dass
k in diesem Punkt ordindre Kriimmung hat. Satz 5.1 kann iibertragen werden, wenn man
nur im Beweis das Element (S’, §’) statt in der festen Ebene in der variablen Ebene 7’ = pp’
wihlt. Der Kriimmungskegelschnitt liegt in der Schmiegebene m. Projiziert man k von
einem ausserhalb von z gelegenen Punkt C auf eine Ebene 7 in die Kurve £, so werden die
Kriimmungselemente und die Elemente zweiter Ordnung von k in entsprechende Elemente
von k projiziert. Projiziert man speziell auf x selbst, so bleiben diese Elemente liegen, und
k und % haben dasselbe Kriimmungsnetz.
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5.8. Es sei k wie oben eine Raumkurve mit ordindrer Kriimmung im Punkte P. Das ist
offenbar gleichbedeutend damit, dass die projizierende Kegelfldche C (k) mit ausserhalb der
Schmiegebene gelegenem Projektionszentrum C lings der Erzeugenden CP ordinire
Kriimmung hat. Setzen wir nun weiter voraus, dass auch der projizierende Kegel P (k)
mit dem.Punkt P selbst als Scheitel lings der Erzeugenden (Tangente) ordindre Kriimmung
hat, so fithrt dies mit sich, dass & in P ordindre Torsion hat (vergl. 4.2). Als Beispiel sei
erwahnt, dass eine (algebraische) kubische Raumkurve ¢, in jedem Punkt ordindre Kriim-
mung und Torsion hat; wihlen wir nimlich C auf ¢, so sind beide projizierenden Kegel von
zweiter Ordnung.

Wihlen wir bei gegebener Kurve £ einen beliebigen der zu P (k) gehdrenden Kriim-
mungskegel, auf diesem einen Punkt € und mit C als Scheitel einen beliebigen der Kriim-
mungskegel von C (k), so haben diese beiden Kegel zweiter Ordnung eine kubische Raumkurve
¢; gemeinsam, die in P dieselbe Kriimmung und Torsion wie £ hat. Lassen wir die genannten
Kriimmungskegel variieren, so entsteht eine Schar von Kurven Cj, die alle dieselbe Kriim-
mung und Torsion in P haben. Wir wollen diese Schar niher untersuchen.

Der Kegel P (k) hat oo? Kriimmungskegel, der Punkt € kann auf jedem von diesen
auf co? Weisen gewihlt werden, und zu jedem Punkt C gibt es oo? Kriimmungskegel von
C (k). Die Schar besteht jedoch nur aus co® Kurven, da jede c,, in Ubereinstimmung damit
dass C beliebig auf ihr gewihlt werden kann, co! mal entsteht.

Durch einen festen Punkt S gehen oc® Kurven ¢;; denn man kann § als Punkt ¢
wihlen, und der Kriimmungskegel von P (k) muss dann die Erzeugende P§ haben. Durch
zwei Punkte S und S, gehen oo! Kurven ¢;, da der Kriimmungskegel von P (k) dadurch
bestimmt ist, dass er die Erzeugenden PS und P S, haben muss, und da der andre Kriim-
mungskegel die Gerade S, enthalten muss. An Stelle zweier Punkte kann man einen
Punkt 8§ mit zugehoriger Tangente s vorgeben.

Wihlt man ein Element (S, s, ¢), wo S auf s liegt und ¢ eine durch s gehende Ebene ist,
und verlangt, dass die kubische Raumkurve durch das Element gehen, also in § die Tan-
gente s und die Schmiegebene ¢ haben soll, so gibt es bei allgemeiner Lage des Elements
eine und nur eine Kurve c,, die diesen Bedingungen geniigt; denn die beiden oben betrach-
teten Kritmmungskegel sind durch das gegebene Element eindeutig bestimmt. Dieses
Ergebnis ist offensichtlich der Bestimmung eines Kriimmungskegelschnitts durch ein

Element (S, s) analog.

§ 6. Sitze iiber ebene Kurven. Enveloppen

6.1. In den folgenden Paragraphen 6-9 betrachten wir die durch Funktionen P’ =
@(7T") und @ =u(1") gegebenen Abbildungen der Parameterkurve k, auf zwei Kurven
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k, und k,. Die Kurven %, und k, sollen in den Grenzpunkten P und @ von P’ bzw. @’ Tan-
genten p bzw. g haben, und beide Abbildungen werden im Grenzpunkt 7' von 7" als stetig
vorausgesetzt. Da die Punkte P’ und ¢’ im allgemeinen von einander verschieden sind, be-
stimmen sie eine Gerade m’, und wir kénnen somit auch die Abbildung m’ = y (7") betrach-
ten. Sind die gegebenen Kurven ebene Kurven, so hiillt m’ im allgemeinen eine Kurve ein,
sind sie dagegen Raumkurven, so erzeugt m’ eine geradlinige Fliche.

Wir fithren wie in § 2 Hilfspunkte 7T, Ts, T, und T, fiir 7" und entsprechende Punkte
Pi, P, ... und Qs, Q; ... fir die variablen Punkte P’ und @’ ein. Wir schliessen dann aus

(2.1), dass zwischen den letzteren Hilfspunkten die Relation
PP'PiP; A QQ Q1@ AT T T1Ty) (6.1)
besteht, die den Ausgangspunkt fiir die folgenden Sitze bildet.

6.2. Wir betrachten zuniichst den Fall, wo die Punkte P und @ in einem Punkt O
zusammenfallen, wihrend die Tangenten p und ¢ von einander verschieden sind. Die
gegebenen Kurven konnen ebene Kurven oder Raumkurven sein. Aus (6.1) folgt, dass die
drei Geraden m’ = P'Q’, P1Q; und P;Q, durch denselben Punkt M’ gehen (Fig. 8a). Der
Voraussetzung iiber die Punkte P; und Q; zufolge konvergieren diese fiir 7"— T gegen
zwei von O verschiedene Punkte P, und'Q,, und ein eventueller Grenzpunkt von M’ muss
dann auf der Geraden P,Q, liegen.

Wir setzen nun voraus, dass eine der Abbildungen, etwa ¢, infinitesimal projektiv und
ordinir ist, so dass P’ das ordinire Element OP, P, hat. Dann hat der Punkt Q1 offenbar
dann und nur dann eine Grenzlage @, (auf q), wenn der Punkt M’ eine bestimmte Grenzlage
M (auf P,@),) hat, d.h. wenn die Gerade m’ eine bestimmte Grenzlage m (durch O) hat. Fer-
ner sicht man, dass das zu ' gehdrige Element 0Q,@Q, ordinir ist, wenn m von p und ¢
verschieden ist, und ein Null- oder Unendlichkeitselement ist, wenn m mit p bzw. ¢ zusam-

menfillt. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:
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Satz 6.1. Es seien zwei Abbildungen P’ =@ (1) und Q' =y (T") mit gemeinsamem
Grenzpunkt P =@ = O, aber verschiedenen Tangenten p und q gegeben. Ist ¢ infinitesimal
projektiv und ordindr, so ist p dann wund nur dann i. p., wenn die Gerade m’ = P'Q’ fiir T'—T
etne bestimmie Grenzlage m hat. Das zu Q' gehorige Element ist ordindr, ein Null- oder Un-
endlichkeitselement, je nachdem m von p wnd ¢ verschieden ist, in p oder in q fallt.

Dieser Satz kann auch so ausgesprochen werden: y ist dann und nur dann i. p., wenn
die Funktion m’ =y (T") in T stetig ist.

Im ordindren Fall, wo m von p und ¢ verschieden ist, und das Element 0@, @, ordinir
ist, ergibt sich, dass sich @, und @, in derjenigen Homologie mit dem Zentrum O und der
Achse m entsprechen, in der P, und P, entsprechende Punkte sind. Legt man auf der von
m’ beschriebenen Fliche andere Kurven durch O mit in der Ebene p, ¢ gelegenen Tangenten
7,8,...,80schneidet m’ diese Kurvenin Punkten R, &, ..., zu welchen es abgeleitete Elemente
OR,R,,08,8,, ... gibt, wobei R, und R,, S, und 8, entsprechende Punkte in der genannten
Homologie sind. Zwei Kurven mit derselben Tangente in O ergeben dieselben abgeleiteten
Elemente. Man hat somit einen Uberblick iiber die verschiedenen projektiven Reprisen-
tanten in der Ebene p, ¢ vom Punkte O aus. In analoger Weise kann man die Frage im Raum
behandeln, wenn fiir drei Kurven von O aus, deren Tangenten nicht in einer Ebene liegen,

Reprisentanten vorliegen.

Fig. 9 a. Fig. 9 b.

6.3. Wir gehen nun zu dem Fall iiber, wo die Kurven %, und k, eben sind, die Punkte
P und @ von einander verschieden sind und die Tangenten p und g sich in einem von P und
Q verschiedenen Punkt U schneiden. Wir wihlen als die beiden Punkte P, und @, den
Schnittpunkt U’ der Geraden ' und ¢’; die Punkte P, und @, fallen dann beide in U. Aus
(6.1) folgt nun, dass die Geraden m = PQ, m' =P’'Q’ und die Gerade P;Q;, die mit m;
bezeichnet werde, durch denselben Punkt M’ gehen. Hat P’ wieder das ordiniire Element
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PP,P,=PP, U, wird also ¢ als infinitesimal projektiv und ordinir vorausgesetzt, so sieht
man, dass der Punkt @; dann und nur dann eine bestimmte Grenzlage @, (auf ¢) hat, wenn
der Punkt M’ eine bestimmte Grenzlage M (auf m) hat. Das Element ist ordinér, wenn
M von P und @ verschieden ist, und ein Null- oder Unendlichkeitselement, wenn M in @
bzw. P fillt. Damit haben wir

SATZ 6.2. Es seien in der Ebene zwei Abbildungen P =@ (T') und @ =y (T") mit
verschiedenen Grenzpunkten P und Q@ und Tangenten p und g, die sich in einem von P und Q
verschiedenen Punkt schneiden, gegeben. Ist ¢ infinitesimal projektiv und ordindr, so ist
dann und nur dann ©. p., wenn m' =P'Q’ fir T'— T einen bestimmien Charakteristikpunkt
hat. Das zu Q' gehorige Element ist ordiniir, ein Null- oder Unendlichkeitselement, je nachdem
M von P und @ verschieden ist, in Q bzw. in P fillt.

Im ordindren Fall findet man den in Fig. 9b angegebenen Zusammenhang zwischen
dem Charakteristikpunkt M und den zu P’ und @’ gehorigen abgeleiteten Elementen, da
man hier einen gemeinsamen Referenzpunkt U =P, =@, hat. Sind beliebige Elemente
PP, P, und QQ,Q, auf p bzw. ¢ vorgegeben, so kann man durch die zugehérigen Elationen
auf p und ¢ die Punkte P, und @, in U dberfithren und damit zu Fig. 9b zuriickkehren. Man
kann aber auch den obigen Satz 6.1 anwenden, indem man das auf der Geraden PQ, liegende
Element P S, Q, (Fig. 10) findet; die Gerade 8, @), schneidet dann die Gerade m in dem Cha-
rakteristikpunkt M.

Mit Hilfe der Sitze 6.1 und 6.2 erhilt man einen Uberblick iiber simtliche Verschie-
bungen in der Ebene, indem die Gerade m’ gegen m mit dem Charakteristikpunkt M konver-
giert. So findet man auf der Geraden [ (Fig. 10) das Element LL, L,, und andere Elemente
konnen daraus leicht abgeleitet werden. Speziell ergibt sich durch Grenziibergang, dass
auf [ ein Nullelement entsteht, wenn L in den Charakteristitkpunkt M fallt. (Vgl. Satz 6.2.)

Aus den Figuren 9a und 9b geht hervor, dass es fiir nicht in P fallendes M auch ein
9~ 563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 7 mars 1956,
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zur Geraden m’ gehoriges abgeleitetes Element mm, m, gibt, wom, =M P, und my=MP, =
MU, mit anderen Worten, dass m’ = x(7T") eine i. p. und ordindre Funktion ist. Man hat
somit ein Element erster Ordnung fiir die durch die Gerade m’ bestimmte Enveloppe in der

Lage m konstruiert.

6.4. Wir haben oben vorausgesetzt, dass die Tangenten p und ¢ in P und @ sich in
einem von P und @ verschiedenen Punkt U schneiden. Wir wollen nun annehmen, dass
die Tangente q den Punkt P enthilt, und wie oben, dass sowohl P’ als auch @’ ordinire
Ableitungen PP, P, und @@, Q, haben. Legen wir nun eine weitere Gerade ! durch den Punkt
@, so folgt aus Satz 6.1, dass das zum Schnittpunkt L’ von ! und m’ gehérige Element
QL, L, ein Nullelement ist, so dass @ ein Charakteristikpunkt auf m ist.

6.5. Wir betrachten nun wieder den aligemeinen Fall, wo wir von den zu P’ und ¢’
gehérigen Elementen PP, U und @@, U ausgehend das zu m’ gehérige Element mm,m,
konstruiert haben (Fig. 11). Wir machen die neue Voraussetzung, dass k, und %, in P bzw.
@ ordindre Kriimmung haben. In diesem Fall wollen wir ein zum Punkte M’ gehoriges
Element M M; M,, d.h. ein (Geraden)- Kriimmungselement mm,my, M M, M, der Enveloppe
von m’ im Punkte M konstruteren.

Von gegebenen Kriimmungselementen PP, U, pp, p, und @@, U, qq, g, ausgehend hat-
ten wir Elemente zweiter Ordnung P, Py, U, und @,0,, U, gefunden, wobei wir den Schnitt-
punkt von p, mit ¢, als gemeinsamen Referenzpunkt U, = Py, = @,, gewdhlt hatten. Der
Punkt M’ ist der Schnittpunkt der Geraden m mit der gegen m, konvergierenden Geraden
my. Auf m, wird wie oben der Charakteristikpunkt N, der von M verschieden vorausgesetzt
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wird, gefunden. Die Geraden N P,; und N U, schneiden dann m in den Punkten M, und
M, des zu M’ gehorigen Elementes.

6.6. In dem in 6.2 behandelten Fall, wo die Punkte P und @ beide mit O zusammen-
fallen, war es méglich, die Grenzlage m der Geraden m’ = P’Q’ zu finden, wenn zu P’ und
@’ gehorige Elemente erster Ordnung vorlagen. Wir setzen nun wieder voraus, dass k,
und k, ebene Kurven mit ordindren Kriimmungen im Punkte O sind, und kénnen dann den

Charakteristikpunkt fiir m’ sowie ein Element erster Ordnung fir diese Gerade konstruie-

ren.

Wir wihlen (Fig. 12) die Referenzpunkte P,, @,, P, und @,, sowie die gegen diese
konvergierenden Punkte auf einer festen Geraden % in der Ebene. Der Punkt M’ kann dann
als Schnittpunkt der Geraden » mit der gegen m, konvergierenden Geraden m; aufgefasst
werden. Die Punkte P;, und @, sowie der Referenzpunkt M, werden im selben Punkt auf
u gewihlt. Gemiss fritheren Konstruktionen schneidet dann die Gerade P;; @,, die Gerade
w im Punkte M, so dass M’ das Element M M, M, hat.

Da nun m’ gegen m konvergiert, erhalten wir firr den Schnittpunkt M’ mit u das Ele-
ment M M, M, und z.B. fiir den Punkt P das Element OP, P,. Wir konstruieren dann wie
vorher den Charakteristikpunkt K auf m. Auf der Geraden O M, liegt das O P, P, entspre-
chende Element 0.8, M,, und da die Elemente M M, M, und O S; M, nun gemeinsamen Refe-
renzpunkt M, haben, schneidet M,S; die Gerade m im Charakteristikpunkt K. Man
bemerkt, dass M, von M, und daher K von O verschieden ist, da &, und %k, in O ordinire
Kriimmung haben.

Fiir die Gerade m’ erhiilt man das ordinidre abgeleitete Element m, KP;, KP,.
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§ 7. Beriihrende Kurven. Der Satz von Meusnier

7.1. Es seien k, und k, zwei Kurven, die sich in einem Punkt O beriihren, aber in die-
sem Punkt verschiedene Schmiegebenen haben. Die Tangente der Kurven in O bezeichnen
wir mit o, die Schmiegebenen der Kurven mit n, und 7,.

Durch eine o nicht schneidende Gerade a, und einen gegen O konvergierenden Punkt
O’ auf o legen wir eine Ebene o', die k; und %, in den Punkten P’ und ¢’ schneide; P’ und
)’ konvergieren dann auch gegen 0. Betrachten wir nun die Tangente o als ,,Parameter-
kurve‘* und ordnen O’ das Element 00, 0, zu, so haben auch P’ und @’ dieses Element als
abgeleitetes Element, und die Beziehungen zwischen 0’, P’ und @’ sind offenbar infinitesi-
mal projektiv und eineindeutig.

Wir setzen nun voraus, dass &, in O ordinire Kriimmung mit dem Kriimmungselement

00,0,, op;p, hat, und beweisen den folgenden

Sarz 7.1. Die Kurve k, hat dann und nur dann eine bestimmie Kriimmung in O, wenn
die Ebene ' = OP'Q’ fiir O’ — O eine bestimmte Grenzlage w hat. Die Kriimmung von k, im
Punkte O ist ordindr, 0 oder oo, je nachdem w von 7, und 7, verschieden ist oder mit 7, bzw.
7y, zusammenfillt,

Der Satz ist eine unmittelbare Folge von Satz 6.1 angewandt auf die Ecke mit dem
Scheitel 0. Da fiir k, ordindre Kriimmung vorausgesetzt ist, hat man das zur Geraden
p' = OP’ gehorige Element op,p, in der Ebene 7;; ob k, eine bestimmte Kriimmung in
0, also ein Kriitmmungselement der Form 00,0,, op,p, hat, ist abhingig davon, ob es
ein zur Geraden ¢’ = 0Q’ gehériges Element ogq, ¢, gibt. Diese Frage wird aber durch Satz
6.1 beantwortet.

7.2. Wir wollen nun annehmen, dass auch k, in O ordindire Kriimmung mit dem ge-
nannten Kriimmungselement hat. Schneiden wir die durch O gehenden Geraden p,;, p,,
g, und ¢, mit einer Ebene, so entsteht eine der Fig. 8b entsprechende Figur, wo die
Schnittpunkte der Ebene mit den vier Geraden den Punkten P,, P,, @, und @, entsprechen,
withrend die Spur der Tangente o der Punkt O und die Spur der Grenzebene o die Gerade
m.ist. Wahlen wir in w einen Punkt C ausserhalb o, so wird ein Kriimmungselement von
k; in O durch Zentralprojektion von C aus auf 7, in ein Kriimmungselement von k, in O
iibergefiihrt. Die projizierenden Kegelflichen C (k,) und C(k,) haben dann dieselbe Kriim-
mung langs der Erzeugenden C'O, und die Ebene w ist die sogenannte Halphensche Haupi-
ebene (s. [1], S. 140, 3). Diese Ebene ist offenbar (abgesehen von der Geraden o) der geo-
metrische Ort der Punkte C mit der genannten Eigenschaft.

Ein Kriimmungskegelschnitt von %, in O wird von ' aus in einen Kriimmungskegel-

schnitt von k, in O projiziert. Umgekehrt hat die Kegelfliche, die durch zwei solche (in
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m; und 77, gelegenen) Kriimmungskegelschnitte geht, die Halphensche Hauptebene zur
Tangentialebene, und ihr Scheitel liegt in dieser Ebene.
Wir bemerken, dass die Gerade m' =P’Q’ fiir O’ — O eine bestimmte Grenzlage hat,

némlich die Spur der Grenzebene der oben genannten Ebene o’ in w.

7.3. Wir wollen nun annehmen, dass die Kurven &, und %, auf einer Fliche @ liegen,
die in O eine von s, und 7, verschiedene Tangentialebene hat. Diese Tangentialebene moge
simtliche Grenzlagen von Sekanten durch zwei Punkte der Fliche, die beliebig gegen O
konvergieren, enthalten. (S. dazu § 11, wo die Bedingungen, denen eine solche Fliche
unterworfen ist, ndher diskutiert werden.) Fir O’ -0 konvergiert die Gerade m’ =P’Q’
gegen die in der Ebene o gelegene Tangente an @, und die Ebene OP’Q’ = Om’ konvergiert
gegen . Satz 7.1 zufolge hat dann k, ordindre Kriimmung in O, wenn dies fiir &, gilt, und
die Tangentialebene ist offenbar die zu den Kurven gehorige Halphensche Hauptebene
([11, S. 140, 4).

Es seien nun die Ebene 7, und die Kurve &, fest, wihrend %, eine Schnittkurve von
@ mit einer (von w verschiedenen) beliebigen Ebene 7, durch o ist. Dann wird jede Kegel-
flache, deren Scheitel C in @ ausserhalb o liegt und die durch einen Kriimmungskegel-
schnitt ¢; von &, in O geht, von 77, in einem Kriimmungskegelschnitt von %, in O geschnitten.
Es gibt also oot Kegelflichen zweiter Ordnung, die zur Bestimmung der Kriitmmung von
Kurven auf @ durch das Element (0O, o) dienen kénnen. — Man sieht indessen, dass nicht
nur diese Kegelflichen, sondern jede Fliche zweiter Ordnung ¥, die ¢, enthilt und
® in O beriihrt, diese Eigenschaft hat. Die Fliche ¥, schneidet nimlich die Ebene 7, in
einem Kegelschnitt, der die Zentralprojektion von ¢, aus einem Punkt in @ ist. Wir er-
halten somit

SATZ 7.2. Auf der Fliche @ sei eine Kurve k,, deren Schmiegebene in O von der Tangen-
tialebene w der Fliche verschieden ist, durch das Element (O, o) gegeben. Hat k, ordindre
Kriimmung in O, so gilt dies fiir jede Kurve k durch (O, o), die etne von w verschiedene Schmieg-
ebene m hat. Legt man durch einen Kriimmungskegelschnitt ¢, von k, eine beliebige Fliche
zweiter Ordnung ¥y, die w in O beriihrt, so schneidet 7w diese Fliiche in einem Kriimmungs-
kegelschnitt von k.

Dieser Satz soll der projektive Meusniersche Satz genannt werden (vgl. [8], S. 11), da
er den Satz von Meusnier aus der gewohnlichen Flichengeometrie umfasst. Dies kann man
folgendermassen einsehen: Die Fliche @ liege in einem euklidischen Raum, es sei k, ein
Normalschnitt der Flache durch (0, o), und ¢, sei der zugehérige Kriimmungskreis. Die Ku-
gelfliche mit ¢, als Grosskreis hat die im Satz 7.2 genannte Lage und schneidet daher Ebe-
nen durch o in Kriimmungskreisen der entsprechenden ebenen Schnitte von @. Die Flache
¥, nennen wir eine zu dem Element (0, o) gehorende Meusniersche Fliche.
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7.4. Wir wenden nun auf die in 7.2 gefundenen Resultate das Dualitéitsprinzip an..
Dem Fall, dass &, und k&, ebene Kurven sind, entsprechend finden wir: Beriihren sich zwei
Kegelflichen lings einer gemeinsamen Erzeugenden o und haben sie beide in o ordinire
Kriimmung, so gibt es einen Punkt M, den Halphenschen Hauptpunkt, mit der Eigenschaft,
dass jede Ebene durch M, die o nicht enthilt, die Kegelflichen in Kurven schneidet, welche
in M dieselbe Kriimmung haben. Sind k, und k, Raumkurven, so sind die Kegelflichen durch
Tangentenflichen zu ersetzen, die sich lings einer Erzeugenden Leriihren. Die Kriimmungs-
elemente solcher Flichen werden dual den Krimmungselementen von Raumkurven de-
finiert.

Die Anwendung des Dualititsprinzips auf Satz 7.2 ergibt folgende Resultate. Es sei
® eine Flache mit der Tangentialebene 7 im Punkt O und o sei eine durch O gehende Tan-
gente. Die Fliche soll Eigenschaften haben, die zu den in 7.3 genannten dual sind. Durch
einen Punkt P auf o legen wir eine ® umschriebene Kegelfliche, die in o ordindre Kriim-
mung habe; es sei I' der zugehorige Kriimmungskegel. Durchlauft P die von O verschiedenen
Punkte der Tangente o, so haben die umschriebenen Kegel simtlich ordindre Kriimmung
lings o, und die zugehérigen Kriimmungskegel konnen als umschriebene Kegelflichen
einer beliebigen Fliche zweiter Ordnung ¥',, welche @ in O sowie I" beriihrt, gewihlt werden.
Wie oben kinnen die Kegelflichen durch Tangentenflichen ersetzt werden.

Aus dieser projektiven Darstellung ergibt sich insbesondere die von Mannheim,
Hostinsky und E. Miller aufgestellte metrische Dualisierung des Satzes von Meusnier
(s. {14]). Die Fliche I' kann namlich als Rotationskegel gewdhlt werden, und es sei ¥,
die in I’ eingeschriebene Kugel, die @ in O berithrt. Man findet dann, dass simtliche Rota-
tionskegelflichen, die zu Punkten auf der Tangente o gehérige Kriitmmungskegel sind, der

genannten Kugelfliche umschrieben sind.

§ 8. Sich schneidende Kurven. Kriimmung in einem Punkt einer geradlinigen Fliche

8.1. Es seien k; und k, zwei Kurven, die den Punkt O gemeinsam haben, aber in
diesem Punkt verschiedene Tangenten p und ¢ besitzen. Diese Tangenten bestimmen eine
Ebene w. Wir nehmen an, dass die Schmiegebenen 7; und m, der Kurven in O sich in einer
Geraden u schneiden, die nicht in w liegt. Es seien i. p. Abbildungen P’ = ¢ (7") und @' =
w(1") auf k, und k, mit zu P’ und @ gehérigen ordinidren abgeleiteten Elementen OP,P,
bzw. 0Q,Q, gegeben. Die Gerade m’ = P'Q)’ hat dann fiir 7 — 7T eine bestimmte von p und
g verschiedene Grenzlage m durch 0. Die Geraden m, = P,Q, und m, = P,@, schneiden sich
in einem Punkte M von m (Fig. 13).

Wir setzen nun voraus, dass &, ordinidre Kriimmung in 0 mit dem Kriimmungselement

OP,P,, pp,p, hat und beweisen
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~

u

Fig. 13.

Sartz 8.1. Die Kurve k, hat dann und nur dann eine bestimmie Kriimmung in O, wenn
die Schnittgerade s' der Ebene o mit der Ebene ' = Om’ = OP'Q’ fiir T' — T eine bestimmie
Grenzlage s hat. Die Kriimmung von k, ist ordindr, 0 oder oo, je nachdem s von p und q ver-
schieden ist, in q bzw. in p fillt.

Satz 8.1 folgt in derselben Weise aus Satz 6.2 wie Satz 7.1 aus Satz 6.1, d.h. durch
Anwendung von Satz 6.2 auf die Ecke mit dem Scheitel 0.

Es habe nun k, ordindgre Kriimmung mit dem Element 0@,Q,, q¢,¢.. Wihlen wir so-
wohl p, als auch ¢, mit » zusammenfallend und schneiden die Ecke mit dem Scheitel O mit
einer Ebene, so erhalten wir eine Figur wie Fig. 9b, wo Py, @, und U den Schnittpunkten
mit den Geraden p,, ¢, und u entsprechen, wihrend m die Spur von o ist. Es gibt dann auch
ein zur Ebene o’ gehoriges abgeleitetes Element ww,w,. Die Charakteristikgerade s ist
Schnittgerade von w mit der Ebene w, = p,¢,, und w, ist die Ebene s, u.

Die variable Gerade m' =P'Q’ erzeugt eine durch k, und k, gehende geradlinige
Fliche @, die im Punkte O die Erzeugende m und die Tangentialebene w hat. Die Gerade s
wird die Haupttangente in O genannt. Schneidet man @ mit einer beliebigen Ebene durch
die Gerade wu, so hat die Schnittkurve eine bestimmte Kriimmung in O mit Kriimmungs-
elementen, die durch Schnitt von mm,;m,, ww,w, mit der Ebene entstehen. Das System
mm, My, ww,w, wird dann als Kriimmungselement der geradlinigen Fliche im Punkte O be-
zeichnet. Es ist durch Angabe der Kriimmungselemente zweier Schnitte durch O (und die

Gerade m) oder durch Angabe des Kriimmungselementes eines ebenen Schnittes und die
Geraden m und s festgelegt.
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Die Geraden m und s konnen speziell zusammenfallen. In diesem Fall erhilt man das
Kriimmungselement eines Schnittes durch O aus dem Element eines anderen Schnittes durch
Zentralprojektion von einem beliebigen Punkt der Geraden m = s aus.

Wir konstruieren nun Kriimmungskegelschnitte ¢; und ¢, von k; und k,, die durch
einen beliebigen Punkt U von u gehen und in diesem Punkt eine O nicht enthaltende Ebene
7 berithren. Durch diese beiden Kegelschnitte und die Gerade m kénnen wir eine Fliche
zweiter Ordnung ¥, legen, die als eine geradlinige Fliche, deren Erzeugendensystem die
Gerade m enthilt, aufgefasst werden kann. Die beiden Flichen ® und W', besitzen, da ihre
Schnitte mit den Ebenen «, p und u, ¢ dieselben Kriimmungselemente haben, dasselbe
Kritmmungselement mm,m,, ww,w,. Jede Ebene durch # schneidet dann W', in einem
Kriimmungskegelschnitt der Schnittkurve mit ®. Geht die Ebene speziell durch m oder
durch s so entartet der Kegelschnitt in Geraden, da die Kriimmung 0 wird. Wir sagen, dass
die Fliche ¥, die Fliche ® im Punkte O oskuliert. Sind m und s von einander verschieden, so
ist ¥, eine allgemeine nicht-konvexe Fliche zweiter Ordnung. Fiir zusammenfallende m
und s ergibt sich eine Kegelfliche. Es gibt oo® solche oskulierenden Flichen zweiter Ordnung.

Sind m und s von einander verschieden, so schneidet die Tangentialebene w die
Fliache @ in einer Kurve, deren Tangente im Punkte O die Gerade s ist. Die Gerade m’
schneidet ndmlich w in einem auf s’ liegenden Punkt, der fir m’—m und s’ —s gegen O
konvergiert.

8.2. Ersetzt man die der Kurve k, zugeordnete Funktion @ =y (7") durch eine an-
dere i. p. ordinéire Funktion @ =*(1"), so entsteht ein anderes abgeleitetes Element
0Q1Q3, das im allgemeinen nicht mit 0Q, @, iquivalent ist. Es entsteht zugleich eine andere
Fliche ®@* durch &, und %, mit einer von m verschiedenen Erzeugenden m* durch O.
Wihlt man dieselben Kriitmmungskegelschnitte ¢, und ¢, wie oben, so erhilt man eine
neue zu ®* gehérende oskulierende Fliche W3, die durch m* geht und zu dem durch ¢, und
¢; bestimmten Flachenbiischel gehort.

Dieses Flichenbiischel schneidet die Tangentialebene w in Erzeugenden m* und
Haupttangenten s*, die sich in einer Involution, in der p und ¢ einander zugeordnet sind,
entsprechen, was der Ausartung der Fliche in die Ebenen 7; und 7, entspricht. Die In-
volution ist elliptisch oder hyperbolisch, je nachdem alle Flichen des Biischels nicht-
konvex sind oder nicht. Diese beiden Méglichkeiten liegen vor, je nachdem die Kurven
k, und %, in der Umgebung von O auf entgegengesetzten Seiten oder derselben Seite von w
liegen. Im letzten Fall gibt es in der Involution reelle Doppelstrahlen d, und dy, und in diesen
Richtungen arten die oskulierenden Flichen in Kegelflichen aus. Die Geraden.d, und d,
sind mit den Tangentialrichtungen p und ¢ harmonisch verbunden, und aus ihren Schnitt-

punkten mit 7, den Scheiteln der entsprechenden Kegel, wird ¢, in ¢, projiziert.
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Die Involution in @ ist offenbar unabhingig von dem Element (U, 7), da die Erzeu-
gende m* und die Haupttangente s* der Fliche ®* zusammengehérige Geraden sind. Die
Doppelstrahlen d, und d, haben dann dieselben Eigenschaften wie die Punkte in der in
7.1 behandelten Halphenschen Hauptebene. Fiir jeden Punkt C von d, oder d, (abgesehen
von dem Punkte O) haben die projizierenden Kegel C(k,) und C (k,) lings der Erzeugenden
CO dieselbe Kriimmung. (Siehe [2].)

8.3. Es seien nun k, und %, speziell ebene konvere Kurven, die in der Umgebung von
O auf derselben Seite von  liegen. Auf jeder der beiden Kurven betrachten wir einen von
O ausgehenden Bogen. Durch solche Bogen k, und %, kann man genau eine abwickelbare
Flache (Tangentenfliche) legen, wobei die Tangentialebenen dieser Flache durch die
Tangenten p’ und ¢’, die von einem gegen O konvergierenden Punkt O’ auf der Geraden
u ausgehen, bestimmt sind. Die Ebene p’, ¢’ schneidet w in einer Geraden d’, von der wir

zeigen werden, dass sie fiir O'— O gegen eine der Geraden d, oder d, konvergiert (Fig. 14).

U

Fig. 14.

Die Ebene 7 durch den Punkt U auf u schneide w in einer Geraden v. In der Ebene
7, legen wir nun einen Kegelschnitt ¢; der w in O und 7 in U beriihrt und zugleich p’ zur
Tangente hat. Entsprechend legen wir einen Kegelschnitt ¢, in der Ebene 7,. Diese Kegel-
schnitte gehen aus einander durch Zentralprojektion vom Schnittpunkt S’ von d’ mit v
aus hervor.

Fiir O’ — O konvergieren nun p’ und ¢’ gegen p und ¢, wihrend c; und ¢; gegen die durch
das Element (U, 7) bestimmten Kriimmungskegelschnitte ¢, und ¢, von k&, bzw. k, kon-



138 FR. FABRICIUS-BJERRE

vergieren. Die Kegelfldche durch ¢; und ¢; mit dem Scheitel 8’ konvergiert gegen eine Ke-
gelfliche durch ¢, und ¢,, d.h. der Punkt S’ muss gegen den Schnittpunkt von » mit der-
jenigen der Geraden d, und d, konvergieren, die nicht in dem durch die Halbtangenten in
O an die Bogen k, und &, bestimmten Winkelraum liegt. Die Gerade d’ muss gegen die hier-
durch bestimmte Gerade d, oder d, gehen.

Durch die Kurven ky und k, kann man somit zwei abwickelbare Flichen legen, deren
durch O gehende Erzeugende genau die Geraden d, und d, sind. Fiir solche Flichen fillt die

Haupttangente mit der Erzeugenden in O zusammen.

8.4. Wenden wir das Dualititsprinzip auf die obigen Betrachtungen an, so finden wir
eine Bestimmung der Tangenten an die Schnittkurve zweier konvexer Kegelflichen, die eine
gemeinsame Tangentialebene haben, deren in dieser Ebene gelegene Erzeugenden aber einen
von den Scheiteln verschiedenen Punkt D gemeinsam haben. Die Kegel sollen auf derselben
Seite der gemeinsamen Tangentialebene liegen und schneiden sich dann in einer Raumkurve,
auf der D Doppelpunkt mit Doppelpunktstangenten, die mit den Erzeugenden durch D
harmonisch verbunden sind, ist. Legt man zwei Kriimmungskegel der gegebenen Kegel-
flichen lings der Erzeugenden durch D derart, dass sie eine beliebig gewihlte Ebene durch
die Gerade, die die Kegelscheitel verbindet, beriithrt, so schneiden sich diese Kegel, die
zwei gemeinsame Tangentialebenen haben, in zwei Kegelschnitten, deren Tangenten in

D die Doppelpunktstangenten sind.

§ 9. Kriimmung lings einer Erzeugenden einer geradlinigen Fliche

9.1. Wir betrachten in diesem Paragraphen zwei Raumkurven %, und k,, die speziell
eben sein kénnen, in allgemeiner Lage. Wie oben denken wir uns die Abbildungen P’ =
@(1”) und Q" =y (T") auf k, bzw. k, gegeben, aber hier nehmen wir an, dass P und @ ver-
schiedene Punkte sind. Die Gerade m’ = P'Q’ erzeugt eine geradlinige Fliche, die wir mit
® bezeichnen wollen. Fiir 7' — T konvergiert m’ gegen die Erzeugende m = PQ. Im folgen-
den setzen wir voraus, dass die Funktionen ¢ und y infinitesimal projektiv und ordinir
sind, so dass es zu den Punkten P’ und @’ ordinire Elemente PP, P, und QQ,Q, gibt, die
auf den Tangenten p bzw. ¢ der Kurven k, bzw. k, in P bzw. Q liegen.

Wir wollen hier die beiden Hauptfille betrachten, wo die Tangenten p und ¢ entweder
A) windschief sind oder B) sich in einem von P und @ verschiedenen Punkte schneiden. Im

ersten Fall heisst die Erzeugende m regquliir, im zweiten Fall singulir.

A. Die Erzeugende m ist reguliir

9.2. Mit unseren fritheren Bezeichnungen folgt aus Gleichung (6.1) (8. 127), dass die
vier Geraden m = PQ, m' = P'Q’, m{ = P,Q; und mg = P;Q; Erzeugende desselben Systems
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Fig. 15 a. Fig. 15b.

einer Fliche zweiter Ordnung ¥; sind, die durch die gegen p und ¢ konvergierenden Sekanten
p' =PP und ¢’ =Q@" geht. Beim Grenziibergang 7" — T konvergiert diese Fliche offenbar
gegen die Fliche zweiter Ordnung X,, die durch die drei windschiefen Geraden m, m, = P, Q,
und m, = P,Q, bestimmt ist und die Tangenten p und ¢ enthilt.

Wir betrachten die auf X, liegende Erzeugende 7/, die durch einen beliebigen Punkt
R auf m geht und von m verschieden ist. Diese Erzeugende schneidet die vier oben genann-
ten Geraden in Punkten B, R’, R;, R, und diese Gruppe ist projektiv zu den entsprechenden
Punktgruppen auf p’ und ¢’. Fir T"— T konvergiert »’ gegen die Erzeugende r auf X,
durch R (r £m), und zu R’ gehoért offenbar ein abgeleitetes Element R R, R,, wo R, und
R, die Schnittpunkte von r mit m, bzw. m, sind. Bezeichnet S’ einen weiteren Punkt auf
m/', der gleichfalls gegen R konvergiert, so strebt RS’ einer Grenzlage in der Ebene m, r zu,
und zu 8’ gehort ein abgeleitetes Element R S;8,. Dabei sind S, und S, zusammengehérige
Punkte in derjenigen Elation in der Ebene m, r, die die Achse m und das Zentrum R hat
und in der R, dem Punkte R, entspricht.

Hieraus folgt, dass die Fliche @ im Punkte R die Tangentialebene o = m, r, also dieselbe
Tangentialebene wie X, hat. Die Fliche ® hat dann ebenso wie Z, lings m ein Biischel
von Tangentialebenen, das zur Reihe der Berithrungspunkte projektiv ist. Ferner sehen wir,
dass alle abgeleiteten Elemente der Punkte auf m’' in einer biaxialen Kollineation mit
zusammenfallenden Achsen (einer axialen Elation), in der m, der Geraden m, entspricht

und m die Achse ist, zusammengehéren.
9.3. Wir setzen nun ausserdem voraus, dass k, und &, in P bzw. @ ordinére Kriimmung

haben und dass die Schmiegebenen 7, und 7, nicht mit den Tangentialebenen m, p und

m, q in diesen Punkten zusammenfallen. Dann kénnen wir den folgenden Satz beweisen:
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Sarz 9.1. Jeder cbene Schnitt der Fliche ® hat eine bestimmie Kriimmung im Schnitt-
punkt mit der Erzeugenden m. Es gibt eine Fliche zweiter Ordnung Wy, die in jedem Punkt von
m oskulierende Fliche von ® ist.

Von dem Punkte R aus projizieren wir die Kurven &, und k, in eine Ebene y. Die
Spur von m in u sei 0. Unter den gemachten Annahmen haben die Projektionen von k;
und %, ordindre Krimmung in O, und es entstehen die in 6.6 beschriebenen Lageverhalt-
nisse. (Vgl. Fig. 12.) Wir betrachten nun die Ecke mit dem Scheitel E. Konvergiert die
variable Ebene o’ = R, m’ gegen die Tangentialebene p im Punkte R, so ergibt sich aus den
Betrachtungen in 6.6, dass es in g eine Charakteristiklinie, nimlich die Haupttangente
sg, sowie ein zur Ebene o’ gehoriges Element pg,p, gibt. Es existiert also im Punkte B
ein Kriimmungselement der Fliche @ (s. 8.1), und jeder durch R gehende ebene Schnitt von
@ hat somit eine bestimmie Kriimmung. Dies gilt fiir jeden von P und @ verschiedenen
Punkt R von m und also auch fiir P und @ selbst. Hiermit ist der erste Teil von Satz 9.1
bewiesen.

Zum Beweise des zweiten Teils betrachten wir eine Fliche zweiter Ordnung Vs, die
® in den Punkten P, @ und R beriihrt und zugleich die Gerade m’ enthilt. Eine solche
Flache ist eindeutig bestimmt und beriihrt @ in jedem Punkt von m. Die Ebene o’ = R, m’
schneidet die Tangentialebene g in einer gegen sz konvergierenden Geraden sz, die zugleich
Erzeugende von ¥ ist. Entsprechendes gilt in den Punkten P und @, und ¥ konvergiert
dann fiir m’'—m gegen die durch die Haupttangenten sp, sq und sz bestimmte Fliche
Y,. Alle Haupttangenten in Punkten von m liegen auf ¥, und gehoren zu demselben Er-
zeugendensystem.

Die hierdurch bestimmte Fliche zweiter Ordnung ¥, oskuliert @ in jedem Punkt von
m. Eine beliebige Ebene y durch R schneidet namlich die Fliche ¥'; in einem Kegelschnitt
¢/, der g in R beriihrt und durch den gegen R konvergierenden Schnittpunkt R’ von y und
m’ geht. Fiir m'—>m konvergiert ¢’ gegen den Kegelschnitt ¢, in dem y die Fliche ¥,
schneidet, und dieser ist ein Kriimmungskegelschnitt der Schnittkurve von y und .
Hiermit ist Satz 9.1 vollstindig bewiesen.

‘Wir wenden uns nun dem zweiten Fall zu.

B. Die Erzeugende m ist singuliir

9.4. In diesem Fall liegen die Tangenten p und ¢ in derselben. Ebene o und schneiden
sich in einem Punkt U. Wir setzen voraus, dass k; und k, ebene Kurven sind. Die Schnitt-
gerade u der Ebenen 77, und 7,, in denen k, und %, gelegen sind, gehe durch den Punkt U
und liege nicht in der Ebene a.

Wir betrachten hier den allgemeinen Fall, wo m’ und m wihrend des Grenziiberganges
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Fig. 16 a. ’ Fig. 16 b.

m’ —>m windschiefe Geraden sind. Wir wihlen die Punkte P; und @ als Schnittpunkte von
p' bzw. ¢’ mit der Geraden u, so dass sie beide beim Grenziibergang gegen den Punkt U
konvergieren. Die Gerade my fillt also mit » = m, zusammen, wiahrend m; = P;Q; gegen
eine in der Ebene o gelegene Gerade m, = P,Q, konvergiert. Die Gerade m,; schneidet
m in einem Punkt M, der auch hier als Charakteristikpunkt bezeichnet wird (Fig. 16a und b).

Durch einen beliebigen Punkt R auf m legen wir wie oben die Gerade ', die m’ in R’,
m, in R; und w =mg in R, schneidet. Tst R nicht gerade der Charakteristikpunkt M, so kon-
vergiert r’ fiir m' —m gegen eine Gerade durch R, die die Geraden m, und u schneidet, also
gegen die Gerade RU, und der Punkt R; konvergiert gegen den Schnittpunkt von r, mit
m,. Hieraus folgt, dass die Fliche © die Tangentialebene o im Punkt R hat, und dass zu R’
das Element R R, U gehort.

Ist R speziell der Punkt M, so kénnen wir aus dem obigen nur schliessen, dass eine
eventuelle Grenzlage von ' die Gerade u schneiden muss. Setzen wir weiter voraus, dass
@ eine bestimmte Tangentialebene im Punkte M hat (die die Gerade m enthiilt), so schnei-
det diese Ebene u in einem Punkt R,, so dass 7’ gegen die Gerade R R, konvergiert. Gleich-
zeitig konvergiert R; gegen den Punkt M, so dass in diesem Fall auf r, ein Nullelement
bestimmt wird. Unabhéngig davon, ob die Ebene « oder eine andere Ebene Tangentialebene
der Fliche ® im Punkte M ist, sind die Verschiebungen von einer singuliren Erzeugenden
aus dieselben, als ob m’ in der Tangentialebene « lige. Projizieren wir die Geradenschar
m’ von einem Punkt C aus in eine Ebene, so wird M offenbar fiir jede Lage von C (ausser-

halb «) in den Charakteristikpunkt der Projektion von m projiziert.

9.5. Wir setzen nun voraus, dass die Kurven k, und k, ordindre Kriimmung in den
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Fig. 17 a. Fig. 17 b.

Punkten P bzw. ) haben, und wollen zeigen, dass jeder ebene Schnitt von @, der den Punkt
M nicht enthilt, in dem Schnittpunkt der Ebene mit m eine bestimmte Kriimmung hat.
Dagegen gibt es, im Gegensatz zum Fall der reguliren Erzeugenden, keine oskulierende
Flache ¥, lings der Erzeugenden m.

Wir zeigen zunichst, dass die Gerade m selbst Haupttangente der Fliche in den
Punkten P und @ ist. Projizieren wir die Gerade m’ = P’'Q)’ z.B. von P aus auf die Ebene 7,,
die k, enthilt. Der Punkt @’ bleibt liegen, und P’ wird in einen Punkt P” auf der Geraden
u projiziert, der gegen U konvergiert. Beim Grenziibergang m'—m hat ¢ das Element
@Q, U, wihrend P” ein auf u gelegenes ordinidres Element hat (ein Element zweiter Ord-
nung von k, in P), da k, ordindre Kriimmung in P hat. In der Ebene 7, liegt dann der in
6.4 betrachtete Fall vor, da die Kurve k, hier die Gerade u wird, wihrend die Tangente an
k, in @, nimlich die Gerade QU =¢q, durch U geht. Da sowohl @’ als auch P” ordinére
Elemente haben, ist der Punkt ¢ Charakteristikpunkt, d.h. die Ebene Pm’ hat die Gerade
PQ = m zur Charakteristiklinie; ® hat also m zur Haupttangente in P. Aus den Uberlegungen
in 8.1 folgt, dass jeder nicht enthaltende Schnitt durch P in P ordindre Kriimmung hat;
zusammengehorige Kriimmungskegelschnitte liegen auf einer Kegelfliche, deren Scheitel

auf m liegt.

9.6. Wir zeigen weiter, dass die Ebene R, u die Fliche @ in einer Kurve k schneidet,
die in R ordinire Krimmung hat, wobei wir jedoch R als vom Charakteristikpunkt ver-
schieden voraussetzen. Durch einen festen Punkt V auf « und durch die Gerade m; legen
wir eine Ebene, die o in der Geraden 7i; schneidet. Auf 7y liegen die Spuren Pi, O und
R; der Geraden VP;, VQ; und VR; (Fig. 17a). Auf der Geraden V P; bestimmen wir

einen Punkt P;,, derart dass _ ,
P PP,V A PP’ P,P;. (9.1)
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Setzen wir voraus, dass k; in P ordindre Kriimmung hat, so konvergiert P;; beim
Grenziibergang gegen einen Punkt P, auf der Geraden V P,, und wir kénnen PP, U, pp, p,
mit p, = PP, und p, = PV als Kriimmungselement wihlen. Der durch das Geradenele-
ment (V, u) bestimmte Kriimmungskegelschnitt von k, in P enthilt dann gerade den Punkt
Py,. (Vgl. Fig. 4a und b.)

In entsprechender Weise bestimmen wir auf der Geraden V Q, einen Punkt Q;; derart,
dass _

Q1101 V A QQ Q1@ (9:2)
wo Q; gegen einen Punkt @, auf der Geraden V@, konvergiert. Aus den Gleichungen
(9.1) und (9.2) geht hervor, dass die Geraden 7y =PIQ{, m) = P1Q: und my, =P, Qn
durch denselben Punkt O; gehen.

Die Gerade mq; schneidet die Gerade V R; in einem Punkt Ry, fiir den

RiR{R;;V A RR RR, (9.3)

gilt, da die drei rechten Seiten und die drei linken Seiten der Relationen (9.1), {(9.2) und (9.3)
projektive Gruppen bilden. Beim Grenziibergang konvergiert R; gegen R, und Ry gegen
den Schnittpunkt R,; von m; mit der Geraden V R,. Die Kurve k hat daher eine bestimmte
ordinire Kriimmung in R mit dem Krimmungselement RR,U, rryr, wobei r; = B R,
und r,= RV ist, und es gibt einen Kriimmungskegelschnitt durch (R, r), (V, u) und
den Punkt R,,. Hieraus folgt, wenn wir noch die letzten Bemerkungen in 9.5 in Betracht

ziehen,

Sarz 9.3. Hat die Fliche ® die singulire Erzeugende m, so hat jeder Schnitt mit einer
Ebene, die den Charakteristikpunkt nicht enthilt, eine bestimmie Kriimmung im Schnittpunkt
mit m.

Der obengenannte Punkt O; konvergiert gegen den Schnittpunkt O, von m,; und m,
(m;; und «). Den zugehérigen Punkt O auf der Erzeugenden m nennen wir den Nullpunkt.
Schneiden wir ® mit der Ebene u, O, so erhalten wir eine Kurve mit der Krimmung
null im Punkte O.

Aus Fig. 17b geht hervor, dass die Kriimmungen in jedem von dem Charakteristik-
punkt M verschiedenen Punkt festgelegt sind, wenn M, der Nullpunkt O sowie die Kriim-
mung in einem einzigen dritten Punkt gegeben sind.

Projiziert man von dem Punkte M aus die durch das Element (V, #) bestimmten Kriim-
mungskegelschnitte ¢p, cq, ... in die Ebenen u, P; u, @; ..., so entsteht ein Biischel von
Kegelflichen zweiter Ordnung M (¢p), M (cq), ..., das sich als zur Punktreihe P, @ ... pro-

jektiv erweist. Die Kegelflichen beriihren namlich alle die Ebene « lings der Erzeugenden
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m und die Ebene M, u lings der Geraden M V, und sie werden von der festen Ebene V, m,,
in den Erzeugenden M P;;, MQ,,, ... geschnitten, die ein zur Punktreihe projektives Ge-
radenbiischel bilden. Da jeder einzelne Kegelschnitt cp, ¢o, ... durch Schnitt des genannten
Biischels von Kegelflichen mit dem dazu projektiven Ebenenbiischel u, P; u, @; -+ ent-
steht, liegen diese Kegelschnitte auf einer algebraischen Fliche dritter Ordnung. Diese
Fliche enthalt die Gerade » und beriihrt die Ebene « lings der Geraden m, und sie enthalt
gleichzeitig die Gerade m,;. Durchliuft m, das Geradenbiischel mit dem Scheitel M, so
entspricht jeder Lage von m, eine Gerade m,, auf der kubischen Fliche. Diese ist also
geradlinig und wird von m,, erzeugt.

Fallen speziell die Punkte M und O zusammen, so liegen die genannten Kegelschnitte
auf einer Kegelfliche zweiter Ordnung mit dem Scheitel M = O. Dieser Kegel ist oskulierende

Kegelfliche von @ lings der ganzen Erzeugenden m, abgesehen von dem Punkte M = 0.

§ 10. Variable Dreiecke

10.1. In § 2 haben wir abgeleitete Elemente fiir einen variablen Punkt P’ mit dem Grenz-
punkt P eingefiihrt, wenn eine i. p. Funktion P’ =@ (7") gegeben war, wo 7" lings einer
Parameterkurve gegen 7 mit einem gegebenen abgeleiteten Element 7' 7', T', konvergiert.
Das Element PP, P, kann, wie in 2.3 erwiihnt, als projektiver Reprisentant der infinitesi-
malen Verschiebung PP’, d.h. einer infinitesimalen Strecke, deren einer Endpunkt fest
ist, aufgefasst werden. Wir wollen nun diese Darstellung so erweitern, dass sie auch fiir
infinitesimale Strecken P’P”, bei denen beide Endpunkte variieren, gilt.

Wir nehmen an, dass das Punktepaar P’'P” eine Funktion von 7" ist, P'P" =g (1"),
und zwar so, dass fiir 7" — T die Punkte P’ und P” gegen denselben Punkt P und die Gerade
p' =P’'P" gegen eine Gerade p durch P konvergieren. Wir wihlen nun wie frither Hilfs-
punkte T, T, T, und T, fir 7’ und ebenso auf p’ und p Hilfspunkte P; und P,. Der
Punkt P; auf p’ wird dann durch die (2.1) entsprechende Relation

P'P'PIP,ATT T\ T, (10.1)
bestimmt, und wir nehmen an, dass P; fiir 7"— T gegen einen Punkt P, (auf p) konver-
giert. Wir finden dann fiir das Punktepaar (den infinitesimalen Vektor) P’P” den projek-
tiven Reprisentanten PP, P,.

Ist dieses Element ordinir, so kann es nach den in § 2 genannten Regeln abgeindert
werden, und alle friiheren Bezeichnungen sowie die in 2.2 genannten Sitze werden auf
unseren Fall iibertragen. Aus der Formel (2.6) entsprechenden Relation findet man,

dass die Existenz eines zu P’ P” gehérigen Elementes PP, P, im euklidischen Raum damit
gleichbedeutend ist, dass das Verhiltnis der infinitesimalen Strecken P’'P” und 77" fiir
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7" —T einen bestimmten Grenzwert hat (immer vorausgesetzt, dass die Gerade P’'P”
eine bestimmte Grenzrichtung hat).

Mit Hilfe des Dualitdtsprinzips findet man entsprechende Reprisentanten fiir in-
finitesimale Winkel zwischen Geraden oder Ebenen, deren Schnittpunkt bzw. Schnitt-

gerade eine bestimmte Grenzlage hat.

10.2. Wir wollen unsere Betrachtungen auf ein variables Dreieck A’ B'C’ anwenden, des-
sen Lage von dem Parameterpunkt so abhingt, dass fiir 7" — T alle Ecken gegen einen
festen Punkt O und die Ebene w’ =4’ B’ C’ gegen eine Ebene w durch O konvergiert. Ein
Beispiel haben wir in dem in 6.2 genannten Dreieck OP’Q)’ (wo allerdings die Ecke O fest
liegt).

In der Ebene w wihlen wir eine feste Gerade u, die nicht durch O geht, und in o’
eine gegen u konvergierende Gerade «’. Die Schnittpunkte der Seiten o’ = B'C’, b’ =" 4’,
¢’ = A’ B’ mit der Geraden ' bezeichnen wir mit Pj, Q; und R,. Auf o', b’ und ¢’ bestimmen
wir nun Punkte Pi, Q; und R; so, dass

A'B'RiRy K A'C’'QiQ: A C' B'P,Py (A TT T;Ty). (10.2)

In dieser Weise entsteht Fig. 18a, wo wegen (10.2) die Gerade P; R; durch ¢; und die Gerade
Q1 R: durch P; geht. ’
Nehmen wir nun an, dass die Seiten @', b’ und ¢’ bestimmte, von einander verschiedene
Grenzrichtungen ‘e, b und ¢ haben, so haben offenbar alle drei Seiten ein abgeleitetes
Element, wenn dies fiir eine der Seiten gilt; der Zusammenhang geht aus Fig. 18b hervor.

Haben zwei der Seiten Grenzrichtungen und. projektive Repriisentanten, so hat auch die
10 — 563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 7 mars 1956,
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dritte Seite eine Grenzrichtung und einen projektiven Reprisentanten. In beiden Fillen
liegt eine Erweiterung von Satz 6.1 vor.

Sehen wir « als unendlich ferne Gerade in einer affinen Ebene an, so zeigt Fig. 18b die
Addition der affinen infinitesimalen Vektoren: 4'C’' +C' B’ = A’ B’; wir konnen daher
sagen, dass Fig. 18b eine projektive Verallgemeinerung dieser Vektoraddition darstellt.

Fallen zwei Richtungen, z.B. die Geraden b und ¢ zusammen, wihrend a von dieser
Richtung verschieden ist, so gehért zu 4’C’ und A’ B’ dasselbe Element, wiahrend P, in

den Punkt O fillt, so dass B’ C’ durch ein Nullelement (einen Nullvektor) repriasentiert wird.

§ 11. Abbildung von Flichen

11.1. Die Fliachen, die wir im folgenden betrachten, sollen eineindeutige und stetige
Bilder von ebenen Gebieten sein. Auf jeder dieser Flichen @ soll es zwei Kurvenscharen
geben, von denen jede die Fliche iberdeckt und die die folgende Eigenschaft haben:
Keine zwei Kurven derselben Schar haben einen Punkt gemeinsam, wihrend zwei Kurven
aus verschiedenen Scharen sich in einem und nur einem Punkt schneiden. In jedem Punkt
der Fliche sollen ferner die beiden durch ihn gehenden Kurven nicht zusammenfallende
Tangenten haben, und diese Tangenten sollen stetig mit dem Punkte variieren. Die Kurven
dieser beiden Scharen werden im folgenden die Parameterkurven von ® genannt.

Sind diese Bedingungen erfillt, so kann man zeigen ([5], S. 177 oder [7], S. 6), dass
die genannten Tangenten cine Tangentialebene der Fliche @ in dem betreffenden Punkt
bestimmen. Diese Tangentialebene enthilt die Tangenten an simtliche Kurven der Fliche
durch den Punkt (und hingt stetig von ihm ab). Ferner liegt jede Grenzgerade einer Gera-
den durch zwei Flichenpunkte, die gegen den betrachteten Punkt konvergieren, in dieser

Tangentialebene.

11.2. Es sei O ein Punkt auf einer solchen Fliche ® und w die Tangentialebene in
O. Wir nehmen an, dass die durch O gehenden Parameterkurven k, und k, die Tangenten
p und ¢ in O haben. Es sei k, eine weitere Kurve durch O mit der von p und ¢ verschiedenen
Tangente r. Auf k; wihlen wir einen gegen O konvergierenden Punkt R’, und durch R’
legen wir die Parameterkurven k; und ks, die zusammen mit &, und k, ein Viereck OP’ R'Q’
bestimmen, dessen Ecken simtlich mit R’ gegen O konvergieren (Fig. 19a). Fir B'—0
haben die Seiten des Dreiecks OP’ R’ die voneinander verschiedenen Grenzrichtungén
p, ¢ und r; wihlt man ein zu OR’ gehériges Element O R, R,, so ergeben sich gemiss
§ 10 zu OP’ und P’ R’ gehorige projektive Reprisentanten O Py P, und 0Q;@Q,, deren gegen-
seitige Beziehung aus der Fig. 18b entsprechenden Fig. 19b hervorgeht. In dieser Figur
liegen die Punkte R,, P, und @, auf einer beliebigen, O nicht enthaltenden Geraden u in
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Fig. 19 a. Fig. 19 b.

w, und P, R, geht durch @,, wihrend @, B, den Punkt P, enthilt. Die Seiten des infinitesi-
malen Dreiecks O R’'Q’ haben dieselben Grenzrichtungen wie die Seiten von OP' R’, und
man erhélt somit dieselbe Reprisentantenfigur wie fiir das erstgenannte Dreieck.

Weiter sehen wir, dass die Gerade P’'Q)’ eine bestimmte Grenzrichtung s und die Seite
P’'Q’ einen Reprisentanten 08,S, hat, da die Seiten OP’ und 0Q’ bestimmte Grenzrich-
tungen und die Reprisentanten O P, P, und 0@, @, haben. Aus Fig. 19b ist die Konstruktion
von s und dem Element 08,8, ersichtlich. Man bemerkt, dass die Geraden r und s mit p
und ¢ harmonisch verbunden sind.

Fig. 19b gibt somit den Zusammenhang zwischen den Reprisentanten der Seiten

und der Diagonalen des infinitesimalen Vierecks OP' R'Q’.

11.3. Wir betrachten nun @ als ,,Parameterfliche und bilden sie durch die Funktion
R’ = g(R’) auf die Fliche ® so ab, dass der Punkt O in den Punkt O iibergeht. Die Abbil-
dung sei in O stetig; ausserdem seien die folgenden Bedingungen erfillt:

1) Die beiden Scharen der Parameterkurven auf ® werden auf die beiden Scharen der
Parameterkurven auf @ abgebildet.

2) Die Abbildungen der Parameterkurven k, und k, durch O sind in O infinitesimal
projektiv. ’ : :

Sind diese Bedingungen erfiillt, so nennen wir die Abbildung B’ = @ (R') infinitessmal
projektiv in O. Sind beide in 2) betrachteten Abbildungen ordinir, so heisst auch ¢ ordindr.

Im folgenden wollen wir nur ordindre Abbildungen untersuchen.
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Die oben betrachtete Kurve k,, die in O die Tangente  hat, wird auf eine Kurve
k, durch O abgebildet. Diese Abbildung betretfend beweisen wir den folgenden

Satz 11.1. Die Kurve k; wird im Punkte O infinitesimal projektiv und ordinir auf die
Kurve kg abgebildet.

Die Kurven k, und k, gehen in die Kurven %, und %, iiber, die in O die Tangenten 7 und
g haben. Da diese Abbildungen in O ordinir sind, werden die Punkte P’ und @’ auf Punkte
P’ und @' abgebildet, die von O verschieden sind, wenn R’ geniigend nahe bei O liegt.
Die Parameterkurven durch P’ und @' schneiden sich in dem R’ entsprechenden Punkt
R’, und dem Viereck OP’ R'Q’ auf ® entspricht dann das Viereck OP’ B'Q’ auf ®. Wir
wollen nun zeigen, dass das Viereck auf ® fir R'—0 eine Reprisentantenfigur besitzt,
die dasselbe Aussehen wie Fig. 19b hat.

Die Seiten OP’ und 0@’ haben auf den Tangenten p und 7 gelegene Reprisentanten
OP,P, und 0Q,Q,, fir welche P, und @, auf einer beliebigen Geraden # in @ liegen. Die
Seite P'Q)" hat dann auch einen auf einer Geraden 5 gelegenen Reprisentanten 08, §,, wo
S, auf @ liegt. Fiir das Dreieck P'Q’ B’ findet man dieselben Grenzrichtungen der Seiten
wie fiir das Dreieck OP'Q’, und man kann also dieselbe Reprisentantenfigur benutzen.
Endlich haben die Seiten OP’ und P’ R’ des Dreiecks OP’ R’ bestimmte Grenzrichtungen
und Reprisentanten. Daher hat auch die Gerade O R’ eine bestimmte Grenzrichtung, und
es gibt einen Reprisentanten O R, R, des infinitesimalen Abstandes O R’. Wir sehen, dass
wir eine mit Fig. 19b iibereinstimmende Figur erhalten, wobei wir aber hier im Gegensatz

zu dem obigen die Gerade 5 vor der Geraden # finden.

P R
B E
0 r Rz 0 r _z
Ql u 61 u

S

@,

Fig. 20.

Was die Beziehung zwischen den abgeleiteten Elementen O R, R, und O R, R, angeht,
bemerken wir folgendes. Wir haben die Referenzgeraden » und 4 frei in @ bzw. @ gewihlt.
Dadurch sind P,, @,, P, und @, festgelegt. Wihlen wir danach in w ein Element O R, R,,
wo R, auf r liegt, so erhalten wir die Punkte P, und @,, die durch die Abbildung von k,
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und k, in P, bzw. @, iibergefithrt werden. In der Ebene & finden wir dann R, als Schnitt-
punkt von P,@, und @,P,, wodurch die Gerade 7 und der Punkt R, bestimmt ist. Da zu-
sammengehorige Punkte P, und P, (@, und @,) projektive Punktreihen auf p und P
(¢ und §) durchlaufen (s. S. 115), entsprechen sich offenbar O R, R, und O B, R, in der Kol-
lineation zwischen den Ebenen w und @, die durch Vorgabe eines Systems zusammengehori-
ger Elemente OP,P,, 0Q,Q, und OP,P,, 0Q,Q, oder nur durch entsprechende Vierecke
P,P,Q,Q, und P,P,(,Q, bestimmt ist.

Die Geraden » und 7 durchlaufen projektive Geradenbiischel. Durchlauft R, einen
Kegelschnitt in w, in bezug auf welchen « die Polare des Punktes O ist, so durchliuft
R, den entsprechenden Kegelschnitt in @. Sind w und & speziell affine Ebenen mit den
unendlich fernen Geraden « und @, so findet man die gewéhnliche affine Beziehung zwischen

den von O und O ausgehenden abgeleiteten Vektoren in den Ebenen w und @.

11.4. Bilden wir die- Parameterfliche ® durch die Funktionen R’ =g (R’) und
R* = @*(R') auf zwei Flichen ® und O* ab, wobei O in die Punkte O und O* mit den
Tangentialebenen & und w* ubergeht, so kann man die Geradenkongruenz, die aus den
Geraden R’ R* besteht, untersuchen. Entscheidend fiir die Eigenschaften dieser Kongruenz
in der Umgebung der Geraden O O* ist die Projektivitit, die zwischen den Ebenenbiischeln
mit der Achse O O* besteht und die durch die projektiven Geradenbiischel, die die Geraden
7 und r* durchlaufen, bestimmt ist. Mit Hilfe der Resultate des vorigen Paragraphen iiber
geradlinige Flidchen kénnten wir Sitze iiber die Geradenkongruenz aufstellen. Wir wollen

jedoch nicht ndher auf diese Untersuchungen eingehen.

11.5. Der oben betrachteten Fliche @ entspricht dual ein System von oc? Ebenen,
die zu den in 11.1 genannten duale Eigenschaften haben. Im allgemeinen sind diese Ebenen
wieder Tangentialebenen einer Fliche ®. Der Tangentialebene w an ® im Punkte O ent-
spricht nun der Charakteristikpunkt O in der ,, Tangentialebene** & an die Fliche ®. Dual
zu der oben betrachteten infinitesimal projektiven Abbildung kann man hier einen gegen
O konvergierenden Punkt R’ auf eine gegen & konvergierende Ebene g’ abbilden. Einem
Element O R, R, auf einer Geraden r entspricht dann ein Element &3, g,, das aus drei Ebe-
nen besteht, die die # entsprechende Gerade 7 enthalten. Wihlt man in w eine beliebige
Referenzgerade « und eine entsprechende Gerade @ durch 0, so sind die Punkte in w und
die Ebenen durch O einander in einer Korrelation zugeordnet, bei der u der Geraden @
entspricht.

Im nichsten Paragraphen werden wir uns mit dem Spezialfall beschéftigen, wo die

Flichen ® und @ zusammenfallen.
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§ 12. Kriimmung in einem Punkt einer heliebigen Fliche

12.1. Fiir eine ebene Kurve haben wir oben die Begriffe Punkt- und Geradenkriim-
mung eingefiihrt; wir wollen noch einen Kriimmungsbegriff, nimlich die sogenannte In-
cidenzkriimmung definieren. Wir setzen voraus, dass die Kurve k in dem betrachteten
Punkt P die Tangente p, in einem gegen P konvergierenden Punkt P’ eine gegen p konver-
gierende Tangente p’ hat, und dass ferner der Schnittpunkt von p mit p’ fir P’ — P gegen
P konvergiert. Man kann dann in der Umgebung von P die Abbildung der Kurve auf sich
betrachten, indem man dem Punkt P’ die Tangente p’ zuordnet. Nehmen wir an, dass
die Abbildung im Punkte P infinitesimal projektiv ist, so entstehen Krummungselemente
der Form PP, P,, pp,p,, und man spricht von der Incidenzkrimmung im Punkte P.
Fithren wir euklidische Metrik ein, so ist das zugehérige Grenzverhiltnis zwischen dem
Winkel (pp’) und dem Abstand PP’ identisch mit der gewohnlichen Kriimmung der Kurve
in P.

Was die Beziehungen zwischen den drei Kriimmungsbegriffen angeht, erwihnen
wir, dass fiir konvexe Kurven die Existenz einer beliebigen der drei Kriimmungen die
Existenz der beiden anderen mit sich fithrt [13].

12.2. Wir wollen nun eine analoge Abbildung der Fliche ® auf sich untersuchen,
wobei wir voraussetzen, dass diese sowohl die in 11.1 genannten als auch die dazu dualen
Eigenschaften hat. Es sei O ein Punkt der Fliche, w die Tangentialebene in 0. Wir wollen
nun in der Umgebung von O einen Punkt R’ auf die Tangentialebene ¢’ in diesem Punkt
abbilden; wir nehmen an, dass diese Abbildung ¢’ = @(R’) im Punkte O infinitesimal pro-
jektiv und ordiniir ist (vgl. 11.5). Die Fliche heisst in diesem Fall im Punkte O ordindr
gekriimmdt.

Konvergiert nun R’ lings einer Kurve & (mit der Tangente r in 0) gegen O, so konver-
giert o' gegen w, und es gibt eine r entsprechende Charakteristikgerade 7 durch O. Die
Kurve k zusammen mit den zugehérigen Tangentialebenen an @ heisst ein Flichenstreifen.
Zu diesem Fliachenstreifen gehort dann ein abgeleitetes Element O R, R, des infinitesimalen
Abstandes O R’ und ein abgeleitetes Element w g, g, des Winkels (wp’). Das Element O R, R,
ist ordindr und liegt auf », das Element w g, g,, das nach Satz 11.1 ebenfalls ordinir ist,
hat die Gerade 7 zur Achse. Das System OR, R,, w g, 0, heisst ein Flexionselement des
Flichenstreifens Punkte im O (vgl. [7], S. 9).

Wenn r und damit 7 variiert, entsprechen die Elemente O R, R, und w g, g, einander in
einer Korrelation, in der die Punkte in w den Ebenen durch O zugeordnet sind. Die Referenz-
punkte R, werden auf einer beliebigen Geraden u in @ und die Referenzebenen g, durch

eine beliebige Gerade % durch O gewiihlt. Die Korrelation ist durch Vorgabe der Flexions-
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elemente fiir die Richtungen der Tangenten p und ¢ an die Parameterkurven %, und k,
durch O festgelegt.

Fig. 21.

Die Korrelation kann analytisch dargestellt werden, wenn man homogene Punkt-
und Ebenenkoordinaten (x, y, z, ¢) und (X, ¥, Z, T) im Raume einfiihrt. Als Ecken des
Fundamentaltetraeders wihlen wir die Punkte O (0, 0, 0, 1), P, (1, 0, 0, 0) und @, (0, 1, 0, 0)
auf der Geraden u sowie einen beliebigen Punkt U (0, 0, 1, 0) auf der Geraden . Die
Geraden » und % sind somit gegeniiberliegende Kanten des Tetraeders, und die Ebene

o hat die Gleichung z = 0. Die Korrelation erhilt demnach die Form
X=a,x+a,y
Y=ayz+ayy (12.1)
Z = Gy t.
Einem Punkt in @ mit den Koordinaten (x, §, 0, y) entspricht dann eine Ebene durch

O mit der Gleichung
(@ + @15 B) 2 + (@0 + gy f)y + agy y 2 =0. (12.2)

12.3. Wir wollen die Kriimmung ebener Schnitte von ® untersuchen und nehmen also
an, dass die Kurve k in einer Ebene x4 durch @ (und r) liegt. Diese Ebene schneidet die
Tangentialebene ¢’ in R’ in der Tangente r’ von k in R’. Dann ist klar, dass die Kurve k
in O eine bestimmte Kriimmung (Incidenzkriimmung) mit dem Kriimmungselement O R, R,,
77,7, haben muss, wo r; und r, die Spuren der Ebene g in g, und g, bezeichnen. Speziell fillt
also die Gerade r, in die Gerade @. Sind r und 7 von einander verschieden, so ist die Kriim-

mung ordindr, im entgegengesetzten Fall erhilt man ein Nullelement.
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Da r eine beliebige Tangente an @ und # eine beliebige Gerade durch O ist, hat offenbar
jeder durch O gehende Schnitt der Fliche eine bestimmte Kriimmung in O.

Um die dem Punkte R, («, §, 0, 1) entsprechende Gerade r; zu bestimmen, findet man
zunichst die Gleichung der Ebene g, indem man =1 in (12.2) einsetzt. Danach schneidet

man diese Ebene mit der Ebene y =4, » wodurch man fiir 7, die Parameterdarstellung
T=pa, Yy=pf, ayz= —p(aye® + (a1, + an)af +ay ) (12.3)

erhilt. Hieraus geht hervor, dass sich das Kriimmungselement O R, R,, rr,7, nicht indert,
wenn man in (12.1) die Koeffizienten a,, und a,, durch ihren Mittelwert { (a,, + a5, ) ersetzt.
Die Korrelation (12.1) geht hierbei in eine Polaritdt iiber, da die Ebene (12.2) dann die
Polarebene des Punktes («, 8, 0, ) in bezug auf die Fliche

1 2% + Aoy Y* + (A + @) 2y + 204528 =0 (12.4)
ist.

Diese Fliche zweiter Ordnung V', hat dann die Eigenschaft, dass sie jede Ebene durch
die Gerade 4 in einem Kegelschnitt schneidet, der in O dieselbe Kriimmung hat wie die Schnitt-
kurve mit @.

Die Flache W', kann dann als eine Meusniersche Fliche fiir jede Tangentenrichtung
durch O aufgefasst werden, und man kann sagen, dass sie ® im Punkte O oskuliert. Die
Fliche geht durch den Punkt U und hat in diesem Punkt die Koordinatenebene © = U, u
zur Tangentialebene. Da U ein beliebiger Punkt der beliebig gewihlten Geraden % durch
0, und u eine beliebige Gerade in w ist, so ist also das Element (U, 7) ein beliebiges Element
im Raum, wo nur U nicht auf » liegen und 7 den Punkt O nicht enthalten darf.

Wir haben also gezeigt:

Sarz 12.1. Hat die Fliche ® ordindre Kriimmung im Punkte O, so kann man durch
ein beliebiges Element (U, 1) eine und nur eine Fliche zweiter Ordnung W, legen, die ® im

Punkte O oskuliert.

12.4. Wir haben oben erwiihnt, dass die Tangente r der Kurve k& im Punkte O und die
entsprechende Charakteristikgerade 7 durch die Korrelation (12.1) projektiv auf einander
bezogen sind. Die Doppelstrahlen dieser Projektivitiat sind gleichzeitig Doppelstrahlen der
von der Polaritit in w erzeugten Involution, nimlich die Geraden, in der die Fliche ¥, die
Tangentialebene o schneidet. Es scheint nicht leicht zu sein, einen geometrischen Beweis
dafiir zu filhren, dass die Projektivitit faktisch mit der Involution iibereinstimmt, d.h.
dass r und 7 konjugierte Geraden sind. Mit analytischen Hilfsmitteln kann man indessen
diese Behauptung beweisen (vgl. [7], S. 35).

Wir fithren im Raum eine euklidische Metrik und ein rechtwinkliges Koordinaten-
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system ein, dessen X Y-Ebene die Ebene « und dessen Nullpunkt O ist. In diesem
System kann ® durch eine Gleichung der Form z = F(z, y) dargestellt werden, wo gemiiss
den Voraussetzungen iiber @ in einer Umgebung von O stetig variierende partielle Ablei-
tungen ¥, und F, existieren. Es sei k, die in der X Y-Ebene gelegene Parameterkurve, und
ferner OP,P,, w m; m, das zugehorige Flexionselement, wenn der Punkt P’ ylé'mgs k, gegen
O konvergiert. Die XZ-Ebene schneidet dieses Element in einem Kriimmungselement von
k, in O; infolgedessen existiert die zweite Ableitung F__ in diesem Punkt. Entsprechend
schneidet die YZ-Ebene w 7, 7, in einem Element g g, g,. Dieses Element reprisentiert
den infinitesimalen Winkel zwischen der Y-Achse und der Geraden, in der die Y Z-Ebene
die Tangentialebene 7z’ in P’ schneidet. Es existiert dann ein bestimmtes Grenzverhiltnis
zwischen diesem Winkel und dem Abstand OP’, wenn P’ lings k, gegen O konvergiert.
Dies ist gleichbedeutend damit, dass im Punkte O die zweite Ableitung F, existiert. In
entsprechender Weise sieht man, dass im Punkte O Ableitungen F,, und F,  existieren.
Aber nach einem Satz der Analysis gilt dann F_, = F _ (s. z. B. Haupt-Aumann-Pauc,
Differential- und Integralrechnung, 2. Bd., S. 152, Berlin 1950).

Mit Hilfe dieser Relation zeigt man leicht in bekannter Weise, dass einander ent-
sprechende Tangentenrichtungen r-und 7 konjugiert sind. In den Gleichungen (12.1) gilt
somit @,, = a,, d.h. die betrachtete Korrelation ist in der Tat die oben genannte Polaritiit.
Abgesehen davon, dass es von Interesse ist, dass man die Existenz der Fliche ¥, ohne
Kenntnis des involutorischen Zusammenhangs zwischen den Richtungen r und 7 beweisen

kann, sind die Ausfithrungen in 12.3 also als tiberfliissig anzusehen.

12.5. Ist die betrachtete Abbildung der Punkte R’ auf die Tangentialebenen o’ in
der Umgebung von O eineindeutig, so kann man umgekehrt die Abbildung der Tangential-
ebenen o’ auf die Punkte R’ betrachten. Man findet dann fiir @ Resultate, die den oben
angegebenen dual entsprechen. Ein Flichenstreifen ist selbstdual, und einem Flexionsele-
ment, entspricht wieder ein Flexionselement, wobei man jedoch Punkte und Ebenen zu
vertauschen hat. Die Polaritit (12.1) bleibt dieselbe, und auch die Meusniersche Fliche
bleibt ungeéndert, nimlich die Fliche (12.4).

Wihit man also in der Tangentialebene w einer solchen Fliche @ einen beliebigen
Punkt C (ausserhalb der eventuellen Doppelstrahlen der Involution des Tangentenbiischels
durch 0), so hat die Kegelfliche mit dem Scheitel C, die ® umschrieben ist, den ent-
sprechenden W', umschriebenen Kegel I', zum Kriimmungskegel. Der Scheitel C und die
Ebene y, die den Berithrungskegelschnitt mit V', enthilt, sind Pol und Polare in bezug auf
¥',, entsprechen also einander in der Polaritit (12.1), und die Richtungen der Schnitt-
geraden 7 von y mit » und der Erzeugenden CO =7 sind konjugiert. Endlich schneidet

y die Fliche ¥, in einem Kritmmungskegelschnitt ihrer Schnittkurve mit @.
10+ — 563801.
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