
LIE-GRUPPEN MIT BANACHRJ[UMEN ALS PARAMETERRLXUME 

VON 

B E R N H A R D  MAISSEN 

Ztirich, Schweiz(1) 

I. Einle i tung 

Sei E ein Banachraum,  L(E) der R a u m  der stetigen Endomorphismen E--+E und GL(E) 

die Gruppe der stetigen Automorphismen E--->E. Es gilt: 

a) GL(E) ist in der Normtopologie yon  L(E) often in L(E). Is t  n/~mlieh aEGL(E), so 

gehSrt die ganze offene Kugel I [~-aU < II~-,n -1 mit  Zentrum a zu GL(E), denn man  ha t  

fiir jedes ~ aus dieser Kugel 

(t identiseher Automorphismus),  und wenn man  hier ~ = t - ~ c ~  -1 setzt, so ist die Reiho 
oO 

~0 v konvergent  und gleieh (t-~0) -1 = ( ~ - 1 ) - 1 .  ~ - 1  besitzt also ein Inverses und somit 
o 

aueh ~. 

b) Betrachte t  man  Differenzierbarkeit von Abbildungen zwisehen Banachr/~umen im 

Sinne yon Frdehet, wonach also eine Abbi ldung/ :E- - ->F differenzierbar ist, wenn gilt 

](z + h) - / (x)  =/'(x) h + l hit(x, h) 

x, h E E, ]'(x) ein (in h) stetiger linearer Operator  E--->F und r(x, h)--->O fiir h--> 0, so sind die 

Abbildungen 2,:~v--> cr und Q= :~v-->q~ trivialerweise differenzierbare Abbildungen yon  

GL(E) auf GL(E). Weiterhin ist aber aueh die Abbildung ~v-+~v -1 von GL(E) auf GL(E) 

differenzierbar. Zum Beweis diiffen wit den Argumentzuwaehs ~ so einschr/~nken, dass 

(1) Ich erw~hno in Dankbarkeit, dass ich bei der Ausfiihrung dieser Arbeit aus der Fritz Hoff- 
m a n n -  La Roche-Stiftung zur FSrderung wissenschaftlicher Arbeitsgemelnschaften in der Schweiz 
unterstiitzt worden bln. 



230 B. MAISSEN 

~0 +~ in einer in GL(E) enthaltenen Kugel liegt, denn fiir ein beliebiges ~ gibt es ja immer 

eine passende Zahl 4, so das  in einer solehen Kugel lie . Wir nehmen H < IIV-ll1-1 

wodurch nach a) cf+$eGi(E), da ja ][V~-$--~)H=[[$[[<[]V--1]] -1. Somit wird (V+$) -1 

=V-I(t-~-~V-1)-I=v -1 ~ (--$~0--1) v, denn es ist H--~v--iH ~H~IlHV--II[ <1,  die Reihe kon- 
o 

vergiert also. Daraus ergibt sich: 

(9) -]- ~)--1 _(p--1 = (~io--l~(p--1 -~-[[~[]r(~io, ~). 

Die Feststellungen a) und b) geben zu einer Verallgemeinerung von bekannten Begriffs- 

bildungen Anlass. Es zeigt sich ni~mlich, dass die GL(E) alle Strukturen einer gewShnliehen 

Lie-Gruppe trKgt, sobald man nicht mehr verlangt, dass der Parameterraum einer Mannig- 

faltigkeit endlich dimensional sein sell: Jedes q~EGL(E) besitzt nach a) eine Umgebung, 

welche mit einer offenen Kugel aus einem Banachraum hom5omorph ist, die Einbettung 

GL(E)--->L(E) gibt den Hom5omorphismus. Die so erhaltene, trivial parametrisierte Mannig- 

faltigkeit ist nattirlich beliebig oft differenzierbar. Die GL(E) ist in der Normtopologie 

eine topologische Gruppe und b) zeigt, dass die Produktbildung sowohl als auch die Inver- 

senbildung beliebig oft differenzierbar sind. 

Die GL(E) liefert also ein Beispiel fiir eine Struktur, die bis auf die DimensionsbeschrKn- 

kung mit derjenigen einer Lie-Gruppe identisch ist, u n d e s  liegt deshalb nahe, allgemein 

Liesche Gruppen mit Banachr~umen als Parameterri~umen zu untersuehen. Dies sell fiir 

die elementareren Fragen in der vorliegenden Arbeit geschehen. 

Eine solche Untersuchung maeht es naturgem~ss notwendig, koordinatenfreie Differen- 

tiation (im Sinne von Fr6chet) und eine Theorie der Differentialgleichungen in Banach- 

riiumen zu verwenden. Die damit zusammenh~ngenden Bezeichnungen werden in Anschluss 

an [9] und [7] gewi~hlt. Die eigentliche Theorie wird in enger Anlehnung an die yon W. 

Graeub entwiekelten Methoden (man vergleiehe [5]) aufgebaut. Diese eignen sich dank 

ihrer geometrischen Klarheit ausgezeichnet fiir die hier vorgenommenen Verallgemeine- 

rungen. Ieh bin Herrn Dr. Graeub und insbesonders aueh Herrn Dr. Keller ftir die vielen 

Anregungen, die sie mir w~hrend meiner Arbeit gaben, sehr zu Dank verpflichtet. Mein 

besonderer Dank gilt aueh Herrn Prof. Nevanlinna, der mich in jeder Hinsicht unter- 

stiitzt hat. 

II. Mannigfaltigkeiten fiber Banaehriiumen 
1. Definition 

Ein Hausdorffscher Raum M bezeichnet man als eine/c-mal differenzierbare Mannig- 

faltigkeit (/c~>1) iiber dem Banachraum E, wenn es eine grberdeckung {U~}~A(1) yon M 

gibt, so dass gilt: 

(1) A eine beliebige Indexmenge. 
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1. jedes U~E {U~} ist hom6omorph einem Gebiet G~EE(1) 

2. ist U~E {U~} vermittels ~ hom6omorph zu G~ und U~E {U~} vermittels ~ zu G~, 

und ist U~ N U~ -- U~  =~ ~, so ist die Abbildung 

~ =  = ~ ; ~ :  ~=(u=~) ~ + ~ ( U ~ )  

k-mal stetig differenzierbar. 

Man bezeiehnet E als den Parameterraum yon M, das Paar  (U~,~)  als eine Karte in M 

und ffir p ~ U~ als eine Kar te  um p, die Gesamtheit  aller Kar ten  in M als einen Atlas auf 

M. Die oben definierten Abbildungen ~ heissen Nachbarrelationen. 

Ganz wie im endlieh dimensionalen Fall (vgl. [4]) kann man auch hier ~erschiedene 

Atlanten auf M betrachten, und unter diesen ~quivalente dadurch auszeichnen, dass die 

Nachbarrelationen zwischen den Kar ten  solcher Atlanten k-mal stetig differenzierbar sein 

sollen. In  diesen Klassen yon i~quivalenten Atlanten 1/isst sich dann ein maximales Element 

auswiihlen, wodurch die betrachtete differenzierbare Struktur  auf M eindeutig best immt 

wird. Diese ~ragen sollen hier jedoch nicht n/iher er6rtert werden, wir gehen im folgenden 

immer yon einem festen Atlas aus. 

2. Der Tangentialraum in einem Punkt p E M 

Sei A~cA die Menge derjenigen Indizes aEA,  so dass p ~  U~. Als Tangentialvektor 

im Punkte p bezeiehnet man eine Klasse (~}~eA~ yon Vektoren aus E, wenn fiir je zwei 

Vektoren ~ E~ und $~ E ~ gilt: 

~ ~ ~=(x) ~=, x = ~ (~ ) .  

q~(x) bezeichnet die Ableitung dot Naehbarrelation ~ nach dem Argument x=q~(p) .  

q~(x) ist dank q ~ ( ~ ( x ) ) = x  regulKr und es gilt q:z(q~(x))=(q0~(x)) -~ $~ bezeichnet 

man als Repr~isentanton yon ~ in der Karto  a. 

Die Menge aller Tangentialvektoren im Punkte p bildet mit  den Definitionen 

~ + ~  = {~+~=} ,  ~ = {~=}, ~ = {~=} 

~ = { ~  } 

einen linearen Raum,  den man  als den Tangentialraum T~ im Punkte  p bezeichnet. 

T~ ist isomorph zu E, denn man sieht leicht, dass ffir eine feste Kar te  a um p die Ab- 

bildung 

(1) Dabei l~sst sich E unter Umst~nden auch durch einon zu E isomorphen Raum erse~zen. 
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ein Isomorphismus von T~ auf E ist. Vermittels eines solchen Isomorphismus q)~ 1/isst sich 

aueh die Norm yon E nach T,  iibertragen, und man sieht, dass zwei verschiedene Iso- 

morphismen (P~ und (I)~/iquivalente Normen erzeugen, denn die identische Abbildung yon 

T~ ist~ bezfiglich der verschiedenen Normen stetig, da sie dureh O g l ~ ( x ) O ~ ,  x = ~ ( p )  

gegeben wird, we T:z(x) ein stetiger Automorphismus ist. Somit wird T~ zu einem normierten 

Vektorraum. 

3. Differenzierbare Abbildungen 

Seien M u n d M  zwei/c-mal differenzierbare ~Iannigfaltigkeiten fiber Parametorr/iumen 

E, resp. /~ und / eine Abbildung yon M in .~ .  / heisst im Punkte  p ritual differenzierbar 

(r<k), wenn in Kar ten  (U~,~),  rosp. (U~,~u) um p, resp. / (p)  die Abbildung 

r-real differenzierbar ist an der Stelle x = ~(P)-  Diese Definition ist yon der Wahl der Kar ten  

unabh/ingig. 

Der in p differenzierbaren Abbildung / kann man eine ]ineare Abbildung yon T~ in 

T I ~  zuordnen, die man die Ableitung yon / an der Stelle p nennt und mi t / ' ( p )  bezeichnet. 

Is t  n/imlich ~ E T~ und ~ der Repr/isentant yon ~ in der Kar to  ~, so wird, wie man leicht 

zeigt, durch die Klasse 

= { ~  : ~ ,  =/~'~(x) ~ ,  ~ ~ A~(~), ~ = ~ ( p ) }  

ein yon a unabh/ingiger Tangentialvektor ~E TI(~ bostimmt. 

4. Vektorfelder auf M 

Von einem Vektorfeld ~(p) auf M spricht man, wean jodem p E M durch eine Abbildung, 

die wir der Kfirze halber ebenfalls mit  ~ bezeichnen, ein Vektor ~(p) E T~ zugeordnet wird. 

Ein so]ches Vektorfeld heisst r-real differonzierbar (r <]c- 1, k >~2) im Punkte  p, wenn in 

einor Kar te  g u m p  die Abbildung x-+~(x), x = ~ ( p )  yon E in E r-real differenzierbar ist. 

Die Einsehr/inkung r~<]c-1 ist notwendig, da diese Definition wegen ~ ( y ) = r  

sonst nicht yon der Wahl der Karte  unabh/ingig w/ire. 

Bildet man die Ableitungen ~'(x) in Richtung eines Tangentialvektors ~ = {~}, so 

erh/il~ man zwar eine KIasse yon Vektoren (~(x)~]~}, die aber keinen Tangentialvektor 

bildet, denn leitet man 

~(y) = ~ ( x )  ~(x) 

auf beiden Seiten naeh x in Richtung ~7~ ab, so erh/ilt man 
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~p(y)~  = ~=(x)~=(x)~= +~=(x)(~=,~=(x)), 

we die zweite Ableitung der Nachbarrelation als StSrglied auftritt .  Hingegen 1/isst sich 

zu zwei r-real differenzierbaren Vektorfeldern ~(p) und U(p) durch die Definition 

[~(p), U(p)] = {~;(x) ~=(x) - ~;(x) $=(x)}= ~ A~ 

ein neues ( r -  I)-mal differenzierbares Vektorfeld, das Liesche Produkt der Felder zuordnen. 

Das StSrglied in obiger Formel verschwindet n/~mlich bei dieser Bildung wegen der Sym- 

metrie der zweiten Ableitung. 

Durch Anwendung der Definition zeigt man leicht, dass fiir das Lie-Produkt zweier 

Felder gilt: 

1. die Linearit/it yon [$(p), U(P)] in beiden Argumenten 

2. die schiefe Symmetrie: 

[~(p), U(p)] + [U(p), $(p)] = 0 

3. die Jacobisehe Idontit/it: 

[~(p), [~(p), ~(p)]] + [~(p), [~(p), ~(p)]] + [$(p), [~(p), U(p)]] = 0 

5. Tensorfelder 

Als (kovarianten) Tensor n.ter Stufe mit  Werten in einem linearen Raum F im Punkte 

p E M bezeichnet man eine n-fach multilineare Abbildung (I) yon Tp • T v • ... • Tv in F. 

I s t  jedem Punkt  p E M  ein soleher Tensor (P(p) zugeordnet, so sprieht man yon einem 

(kovarianten) Tensor/eld n.tcr Stufe auf M. Ein Tensorfeld heisst r-real difforenzierbar 

( r < k - 1 ,  k~>2), wenn in Kar ten  die Abbildungen p~-+(I)~(p~) yon E in den Raum der 

n-fach multilinearen Abbildungen yon E in F differenzierbar sind. Da im folgenden nur 

sehr wenig Tensoranalysis gebraucht wird, sell hier nur ein wichtiger Spezialfall behandelt 

werden. Einem r-real differenzierbaren Tensorfeld 1-ter Stufe (I)(p) 1/~sst sich ein ( r -1 ) - rea l  

differenzierbares Tensoffeld zweiter Stufe 5(I)(p) zuordnen, indem man  die iiussere Ableitun 9 

bildet, gem/iss der Definition (x = ~ ( p ) )  

~r  (~, 7) = r  (~=, 7=) - r  (~=, ~=). 

Diese Definition ist yon der verwendeten Kar te  unabh/i, ngig. 

6. Produkte  von Mamaigfahigkeiten 

Zu zwei k-mal differenzierbaren Mannigfaltigkeif~n M und ~r  fiber den Pa rame~r -  

r/iumen E und /~  lgsst sich in nati~rlieher Weise das Produkt  M •  als k-real differenzier- 
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bare Mannigfaltigkeit fiber dem Parameterraum E • R' bilden. Auf die Konstruktion wird 

hier nieht n/~her eingegangen, da sic sich in niehts yon der endlich dimensionalen unter- 

scheidet. 

7. Untermannigfaltigkeiten 

Bei der Definition dieses Begriffes ergoben sich zum ersten Male tiefliegende Unter- 

schiede zum endlichdimensionalen Fall. Will man n/i, mlich erreichen, dass eine Unter- 

mannigfaltigkeit im vorliegenden Falle analoge Eigensehaften hat, wie die klassischen 

Bildungen, so muss man die definierenden Bedingungen versch/~rfen. In diesem Sinne 

1//sst sich die Definition aus [4] etwa wie fo]gt iibertragen: 

DEFINITIOn" A: Seien M* und M zwei k-real di//erenzierbare Mannig/altigkeiten iiber 

E*, resp. E, so dass M* c M. M* heisst eine Untermannig/altigkeit yon M, wenn gilt: 

A 1. Fiir ]ede Karte (% U) in M i s t  die Restriktion q)* =q~l U N M* k-real stetig di//eren- 

zierbar. 

A 2. Zu ]eder Karte (~, U) in M und zu ]edem p E U N M* gibt es eine Umgebung U* c 

U • M* von p in M*, einen topologisch direkten Summanden E von E und eine Pro]ektion 

P:E--->E, so dass fi2 topologisch isomorph E*, und /iir ~=q~] U*(P~, U*) eine Karte um p 

in M* ist. 

Damit/ /quivalent ist folgende ~bertragung der Definition aus [3]: 

DEFINITION B: Seien M* und M zwei k-real di//erenzierbare Mannig/altigkeiten, so 

dass M* c M. M* heisst eine Untermannig/altigkeit von M, wenn gilt: 

B r Die Einbettung ~: M*-->M ist k-real stetig di//erenzierbar. 

B 2. Die Ableitung ~'(p): T*--->T, ist reguldr und ]'(p)T~ ist ein topologisch direkter Sum- 

mand von T~ /iir ]edes p ~ M*. 

Beweis der fi'quivalenz yon A und B: 

1) A ~ B .  Die Bodingung A 1 besagt, dass ffir je zwei Karten (~*, U*), (% U) um 

pEM* in M* resp. M die Abbildung ~ ~*-1 auf ~*(U N U*) differenzierbar ist. Das ist tri- 

vialerweise aueh die Aussage B1, denn ~ ~*-1 .-]r ist ja die Koordinatendarstellung von ]. 

Da P~ eine Karte um p in M* ist, gibt die Ableitung (Pq5 ~v*-l)'(x) =P(~ ~*-l)'(x) = 

P ] ~ .  Ij~,(x),! ~*(p)= x, einen topologischen Isomorphismus E*-->E. Daraus folgt aber, dass 

]~,{x) ein (trivialerweise stetiger) Isomorphismus E*--->E ist und zudem, dass PI]'~,(x)E* 

ein topologischer Isomorphismus j~,(x)E*--->E ist. i'~.(x)E* ist somit ein topologisch 

direkter Summand yon E, woraus vermittcls der natiirlichen Isomorphion von T* resp. 

T~ mit E resp. E* folgt, dass A 2 die Bedingung B 2 impliziert. 

2) B ~ A. Die Bedingungen B~ und A1 wurden sehon als/~quivalent erkannt. 
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Jede Karte  (~, U) um p E M* in M gibt einen natiirlichen, topologischen Isomorphismus 

Tp-->E. Sei E das Bild yon ]'(p)T* unter diesem Isomorphismus. E ist dann nach Voraus- 

setzung ein topologisch direkter Summand yon E. Wir wollen zcigen, dass es eine stetige 

Projektion P:E--> JE gibt, so dass (PqS, U*), q5 =~[ U*, U* eine passend gew/ihlte Umgebung 

yon p in M*, eine Karte um p in M* ist. Wir brauchen dazu folgenden 

HILFSSATZ: Seien E und F Banachriiume und / eine au/ einer o]/enen "Un~gebung V 

von x o E E de/inierte Abbildung E-->F, so dass / dort stetig di//erenzierbar, und die Ableitunq 

/' (Xo) ein Isomorphismus au/ einen topologisch direkten Summanden F- -  f' (Xo) E ist. 

Dann gibt es eine o//ene Umgebung U c V von Xo, so da~vs / ein Homeomorphismus 

U-->/( U) ist, und ausserdem /'(x) E topologisch isomorph _Fist,/iir xE U. 

Zudem gibt es eine stetige Pro]elction P: F-->_F , so dass P/  au/ U topologisch und in beiden 

Richtungen di//erenzierbar ist. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir eine Karte  (~*, U*) in M* um p die Abbildung 

~ (v* - l= ]~ ,  gcrade den im Hilfssatz geforderten Bedingungen geniigt, und dass die 

Aussagen des Hilfssatzes gerade bedeuten, dass (P~, U*) eine Karte  urn p in M* ist. 

Auf einen Beweis des Hilfssatzes soll hier verzichtet werden. Er  ergibt sich als Vera]l- 

gemeinerung des Umkehrsatzes (vgl. [2]) etwa analog zu den in [9] befolgten Methoden. 

Man erkonnt leicht, inwiefern die in A2, resp. B 2 aufgestellte Forderung nach topo- 

logisch direkten Summanden wesentlieh ist: Da fiir Karten (~*, U*), (~0, U) um pEM* in 

M* resp. M das Bild ~(U N M*) keine Umgebung in E zu sein braucht, ist es sinnlos, yon 

der Differenzierbarkeit der Abbildung T*~-I zu sprechen. So 1/isst sieh also keine Karte 

in M definieren, q~(UN M*) muss auf einen Unterraum projiziert werden. Um so dif- 

ferenzierbare Abbildungen zu erhalten, braucht man aber stetige Projektionen. Verlangt 

man, dass die Tangentialvektoren einer in M* verlaufenden und in M differenzierbaren 

Kurve auch in den Bildern #'(p) T~ liegen, so ist die Aquivalenz yon A und B wesentlieh, 

denn nut  so l~sst sich beweisen, dass eine solche Kurve auch in M* differenzierbar ist. Fiir 

diese /~quivalenz braucht man aber den angegebenen Hilfssatz, zu dessen Beweis also 

wiederum die Forderung nach topologisch direkten Summanden essentiell ist. 

Nichts desto trotz werden wir bei den Lie-Gruppen Unterstrukturen treffen, wo man 

ohne die skizzierten Eigenschaften auskommt. Dort wird clann eine gesonderte Definition 

am Platze sein (vgl. III.12). 

IH. Lie-Gruppen ii]~r Banachriiumen 

1. DEFINITION: Ein topologischer Raum G mit der Topologie T heisst eine k.mal 

di//erenzierbare Lie-Gruppe iiber dem Banachraum E, wenn gilt: 
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1. Gist  beziiglich der Topologie T eine topologische Gruppe. 

2. Gist  beziiglich der Topologie T eine k.mal di//erenzierbare Mannig/altigkeit iiber dem 

Banachraum E. 

3. a) Die Abbildung (p, q)--->pq, p ~ G, q E G yon G • G aut Gist k.mal stetig di]]erenzierbar. 

b) Die Abbildung p___>p-1, p E G, yon G au/ G ist k-real stetig di//erenzierbar. 

Die in, dieser Definition goforderten Eigenschaften sind keineswegs unabhi~ngig 

voneinander. Es wird im ni~chsten Abschnitt z. B. gezeigt werden, dass 3.b) aus 3.a) folgt. 

Welter wird dort auch noch ein Kriterium fiir eine Lie-Gruppe angegeben werden, welches 

1. und 2. in Verbindung bringt. Die obige Definition mag also eher als Zusammenfassung 

der wesentlichen Eigenschaften aufgefasst werden. 

Die Mindestvoraussetzungen fiber k, die Differenzierbarkeitsklasse der auftretenden 

Abbildungen, werden jeweils zu Beginn eines Abschnitts gegeben. Es wird nie notwendig 

sein, k > 3 vorauszusetzen. 

Neben den ,,vollen" Lie-Gruppen spielen auch die lokalen Lie-Gruppen eine wichtige 

Rolle. Um solche zu definieren, schw~cht man einfach in der Definition der Lie-Gruppe 

die Bedingung 1. ab zu: 

1.* Gis t  beziiglich der Topologie T eine lokale topologische Gruppe. 

Es ist unmittelbar, dass z.B. jede Umgebung der e (Einheitselement der Gruppe) einer 

Lie-Gruppe G eine lokale Lie-Gruppe ist. 

2. Die Verschiebungsoperatoren 

Es sei k >/1. Die rechts-, resp. links-Translationen in einer Lie-Gruppe G 

Qq :P --~pq 

~p : q --~ pq 

sind nach Voraussetzung differenzierbare Abbildungen G-*G. Ihre Ableitungen nennen 

wir Verschiebungsoperatoren und fiihren folgende Bezeichnungen ein: 

q~(P) = A(p,q)(1) 

2~(q) = B(p,q). 

A(p,q) ist ein linearer Operator yon T~ in T~q und B(p,q) ein soleher y o n  Tq in T~q; es wird 

sich im folgenden zeigen, dass beides Isomorphismen sind. 

W~hlt man in p, q, pq Karten ( U~, ~ ) ,  ( U~, ~ ) ,  ( U~, ~r), so l~sst sich die Produktbildung 

als Funktion 
~ y ( x ,  y) = ~ r (~ i (x )  ~ l (y ) ) ,  x = ~(p) ,  y = ~(q)  

(') In Analogie zu [5]. 
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darstellen. Die Indizierung mit a,fl,y wirp im folgenden weggelassen, solange die Karten 

festbleiben. Man erh/ilt dann: 

a(x, y )= ~ r ( z ,  y), 

(2.1) 
b(x, y) = ~- zc(x, y), 

vy 

wo a und b die Repr/~sentanten yon A und B in den festgew/ihlten Karten bedeuten. 

Da Qep =p, X~q = q gilt: 

A(p,e) = B(e,q) = t (identischer Operator). (2.2) 

Aus der Assoziativit~t der Gruppenoperation fo]gen die Bcziehungen: 

A(p, qr) = A(pq, r) A(p, q), 1 

B(p, qr) A(q, r) = A(pq, r) B(p, q), 

B(p, qr) B(q, r) = B(pq, r). 

(2.3) 

Sotzt man in der ersten Formel r =q-1 und in der dritten p =q-X, so folgt die oben erw/~hnte 

Isomorphieeigenschaft yon A(p,q) und B(p,q). Diese beiden Gleichungen zeigen ebenfalls, 

dass die Verschiebungsoperatoren die Eigenschaften eines Fernparallelismus besitzen: Das 

Rosultat einer Versehiebung yon T v naeh TvqT h/~ngt nicht davon ab, ob dieso direkt 

geschioht oder fiber Tvq. 

Wir ffihron noch folgende Abkfirzungen ein: 

A(e,p) = A(p) : Te--> Tv 

B(p,e) = B(p): Te-+ Tv. 

Die Formeln (2.2) und (2.3) spezialisieren sich dann zu 

A(e) = B(e) = t 

und A(pq) = A(p, q) A(p). 1 

J B(p, q) A(q) = A(p, q) B(p), 

B(p, q) B(q) = B(pq). 

(2.2') 

(2.3') 

Beispiel: Bei der trivial parametrisierten GL(E) aus I fallen alle Tangentialr~ume mit 

L(E) zusammen. Da die Abbildung (~,Y~)-->q~2 in beiden Argumenten linear ist, werden 

die Abbildungen A(T,~), resp. B(~,~) dutch h--~hv2, resp. h--->q~h(h~L(E)) gegeben, unab- 

h~ngig yon ~, resp. ~. 
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SiTZ 2.1: Sei G eine Hausdor/]sche topologische Gruppe und Ue eine Umgebung der 

e E G, so dass gilt: 

l) U e ist vermittels ~ homSomorph einem Gebiet qg( U~) aus einem Banachraum E. 

2) Die Abbildung (p,q)--->pq ist k-real stetig di//erenzierbar /alls p,q,pqE U~. Dann li~sst 

sich G als eine k-mal di]lerenzierbare Lie-Gruppe delinieren. 

Beweis: Sei V' eine Umgebung von e, so dass V ' V ' ~  U e. Fiir p, qE V' ist dann mit 

x =~(p), y =q~(q) die Abbildung 

(x, y)-->q~(cf-i(x) q)-i(y) ) = 7~(x, y) 

definiert und differenzierbar. 

Wir w~ihlen welter V als Umgebung yon e so, dass VVV- 1 c  V'. Dureh {V~: V~ = 

QpV,pEG} 1/~sst sich ein Atlas auf G definieren, denn (~u, V~), ~ =~p~l ist offenbar eine 

Karte um p. Der Atlas ist k-mal sgetig differenzierbar: Fiir p E V~,, p E Vp~ und ~ , (p )  = x ist 

~p,~0~i(x) = ~(~-l(x) p2p; 1) = :~(x, q)(p~pll)), 

donn es ist p2p{lEV ' da p=apl=bp2 mit a, bEV und somit p2pf I =ab-lEV '. 

Wir zeigen, class in diesem Atlas die Abbildung (p,q)--->pq differenziorbar ist. Als Vor- 

bereRung beweisen wir: Die Abbildung a~o:p--->poppo 1, poEG, ist an der Stelle p = e  dif- 

feronzierbar. Dies ist unmittelbar einzusehen, falls Po E V gilt. Ist  welter Po E G o, der Zusamen- 

hangskomponente der e in G, so 1/~sst sich Po als Po =PtP~...P~, P, E V, i = 1 ...n, darstellen 

und ap~ wird zu a~~ =ama~ ...a~ n wo crp~ an der Stelle a~,+~(e) =e differenzierbar ist. 

Der Satz wird im folgenden nur fiir G o bewiesen. Falls G nicht zusammenh~ngend ist, 

folgt die Differenzierbarkeit yon apo, Po E G, auf die es fiir den Beweis allein ankommt, aus 

Satz 10.1 und der Tatsache, dass sieh hier der Satz ffir G o beweisen l~sst. (Allerdings hat 

man dann k ~> 3 vorauszusetzen.) 

:Nun l~sst sich zeigen, dass (p,q)-->pq an jeder Stelle p =Po, q =qo differenzierbar ist. 

In Kar~en (~o, Vpo), (Cfqo, Vqo), (~ro, Vro ) u m  Po resp. qo resp. ro=poqo ergibt sich mit x =  

~o(p), y =~qo(q) diese Abbildung zu 

(X~ ~ -1 -1 y) ~ , ( ~ ,  (x) ~q, (y)) = ~(~-~(x) po~-l(y) p~l) = z(x, ~a~o~ l(y)) 

und ist somit nach vorigem fiir x =0, y =0  differenzierbar. 

Es b]eib~ noch zu zeigen, dass die Abbildung p_>p-1 an jeder Stelle p =Po differenzier- 

bar ist. Sie wird in Karten (T,0, V~~ (~%z, V%~) um Po resp. po i mit x=~o(p )  gege- 

ben durch 

X---~0PoI((~ppl(X))-I  ) = ~0(po l (~  l ( x ) ) - l p o 1  ) = ~90"POI~-i((.D(X)) , 
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wenn ~o die Abbildung x--~q;((q71(x)) -1) bedeutet.  Da ~( r~  -1 als differenzierbar erkannt  

ist, genfigt es, die Differenzierbarkeit yon r an der Stelle x=O zu beweisen. Nun ist aber 

y=w(x) LSsung der Gleichung 

~(x ,  y) = 0 

und da ~y (x, y) = b(x, y) 

in einer Umgebung yon (0,0) stetig und regular ist, folgt diese aus dem Satz fiber die 

impliziten Funktionen. (Man vergleiche Bartle, [2], aus dessen Umkehrsatz sich der Satz 

fiber die impliziten Funktionen analog zu Nevanlinna, [9], ergibt.) 

Aus dem letzten Teil des Beweises ergibt sieh noch, wie in I I I  1. angekfindigt, dass 

allgemein die Bedingung 3 b) in der Definition der Lie-Gruppe aus 3a) folgt. Denn jede 

Parameterumgebung der e in einer Lie-Gruppe erffillt die Bedingungen yon Satz 2.1 und 

der in diesem Satz konstruierte Atlas ist sicher zum vorgegebenen ~quivalent. 

Die Ableitung der Abbildung p_>p-1 ergibt sich durch Differentiation yon pp-1 = e zu 

(p-~) . . . .  B(p-~) A-l(p),  

woraus schliesslich noch folgt, dass sie k-real differenzierbar ist. 

3. Invariante oder parallele Felder 

Es sci wieder k~>l. Ein Vektorfeld ~(p) auf einer Gruppe G heisst invariant oder 

parallel bezi~glich A, resp. B, wenn fiir je zwei Punkte p, q E G gilt: 

~(q) = A(p,p-lq)~(p) 

resp. ~(q) = B(qp-l ,  p)~(p). 

Wir werden im folgenden nur A-parallele Felder betrachten, alle ~berlegungen lassen 

sieh analog auch ffir B-parallele Felder durchfiibxen. 

Die A-parallelen Felder bilden mit den Definitionen 

(~ +~)(P) = ~(p) +~(P) 

(~)(p)  = ~ ( p )  

wie man leicht sieht, einen linearen Raum, den wit mit  L bezeichnen. 

SATZ 3.1: Der Raum L i s t  algebraisch isomorph zu T e. 

Beweis: Einen Isomorphismus yon T e auf L erh~lt man durch die Zuordnung ~e E Te--> 

~(p) = A ( p ) ~ E L .  Das so definierte Feld ist n~tmlich aus L, da nach (2.3') gilt: 
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~(q) = A(q)}e  = A ( p , p - ' q ) A ( p ) ~ e  = A ( p , p - l q ) ~ ( p ) .  

Die Abbildung ist trivialerweise linear. Die Eineindeutigkeit folgt aus der Isomorphie- 

eigenschaft yon A ( p )  und schliesslich ist es eine Abbildung auf L, da ja jedes Feld ~(p)EL 

in Te das Urbild ~e =~(e) hat. 

Mit Hilfe dieser Isomorphie l ~ s t  sieh dann auch eine Norm yon Te in L iibertragen, so 

dass L zu einem Banaehraum wird. 

Die invarianten Felder sind offensichtlich ( k - 1 ) - m a l  differenzierbar. Es 1/isst sich 

also ftir ]c > 1 zu ~(p) und ~(p) EL das Lie.Produkt [~(p), ~(p)] bilden. Die Frage, ob das so 

entstandene Feld wieder invariant  ist, wird im n{~chsten Abschnitt  bejahend beantwortet.  

Als Hilfsmittel fiir die folgenden Beweise soll noch in Kar ten  um p unde  die Differen- 

tialgleichung hergeleitet werden, der ein paralleles Feld geniigt. Es ist 

h' (x) ]r = a' (x)(]~, ho) , 

wo h(x), h o die Repr~sentanten yon ~(p) und ~e bedeuten. Setzt man aus ~ = A - i ( p ) ~ ( p )  

hier ein, so erhiilt man: 

h' (x) ]c = a' (x)( ]c, a-i(x) h(x) ) 
und mit  der Definition 

F(x)(k, h) = - a'(x)(]r a-~(x)h) (3.1) 

l ~ s t  sich das schreiben als 

h' (x) k +F(x)(k,h(x)) = O. (3.2) 

Beispiel: In  der GL(E)  wird ein A-paralleles Feld durch h(~)=A(q~)h o =h0~ gegeben. 

Das Lie-Produkt zweier soleher Felder h(~) und k(~) erh/ilt man zu [h(~), k(~)] = (h0k 0 -  

l%ho) T, es ist also wieder ein paralleles Feld. 

4. Die Torsion 

Es sei jetzt k/> 2. A - l ( p )  bildet T~ auf T e ab, ldisst sich also als Tensoffeld erstor Stufo 

mit  Werten in T e auffassen. Dutch Bildung yon (SA-l(p) erh/ilt man somit nach I I .5  ein 

ebensolches Feld zweiter Stufe. 

Die Bildung S(p)  = A (p )  (~A-~(p) 

bezeichnet man als die A-Torsion der Gruppe G. Die Torsion ist eino schiefsymmetrisehe, 

bilineare Selbstabbildung yon T~. Die analoge Bildung 

,~(p) = B(p )  5 B - ' ( p )  

fiihrt zur B-Torsion. ~be r  den Zusammenhang zwischen S und S gilt folgender 
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SATZ 4.1: Es ist S(p)= -S(p) .  

Beweis: Man differenziert in festen Kar ten  die Beziehung: 

a(x)a-l(x)h = h 

a'(x)(k, a-~(x) h) + a(x)(a-l(x))'(k, h) = 0 

und verwendet (3.1) unter Bildung des schiefen Teiles. So erh~lt man 

s(x)(k,h) = F(x)(k,h) -F(x)(h,k), (4.1) 

we 8 don R e p r ~ e n t  yon S bedeutet. 

Analog erhiilt man 

~(x)(~, h) = ~'(x)(k, h) - ~ ( x ) ( h ,  k). (4.1') 

Welter erh/tlt man durch Differentiation nach y yon a(x,y)a(x)h =a(~t(x,y))h (vgl. (2.3')) 

die Beziehung 

~ya(X, (k, a(x) h) = a'(:~(x, (b(x, y) k, h). Y) Y)) 

Es gilt nach (2.1) 

~2 ~2 =-~-b(x, O : ' a ( x ' y ) ( h ' k ) = ~ x Z t ( x ' y ) ( h ' k ) = ~ y  ~(x'y)(k 'h)  Ox y)(k, h), 
vy 

womit wir umformen k6nnen zu 

~xb(X, y) (a(x) h, k) = a'(~(x, y) ) (b(x, y) k, h). 

Setzt man hier y=O und dann a(x)h=h', b(x)k =k', so ergibt sich 

~(x)(h',  k') = r(x)(k' ,  h'), 

woraus mit  (4.1) und (4.1') die Behauptung folgt. 

SxTz 4.2: Die Torsion/iihrt parallele Felder in parallele Felder iiber. 

S(p)(A(p)~, A(p)~) = A(p)S(e)(~, ~) 

S(p)(B(p)~, B(p)~]) -- B(p)S(e)(~, ~7) ~, ~ e Te 

Beweis: Man differenziert die Beziehung a-l(x)h =a-l(zt(x, y))a(x, y)h naeh x: 

(a-l(x))'(k, h) = (a-l(~t(x, y)))'(a(x, y) k, a(x, y) h) -4- a-l(zt(x, y)) ~x a(z, y)(k, h). 

1 6 -  622906 Acta mathematica. 108. I m p r i m ~ l  e 27 d 6 c e m b r e  1962 

(4.2) 
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Bildet  m a n  hier den schiefen Teil indem m a n  verwendet ,  dabs 

82 
~ a ( x ,  y ) = e - ~ ( x ,  y) 

in h und ]c symmetr i sch  ist, und setzt  x=O, so erh~lt  m a n  

(~a-1 (0)(#,, h) = 5 a-l(y)(a(y) k, a(y) h), 

was nach beidseitigem Anwenden yon  a(y) die erste der behaup te ten  1%rmeln ergibt.  Die 

zweite erh~lt  man,  indem man  die gleiehen Reehnungen  mi t  B durchfiibxt und  Satz 4.1 

verwendet .  

S x ~ z  4.3: Es gilt/iir A-parallele ~elder ~(p), ~l(P) 

[~(p), ~(p)] = S(p)(~(p), ~(~)) 

und /iir B.19arallele Felder ~(p), ~l(P) 

[~(p) ~(p)] = -S(p)(~'(p), fl(P)). 

Beweis: I n  K a r t e n  findet m a n  unter  Verwendung yon  (3.1) und (4.1) 

[h(x), ]r = h' (x) kCx) - ]c'(x) h(x) = a '  (x)(aCx ) ko, ho) - a' (x)(a(x) h o, ko) 

-~ -F(x)(a(x) ko, a(x)ho) + F(x)(a(x) ho, a(x) ko) , = s(x)(h(x), It(x)), 

was also die erste Formel  beweist. Die zweitc ergibt  sieh aus Satz 4.1. Als KoroUar  zu den 

S~tzen 4.2 und  4.3 folgt nun  die im letzten Abschni t t  aufgestell te Behauptung ,  dass das 

L ie -Produkt  zweier paralleler Felder wieder parallel  ist. Die Aussage yon Satz 4.3 l~sst 

sieh je tz t  n~mlioh als 

[~(p), ~(p)] = A(x)S(e)(~,, ~e) (4.3) 

schreiben, L wird somit  dureh die Zuordnung 

(~(p), ~(p))-~ [~(p), ~(p)] 

zu einer Algebra, der Lie-Algebra yon G. 

N u n  l~sst sieh auch das L ie -Produkt  zweier Vektoren  aus einem Tangent ia l raum 

definieren. W i t  zeigen das fiir Te. Sei also ~,~/E Te. 

Dann  definiert die Zuordnung 

(~,~) ->[~,~] = S(e)(~,~) 

ein L ie -Produkt  in Te. Denn  aus der schiefen Symmet r i e  von S folgt 

[~,~] + [~,~] = 0 
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und die Jacobische Identitii t  

[~, [7, ~]] + [7, [~, ~]] + [~, [~,7]] = 0 

folgt nach Satz 4.3 aus der Jacobischen Identit~t fiir das Lie-Produkt von Vektorfeldem. 

Somit wird Te zu einer Lie-Algebra, und da der im Beweis von Satz 2.1 konstruierte natiir- 

liche Isomorphismus yon Te auf L nach 4.3 auch ein Algebrenisomorphismus ist, werden 

wit die Lie-Algebra der Gruppe oft mit  T~ identifizieren. 

Beispiel: In  der GL(E) wird wegen A(q~)h=hq~ die Torsion durch S(q~)hlc=A(q~)(~A -1 

(~) hk = (h/c- kh) ~, also S(t) hk = hk - kh gegeben. Die Paralleliti~t und die Obereinstim- 

mung mit  dem Lie-Produkt (vgl. I I I .3)  sind hier trivial. 

5. C, eadiiten trod einparametrige Unter~-,ruppen 

Es sei k >i 2. Da auf einer Lie-Gruppe Parallelismen gegebcn sind, ist es sinnvoll, yon 

Geodgten zu sprechen, als donjonigen Kurven,  deren Tangentialvektoren ein paralleles Feld 

an die Kurve bilden. Wir haben somit: 

Eine A- resp. B-Geodiite durch Po ist eine differenzierbare Kurve g(t)resp.  /(t) 

( - ~ < t <  ~ )  fiir welehe gilt 

O(t) = A(po,Pfflg(t))~o, Po = g(0), ~0 = ~(0) e Tvo, (5.1) 

/it) = B( / ( t )pol ,po)7o,  Po = 1(0), 7o = / (0 )  e T~~ (5.r) 

$o resp. 70 heissen die Anfangsvektoren der Geodiiten. Good,ten dutch verschiedene Punkte  

sind nicht unabh~ngig voneinander, genauer: Wenn g(t) eine A-Geodate durch e ist, so ist 

die durch Reehtstranslation entstandene Kurve g(t)p o eine A-Geod~te durch P0. Zum 

Beweis zeigt man, dass g(t)p o der Differenzialgleichung (5.1) geniigr und die Anfangs- 

bedingung befriedigt. Analog entstehen B-Geod~ten dureh Po durch Linkstranslation mit  

e P0 yon B-Geod~ten durch e. Es sollcn deshalb im Folgenden nur die Geodgten durch 

e untersucht werden. 

Eine stetige Kurve  g ( t ) ( - ~  < t <  c~) in G heisst eine einparametrige Untergruppe, 

wenn gilt 
g(tl + t2) = g(tl)g(t2). 

Eine einparametrige Uatergruppe ist also ein stetiger Homomorphismus der reellen Zahlen 

in G. 

SATZ 5.1: A- und B.Geoddten dutch e sind einparametrige Untergruppen. 

Zum Beweis zeigt man, dass fiir eine A- resp. B-Geod~te g(t), g(O)=e, die Kurven 

s(t) =g(t)g(z) und r(t) =g(t + T) der gleichon Differentialgleichung mit  dem gleichen Aafangs- 

wert geniigen. Die Umkehrung yon Satz 5.1 wird im niichsten Abschnitt  bewiosen. 
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~ber  oinparamctrige Unbergruppon in topologischen Gruppen beweist man leicht 

einen Satz, welchcr besagt, dass eine solche schon eindeutig bestimmt ist, wenn ein stetigos 

Kurvenstfick ~(t), It I <~, gegeben ist, so dass ~(tl+t2)=~(tl)~(t2) for it, i, 1,2], Its+t2] <(~. 

Das heisst, dass sich ein solches Kurvenstfick in eindeutiger Weise zu einer einparametrigen 

Untergruppe g ( t ) , -  co < t <  co, fortsetzen 1//sst, so dass g(t)=y(t) ffir It] <5. M_it tIilfe 

dicses Satzes 1/isst sich nun auch die Existenz yon Geod/iten beweisen: 

SATZ 5.2: Z u  jedem ~ E T  e gibt es eine und nur eine A-Geoddte g(t) durch e, sodass~  

An/angsvektor yon g(t) ist. 

Beweis: Die Differentialgleichung der Geod~ten durch e 

~(t)-- A(g(t))~, 9(O)=e (5.2) 

hat sicher fiir jedes ~ und ffir ] t ] < 6 eine eindeutige LSsung, da ja k >/2 vorausgesctzt ist. 

Man erhiilt so nach Satz 5.1 ein Kurvenstfick vo n d e r  im Hilfssatz erw~hnten Art, welches 

sich dann unbcschr~nkt fortsetzen 1Ksst und dank der Homomorphieeigenschaft (5.2) 

fiberall befriedigt. Man erh~lt als Korollar: 

SATZ 5.3: A- und B-GeodKten durch e mit dem gleichen Anfangsvcktor fallen zu- 

sammcn. 

Man zeigt unmittclbar, dass eine differenzierbare cinparametrige Untergruppe sowohl 

der Diffcrentialgleichung ffir A- als auch ffir B-Geod~ten geniigt. 

Nach den Bemerkungen fiber den Zusammenhang zwischen Geod~ten durch ver- 

schiedene Punkte folgt nun, dass es zu jedem ~ E Tv eine und nur einc A- resp. B-Good,re 

durch p gibt, die aber nicht mehr zusammenzufallen brauchen. 

Beispiel: In dcr GL(E) nimmt (5.2) die Form 

~(t) =hqg(t), ~v(0) = t, h e L ( E )  

an. Die LSsung wird durch q(t) = e tA= ~ ~ tnh ~ gegebcn. 

Die gleiche Kurvc ist auch LSsung der Differcntia]gleichung 

~v(t)=v2(t)h, ~f(0)=t, hEL(E)  

der B-Geod/i.ten durch t, was also einc Illustration yon Satz (4.3) gibt. 

6. Kanonische  Koordinaten 

Bemerkung: In  den folgendcn Abschnitten mfissen die I2isungen yon Differential- 

gleichungen untersucht werden. Um dabei eine nicht iiberm/~ssig komplizierto Theorie 
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verwenden zu k6nnen, wird es n6tig, die Voraussetzungen an Lie-Gruppen etwas zu ver- 

sch~rfen: 

Wir verlangen nicht mehr bloss stetige Differenzierbarkeit, sondern lokal gleichm~ssig 

stetige Differenzierbarkeit der auftretenden Abbildungen. Dabei heisst eine Abbildung / 

zwischea zwei Banaehr/~umen E und F lokal gloichm/~ssig stetig differenzierbar, wenn 

jedes x des Definitionsbereiches yon / eine Umgebung U besitzt, auf weleher/ '(x) existiert 

und gleiehm/issig stetig ist. Lokal gleichm~ssig stetige differenzierbare Abbildungen sind 

gleiehm/~ssig differenzierbar auf Uz ira Sinno yon [7], wenn Uz besehr/~nkt ist. Die Forderung 

nach gIeichm/~ssig stetiger Differenzierbarkeir ist ein natiirlieher Ersatz fiir die lokale 

Kompaktheit ,  denn / ist auf U, beschr/inkt falls U~ besehr~nkt ist. 

Es sei nun also/r und die Ableitungcn Iokal gleiehm/issig stetig. Berficksichtigt 

man bei der L6sung yon (5.2) die Abh/ingigkeit vom Anfangsvektor ~, so l~sst sieh eine 

Geod/ite dureh e als g(t,~) schrciben. Fiir festes t i s t  g somit eine Abbildung yon Te in G. 

Wir setzen als Definition 

g(1,~) = exp , ,  exp: T~-+G. 

SATZ 6.1: Die durch ~-+g(1,~) de/inierte Abbildung exp ist au] eine Urngebung vou 

OET e topologisch au/ eine Umgebung N e yon e~G und (k--1)-ma/gleichmiissig stetig di//e- 

renzierbar. 

Die somit au/ Ne existierende Umkehrabbildung log ist dort eben/alls ( k - 1 )  real gleich- 

miizsig stetig di//erenzierbar. 

JBeweis: Es soll zuerst gezeigt wcrden, dass exp~ die Behauptungiiber dio Differcnzier- 

barkeit erftillt, d. h. dass in einer Karte  (Ue,q)) um e die Zuordnung 

-->~ (exp ~) 

(k-1)- real  gleichm/~ssig stetig differenzierbar ist. Es gilt fiir cinc Geodi~te g(t,$) 

g ( ~ t , ~ )  = g(t ,  T~), 

denn die beiden Kurven geniigen der gleichen Differentialgleichung mit der gleichen An- 

fangsbedingung. Wir haben also insbesonders 

g(t,~) = g ( 1 , ~ )  = expt~.  (6.1) 

Nun wird die Geod~te exp t~ durch ~-l(x(t, h)) gegeben, wo x(t, h) L6sung der Differential- 

gleiehung 
~(t,h) = a(x(t,h))h, x(O,h) = 0 (6.2) 

ist, und h =(I)~ dcr Repr~entan ten  yon ~ in der gewiihlten Karte  bedeutet. Die Zuordnung 

~ - ~ e x p ~  l~sst sich somit aufspalten in 
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~-~(1)~ = h ~  x(1,h). 

Die erste Abbildung ist stetig linear, also trivialerweise beliebig oft gleichm~ssig stetig 

differenzierbar. Auf die Abbildung 

h->x(1,h) 

sell nun Satz 3 yon [7] angewendet werden. (6.2) geniigt n~mlieh den dort geforderten 

Bedingungen: a(x)h ist in x nach Voraussetzung und in h wegen der Linearit~t mindestens 

einmal stetig differenzierbar. Daraus folgt die Differenzierbarkeit im Produkt.  Wei~erhia 

folgt aus der vorausgesetzten lokalen gleichm~ssig stetigen Differenzierbarkeit der Produkt- 

funktion gerade die gleichmi~ssige Stetigkeit der Zuordnungen (x, h)--> a'(x) o h resp. (x, h)-> 

a(x) o fiir x und h aus gewissen Umgebungen yon 0. Es bleiben also noeh die Vorausset- 

zungen A), B) und C) des Satzes zu verifizieren. Von denen ist A) trivial und B) und C) 

folgen fiir beschrs Umgebungen aus der gleichm~ssigen Stetigkeit yon a'(x) resp. 

a(x). exp (~) =~-l(x(1,(I)~)) ist somit fiir geeignet beschr~nkte ~ einmal stetig differenzierbar. 

Die Existenz und gleichm~ssige Stetigkeit der hSheren Ableitungen bis zur Stufe /c -1  

erh~lt man durch Wiederholung dieses Schlusses, denn durch Differentiation nach h yon 

(6.2) erh~lt man 

(~(t,h))'k = a'(x(t,h))(x'(t,h)k,h) +a(x(t,h))lr 

woraus sich wegen (~(t, h))'k = (x'(t, h) It)" eine Differentialgleiehung fiir x'(t, h) k ergibt, die 

wiederum den Bedingungen yon Satz 3 aus [7] geniigt. 

Die Ableitung exp'(~)~_o erh~lt man nun unter Anwendung der Kettenregel durch 

Differentiation yon (6.1) naeh t: 

A(g(t,~))~ = exp' (t$)~ 

-- exp' (0)$. 

Dies besagt, dass x'(1,0) = t  (identische Abbildung yon E). Die Abbildung h--~x(1,h) geniigt 

somit den Voraussetzungen des Umkehrsatzes in [2], ist also eine Abbildung auf eine 

gewisse Umgebung yon 0 E E  u n d e s  existiert cine Abbildung ]r so dass ]c=x(1,h). 

Geht man zur Gruppe zuriiek, so besagt das, dass exp~ =T-l(x(1,(I)(~)) eine Abbildung auf 

eine gewisse Umgebung 2/e yon e ist und dass in diese Umgebung die Abbildung log: 

p-->q~(p) = k.--~h-->cl)-l(h) existiert. Diese Abbildung erfiillt die Differenzierbarkeitsbe- 

hauptungen, da ihre Ableitung in der Karte durch (x'(t,h)) -1 gegeben wird und die Ab. 

bfldung ~-~a-1 yon GL(E) auf GL(E) beliebig oft gleichm~sig stetig differenzierbar ist, 

wie die in der Einleitung angegebene Entwicklung zeigt. Damit ist Satz (6.1) bewiesen. 

Satz 6.1 zeigt, dass (Ne, log) eine, als kanonisch bezeichnete, Karte um e in der 

Gruppe ist. logp heisst die kanonische Koordinate yon p. Es ist zu beachten, dass die 
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kanonische Karte  im Falle k < ~ nicht zum auf der Gruppe vorgegebenen Atlas zu gohSren 

braucht, da die Nachbarrolationon mit den Karten dieses Atlas i. a. nur (k -1) -mal  dif- 

ferenzierbar sind. 

Wciterhin ist zu beachten, dass die Abbildung exp zwar auf ganz Te definiert ist, ihr 

Bild keineswegs die ganze Gruppe zu sein braucht. Beispiele dafiir liefern schon die endlich 

dimensionalen Gruppen, m~n vergleicho etwa [6]. 

S.~Tz 6.2: a) Die Geoddten g(t,~) dutch e werden in kanonischen Karten durch 

gegeben. 

b) Bezeichnen ~(~) resp. ~(~) 

in Icanonischen Koordinaten so gilt 

logg(t,~=) = t$ 

die Verschiebungsoperatoren A(p) resp. B(p), logp=~,  

~ ( t ~ ) ~  = ~, 

~ ( t ~ ) ~  = ~. 

Beweis: Die Behauptung a) folgt direkt aus 6.1. Da somit t L6sung der Differential- 

gleichung ~(t)=~(~(t))~ und nach S~tz 4.3 auch von ~(t)=fl(~(t))~ ist, folgt auch b). Die 

Eigenschaften a) und b) kSnnen iibrigens unabh~ngig voneinander zur Charakterisierung 

yon kanonischen Koordinaten herbeigezogen werden. 

Es I/isst sich jetzt die Umkehrung von Satz 4.1 beweisen: 

SATZ 6.3: Eine einparametrige Untergruppe g(t) ist eine Geoddte durch e und somit di/- 

/erenzierbar. 

Beweis: Da g(0)=e und g(t) stetig ist, gibt es ein v>0 ,  so dass g(t)6N~ fiir Itl <v.  

Wir zeigen, class dieses Kurvenstiick mit  einer Geod~ten durch e zusammenf~llt. Es l~sst 

sich ein ~1E Te so bestimmen, dass 

g(~) = exp (z~l). 

Allgemein l~sst sich fiir n = 1 , 2 , 3  .... je ein ~, so finden, dass 

Erhebt  man diese Gleichung in die m-re Potenz, so ergibt sich 
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da ja auch exp (tT$~) eine einparametrige Untergruppe ist. Fiir m = n  erh/i, lt man 

exp (~n) = exp (r~i), 

also wegen der Eindeutigkeit yon exp :~= =$1. 

(:) Somit ergibt sieh g ~ = e x p  ~1 , 

was besagt, dass g(t) fiir alle rationalen t m i t  einer Geod/iten zusammenI/illt, wegen der 

Stetigkeit also sogar mit dieser identisch ist. 

Be~piel: Da in der GL(E), wie sehon gezeigt, die Geod~ten durch e als ~0(t)=e ~h, 

hEL(E) gegeben werden, erh/ilt man die Abbildung exp:L(E)-->GL(/~) durch e x p h = e  h. 

Daher kommt natiirlich die Bezeiehnung exp resp. log fiir die kanonische Parametrisierung. 

Bemerkurgl: Da im folgenden stg, ndig mit kanonischen Koordinaten gearbeitet wird, 

setzen wir jetzt  allgemein voraus, dass alle in Zukunft betrachteten Gruppen mindestens 

3 real gleichm~ssig stetig differenzierbar seien. 

7. Bemerkungen zur Analytizitiit der Gruppen 

Man kann ganz wie im endlich dimensionalen Fall analytische Abbildungen zwischen 

Banachr~umen betrachten, etwa mit der folgenden 

DEFINITION: Eine Abbildung /:E-->F zwischen zwei Banachr~umen E und F heisst 

analytisch im Punkte x, wenn ]iir ]edes n>~O ein n-/ach multilinearer Operator (1)~(x) mit 

Argumenten aus E und Werten in F gegeben ist, so dass die Reihe ~ (1)~(x) h n absolut kon- 
h = O  

vergiert f//r [hi <(f, (~}>0), und gilt 

/(x + h) = ~ r h ~ 
n - - 0  

H. R. Fischer hat mit dieser Definition alle wesentlichen elementaren Si~tze, die im 

endlich dimensionalen Fall ffir analytische Funktionen gelten, in einer vervielf~ltigten Arbeit 

bewiesen. Da dieso Arbeit, in welcher iibrigens auch die meisten der hier bowiesenon Si~tze 

fiber Lie-Gruppen enthalten sind, recht umf~nglich ist, und sich weder die S~tze noch 

die Beweise wesentlich yore klassischen Fall unterscheiden, sei hier auf eine ausffihrliche 

Wiodergabe derselben verzichtet. Es gilt vor allem: 

LEMMA 1: Die Potenzreihenentwicklung einer analytischeu Abbildung ist eindeuti~l. 

Eine in x analytische Funktion ist in einer Umgebung yon x unbeschrdnkt di//erenzierbar, und 

die (1)~(x) sind im wesentlichen die n-te Ableitung von / an der Stelle x. 
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LwM~x  2: Die Komposition analytischer Abbildungen ist analytisch. 

L v . M ~  3: Sei / : E---> F LSsung der Di //erentialgleichung 

/' = A(x,/)  /(Xo) = Yo 

und A in einer Umgebung U • V yon (x0,Y0) eine in (x,/) analytische Abbildung E • F---> 

L( E, Z). Dann gibt es Umgebungen Uo ~ U, Vo ~ V, so dass / in U o • V o analytisch ist in 

(X, yo). 

Mit diesen Hilfsmitteln l~sst sich nun der fiir das folgende wesentliche Satz beweisen: 

SXTZ 7.1 : Sei G eine 3real gleichmdssig stetig di/[erenzierbare Lie-Gruppe. Dann ist die 

Produkt]unktion in kanonischen Koordinaten analytisch. 

Beweis: Das wesentliche Hilfsmittel des Beweises ist Lemma 3, d. h. man versucht zu 

zeigen, dass die Produktfunktion ~(~,~) =log (exp~exp~]) einer Differentialgleichung geniigt, 

die die in Lemma 3 geforderten Eigenschaften hat. Durch Differentiation von ~ nach 

finder man unter Verwendung der Bezeichnungen von Satz 6.2 und den l~ormeln (2.3) 

Die LSsung der Differentia]gleichung 

/,($) = ~(/(~))~-1(~) /(0) = ~ (7.1) 

muss also die Produktfunktion liefern:/(~,~) =x(~,~). Es ist nun zu zeigen, dass (7.1) den 

Voraussetzungen yon Lemma 3 geniigt. Dazu zeigt man zuerst, dass ~(/) und ~-1(~) ana- 

lytisch sind. Die AnalytizitKt yon (/,~)_~a(/)~-1($) folgt dann daraus, dass das Produkt  

yon Automorphismen in diesen linear ist. Um zu zeigen, dass ~(/) und a-l(~) analytiseh 

sind, kana  man sieh auf eine dieser Abbildungen besehr~nken, denn die in der Einleitung 

gegebenen Entwicklungen zeigen, dass die Abbildung ~-1_>7, (aEGL(E)), analytiseh ist, 

aus der Analytizit~t yon ~__>:r folgt also mit  Lemma 2 diejenige yon ~__>a-l(~)__>a(~). 

Um jetzt  sehliesslieh noch die Analytizit~t von a-l(~) zu beweisen, ist es notwendig 

~-1(~) zu differenzieron. Deshalb musste in Satz 7.1 k>~3 vorausgesetzt werden, da wit 

ja fiir kanonischo Koordination nur (k -1) - faehe  Differenzierbarkeit beweisen konnten. 

Man betraehtet  ftir festes ~ und ~ E Te die Kurve 

~(t)~7 = t ~ - l ( t 4 ) ~ .  

Dureh Differentiation ergibt sieh 

(~o(t),])" = ~ - ' ( t ~ ) , 7  +t(c , -xCt~)) ' (~ ,~7) .  
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Beriieksiehtigt  m a n  die Definit ion yon  S, und  die S/itze 4.2 und 6.2 mi t  (~(t(~))=S(expt~), 

also die Formel  

(~-~( t~) ) ' (~ ,~)  - (cr = ~( t~) (~ ,~)  = a (o) ($ ,  ~ -~( t~ )~) ,  

so ergibt  sieh: 

(~(t)~)" = =-*( t$ )~  + (:,-*(t~))'(t~7,;) + a ( 0 ) ( ; , ~ ( t ) ~ ) .  

Dureh  Differentiat ion yon r162 = ~  naeh ~ mi t  e iuem Zuwaehs r / e rg ib t  sieh sehliesslieh 

noch 

somit  (o~(t)~)" = ~y +(r(0)(~,q~(t)~y), 

was sieh mi t  a ( 0 ) = S  und Sexy =S(~,~y) auch als 

q~(t)" = t+Sr q~(0) = 0 (7.2) 

schreiben 1/isst. 

(7.2) 1/isst sich explizit  15sen, e twa mi t  dem Picardschen Approximat ionsver fahren .  

Wir  setzen qo(t)=q~(0)=0, q~n(t)=f~(t+S~q~n_x(v))dv und erhal ten so 

n i~n 

~0n(t) = ~-~1 ~ ~ - 1 '  S o = t, 

so dass sich ~0(t)= lim q~,(t) ergibt  zu 
n--~or 

q~(t) = ~. tn S" -~ (7.3) 
n_19/ ,  ~ 

und  daraus  fiir t = 1 

i .on-.' (7.4) ~-'(})= ~ ~-~ �9 

n . 1  ?/,. 

Es ist unmit te lbar ,  dass die dutch  It I e Itl IiSll absolut  mayor ie r te  Reihe (7.3) iiberall kon- 

vergiert ,  (7.4) somit  fiir alle ~ die Potenzreihenentwicklung yon o~-~(~) ist, wenn m a n  

dureh die Bildung 

fiber alle Pe rmuta t ion  yon 1 ...n summier t ,  die multi l inoaron Funk t ionen  symmetr is ier t .  

D a m i t  w/ire also zum Schluss noch die Analyzit/ i t  yon  0r :) bewiesen. 

Aus Satz 2.1 und Satz 7.1 ergibt  sieh nun als Korol lar  unmi t t e lba r  

S x r z  7.2: Au/  einer 3 real gleichmiissig stetig di//erenzierbaren Lie-Gruppe liisst sich 

beziiglich der vorgegebenen Topologie eine analytische Struktur de/inieren. 
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8. Konstruktion einer lokalen Lie-Gruppe zu einer vorgegebenen Lie.Algebra 

Zu einer zweimal differenzierbaren Lie-Gruppe gehSrt eine Lie-Algebra, die dureh 

jede Umgebung yon eeG, also dureh jede in G offene lokale Lie-Gruppe sehon eindeutig 

bestimmt ist. Umgekehrt 1/isst sich nun auch zu einer vorgegebenen Lie-Algebra s eine 

lokale Lie-Gruppe G konstruieren, so class s die Lie-Algebra yon Gist.  Es ist zu bemerken, 

dass fiber die Existenz einer ,,vollen" Gruppe niehts ausgesagt wird. 

SATZ 8.1 : Sei s eine Lie-Algebra, d. h. s ist ein Banachraum, in welchem eine stetige 

bilineare Abbildung F, • E--> F~ so de/iniert ist, dass gilt: 

1. S(x, y) = - S(y,x) 

2. S(x,S(y,z)) + S(y,S(z,x)) + S(z,S(x,y)) =0. 

Dann existiert eine lokale Lie-Gruppe G, so dass F~ = T~(G). 

Zur Konstruktion verwendet man die genau gleiehen ~berlegungen wie sie im letzten 

Absehrritt gemaeht wurden, aber jetzt  umgekehrt: Veto (7.2) ausgehend konstruiort man 

fiber (7.1) eine Funktion ]: E • ~-+~,  welehe lokal Produkteigensehaften hat. 

Sei also q~(t, x) die trivialerweise existierende LSsung der (7.2) entsprechenden DiG 

ferentialgleichung 

~ = t + s ~ ,  ~(0,x)=0, ~L(s (S.1) 

Wit setzen: a-X(x) = ~(1, x). 

Die Abbildung ~-l(x) eL(s  hat  folgende Eigenschaften: 

a) ~ -1 (0 )  = t 

b) ~- l (x )x  = x  

e) ~ - l ( x ) ( h , k )  = S(~-~(x) h, ~-l(x) k). 

Zum Beweis yon a) hat  man nur im explizierten Ausdruck (7.4) ffir g-1 x =0  zu setzen. Um 

b) zu beweisen, betraehtet man ffir festes x die Kurve q~(t, x)- tx=y)( t ,x) .  Es ist ~o(0, x ) = 0  

und 
~(t, x) = ~(t, x) x -2" x = S=~(t, x) x. 

Indem man rechts Sxtx =0 subtrahiert, erh~lt man 

~ ( t , x )  = s ~ ( t , x ) ,  

was zusammen mit y~(O,x) =0 yJ(t,x)~O ergibt. Die Bildung e) ist sirmvoll, derm nach Satz 4 

aus [7] ist ~v(t, x) in x lokal gleichm/s stetig differenzierbar. Ihr  Beweis effordert etwas 

1/ingere Rechnungen: Man setzt fiir feste h, k, x 
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d d 
Z(t)= q ~ ( t , x ) ( h , k ) - ~ x q ~ ( t , x ) ( k , h ) - S ( q ~ ( t , x ) h ,  7~(t,x)k). 

Dureh Differentiation nach t erh/ilt man mit 

= S(h, r x)k) + S(x, ~#r x)(h, k)) -S(k,  ~(t, ~)h) - S(x, d~( t ,  ~)(k, h)) 

- S(h, of(t, z) k) - S(S(x ,  r x) h), of(t, x) k) - S(q~(t, x)h, k) - S(~(t,  x) h, S(x,  ~f(t, x) k)). 

Vier dieser Glieder heben sich gegenseitig auf, wenn man Voraussetzung 1) beniitzt. Die 

beiden letzten iibrigen Glieder zusammen ergeben unter Verwendung yon Vorausset- 

zung 1) und 2) gerade -S (x ,S (~ f ( t , x )h ,  r  so dass sich zusammengefasst ergibt 

= ,~  [ ~  v(t, :~)(h, k) - d r ( t ,  ~)(k, h) - S(~(t, x)h, ~(t, x) k)] = ,V~Z(t). Z(t)  

Nun ist aber Z(0)=0, so dass sich wieder z ( t )~  0 ergibt, was c) beweist. 

Da a-l(x) stetig yon x abh&ngt, existiert wegen a) in einer gewissen Umgebung der 

Null at(x)= (at-l(x))-l, und ist dort nach x differenzierbar. Es ist also sinnvoll, die 7.1 ent- 

spreehende Differentialgleichung 

l ' ( z )  = a t ( l ( x ) ) ~ - l ( x ) ,  1(0) = y ( s . 2 )  

zu betraehten. Die Krfimmung des Operators o~(z)~-l(x) wird gegeben dutch 

R(x,  z)(h, k) = at'(z)(a(z)a-l(x) h, o~-l(x) Iv) - at'(z)(o~(z) at-l(x) k, h) 

+ at(z)((at-l(x))'(h, k) - (a-l(x))'(k, h)). 

Hier ist das letzt~ Glied nach c) gleieh a(z)S(at-l(x)h, at-l(x)]r und dureh Differentiation 

yon a- l (z)a(z)k=k nach x ergibt sich 

a' (z)(h, k) = - at(z)( at-l(z) )' (h, at(z) k ). 

Dies eingesetzt ergibt 

R ( x ,  z ) (h , / c )  = - ~(z)[ ( zt-~(z ) )' ( ~(z )~-~(z) h, ~(z) ~-~( x) Ir 

- ( ~ - 1 ( z ) ) ' ( ~ ( z )  a-qx)  k, ~(z) ~-'(z)  h) + ~(z) S(~-~(x) h,~-~(x) 7r 
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Die Glieder in der eckigen Klammer ergeben nun naeh e) gerade wieder 

S(~-X(x) h, ~-l(x) k) 

so dass gilt: R(x, z)(h, k) = O. 

Die Differentialgloichung (8.2) genfigt somit den Vorauss6tzungen des Korollars zum 

Hauptsatz yon Keller [7], es existiert also eine in x und y gleiehm~ssig stetig differenzierbare 

Abbildung/(x, y) yon s x s163 atff einer gewissen Umgebung der Null. 

Es ist nun noeh zu zeigert, dass ] die Eigenschaften einer Produktfunktion hat, womit 

dann U zu einer lokalen Gruppe wird. Es oxistiert ein linksseitiges Einsolement, da/(0, y) =y.  

Das Assoziativgesetz /(x, fly, z)) =/(/(x,y) z) ist erfiillt, derm die beiden Abbildungen 

gentigen derselben Differentialgleiehung mit derselben Anfangsbedingung: 

~zl( x, I(Y, z)) ~(l(x, t(y, z))) l(0,1(0, z)) /(y, z) ~-l(x)~ 

~/(/(x, y), z) = ~(l(l(x, y), z)) ~-1(l(x, y)) ~(/(x, y)) ~-l(x)  

= a(/(/(X, y), Z)) ~- l (x) ,  / ( / (0,  y), z) = l(y ,  z). 

Es existiert ein linksseitiges Inverses, da wegen 

~ / ( x ,  Y)~-o = t 

](x,y) dcm Satz fiber die implizitert Funktionen geniigt (wiederum nach Battle resp. 

Nevanlinna). Damit ist ffir / die Gfiltigkeit der Gruppenaxiome bewiesen, und da wegen e) 

E trivialerweiso die Lie-Algebra yon U ist, auch Satz 8.1. 

Die Eigenschaft b) yon a-l(x) zeigt, dass die identische Abbildurtg vort U in /: die 

kanonische Parametrisierung yon U gibt. Zudem folgt, mit Satz 7.1 dass (x,y)-->/(x,y) 
artalytisch ist. 

9. Die Produktfunktion in kanonischen Koordinaten 

Die in den letzten beiden Abschnitten verwendeten YIethoden sollen nun noeh etwas 

oxpliziter zur Anwendung kommen mit dem Ziel, fiir die Produktfunktion in natiirlichen 

Koordinaten die nach Satz 7.1 existiorende Potenzreihenentwicklung anzugeben, was ffir 

das Folgendo ein sehr bequemes Hilfsmittel liefert. 

Sei also G eine Lie-Gruppe. Mit den Bezeielmungen yon 7 besagt darm Satz 7.1 dass 

die Abbildung (~,~1)-->~(~,~7) analytisch ist art der Stelle (0,0). Es ist also insbesonders auch 

die Abbildung t--->~(t~,t~7) analytisch ffir t =0,  und es sell nun die Entwieklung 
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~(t~, t~) = ~ . ,  ~.(~, ~), 
n _ o ' t ~  : 

(9.1) 

dr~ 
wo :~n(~, rl) = ~ n  g(t~, trl)t_o, 

angegeben werden. Es gilt also die Ableitungen yon x(t~,07) naeh t zu bestimmen. Aus 

(2.3) und Satz 6.2 folgt 

~(t~, t~)" = ~(t~, t,~) ~ + ~(t~, t~) r~ 

x(t~,tv)" = ~(.(t~,tv))~ +/3(z(t~,@)~] (9.2) 

Die Ableitungen yon ~ lassen sich also aus donjenigon yon ~(~) und/3(~) berechnen. Fiir 

~(~) 1/i~st sich aber ein expliziertor Ausdruck angebon, donn ~(~) ist in ~ analytisch, und dio 

Reihenentwicklung I/~ss$ sich somit aus dorjenigen yon ~-1(~) die durch (7.4) gogeben wird, 

dutch Einsetzen finden. Ein Ansatz 

~(~) = ~o + ~1# + c ~  2 + . . -  

lie fort 

woraus man 

und allgemein 

1 
+ ~ (S t + a~#S~ + a~#~S~ + . . .  

+ ~? (,s~ + ~s~  +... 

1 

+u 

I 

~ ;  ,-777,,zr =0 ,  n>~l,  
v . o ( v •  J): 

abliest. Es gilt ~1~ = - �89 und n immt man als Induktionsvoraussetzung ~ u  = k~,S~ ffir 

# = 1 . . .  v, so erh/ilt man 

~+x~ ~+1 = k~ 1~  +1 

und daraus die Rekursionsformel 

0, k 0 = l ,  n>~l.  
/c,_v 

,=o(v+ I ) !  
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Setzt man hier k~, = B n / #  I, so erh~lt man 

~_~0(u+l~r(n_v)! =0,  B o = I ,  

und nach Multiplikation mit (n + I) ! 

,~o \v_~_l]Bn-~  =0,  Bo =1,  

und dies gerade isg die Rekursionsformel fiir die Bernoullisehen Zahlen. Es gilt Be~+l = 0 

fiir n > 1, wir erhalten somi~ 

~ ~ Bn 
:~(~) = t -  s +  ~ k~s~ ~, k~ = n-~" (9.3) 

n--1 

Dass an dieser Stelle die Bernoullischen Zahlen auftretcn, ist natiirlich, denn diese sind 

ja die Koefizienten bei der Reihenentwicklung der Funktion ](x) 

/(x) ~- x(eX-l) -I, x/ - l (x)  = e ~ - I  

und aus 7.4 folgt unmittelbar 

s~-~(~) = e~-~ .  

Fiir/~(~) hat man ganz analoge Resultate: tfl-l(t~) gentigt der Differentialgleichung 

(7.2) wenn man S durch S ersetzt. Demzufolge ist 

fl-~(~) = ~ ~ !  (9.4) 

1-  
fl(~) = ~ - ,~,~ so. + ~ k ~  ~ . 

n - 1  
und 

Mit Satz 4.1 ergibt sioh daraus 

/~(~)- ~ + ~ st  + ~ k ~ s  ~'n. (9.5) 
n - 1  

Ersetzt man in (9.5) ~ dutch -~: so ergibt sich 

/'3(-~) = a(~), (9.6) 

und durch Subtraktion yon (9.3) yon (9.5) erh~lt man die'etwas seltsame Formel 

fl($) - ~ ( $ )  = S $ ,  ( 9 . 7 )  

die allerdings keinen invarianten Sinn auf der Gruppe:hat.  Wir werden in III.11 darauf 

zuriickkommen. 
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Mi~ den Formeln (9.3) und (9.5) kann man das dureh (9.1) gestellte Problem explizit 

16sen, d. h. wenigstens eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten ~,($,y) angeben. Eine 

solche ist aber nicht einfach, da sich die h6heren Ableitungen yon H nach (9.2) sehr rasch 

komplizieren. Wir verzichten deshalb darauf, da wir im folgenden nur dem allgemeinen 

Bau der G/ieder xn brauchen, den man wie folgt ersieht: 

Die Ableitungen yon ~(~) resp. fl(~) an der Stelle ~e=0 mit Differentialen ~1...~. er- 

geben sich aus 0.3) und (9.5) zu 

~ ' (o )  ( $ .  ~) = - �89 

fit(0) (~1, n) = �89162 

B n 

we fiber allo Permutationen yon 1... n summiert  wird. Diese Ableitungen sind somit alles 

Linearkombinationen yon Lie-Produkten der Vektoren $1 ..... ~ ,  ~. 

Die Ableitungen von ~ fiir t-~0 werden aus (9.1) rekursiv bes~imm~. 

~.(o) = ~ +~7, 

~(o) = {~'C~)(~,~) +Y(~)(~,~7)}~-o = ~'(o)(~(o) ,~)  +/~'(o)(~(o) ,~) ,  

~ (0)  = {~"(u)(~,~,~)  + ~'(~)(~,~)  +fi"(. . )(~,~,~) +/~ ' (~) (~ ,~)} , -o .  

lr ucn)(0) usw. treten also in den Ableitungen yon a und fl die Ableitungen u(m~(0), m <n ,  

als Differentiale auf. Maa berechnet ~(0)= [~,~/] und n immt  als Induktionsvoraussetzung, 

dass u(~*(0), m <n ,  eine Linearkombination yon Lie-Produkten sei. Dana  folg~ dies aueh 

fiir u(")(0). Wir haben soreR: 

SxTz  9.1: Die Produkqunkt ion in kanonischen Koordinaten wird durch 

t n 

n . l n !  

gegeben, we l,, (}, ~7) (n > 1) eine Linearkombination yon Lie-Produkten yon ~ und ~7 let, 

wenn ItS[ und [tVl aeni~e~ kZein aewahU werden. E,~ ist: 

Das Ergebnis yon Satz 9.1 kann aueh als 

i n - 2  

e~:p t~ exp  t~ = exp [t(~ + ~) + t ~ - -  - l . (L  ~7)] 
n-2 n] 

(9.7) 

geschrieben werden, was illustriert, wio sieh dns Produkt  zweier GeodiCten verh~ilt. 
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Wir geben noch eine in Satz 9.1 enthaltene Formel, welche direkt aus der Differenzier- 

barkeit yon z(t$, t~]) folgt und fiir alle t~, t~ E log hre grit: 

z(t~, t~) = t(~ +~) + [fir(t, $,~) (9.8) 

oder expt~ exp t~ = exp (t(~ +~) + [t[r(t, ~,~)), (9.9) 

wo r(t,$,~)--~O fiir t-->0. 

Schliesslich brauchen wir noch die analoge Formel / f i r  den Kommuta tor  Q(t) zweier 

Geod~ten g(t)=exp t~ und/( t )  =exp  t~. Differenziert man die Identit~t g(t)/(t)Q(t)=/(t)g(t) 

zweimal in natiirlichen Koordinaten unter Verwendung von Satz 9.1 und den Ableitungs- 

formeln ftir ~ und :r so ergibt sich 

Q(t) = exp (t~[$,N] +I t  [~r(t, $,N)). 9.11 

10. Homomorphismen in Lie-Gruppen 

Seien G und 0 zwei Lie-Gruppen und �9 eine Abbildung yon G in G. �9 heisst ein Homo- 

morphismus G-->G wenn gilt: 

1) (I) ist ein Homomorphismus G-->0 beziiglich der algebraischen Strukturen yon G 

und G. 

2) ~ ist eine stetige Abbildung G-~0. 

SATz 1O.l: Ein Homomorphismus ~ einer Lie.Gruppe G in eine Lie-Gruppe G i s t  

mindestens zweimal di//erenzierbar. 

Beweis: Man w/~hlt U e c G so, dass auf U e und (I)(Ue) kanonische Koordinaten definiert 

sind. Sei ~o die durch 
~(~) = log (I) exp~ (lO.1) 

auf log Uec T~ definierte Abbildung in log (I)(Ue)c Te. Wir zeigen, dass ~ stetig linear ist. 

ist trivialerweise stetig. 

Die Homogenit~t yon ~ folgt daraus, dass das Bild unter qb einer Geodgten yon (7 

nach Satz 6.3 eine Geod~te in 0 ist, so dass also 

~0(t~) = log �9 exp t~ = t$, $ = ~(~) e To 
fiir t~ elog U~. 

Schliesslich ist flit t~,t~, t($ +•)elog U~ 

log �9 (exp tSexp t~) = log (Oexp t~)(Oexp t~) 

und Formel (9.8) ergibt ftir die linke Seite 

log r exp (t($ +~) + I t lr(t ,~,v)) = t~(~ +v  + r(t,~,v)), 
17 - 622906 Acta mathematica. 108. Imprim6 lo 28 deieembre 1962 
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und fiir die rechte Seite: 

also: 

B .  M A I S S E N  

log (r  expt~) +log ((I) exptv) + It I e(t,~(~),~(v)) = t~(~) + t~(v) + It 1 e(t,~(~),q~(v)), 

woraus sich nach Division dureh t fiir t - ~  die Behauptung ergibt. 

Die Linearit~t yon ~ besagt nun, dass in natiirlichen Koordinat~n die Abbildung (1) 

in einer Umgebung yon e beliebig oft differenzierbar ist. Sie ist es also dort in einer belie- 

bigen Kar te  mindestens zweimal, und aus der Homomorphieeigenschaft folgt die Dif- 

ferenzierbarkeit iiberhaupt. 

SATZ 10.2 : Seien G und G zwei Lie-Gruppen und ~P : G--->G ein Homomorphismus. Dann 

ist r  ein stetiger Homomorphismus der Lie-Algebra L yon G in die Lie.Algebra L v o n  

beziiglich der Algebren Strukturen. 

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass (I)' eine Abbildung L--+L ist, d .h .  dass r  parallele 

Felder in parallele Felder iiberftihrt. Man erh~It dureh Differentiation nach p yon 

r  = CpCq 

~P'(pq) A (p, q) = X((1)p,r 

und fiir q =p-1  naeh (2.3) die Formel 

(I)'(p) =.tI(q)p)r (10.2) 

Fiir ein invariantes Feld ~(p)=A(p)~ o ergibt sieh somit 

(1)'(p)~(p) = A(~Pp)~P'(e)~o, 

also wieder ein invariantes Feld. 

(I)' ist trivialerweise linear und stetig. Es bleibt noch zu zeigen, dass (I)' das Lie-Produkt 

erh~lt. (10.2) ergibt 

fI-l((1)p)(l)'(p) = d)'(e)A-l(p), 

und daraus erh~lt man durch s Differentiation unter Beriieksichtigung yon 5(I)=0: 

~.~-l(~Pp)(~P' (p) ~,(l)' (p)~7) = ~P' (e) 5A-l(p)(~,~7), 

und fiir p = e 

S(e)(q)'(e) ~,~'(e)~ = r S(e)(~,V), 

was also die Behauptung ergibt. 
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Einem Gruppenhomomorphismus entsprieht also ein Homomorphismus tier zuge- 

hSrigen Lie-Algebren. Man bemerkt fibrigens, dass ~P'(e) gerade die dureh (10.1) gegebene 

Abbildung q resp. deren lineare Fortsetzung ist, da ja q' =q  wegen der Linearit/~t yon 

gilt. Man erh/~lt somit 

~P'(e)~ = log ~ exp,,  

oder ohne Einschr/~nkung des Definitionsbereiches: 

exp ~P'(e)~ = ~Pexp~. (10.3) 

Zur Umkehrung des Satzes 10.2 fiihren wir den Begriff des lokalen gomomorphismus 

ein, fiir eine auf einer Umgebung Uec G definierte Abbildung r  Bildern in G, wenn ~P 

auf U~ die Homomorphismuseigenschaften hat. Damit gilt: 

SATZ 10.3: Seien Te und T~ die Tangentialrdume an die Einheiten der Lie-Gruppen G 

resp. G. Ist ein 8tetiger Homomorrhlsmus ~ beziiglich der Algebrenstrukturen q): Te--->T~ 

gegeben, so gibt es einen lokalen Homomorphismus r : Ue c G-->G, so dass ~9'( e ) =q~. Ist weiter 

G ein/ach zusammenhiingend, so gibt es einen Homomorphismus ~P:G--+G, so dass ~9'(e) =~. 

Beweis: Es gibt eine Umgebung U ~  G, so dass ffir ~,U elog U~ die in Satz 9,1 gegebene 

Reihenentwicklung yon u(t~,tu) sowohl als auch von ~(@~,t~U ) flit t = 1 konvergiert. Dies 

folgt aus der Stetigkeit yon W- Wir betraehten die auf U~ gegebene Abbildung 

= exp wlog: U~--~G, 

yon welcher wir behaupten, dass sie der gesuehte lokale Homomorphismus ist. ~P ist trivialer- 

weise stetig. Es ist fiir ~ =logp, U =logq 

( 11 ) ~P(loq) = exp ~0 l~(~, U) = exp In(q~, ~U) = exp ~ exp ~U = CP~Pq 
n = l ~ b  ! 

da ja der Bau der Glieder/n(~,~) garantiert, dass qgln(~,~) =ln(qP~,qr~). Das ist aber sehon was 

zu beweisen war. 

Der Zusatz fiber einfach zusammenh/~ngende Gruppen folgt aus einem allgemeinen 

Satz fiber topologische Gruppen, welcher besagt, dass sich in diesem Fall jeder lokale 

Homomorphismus global fortsetzen 1/~sst. (Man vergleiehe etwa [10], Th. 63). 

Ein lokaler Homomorphismus ffP:G-+G heisst lokal einelndeutig resp. lokal topologisch, 

wenn es eine Umgebung Ue yon e e G gibt, so dass die Restriktion r eineindeu~ig resp. 

topologiseh auf ~P(U~) ist. Im letzteren Fall wird natfirlich qP(U~) in der yon G induzierten 

Topologie betrachtet. 
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SATz 10.4: Ein (lokaler) Homomorivhismus dP:G--~G ist dann und nur dann lolcal ein. 

eindeutig resiv, lokal topologisch, wenn dP'(e) eine eineindeutige resp. topologische Abbihtung 

von Te au/ dP'(e)(Te) ist. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der oben beniitzten Tatsache, dass fiir logp aus 

einer gewissen Umgebung yon 0 E T~ die Abbildung (I)p =exp  (I)'(e) logp ist. 

Man bemerkt hier wieder einen Unterschied gegeniiber einer endliehdimension~ten 

Theorie: In einer solchen wiirde ni~mlich aus der lokalen Eineindeutigkeit yon (I) folgen, dass 

(I) lokal topologiseh ist, da ja dann eine eineindeutige Abbildung (I)'(e) automatiseh topo- 

logisch ist. 

11. Die adjungierte Darstellung einer Lie-Gruppe 

Einen stetigen Homomorphismus einer Lie-Gruppe G in die Automorphismengruppe 

GL(E) eines Banachraumes 2' bezeichnet man als Darstellung yon G in E, 2' heisst der 

Darstellungsraum. Zu jeder Lie-Gruppe G li~sst sich in natiirlicher Weise eine Darstellung 

mit Teals  Darstellungsraum angeben: 

SATz 11.1: Ist a,:q--->ivqq-a der zu iv gehOrige inhere Automorivhismus G--->G, und 

bezeichnet man die dutch 

iv ~a'p (e) 
gegebene Abbildung mit ad, so ist 

ad: G--->GL(Te) 

eine DarsteUung yon G in Te. ad heisst die adjungierte Darstellung yon G. 

Beweis: Es ist ad (p) EGL(T~). Das folgt aus den S~tzen 10.2 und 10.4, da % ein stetiger 

Automorphismus yon Gist. Man sieht es aber auch durch explizito Borectmung yon ad (iv): 

a'~( q) = A (pq, p- ~ ) B(p, q), 

woraus sieh iiir q = e m i t  A(p,p -1) =A-l(p)  ergibt. 

ad(p) = A-l(p) B(p). (11.1) 

:Daraus orgibt sich auch die Stetigkeit yon ad. Sch]iesslieh ist ad ein ttomomorphismus, 

denn es ist a~q=a~a~, also auch a'~q =a'pa'q. 

Nach (10.3) gilt zudem exp (ad(p)~)=a~ exp ~, also 

exp (ad (p) ~) = p exp ~p-1. (11.2) 
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Aus der  Homomorphie -Eigenschaf t  yon ad folgt nun  nach Satz 10.2, dass die Ablei tung 

ad(p)  ein H o m o m o r p h i s m u s  Tr-'+L(Te) ist, wenn die Tangentialr~/ume an die G L(Te), wie 

iiblieh, mi t  L(T~) identifiziert  werden. In  K a r t e n  (~0(p) = x) erh~lt  m a n  durch Different ia t ion 

der Iden t i t~ t  

a(x) ad (x) h = b(x) h, 

die aus (I1.1) folgt: 

a'(x)(k ,  ad (x) h) + a(x) ad '  (x)(k, h) = b'(x)(k,  h), 

was unter  Verwendung yon (3.1) und (4.2) ergibt  

F(z)(]~, b(x) h) + a(x) ad'  (z)(k, h) = -F(x)(& b(x)h) = F(z)(b(x) h, k). 

Das l~sst sieh mi t  (4.1) und  Satz 4.2 invar ian t  schreiben als: 

ad '  (p)~ = A- l(p) S(p)$B(p)  -- SA-,(;)r ad (p), (11.3) 

wenn, wie friiher, S(p)r U =S(p)(~,~7), S = S ( e )  gesetzt  wird. 

Fiir  p = e  ergibt  sich 
ad '  (e)~ = S~. (11.4) 

Man beachte:  Die Eigenschaft  von  ad ' (e)  ein Algebrenhomomorphismus  Te-->L(Te) 

zu sein, ist gerade die Jacobische Iden t i t~ t  fiir S. 

Be t raeh te t  m a n  die Abbildung ad ls einer Geods g(t), ~(t)=A(g(t))~, so ergibt  

sich fiir die Ablei tung 

ad (g(t))" = ad '  (g(t)) ~(t) = SA - l(g(o)h(o a d  (g(t)) = S ad (g(t)). 

Diese Differentialgleichung (ad (g(0))= l) ls sich sofort 16son: 

ad(g(t)) = etQ, ~ = 9(0) 

oder mi t  g ( t ) = e x p ( t ~ )  

(exp (t4)) = W~. 

(Das ist iibrigens eine Formel  die sich d i rekt  aus 10.3 ergibt.)  

D a m i t  l~sst sieh nun  die Formel  (9.7) invar ian t  sehreiben. Es  gilt: 

(11.5) 

(11.5') 

B (exp ~) - A (exp ~) = A (exp ~)(ad (exp ~) - t) 

B (exp ~) - A  (exp , )  = A (exp~)(eS$-0.  (11.6) 

Dass dies schon die gesuchte t )be r t r agung  von  (9.7) ist, ergibt  sich daraus ,  class fiir 

kanonisehe Koord ina ten  nach (7.4) gilt: ~-1(~) S t  = e s ~ -  ~ also S~ -- ~(~)(eS~ - 0, so dass sich 

(11.6) gerade als (9.7) schreibt,  wean man  zu kanonischen Koord ina ten  iibergeht.  
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12. Untergruppen von Lie-Gruppen 

DEFINITION 12.1: Sei G eine Lie.Gruppe und G* c G. G* heisst di//erenzierbare Unter- 

gruppe yon G, wenn gilt: 

1. G* ist Untergruppe yon G (beziiglich der algebraischen Struktur). 

2. G* ist Untermannig/altigkeit von G. 

Eine differenzierbare Untergruppe ist beziiglich der dureh die Forderung 2) gegebenen 

Topologie eine Lie-Gruppe: Es ist zu zeigen, dass die Abbildung (p, q)--->pq in G* differenzier- 

bar ist. Seien x*, y*, z* resp. x , y , z  Koordinaten von p,q ,pq in G* resp. G. Dann ist nach 

A.1 aus II.7 die Abbildung (x*,y*)--> (x,y) differenzierbar. Naeh A.2 aus II.7 existiert 

eine Projektion P, so dass aus der um pq in G definierten Parameterabbildung ~:pq--->z 

mit P95, 95 =~] U*, eine Parameterabbildung in G gegeben wird. Da aber P stetig linear ist, 

ist aueh die Abbildung (x,y)-->Pz differenzierbar. Schliesslich ist noch Pz-->z* differenzier- 

bar, wodurch die Abbildung (x*,y*)--->z* in differenzierbare Sehritte zerlegt ist. 

Es existiert eine Umgebung U* yon e in G*, so dass ][ U* topologiseh ist. Dies ist 

gerade die Aussage des Hilfssatzes aus II.7. Deswegen braucht G* keineswegs lokal topo- 

logiseh eingebettet zu sein, wie das Standardbeispiel der Geraden mit irrationaler Steigung 

im zweidimensionalen Torus zeigt. 

Da ] aber sicher stctig ist, ls sich S 10.1 anwenden, was einen Teil der in Definition 

12.1 aufgestellten Forderungen ersetzt. Das legt folgende Definition nahe: 

D E F I N I T I 0 N 1 2.2 : Sei G eine Lie- Gruppe und G* c G. G* heisst Lie- Untergruppe yon 

G, wenn gilt: 

1. G* ist eine Lie-Gruppe. 

2. Die Einbettung j:G*--> G i s t  ein stetiger Homomorphismus und es existiert eine Urn. 

gebung U* yon e in G*, so dass j [ U* topologisch ist. 

Bemerkung: Satz 10.1 liefert fiir ?" nur (k-1)-malige Differenzierbarkeit (/c~>3). Um 

hier nicht st~ndig unwesentliche zus~tzliche Voraussetzungen machen zu miissen, sollen 

im folgenden auf den Lie-Gruppen unbeschri~nkt differenzierbare Atlanten angenommen 

werden, solchr existieren ja nach Satz 7.2. Dann ist auch ] unbeschr~nkt differenzierbar. 

SATZ 12.1: Eine di//erenzierbare Untergruppe ist eine Lie-Untergruppe. 

Eine Lie-Untergruppe ist dann und nur dann eine di//erenzierbare Untergruppe, wenn 

]'(e) T* ein topologisch direlder Summand  yon Te ist, wo T* und T e die Lie-Algebra yon 

G* resp. G bedeuten. 

Die erste Aussage ist schon bewiesen, denn es wurde oben gezeigt, dass eine differenzier- 

bare Untergruppe eine Lie-Gruppe ist. Die zweite folgt aus den Siitzen 10.1 und 10.4 und 
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den Isomorphieeigensehaften der Tangentialr/~ume in versehiedenen Punkten. Satz 12.1 

zeigt, dass die Definition 12.2 im allgemeinen sehw/~cher ist als 12.1, aber auch, class die 

beiden Definitionen schon im Falle eines Hilbertschen Parameterraumes zusammenfallen. 

SATZ 12.2: Sei G* eine Lie-Untergruppe yon G und T*, resp. T~ die Lie-Algebra yon 

G*, resp. G. Dann ist ]'(e)T* =T~ eine zu T* topologiseh isomorl~he abgeschlossene Unter- 

algebra von T e. 

Beweis: ~Tach Satz 10.2 und Satz 10.4 ist es klar, dass T~ eine zu Te algebraiseh iso- 

morphe Unteralgebra yon T~ ist. Welter ist aber fiir eine Umgebung der 0 in T~ j'(e) nach 

(10.3) dureh 

j'(e) = log ?" exp* 

gegeben; da diese Abbildung naeh Definition 12.2 auf log (U*) topologisch ist, ist j'(e) 

somit iiberhaupt eine topologisehe Abbildung, und ]'(e) T~ ist abgesehlossen. 

SATz 12.3: Sei G eine Lie.Gruppe, T~ die Lie-Algebra von G und T* eine abgeschlossene 

T* G* Unteralgebra von Te. Die von exp ( e )  erzeugte Gruppe l~sst sieh als zusammenh~ngende 

Lie-Gruppe iiber T* de/inieren, so dass G* eine Lie-Untergruppe yon G wird. 

Beweis: Sei e so gew~hlt, dass fiir I~ l, I~/I <e  und t = 1 die in Satz 9.1 gegebene Potenz- 

reihe konvergiert. Sei weiter K e die offene Kugel urn 0ETe mit Radius ~, K~ = K  e N T*, 

U =exp (Kq) und U* =exp (K~). Wir behaupten: 

a) U* ist mit der yon G induzierten Topologie und Gruppenoperation eine lokale 

Gruppe, wenn das Produkt (p, q)-->pq als definiert erkl/~rt wird, falls pq E U*. Assoziativit/it 

und Stetigkeit dieser Gruppenoperation sind trivial, ebenso die Existenz eines Einheits- 

elementes und des Inversen, denn 0EK~ und mit ~EK~ ist auch -~EK* .  Es bleibt 

noeh zu zeigen, dass es zu p, qE U* Umgebungen V*, V* in U* gibt, so dass (15,q)-~t5 ~ 

definiert ist fiir 15EV*, ~E V* sobald (p,q)-->pq definiert ist. Letzteres ist der Fall flit 

pqE U*, also insbesonders pqE U. Es gibt in G Umgebungen V~, Vq yon p und q, so dass 

VvVqcU. Sei * - V ~ n U ,  * -  * V ~ -  V q -  Vq n U und 1bE V~, ~E V*. Dann ist naeh 9.1 

log (15~) = ~ . v  1,($, r/), ~ = log p, ~] = log q, 

also log (~)  E Te, da l~($,7) E T* und Te abgeschlossen. Es ist aber auch log (p~) E Kq, somit 

log (l~) E K~, also/3q E U*. 

b) Wenn G* die yon exp T* erzeugte Gruppe ist, so wird G* yon U* erzeugt, denn U* 

T* erzeugt trivialerweise exp e. 
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Dank den Eigenschaften a) und b) liisst sich G* zu einer Topologisehen Gruppe machen. 

Man erh~It n~mlieh eine offene Umgebungsbasis fiir e E G*, wenn man dafiir alle Mengen 

V* nimmt, fiir welche V* N * often ist. Fiir die Einzelheiten sei z. B. auf [4] verwiesen. 

G* ist nun eine topologisehe Gruppe, und es ist klar, dass U* den im Satz 2.1 gefor- 

derten Bedingungen geniigt. G* liisst sich also zu einer Lie-Gruppe machen, welehe trivialer- 

weise Lie-Untergruppe yon Gist .  

Die Siitze 12.2 und 12.3 stellen eine eindeutige Beziehung zwischen zusammen- 

h/ingenden Lie-Untergruppen und abgeschlossenen Unteralgebren dar. Wir sagen, dass Te 

(in Satz 12.2) die zu G* gehSrige Unteralgebra ist, und dass G* in Satz (12.3) yon T* 

erzeug~ wird. Te erzeugt oftenbar die Zusammenhangskomponente der e yon G*. Folgender 

Satz ergibt sich als Korollar: 

SATZ 12.4: .Die zu einer di//erenzierbaren Untergruppe G* von G gehSrige Unteralgebra 

T* ist ein topologisch direkter Summand yon Te. Ein topologisch direkter Summand T~ vor~ 

Te erzeugt eine di]/erenzierbare Untergruppe G* yon G. 

Fiir die endlich dimensionalen Gruppen ls sieh ein Satz beweisen, wonach jede 

abgeschlossene Untergruppe als Lie-Untergruppe definiert werden kann. Dies seheint hier 

nicht m6glieh, oder zumindest nicht so einfach zu sein. Wir geben eine Analyse des Problems. 

Sei also G* eine abgesehlossene Untergruppe yon (7. Wir betraehton die Menge X 

aller Vektoren ~6Te, fiir welche exp~EG* gilt. Fiir ein ~EX gibt es zwei MSgliehkeiten: 

a) Es gibt ein v ,0<z~<l ,  so dass v~EX, aber t ~ X  fiir 0 < t < v .  

b) Zu jedem v,0<z~<l ,  so dass T~EX, gibt es ein t, 0 < t < T ,  so dass t~EX. 

Sei Y die Menge der Vektoren ~6X mit der Eigensehaft a) und Z diejenige mit der 

Eigenschaft b). 

Z ist eine abgeschlossene Unteralgebra yon Te. Beweis: Die Bedingung b) impliziert, 

dass es zu ~EZ eine Folge tn,n = 1,2 ..... tn+1<tn,O<t~<~l, gibt, so dass t ,~EZ, also exp 

t,~EG*. Dalm ist aber aueh exp(t~-tm)~=exptn~(exptm~)-lEG *, also (tn-tm)~EZ. 

Daraus folgt, dass die Punkte expt~, welche in G* liegen, auf der Geod~ito expt~ iiberall 

dieht sind. Da aber G* abgeschlossen ist, folgt daraus t~EZ, - oo < t  < oo. Mit SEZ ist also 

t~EZ, und Z ist gerade die Menge derjenigen Vektoren ~ETe, fiir welehe exp(t~)EG*, 

- -  o o  < t <  ~ : ~ .  

Sei nun ~,~ EZ. ])ann ist 

exp (t~) exp (t~/)= exp (t(~ + ~ ) +  tr(t))E G* 

(vgl. (9.8)). Sei v beliebig, und k(t, v) = v/ t  - (v/t rood 1). Dann ist 

exp (k(t, T) (t(~ +~) + tr(t))) = exp (t:~ + ~]) + tr(t)) k(t'') E G*. 
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Da G* abgeschlossen ist, gilt das auch fiir den Limes t->0, welcher wegen lira k(t, 7) t = v 

existiert und gleich exp(~(~+~)) ist. Es ist somit T(~+~)EZ fiir jedes 7, mit  ~,~?EZ ist 

also aueh ~ +r] EZ. 

Da mit  exp(t~) und exp(t~) aueh der Kommuta to r  Q(t) =exp(t2[~,~7]q-t2r(t)) dieser 

Kurven in G liegt, (vgl. (9.11)) li~sst sieh mit  t 2 = u und k(u, 7) = ~/u-  (~/u mod 1) der genau 

gleiche Schluss wiederholen, was zeigt, dass mit  ~,~ EZ auch [~,~] EZ. 

Z ist somit eine Unteralgebra yon Te. Es bleibt noch zu zeigen, dass Z abgeschlossen 

ist. Sei $n,n=l,2 .... eine Folge in Z und limSn=$. Dann ist diese Folge besehri~nkt, und 

es l~sst sieh ein ~ w~hlen, so dass t~n,n = 1,2,.. und t~ e fiir 0 < t < ~ in derjenigen Umgebung 

yon 0 E T e liegen, auf welcher exp topologisch ist. Da nun t~n'->t~ gilt auch exp t~n exp t~, 

und expt~ E G*, da G* abgesehlossen. Das besagt aber gerade wieder, dass t~ EZ und somit 

EZ. Damit  ist die Behauptung bewiesen. 

Z erzeugt eine Lie-Untergruppe H*, welche offenbar in G~ der e-Komponente yon G* 

liegt. Um zu sehen, unter welchen Umst~nden H *= G~ ist, betrachtet  man die Menge Y. 

Falls ~ E Y, so gibt es offenbar einen ,,primitiven Vektor"  ~ = (1/n) ~, so dass die Geod~te 

expt~ die Untergruppe G* nur in den Punkten  t = 0 ,  • 1,_+2... beriihrt. Dieser Fall ist 

durchaus denkbar, er kann dann auch eintreten, wenn G~=H*, denn um G~=H* zu 

beweisen, braueht  man nut  zu wissen, dass gilt inf[~ I =~ >0,~E Y. In  diesem Fall ist 

n~mlich G~ N expKq=H*N expKQ (Kq die offene Kugel mit  Radius Q um 0ETe) eine 

Umgebung yon e sowohl in H* als aueh in G~, also H* =G~. Diese Beschr~nktheit l~sst 

sich im endlieh dimensionalen Fall mit  Hilfe der lokalen Kompakthei t  beweisen. Zusam- 

mengefasst ergibt sich 

SXTZ 12.5: Sei G* eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G; G~ die Einheits- 

komponente von G*; X die Menge aller ~ E T e, ~o dass e x p ~ G * ;  Z die Menge aller ~ E T~, so 

dass exp (t~) E G*, - ~ < t < ~ .  Dann ist Z eine abgeschlossene Unteralgebra von Te. Z 

erzeugt G~ , wenn gilt inf I ~ ] = ~ > O, ~ E X, ~ (~Z. In diesem Fall ist G~ eine Lie- Untergruppe yon G. 

Ein Uaterraum I einer Lie.Algebra L heiss~ ein Ideal, werm mit  seEI und ~]~L gilt 

[~,~7] E I .  Ein Ideal ist immer zweiseitig, d. h. es ist dann aueh [r],~] E I .  

SA~z 12.6: Sei N eine Lie.Untergruppe yon G, welche Normalteiler ist. Dann ist die 

zu N geh6rige Unteralgebra I ein abgeschlossenes Ideael in Te. 

Sei I ein abgeschlossenes Ideal in Te, dann ist die yon I erzeugte Lie. Untergruppe N 

Normalteiler in G, wenn G zusammentdingend ist. 

Beweis: Sei N Normaltei ler  in G,~EI,~ETe. Dann ist der Kommuta to r  Q(t)=exp 

(t~[~,~]+t~r(t)) yon exp(t~) und exp(tr/) (vgl. 9.11) naeh Voraussetzung fiir alle ~ in h r. 

Wiederholt man den Sehluss, der zum Beweis yon Satz 12.5 verwendet wurde, so finder 
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man, dass dann aueh exp (~[~,~])EN fiir alle ~. Somit [~,~] E I ,  was zu beweisen war, denn 

I ist ja yon vornherein eine abgesehlossene Unteralgebra yon T e. 

Anderseits zeigt die Formel (10.2) unmittelbar, dass eine Unteralgebra I dann einen 

:Normalteiler in N in G erzeugt, wenn I unter den Abbildungen ad (p), p e G invariant ist, 

denn dann ist 
exp (ad (p) ~) = p exp~p-1 E exp I ,  1o E G, 

und N wird yon exp I erzeugt. Diese Bedingung ist aber erffillt, wenn I ein abgeschlossenes 

Ideal ist, denn dann ist nach (11.5') 

ad(exp~)~=eS~EI ,  ~ETe, v E I ,  

und da G yon exp T e erzeugt wird, sogar 

a d ( p ) ~ E I ,  pEG, ~EI .  

Es ist fibrigens, in 13bereinstimmung mit  dem ersten Teil des Satzes, leicht direkt 

aus (11.4) zu sehen, dass die Invarianz einer Unteralgebra unter ad(p), pEG gerade mit  

der Ideal-Eigenschaft gquivalent ist. 

SATZ 12.7: Seien G und G zwei Lie-Gruppen und 09:G--~G ein Homomorphismus. Dann 

ist die e-Komponente N o yon Kern ~P eine Lie-Untergruppe von G, welche von Kern a)'(e) 

erzeugt wird. N o ist abgeschlossener Normalteiler. 

Die g-Komponente des Bildes ag(G)=G* ist genau dann eine Lie.Untergruppe, wenn 

T* =(I) '(e)T e abgeschlossen ist in T~. 

Beweis: Kern ( I ) ' (e)=I  ist offenbar ein abgeschlossenes Ideal in T~; erzeugt somit 

nach Satz 12.7 einen Normalteiler N o in G. Sei ~EI .  Es ist dann nach (10.3) (I)exp~= 

exp(qb'(e)~) =g, und somit auch ~Pp=g, pENo, da N o yon e x p I  erzeugt wird, also N o c  

Kern(I). Anderseits wird die e-Komponente yon Kern(I) dureh U~ N Kern(I) erzeugt, wo U~ 

eine Umgebung von e ist, so dass sowohl auf Ue als auch auf (I)U e kanonisehe Koordinaten 

definiert sind. Sei dann p = exp ~ E Ue. Dann ist wiederum nach (10.3) (I) exp~ = exp ((I)'(e) ~) = 

g, also (I)'(e) ~ = 0, ~ E I ,  was besagt, dass N o und Kern ap in einer Umgebung der e zusammen- 

fallen. Daraus ergibt sich die Behauptung. Sei weiter ~9'(e) Te = T* abgesehlossen und G* 

die yon T~ erzeugte Untergruppe yon (~; dann ergibt sieh die zweite Behauptung des 

Satzes ganz analog zur ersten aus der Formel (10.3). 

13. Faktorgruppen 

Wiihrend sieh bis anhin alle Si~tze fiber Untergruppen ffir Lie-Untergruppen (Defini- 

tion 12.2) formulieren liessen, seheint der wesentliehe Satz fiber Faktorgruppen nur ffir 

differenzierbare Untergruppen (Definition 12.1) zu gelten: 
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SATz 13.1: Sei G eine Lie-Gruppe und N eine di//erenzierbare Untergrulape , welche 

abgeschlossener Normalteiler in Gist. 

Dann ldsst sich GIN als Lie-GruTpe de ] inieren mit T e/ I als Lie-Algebra ( T e : Lie-Algebra 

yon G, I: das zu N gehSrige Ideal, vergl. Satz 12.6). 

Beweis: GIN ist eine topologisehe Gruppe, auf welche Satz 2.1 angewendet werden soll. 

Sei ~ so gew~ihlt, dass fiir I~1, I~/I <e,  t = l  die in Satz 9.1 gegebene Reihe konvergiert, und 

dass auf Ue=expKq(KQ: Kugel mit Radius ~ um 0E Te) kanonische Koordinaten definiert 

sind. Mit (I) resp. ~0 bezeiehnen wir die Projektionen G-->G/N resp. T~--->TdI. r (]~ 

resp. ~0(Kq)=_/~Q sind dann offene Umgebungen yon g in G/N resp. 5 in TdI .  Wir zeigen, 

dass man dureh die Zuordnung 

/5->p-->logp = ~->~, 

wo/5-->p die Wahl eines Repr~sentanten yon p E U~ in Ue bedeutet, eine yon dieser Wahl 

unabhs topologisehe Abbildung log :15->~ yon U~ auf Kq erh~lt. Ist n~mlich p' =pa, 

a = e x p ~ f N  ein welter Repr~sentant, so ergibt Satz 9.1 in der Form (9.8) angewendet 

1 
p' = exp ~ exp ~ = exp (~ + ~/+ ~ n.T In(~, ~ ) )  = exp (~ + ~*), ~/* f I,  

da l , (~,~)fI ,  n =2,3 ..... wegen der Idealeigensehaft. Es ist somit logp ' - logp =~* f I .  

Um zu sehen, dass log topologisch auf ist, betraehten wir die Zuordnung 

~-+~-->exp ~ = p-+/3, 

wo ~-+~ wiederum die Wahl eines Repr/isentanten bedeutet, und zeigen, dass dadureh eine 

yon dieser Wahl unabhiingige Abbildung exp:~-->/5 yon _KQ in (T~ ist. Ist  ~' = ~ + ~ ,  ~ f I  

ein anderer Repritsentant yon ~ so folg~ wiederum aus (9.8) exp $'(exp~) -1 fiN. 

Weiter stellt man wiederum mit (9.8) unmittelbar lest, dass explog=j ,  logexp=t,  

die identischen Abbildungen sind. 

Schliesslieh folgt aus der Stetigkeit und Offenheit von (I) und ~o noch, dass sowohl 

log als auch exp often, somi~ topologiseh sind. 

Bis anhin wurde die Voraussetzung, dass I in T~ einen topologiseh direkten Sum- 

manden D hat, nieht verwendet. Ohne diese Voraussetzung litsst sich aber fiber die Dif- 

ferenzierbarkeit der Abbildung 

~(~, ~)=  log (exp ~ exp ~/) 

kaum etwas aussagen. Es existiert ein topologischer Isomorphismus o~:TJI--+D. Damit 

wird 
exp ~=  ffP exp eo(~). 
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Bezeichnet man mit ~ die Abbildung, die jedem p E Cr~ den Repr/~sentanten in exp D zu- 

ordnet, so wird 
log ~ =~0 log ~ (~). 

Damit erh~lt man fiir die Produktfunktion 

~(~,~)=q~ log ~r (exp eo(~) exp a~(~)) 

Dabei ist ~ =expPlog,  we P die Projektion Te--->D bedeutet. Dies ergibt 

~(~, 4) = ~P~(o~(~), ~o(q)), 

was wegen der Linearit/~t und Stetigkeit yon ~c,P,w, die Differonzierbarkoit yon ~ garan- 

tiert. 

Zugleich zeigt diese Formel, dass dureh T~ in T d I  induzierte Lio-Produkt mit dem 

yon G/IV induzierten fibereinstimmt, denn die Produktfunktionen in G und G/N unter- 

scheiden sieh nur dutch Projoktionen. 

Bemerkung: Wenn in Te ein topologisch dirokter Summand X gegeben ist, lassen sieh 

sog. kanonische Koordinaten 2. Art ganz wie im endlich dimensionalen Fall dureh die 

Abbildung 
-> (exp P~) (exp Q~) 

definieren, wenn P und Q die entsprechenden Projektionen bedeuten. Mit diesem ttilfs- 

mittel 1/isst sich dann auch der Satz beweisen, dass der Faktorraum nach einer abgeschlos- 

senen differenzierbaren Untergruppe eine Mannigfaltigkeit ist. Auf Einzelheiten gehen wir 

hier nieht ein, da sieh der klassische Beweis (vgl. z. ]3. [4]) ohne weiteres iibertragen 1/~sst. 

14. Vertauschbarkeit 

Der folgende Satz ist eine unmittelbare Folge aus Satz 9.1. 

SATz 14.1: 2r und hinreichend da/i~r, dass gilt 

exp t~ exp t~ = exp t~ exp t~, - oo < t < ~ ,  
ist [~,~] =0. 

Man beachte, dass dies kein Kriterium fiir die Vertausehbarkeit zweier beliebiger 

Elemente p und q ist, denn solche brauchen nicht von der Form exp~ resp. expr /zu  sein 

(auch wenn die Gruppe zusammenhs ist) und zudem folgt aus exp ~ exp 7 =  

exp~ exp~ nicht [~,~] =0.  

SATz 14.2: 1st G eine Abelsche Gruppe, so ist S=O. Ist anderseits G zusammenh~ngend 

und S = 0, so ist G abelsch. 

Dieser Satz ist ein Korollar aus Satz 14.1. 
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SATZ 14.3: Sei Z das Zentrum der Lie-Gruppe G. Dann gilt: 

1. Z = Kern ad. 

2. Z ist Lie-Untergruppe yon G. 

3. Die zu Z gehSrige Lie-Algebra ist 

{$15e T~, Sa =0}. 

Beweis: Es ist Z c K e r n a d ,  denn fiir q e Z  folgt pq=qp,  identisch in p e G ,  also A(q) = 

B(q) und somit naeh 11.1 ad(q)=t .  Anderseits folgt aus (11.5') fiir exp ~ e K e r n a d  etS~=t, 

also S~ = 0  und somit exp ~ c Z  Da aber exp Te sine Umgebung yon e in Gist ,  folgt die ersto 

Behauptung. 2. und 3. folgen daraus nach Satz 12.7 und (11.4). 

Es ist zu beachten, dass ad(G) im Gegensatz zum endlich dimensionalen Fall keine 

Lie-Untergruppe yon GL (T~) zu sein braucht,  da ad'(e)T~={h]heL(T~),  h=S~, ~6T~} 

nicht abgeschlossen zu sein braucht in L(T~). Hingegen zeigt Satz 14.3, dass die Darstel- 

lung ad genau dann treu ist, wenn Z = e gilt. 

Literatur 

[1]. S. BA~ACH, Thdorie des opdration8 lingaire. Monografje Mathematyczne, Warsaw 1932. 
[2]. R. C. BAI~T~, On the openess and inversion of differentiable mappings. Ann. Acad. Sci. 

Fennicae, Ser. A I Math., (1958) 257. 
[3]. C. CLrEV~Z,EY, Theory o] Lie-Groups. Princeton University Press, 1946. 
[4]. P. M. Co~r, L/e Groups. Cambridge University Press, 1957. 
[5]. W. GRAEUB, Lie-Gruppen und affiner Zusammenhang. (Erscheint demn~ichst in den Acta 

Math. Scand. ) 
[6]. H. HOPF, ~ber  den Rang geschlossener Liescher Gruppen. Comment. Math. Helv., 13 (1941). 
[7]. H. KELLER, ~ber  die Differentialgleichung erster Ordnung in normierten lineaxen R~umen. 

Rend. Circ. Math. Palermo (1959) II ,  VIII .  
[8]. D. LAUGWITZ, ~ber unendliche kontinuierliche Gruppen I. Math. Ann., 130 (1955). 
[9]. R. u. F. N~.VA~LI~A, Absolute Analysis. Spinger Verlag, 1959. 

[10]. L. PO~N'rRZA(~I~r Topological Groups. Princeton University Press, 1946. 

Eingegangen am 23. Februar 1962 


