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Soit £ un corps de nombres algébriques de degré fini et K[k une k-algébre commutative
et semi-simple de dimension finie. K est la somme directe d’'un nombre fini de corps,
K=@®>5K,, K[k étant des extensions de degré fini. Soit o un anneau de Dedekind dont
k est le corps des quotients. Un p-ordre R de K est un anneau contenu dans K avec 1€ER
et kR=K, qui est en méme temps un p-module de type fini. Si 'on identifie p avec pl,
chaque R-module est donc aussi un p-module. On appelle RB-réseau un R-module de type
fini, qui est projectif comme p-module. Chaque R-réseau se décompose en une somme
directe d’un nombre fini de R-réseaux indécomposables. Désignons par »(R) le nombre des
R-réseaux indécomposables et non-isomorphes.

Si p est un idéal premier de p, soit py le complété p-adique de o et posons By=pp,®, R.
On sait (v. Jones [4]), que n(R) est fini si et seulement si n(R)) est fini pour chaque .
Nous allons donner ici des conditions nécessaires et suffisantes pour que n(R,) soit fini,
ce qui permet de déterminer tous les p-ordres R pour lesquels n(R) est fini. De plus, pour
les ordres Ry avec n(Ry)<oco, nous déterminerons aussi les types des Ry-réseaux indécom-
posables.

Soit & un groupe fini, commutatif ou non, et kG son algébre de groupe sur k. Alors
0@ est un p-ordre de £G. On sait, que n(pG) est fini si et seulement si n(0G,,) est fini pour
chaque groupe de Sylow &, (v. Curtis~Reiner [1], p. 579 et Kneser [5]). Or I’étude de n(0G,)
se raméne toujours & I'étude de n(oC) pour un groupe cyclique C, done 3 I’étude d™un
ordre commutatif. De notre résultat on obtient donc des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que 7n(0G) soit fini, ce qui compléte les resultats partiels déja connus (Curtis—
Reiner [1], Lc., Dade [2], Kneser [5], Gudivok [3]).
1~ 662905 Acta mathematica. 118. Imprimé lo 10 avril 1967
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Généralités

Si M est un R-réseau, il y a une injection canonique de M dans le K-module k @, M.
Nous identifions M avec son image sous cette injection. Cela permet d’écrire kM ou KM
au lieu de k®,M. Nous désignons par o(M)=dim,kM le rang de M comme p-module
et par o(R) le rang maximal d’un R-réseau indécomposable. D’aprés le théoréme de Jordan—
Zagsenhaus (Curtis—Reiner [1], p. 558), il y a seulement un nombre fini de R-réseaux
non-isomorphes M, tels que kM est isomorphe 4 un K-module donné. Cela implique, que
n(R) est fini si et seulement si g(R) est fini.

Soit p un idéal premier de p et py et Ry =0, ®, R les complétés p-adiques correspon-
dants. Jones [4] a montré, que n(R) est fini si et seulement si n(R)) est fini pour chaque
p — en effet il suffit de considérer les p divisant I'idéal ¢(R) de Higman (}). Dans la suite
nous nous occuperons done seulement du cas local, en supprimant 1’indice p.

Soit k’[k une extension de degré fini, o’ 'anneau de valuation de &’ et R’ =p'®,R.
La proposition suivante est valable pour un p-ordre dans une algébre semi-simple quel-

quonque, non nécessairement commutative.

ProrositioN 1. Soit k un corps p-adique complet et k'|k une extension non-ramifiée
de degré fini. Alors n(R) est fini st et seulement si n(R') est fini.

D’abord nous allons montrer que n(R)=occ implique n(R')=co. Cela est vrai pour
une extension quelqonque %'k, ramifiée ou non. Soit M un R-réseau et A =Hom, (M, M).
Nous considérons M comme A-module 3 droite. Une décomposition M =@ i M, est
équivalente 4 une décomposition A= @>%{A, de A comme A-module & gauche. Or, d’aprés
Maranda (Curtis-Reiner [1], p. 539) il existe un « tel qu'un A-réseau quelquonque X est
décomposable si et seulement si X/p2X est décomposable. Soit J le radical de A/p‘iA et
Ay Panneau quotient de A/p*A modulo J. Or, A/p*A étant artinien, une décomposition de
AJp=A en idéaux & gauche est équivalente 4 une décomposition en méme nombre de facteurs
directes de A,. Donc

t t
M= @;MJ had A0= @glj.

Supposons maintenant que M est indécomposable. Alors A, est un corps gauche avec un
nombre fini d’éléments, done un corps commutatif.
Soit M'=p"'®,M et A’=Hompy (M’', M’). Si « est suffisamment grand, on a comme

by

ci-dessus qu'une décomposition de M’ est équivalente & une décomposition de A’/p*A’

1 La démonstration dans [4] (v. aussi [1], p. 580) est faite pour les ordres 0G; elle reste valable dans

notre cas.
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et celle-ci & une décomposition de Ag. Or, on a A'=p’'®,A. Soit p’ I'idéal maximal de o’
et @: A’ A’[p*A’. Alors g(p’'®,A) et @(0’®,J) sont des idéaux nilpotents, donc con-

tenus dans J’. Cela donne
A0= D’/p' (79 AO'
o/p

Une décomposition M’ =@ i M| entraine une décomposition Ag=® >l Or, A’ étant le
produit tensoriel de deux corps, on a ¢ <(0’/p’:0/p) < (&': k). Cela donne (k' : k) max g, (M;) >
00o(M) et p(R) = co implique bien g(R’) = oo.

Inversément, soit M'=@®2,0'z, un R’-réseau indécomposable. Nous considérons R
comme sous-anneau de R’. Pour rER on a rx;=3,8, ;x; avec f;, ;€0’. Lextension k'[k
étant non-ramifiée, c’est une extension normale. Pour chaque automorphisme ¢ de k'[k

posons
’
M=>0"2f
H

et raf = Z (08, ) 7.

Alors T=® >,M; est un R’-réseau. Nous faisons opérer le groupe de Galois de k'/k sur T
en posant 7(faf)=(rf)a;". Soit O =X¢. Alors OT ={Ds(ow)z{, w€ 0’} est un R-réseau
dans T et nous allons montrer que p'©@7=1T. 8i w,, ..., w, est une p-base de 0’, les y; ;=
2o(ow;)a] sont une g-base de OT. Or, k'[k étant non-ramifiée la déterminante |wf| est
une unité de o’. Pour chaque j on a done @2 0'y; ;= ® 40’2}, ce qui entraine p’GT =T,
Une décomposition @7 =@ >%S; entraine la décomposition T=@>%0’S;. Or, T est par
construction somme directe de (k':k) réseaux indécomposables. D’aprés le théoréme de
Krull-Schmidt, cela entraine ¢ <(&':k) et aussi g, (S;) =g, (0'S;) =0y (M’). Par conséquent
n(R')=co implique n(R)=oco.

Remarque. 11 ensuit de la démonstration, que chaque R’-réseau indécomposable
s’obtient comme facteur directe d’un réseau de la forme p'®,M, ou M est un R-réseau
indécomposable.

Soit €,/k le corps d’inertie de K,/k; c’est une extension non-ramifiée. Si &’ contient le
composé de tous les Q,, chaque K;/k' est somme directe de (Q;:k) extensions totalement
ramifiées. D’aprés la proposition ci-dessus, il suffit done de considérer les ordres dans une
algébre K[k, qui est somme directe d’extensions totalement ramifiées.

Dans la suite, nous employons donc les notations suivantes. Soit k le complété p-adique
d’un corps de nombres algébriques et Kk, ¢ =1, ..., s, des extensions totalement ramifiées
de degré fini. Soient 0, O, les anneaux de valuation de k et K| resp. et p, R; les idéaux
maximaux correspondants. Alors nous posons
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K/k= (-BE:K/k

8

D=€l-)zlgt
$-o03%,

8
1= zei, e{2=e‘€Q’-
1

Evidemment,  est le p-ordre maximal de K et P=J(L) son radical. Les K[k étant

totalement ramifiées, on a

O=d> 0e,+P.
1
Nous identifions o avec pl< . Alors p< P et

9/2'3:@20/43 ¢

Si R est un p-ordre de K on a R<={. De plus, R est un p-module de type fini et il
existe donc a €p tel que a0 < R. Le conducteur F(R) de R est le O-idéal maximal dans R,
Comme aD< F(R) on a kF(R)=K et F(R) est de la forme

F(B)= 02 %p, 7:>0.

Si p=max 7,, cela donne P* < R si a=n.

LemME 1. Soit R un o-ordre dans K. Alors il existe des idempotents orthogonaux E,€ R
avec 1 =24 E, tels que
R= @é 0E,+RnP
et BN P=J(R) est le radical de R.
Soit ¢ I'application O—O/PR=® % 0/p p(e;). Alors R+ PB/P est une sous-algdbre de
@(£). Comme @(D) est somme directe de corps isomorphes & p/p, il existe des idempotents
orthogonaux E,€D tels que

R+B/B= 03 0/p 9(B).

Done il existe des z,€B tels que r,= E,+z, est dans R. En remplagant r; par sa p™-iéme
Ppuissance, avec m suffisamment grand, on voit que R contient des éléments de la forme
F.+y; avec y,€P"< R. Par conséquent, les E, sont dans R et R est de la forme R=
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2i0E;+RnP. 1 reste & montrer que J(R)=RN P. Si 4 est un idéal de R avec 1¢4,
il en est de méme avec 4+ RN P et cela entraine RN P< J(R). De 'autre c6té, R/RN P
est semi-simple, ce qui donne J(R)= RN P.

Inversément, si @ est une p-algébre dans P avec E,Q<@ et L'<Q pour un >0, on
vérifie immédiatement que @ % 0H,+Q est un p-ordre de K.

Si t>1 dans l'expression du lemme, R est somme directe des E;R et chaque E,R
est un p-ordre indécomposable de E,K. Pour chaque R-réseau M il y a une décomposition
M=@2{E;M, ot E;M est un E, R-réseau. Cela montre, que n(R) est fini si et seulement si
tous les n(E, R) sont finis. Il suffit donc de déterminer les ordres R indécomposables, pour
lesquels n(R) est fini. On obtient immédiatement du lemme 1 le

CoROLLAIRE. Un p-ordre indécomposable R est de la forme
R=p1+J(R) avec PL2J(R)DB

et R est confenu dans Uordre v 1+ B, qui est Uordre indécomposable mazximal de K.

Conditions nécessaires pour que n(R) < «

Soit M un R-réseau et Ay, =Homg(M, M); nous considérons M comme A,-module
a droite. Chaque 6€A,, se prolonge d’une fagon unique en un homomorphisme de kM.
Donc A, s’identifie & un sous-anneau de A,,,; en effet, c’est un p-ordre dans Ay, =kAy

et on a
AM={6|M6CM, 6€AkM}.

Plus généralement, soit X un p-module dans K tel que kX = K. Comme nous avons identifié
M avec un sous-module de k ®, M, M est définie pour x€X et XM ={xm|x€X, mEM}
est un R-module. Si X est un p-module de type fini, XM est un R-réseau. Pour 6€EA, on
a (XM)6=X(Md)yc XM, ce qui donne une application de A,, dans A ,,. Comme nous avons
supposé kX =K, c¢’est une injection et on obtient

Dy={0| M= M, $€A,,). (1)

Soit § un p-ordre de K avec R< S et N un S-réseau. Un R-réseau M est appelé réseau
générateur de N si M N et SM =N. En posant X =48 dans (1), on voit que A, est alors
contenu dans Ay. Supposons maintenant que N est indécomposable. Cela veut dire qu’il
n’y a pas d’idempotent +0,1 dans Ay. Par conséquent, il n’y en a pas non plus dans A,,
et M est aussi indécomposable.

LeMME 2. Soient S et R des p-ordres de K avec R< 8. Alors n(S) = oo implique n(R) =oo.
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Car un S-réseau indécomposable N peut étre considérer comme R-réseau et il suffit
de prendre M =N dans la remarque ci-dessus.
Soit J=R N P le radical de R et posons

R ,={z|aJ<J, z€K}.

R, est un p-ordre de K qui contient B. En comparant les conductuers de R et R, on voit
que R, est strictement plus grand que R si B +9. De plus, J est contenu dans le radical
J, de R,, car d’aprés le lemme 1 ona J,=R, N L2 RN P=J.

Soit N un R,-réseau et M un R-réseau générateur de N. Alors JU=JR; M=JN,
c.-a-d. JN= M. Par conséquent, chaque R-réseau générateur de N est complétement déter-
miné par son image M sous I'application

¢: N>N[JN=N.

Posons B, =R,/J, R=R|J et 0=p/p. Comme pcJ, R, est une p-algébre de dimension
finie et JJ, son radical. Nous supposons dans la suite que R est un ordre indécomposable.
Alors R=0 et M est un -espace dans ¥, tel que B, M = N. Inversément, si L est un D-espace
dans N avec B,L=N, p~1L est un R-réseau générateur de N.

Le R,-réseau & gauche JN est en méme temps un Ay-réseau & droite. Done, chaque

d€A, induit un R,-homomorphisme § de N, ce qui donne une application
AN—’ HOmR‘(N, N).

En général, cette application n’est pas surjective, c.-a-d. Ay est une sous-algébre, en général
propre, de Homy (N, ¥). Comme A,,< Ay, A, est une sous-algébre de Ayetona

EM={x[ﬂxCM, xEEN}. 2

LevmE 3. Soit N un R,-réseau et & un idempotent de Ay, tel que & est trivial (c.-a-d. =0
ou =1). Alors ¢ est trivial.

11 suffit de considérer le cas £ =0, autrement on remplace ¢ par 1 —¢. Or, & =0 entraine
Ne<JN et comme g2=g, cela implique Ne<JNg, c.-d-d., Ne=0.

Nous allons maintenant déduire certaines conditions auxquelles doit satisfaire R, si
n(R) est fini. Cela se fera de la fagon suivante. Soit

N=Ra,+...+ Ra,

un R;-module libre de rang ¢, et soit M, un p-espace dans N tel que B, M,=N. Supposons

que, pour chaque ¢ — ou, au moins pour une infinité de { — on peut choisir M, tel que
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M 54 M, pour chaque idempotent non-trivial de Homg (N, ). Comme Ay< Homg (N, N),
cela implique que chaque M,=@~1M, est indécomposable et, le rang de ces M, n’étant pas
borné, n(R) est infini. — Le lemme suivant a été démontré par Dade [2] dans le cas ont
R est une algébre de groupe.

LeMME 4. 8¢ R est un 0-ordre indécomposable dans K = © J3K ; avec s >3, on a n(R) = oo,

11 suffit de montrer cela pour s=4, car pour s>4 soit E=2%te, et E'=1—E. Alors
R ER®FE'R et n(ER)=co implique n(R)=-co. Soit donc s=4. Chaque ordre indécom-
posable est contenu dans pl + B et d’aprés le lemme 2 il suffit de montrer n(R) = oo pour
R=01+%. Pour cet ordre on a J=9, R, =0 et B, =0e, +...+0e,. Soit N un O-module
libre de base @, ..., a;, 4 le p-espace dans N engendré par les @; et Q=Hom; (4, 4). On
a N=e,N®..®e,N et chaque e;N=3,0¢,d, est invariant sous Ay. Done, chaque §€Ay
est de la forme

d=e,m; +... ey, avee 7€ Q.

Choisissons ¢ €Q tel que 0(#) est un corps commutatif maximal de Q (c.-3-d. tel que
le polynome caracteristique de & est irréductible) et posons

U={u(x)=e;x+e,x+eyx, x€A},
V={v(x)=eyx+egz+e,(xd), x€A},
M=4A+U+V.

M est un p-espace dans N avec O =N; done M =@~ est un R-réseau générateur de N.
Nous allons montrer que M est indécomposable pour chaque . D’aprés le lemme 3, il
suffit pour cela de montrer que Mz< M pour un idempotent & de Ay implique que € est
trivial. Or, £ est de la forme &=e,7, +... +¢,9, avec 7,€Q. Chaque ¢, N est invariant sous
g; done il en est de méme avec M N3, e, N=U. Or, chaque u€U est complétement
déterminé par une quelquonque de ses projections e,u, 4=1, 2, 3. Cela entraine &(u(x))=
u(xn,) eb 73 =ny=n3=7. De la méme fagcon on trouve (V)< V, ce qui donne 7,=17 et
n®=>07. Or, 7 est un idempotent et la derniére relation implique 5 €0(#), c.-a-d. 7 est trivial.
Par conséquent, & =e 7 +... +-¢,n est aussi trivial et M est indécomposable. Le nombre ¢
des générateurs de N étant arbitraire, cela implique bien que n(R) est infini.

ProrositioN 2. Soit R un v-ordre indécomposable, J=J(R) son radical, B,=
{z|zJ<=J, z€K} et J,=J(R,). Alors B,=R,|J est une v-algébre et si n(R) est fini on a

a) dimg(J,/J) <1, c.-d-d. si J1+0, il existe g€J, avec ¢**1=0 tel que q, ¢, ..., ¢ est
une 0-base de J,;
b) dim;(R,)<3.



8 H. JACOBINSKI

Soit N un R,-module libre de base a,, ..., a; avec t>1 et soient 4, Q, & etc. comme ci-
dessus. Choisissons deux éléments z,, z,€ B, qui sont linéairement indépendants sur D et

posons
W = {w(x) =2,z +2,(x), x€A}.

z, et z, étant linéairement indépendants, la somme 2z, 4 +2,4 est directe et cela donne
Wnz A=Wnz,A=0. (3)

Posons M=4A+Ww.

Alors M =¢p~1M est un R-réseau générateur de N et nous allons montrer que si une des
conditions ci-dessixs n’est pas vérifiée, on peut choisir z, et z, tels, que M est indécomposable
pour une infinité de . Remarquons d’abord, que la somme A+ W est directe. Ceci est
évident si 1, z,, 2, sont linéairement indépendants. Si 1=a, 2, +0t32,, ; €D, et w(z)=y€4,
on a w(z) —w(a, y) =2,y — o y#) E W N 2, A =0, c.-3-d. y&€py. Donc Dy est invariant sous
0(9) ce qui est impossible si y =0, car 5(#) est un corps de degré t>1 sur D.

Soit & un idempotent de A, tel que Mz< . La somme A + W étant directe, & est de

la forme
&(x) =zo +w(xt), avec o, TEQ. 4)

Or, & est un R,-homomorphisme de N, donc on a &(z;2) =2,20 +2,w(27) et cela donne
E(w(x)) =w(x0) +22(00 — 08) + 2227 + B adrd +2,2,(78 +51). (5)

Supposons maintenant que la condition a) n’est pas vérifiée et choisissons z;, 2, € Jy
de fagon qu’ils soient indépendants modulo JZ. Cela implique que la somme W +2,4 +J; 4
est directe. J, V étant invariant sous &, il en est de méme avec M NJ, N =W. Or, 2}, 25 et
2,7, sont dans J7 et, comme &(W)< W, on obtient de (5) que

E(w(x))=w(xo) et Ho—o?=0.

D’aprés la premiére relation, o est idempotent et la deuxiéme entraine o €0(#). Done,
o est trivial. Il suffit de supposer o =0, autrement on remplace & par 1 —z. D’aprés (4)
cela implique Az< W et cela donne Nz =R,(ds)< R, W<J,N. Donc & est aussi trivial et
M est indécomposable pour chaque ¢, ce qui démontre la condition a).

L’ordre R, est de la forme R,=® 3§ 0E,+J,, ol les E, sont des idempotents ortho-
gonaux, et cela donne

B,= @§5E,+jl.

D’aprés le lemme 4, n(R) < co implique =@ >3 L, avec s<3. Comme 4 est au plus

égal & s, on a bien dimy(R,) <3 si J;=0.
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Soit donc J, +0 et J,/J3=0g. Comme J, =®S¢E,J,, on a E;q=0 pour tous les ¢ sauf
un; supposons p. ex. B g=q. 8i ¢*+1=0 et ¢* +0, les éléments ¢, ..., g* sont une p-base de
Jy et on a dimy(B,)=pu +v.

S8i ¥>2, choisissons z, =¢” et z,=¢"1. On a Zf=28=2,2,=0 ¢t W=M NJ, N est in-
variant sous £. Done, on obtient de (5) que zy2(9¢ —od) est dans W pour chaque z€A4.
Or, d’aprés (3), W Nz, A =0 c.-a-d. #¢—0®=0. Comme ci-dessus, cela entraine que & est
trivial. Donc n(R)< co implique »<2. Pour montrer b) il reste & montrer que n{R) est
infini si v=2, y>1 ou si v=1, p=3.

Dans le premier cas choisissons z; = E, +q et z,=¢% Comme ¢=E, ¢, on a z,2,=25=0
et (5) se réduit &

g(w(x)) =w(wo) +2zy2(d0 —0B) +Sxvr, x€A.
Or, 1, 2y, 25, 27 sont linéairement indépendants, c.-a-d. la somme 4 +2, 4 +2,4+2i 4 est
directe. Comme M est contenu dans A+z,4+2,4, la condition &(w(x))€M entraine
1==0. De plus, J, N et E,N sont invariants sous &; done W= n (J, N+ E,N) est aussi
invariant sous &. Comme ci-dessus, cela entraine que d¢ —o# =0 et que £ est trivial. M est
done indécomposable pour chaque ¢ et n({R) est infini.

Si u=3 et v=1, choisissons z,=q+ K, et z,=q¢+ E,. Alors 1, z,, z,, 2t=E, est une
p-base de R, c.-d-d. la somme A +2, 4 +2,4 +23 4 est directe. Or, M étant contenu dans
A +2, A +2,4,1a projection d’un élément de M sur 23 4 est =0. On a 2,2, =0 et 23 =22 +2,—2;;

si 'on substitue cela dans (5), 1a condition &(w(x)) €M donne
T+#r9=0.

Pour chaque entier /, cela implique 7(—9-1)'=#. 8i f(X)€D[X] est le polynome irréduc-

tible avec f($)=0, on a donc
TH(—9)=[(B)T=0.

f(X) est un polynome de degré ¢>1, ¢ étant le nombre des générateurs de N. Pour ¢ impair
on a certainement f(—9-1)40 et comme f(—© ') est un élément du corps 0(#) cela im-

plique 7=0. Donc, pour ¢ impair, (5) se réduit &
g(w(x)) =w(xo) +2z,x(c? —do).

Or, J.N, E,N et E,N étant invariants sous &, il en est de méme avec
W=Mn(J,N+E,N+E,N).

Comme ci-dessus, cela entraine que o —#o =0 et que £ est trivial. Par conséquent, M est

indécomposable au moins pour ¢ impair, ce qui achéve la démonstration.
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Nous allons maintenant déduire quelques conséquences de la proposition 2, dont nous
aurons besoin dans la suite. La condition b) du corollaire suivant est du & M. Kneser ([5],

Satz 2) pour le cas R=p9@G, G un p-groupe abelien.
COROLLAIRE 1. Soit R un ordre indécomposable dans K= @ 3 K, et soit

DJ(R)= @2 B
Alors n{R)<oco implique

a) o;=1 pour tous les i & Vexception d’un au plus;

b) >3a;<3.

L’ordre §=p1+OJ(R) contient R et est indécomposable. Alors n(R)< oo implique
n(8) < co et on obtient le corollaire en appliquant la proposition 2 & I'ordre S.

COROLLAIRE 2. Soit R un v-ordre indécomposable dans K =@ 235 K, avec s <4. Alors

n(R) < oo entraine

J(B)+P,=P
pour tous les ¢ a Uexception d’un au plus.

Soit d’abord §=R+ 2. Alors on a J(S)+ P, =P si et seulement si J(R)+P,=P,
c.-3-d. on peut supposer que PE<J(R). Or, la relation Lo J(R)> P2 entraine J, =P et
d’aprés la proposition 2 on a donc dimz(B/J(R))<1. Si cette dimension est=0, on a
J(R)=% et il n’y a rien & démontrer. Supposons donc que cette dimension est=1 et
désignons par 7; une uniformisante de K,. Alors J{R)+% entraine qu’au moins une des
7, n’est pas dans J(R). Supposons par exemple z, ¢J(R); alors on a B/J(R)=07,, c.-a-d.
J(R)+PB,=P. Ceci démontre le corollaire pour s=2. Soit s =3 et supposons que
J(R)+ P, +P pour :=2,3. Cela entraine que 7, et 73 sont dans J(R) et on a J(R)=
PBi+ PRy + Py Or, d’apres le corollaire 1, cela implique n(R)= oo, contrairement & I'hypo-
thése.

Ordres dans un corps

Nous allons montrer le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit k un corps p-adique complet, K [k une extension totalement ramifiée
de degré fini, v(x) la valuation normée de K et R un p-ordre de K. Alors n(R) est fini, si et
seulement sl existe ou r € R avec v(r) =2 ou r, r' € R avec v(r) =3 et »(r') =4 ou=>5.

La nécessité de ces conditions se déduit facilement de la proposition 2. Soit »(J)=
{»(z), z€J(R)} et a=min,¢;¥(x). Si a=1, R contient une uniformisante de K, c.-a-d.
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R=9, et O satisfait évidlemment aux conditions du théoréme. Si =2, il existe r€R
avec »(r)=2. Supposons donc «>2. Or, on a OJ =* et d’aprés le corollaire ci-dessus,
n(R) < oo implique ¢ <3. Donc «=3 et il existe r € R avec »(r) =3. Désignons par 8 'ordre
0l +or+ P8 nous allons montrer que n(S)=co, On a §;=pol+ P2 =8 +ont+on® ol n
est une uniformisante de K. Cela donne J, =7t + 0n5/6 et J: =0 et on a dimy(J,/J7) =2.
D’aprés la proposition 2, cela entraine n(S)=oco. Par conséquent, n(R)<co implique
que R n’est pas contenu dans 8, c.-a-d. il y a un élément ' € R tel que »(r') =4 ou »(r') =5.

Pour montrer que ces conditions sont aussi suffisantes, nous allons d’abord construire
un systéme de générateurs pour un R-réseau M quelquonque. Désignons par T'=T(R)
Iensemble des entiers positifs non contenus dans »(J). Si F(R)=P" est le conducteur de
R, on a 1<7<# pour TET et —1 est dans 7, car autrement P"~* serait déjd dans R.

Soit M un R-réseau, N=OM et ¢p:N— N/RN=N. Choisissons des éléments ¢,€D

avec v(g;)=¢ et posons
®i(M) =¢(qi—l($"Mn M))? 7/=0, 13 eoen

O,(M) est un p-espace dans N, qui ne dépend pas du choix des g;. Comme J(D)=P et
R+PB=90, on a Oy(M)=N; plus généralement on a

OM)=N si i¢T.

Soit ¢=y(r;) avec r,€R. Alors on a P'=Or,; et r; (P'M N M)=r"(r,NNM)> M. Cela
implique que M < ®,(M) et comme M =@y(M)=N, on a bien O,(M)=N. ©,(M) est done
trivial si ¢ 7. Pour ¢, €T écrivons ¢>7 si ¢ —1 € »(J). Alors on a

O, M)>0,(M) si o>t (6)
Car soit ¢ —7=v(x) avec € R. Alors on peut choisir ¢, =xq, et on obtient
¢ (B°M 0 M) >g;" (@B M n=M) =g (F°M n M),
ce qui entraine (6).
LEMME 5. 87 B est un R-réseau contenu dans M tel que

O,M)=0(B) pouri=0eli€T,
ona B=M.

D’abord, Oy(M)=0,(B) entraine OM =B et aussi P'M =P'B pour 1>0. Si [>7,
on a P'BC B, c-a-d. PM N M =PR'Bn B pour I>7. Supposons que M +B et soit 4
Pexposant maximal tel que B*MNM+PBBnB. Alors OyM)=0,(B) implique que
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chaque élément m de B*M N M est de la forme m=>b+w avec bEB et u€ {E**' M. Or, B
étant contenu dans M, on a wEP* M N M et A étant maximal, cela entraine u€B et
aussi m € B pour chaque m € R*M N M, ce qui est une contradiction.

Nous allons utiliser ce lemme pour construire un systéme de générateurs de M. Choi-

sissions d’abord des éléments v,€ M de fagon que {7} est une base de I et posons

V=2 Rv,.
i

V est un R-réseau libre tel que @,(V)=0,(M). Cela entraine O(V)=0,(M) pour i¢7T.
D’aprés le lemme, M est donc de la forme

M=V+ Y, (7)

TeT

ol les réseaux Y,< R7M N M sont choisis tels que O,(V+2,Y;)=0,(M) pour t€T.
Plus précisément, soit 7 € T' et supposons qu’on ait déja construit un réseau X=V+ Do<i Yo
tel que O (X)=0,(M) pour ¢<7. Comme X< M, on a O;(X)<=®.(M); choisissons des
éléments y, ;€M N PrM de fagon que {p(g:'¥:.,)} est une base de O (M)/O,(X) et posons

Yr=ZRy1,{.

Alors pour X'=V+3,..Y, on a bien 0,(X')=0,(M) pour 6<7, ce qui justifie (7).
Les Y, sont des R-réseaux libres, contenus dans 3°M, dont les générateurs sont indépen-
dants modulo "' M. Notons aussi que ni ¥ ni ¥, n’est uniquement déterminé par M.
Au contraire, chaque générateur v; de V peut étre remplacé par viv—l-u avec u€EPM N M et
chaque y; , par y; ,+u avec u€ LM N M.

Nous allons maintenant écrire les générateurs y, ; sous une forme différente. On a
B'<J(R)+>.Rq,, avec 6ET et 0=>7. Cela entraine F'M=RV<=VnNPV+24q,V. Or,
V étant un R-réseau libre on a LV N V< PV N V et d’aprés la remarque ci-dessus, on

peut choisir les y, ; dans > ¢, V:

— a o
Yo, i = QeVr s T Z Qo?z,i, @VEC Vg, 24 €v.
o>T

Posons V.=, Rv.;; on a O.(Y,)=V, et O, () =%, ;. Or, les y,; étant choisis de fagon
que O, (y., ) est une base de @,(Y;), on voit que V; est un R-réseau libre dans V, dont les
générateurs sont indépendants modulo PV N V. Cela veut dire, que V, est facteur di-
recte de V.

Considérons l'application v, ;=27 ;; comme ¥V, est un R-résean libre, elle se prolonge

en un R-homomorphisme
b6t Vo= V.
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Nous allons montrer, qu’on peut choisir les 27; de fagon que Im §; , est un R-réseau
libre, dont les générateurs sont indépendants modulo V n BV, c.-a-d. de fagon que Im 6; ,
est facteur directe de V. Soit &;,,: V-V I’homomorphisme induit par d;,, et posons

V.=Kerd, ,0X.

On peut choisir les générateurs v, ; tels que %, 4, ..., 5, ; est une base de Ker d. .. Pour
i<l on a v,8,,=23,EVNPV ce qui entraine g¢,z5; € P°*'V. Or, on a PV
PV NV + 34s0q,V et il existe done u€EP*'V NV et u,EV avee

g2 =u+t Z TuUpy-
H>6

En remplagant y. ; par y.; —u et en changeant les 2%, pour y >0, on peut donc obtenir
que 27;=0. Donc on peut supposer que %0, ,=0 entraine v ;0,,=0 par un choix
convenable 'de Y, et en modifiant les 6,,, pour u>¢. Alors Im ¢, , est engendré par les
¥z,4 0,0 pour i>1 et ces générateurs sont en effet indépendants modulo ¥V N PV.

Soit ¢’ le plus petit élément de T avec ¢’ >¢. Alors d’une fagon analogue, en modifiant
les d;,, pour p>¢' — done sans changer ni §; , ni Im , ;, — on peut obtenir que Im &, .
est un R-réseau libre dont les générateurs sont indépendants modulo ¥V N PV. En

continuant ainsi, on obtient la

Prorosition 3. Soit K[k un corps p-adique complet totalement ramifié sur k, B un
p-ordre de K, M un R-réseau quelgongue et V<=M wn R-réseau libre avec V=M. Alors il
existe des réseaux V,<V pour T€T et des R-homomorphismes 8, 4: V.~ V pour 6€T, 0>7,
tels que V. et V.8, , sont des R-réseaux libres dont les génératewrs sont indépendants modulo
VNPV et tels gu’on ait

M=V+37,
avec O.(M=V.00(V+ 7Y,
et Yr={!IrU+ Zq::var,a’ 'UGV!}-

Nous avons encore besoin de quelques propiétés des V, et 6, 4.
8t v >y, la somme V, + V. +... est divecte. (8)

Remarquons d’abord que si X; et X, sont des R-réseaux libres dans V dont les géné-
rateurs sont indépendants modulo ¥ n PV, la somme X, + X, est directe, si X, +X, est
directe. Donec il suffit de montrer, que la somme ¥, +V,, +... est directe. D’aprés
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(6) on a pour 6<7, ©,(Y,)>0,(Y,)=F,, ce qui entraine zb,T’-_,‘C 0y, (20<5,Y,) pour
chaque I. Donc on a V,‘ N> ,17,‘=O et la somme V, + 17,, +... est en effet directe.

Le réseau M est complétement déterminé par V, V, et é:,. De Pautre coté, ni les
V. ni les 6, , ne sont uniquement déterminés par M. Par exemple, chaque générateur
v;,; peut étre remplacé par v. ; +u, avec w€ PV 0 V. Si 'on modifie les v, ; de cette fagon,

on peut en effet obtenir que
0:.=0 si t<eg. 9)

Car, si T<0, on peut supposer ¢, =x¢:, avec € R et on obtient

G0+ D qu¥be u= qelv +208:,5) + 2 44000, 4-
BT e

Donc si ’'on remplace les v, ; par v, +av; 6.4, on a bien d, ,=0.

Retournons maintenant aux ordres R satisfaisant aux conditions du théoréme 1. Nous
avons & montrer, que n(R) < oo pour chacun de ces ordres. Or, d’aprés le lemme 2, il suffit
de montrer cela si R est minimal, c.-A-d. 8’il n’y a pas dans R d’ordre S=R qui satisfait
aux conditions du théoréme 1. On vérifie facilement, que ces ordres minimaux sont de

I'un des trois types suivants :

I.  Ri=o[r]+R", avec »(r}=2 et =0 (2).
Iciona T={r|r=1 (2), 1 <t <g}; comme 7 —1 est dans T, on a =0 (2).

II. R=o[r, 1], avec »(r)=3 et »(r')=4.

o[r, 7’] contient ° qui est engendré comme R;;-module par (72, rr’, 7'2). On a F(Ry)=

P et

Tu={1,2, 5}.

III. Ry =o[r, '] avee »(r)=3 et »(r') =5.

ofr, 7] contient P° qui est engendré comme R;y-module par (rr', 73, r'2). On a F(Ryy) =

L et

Tm={1,2,4,7}.

PrOPOSITION 4. Soit R= o[r] + R, avec v(r) =2. Alors chaque R-réseau M indécompo-

sable est isomorphe & un réseaw contenu dans O, c.-a-d. M=R ou = R+ ", avec T€T.

Soient ¢, v deux éléments de T'; alors pour cet ordre, o >7 entraine toujours ¢ >>7. Par
conséquent, la somme X =3,.,V. est directe. Choisissons des éléments v, ;€ V de fagon
que {7,;} est une base de VX et posons T"=T U#. Alors on a V= @Z,ET'V, et cela
implique V = @37 V.. Si les générateurs v, ; sont convenablement choisis modulo ¥ N PV,

tous les 8, , sont =0. Alors on a Y, =g, V; et on obtient
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M=9 ZI'(V1+Q1V1)
T€T’

et chaque facteur directe (V,+¢,V,) est la somme directe de réseaux de la forme Rv--
Rg.v= R+ %P7, ce qui achéve la démonstration.

Pour les deux autres ordres, la situation est plus compliquée car ¢ >7 n’entraine pas
toujours ¢>>7. Désignons par g(M) le rang de OM comme O-module (ceci est un change de
notation comparé avec I'introduction) et par o(R) la valeur maximale de o(}) pour un
R-réseau M indécomposable. Si g(M)=1, M est trivialement indécomposable et isomorphe
4 un réseau contenu dans .

ProrosiTION 5. Pour lordre R=0y[r, '] avec v(r)=3 et »(r')=4 on a o(R)=2; plus
précisément, soit 7t une uniformisante de K, Ou, +Ou, un O-réseau libre de rang 2 et M un

R-réseau indécomposable. Alors on a ou

o(M)=1 et M est isomorphe @ R, R+nR ou ¢ R+ P!, avec 1€ T, ou

o(M)=2 et M est isomorphe & L= Ru,+ Ru,+ R(mu, +n2u,) ou & L+ Rndu,.

Pour cet ordre on a T={1,2,5} et 1<5, 2<5. Posons W=V, +V,+7V,4, ,; nous
allons d’abord montrer que W N V;=0. Soit M,=V + Y, + ¥,; d’aprés la construction des
Y., on a Oy (M,) N V=0 et il suffit de montrer que W < @4(M,). Soit y; =g, v +qpv8; 5+ ...
avec v € V, et désignons par r; un élément de R avec »(r,) =1 pour 2 €p(J). Alors on a r,y, €M
et ryy=ryqv (BEM). Or, P étant le conducteur de R, on a PREM < M, ce qui entraine
7,q,9 €M et B3V, < M. De cela on obtient ryy, =7,q,98; , (M), ce qui entraine P2V, 5, ;=M.
Comme aussi P3V,< M, on a bien W< @4(M,), c.-3-d. W N ¥;=0. Choisissons maintenant

des éléments v, ;€ V de fagon que {7 ,} est une base de V/W @V et posons Vy=>, Rvg ;.
Alors on a

V=(V,+V,+V.6, )0V ;0V,

Nous allons montrer maintenant que, par un choix convenable de V; et Y, on peut
obtenir que (V,+ V) N ¥,8, ;=0. Chaque générateur v de V, peut étre remplacé par v’ =
v+z avee zEM N PM; comme Y, =M N PM, on peut prendre z€Y,, c.-d-d. z=g,w+
gawd; 5 +... avec w€ V,. Alors on trouve y, =gq, v’ -+ qu(vd; , —w) +... (M 0 P3M). Cela montre
qu’on peut faire varier V,6, , librement modulo V,. De plus, en remplagant y; par y; +¥,
avec y,€Y, on peut faire varier 7161,2 librement modulo ¥,. Par conséquent on peut
obtenir que (V,+V,) N V,6; ,=0.

Posons V,,=V,nV, et V.=V, , 0V, Vo=V, ,®V,, Alors on a W=
171,26) Vi@ 72,263 V.0, , et en choisissant les générateurs des ¥V, en accord avec cette
décomposition, on a
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V=V1:0V110V3:0V,6,:0V;® V. (10)

En changeant les générateurs de V, modulo ¥V NPV — ce qui n’affecte pas la décomposi-
tion ci-dessus — on peut d’aprés (9) obtenir que §;,, =0 pour ¢>7. Comme 5>1 et 5>2 on
peut donc supposer que V, ;6, s=V30; 5=0. Soit vEV, , et §+0; alors on a y,=¢,v €M et

Y1 =010+ 00, 5+ 50, s=q,(v +7,2) +¢200 5 (PV)

avec 2€ V. Si I'on remplace v par v’ =v-+7,z on a v'd; ;=0 et comme g,v=g,»" (P¢V) on a
aussi v'dy 5=0. Cela veut dire que la décomposition (10) peut se faire de fagon que §; ;=
85,5 =0 et cela donne

M=(V,®V10;,0)+ Y)®(Va, 2+ ¢a Vs, ) ®(V5s+5Vs)D V.

Maintenant il est facile de montrer la proposition 4. D’abord on vérifie qu’il n’y a pas
d’autres réseaux avec g(M)=1. Supposons donc M indécomposable et o(M)>1; cela
entraine V, ,=V;=V =0 car autrement M contiendrait un facteur directe isomorphe
4 R+q,R, R+g;R ou R. Supposons que ¥, ,=+0 et soit v€V, , avec 530. Alors M
contient ’élément y,=gq,v+¢,v8, ,. Si vd, ,=0, le réseau Rv+ Rg,v est facteur directe
de M, contrairement & ’hypothése ¢(3)>1. Si vd; =0, le réseau Rv+ Rvd; o+ Ry, est
facteur directe de M, donc égal & M, et il est isomorphe au réseau L ci-dessus. Si ¥, ;=0et
V1.5=0 on trouve d’une fagon analogue que M est isomorphe & L+ Rg,u,, ce qui achéve la

démonstration.

ProPOSITION 6. Pour lordre R=0o[r, r'] avec v(r)=3 et v(r')=5 on a o(R)=4; plus
précisément, soit D1 Ou, un O-réseau libre de rang 4 et 7w une uniformisante de K. Alors un
R-réseau M indécomposable est de U'un des types suivants :

o(M)=1 a) R+, 7€T, R+a'R,1=1,20u R, D.
o(M)=2 b) L,=Ru,+ Ruy+ R(ouy +2uy) ow Ly + R?uy, Ly+ Rrtuy, L+ Br2u, + R'u,.
¢) L,= Ru, + Ru,+ R(n%u, +mu,) ou L+ Ra'‘u,, 3=1,4.
o(M)=3 d) Ly=33 Ru,+ R(zu, +nus) + R{wtu, +ug) ow Ly+ Brbus,
’ e) Ly=23% Ru,+ R(mu, +nu,) + Ba*uy + R(muy +n*us) ou Ly+ Rrtus,
o(M)=4 f) Ly;=>%Ru,+ R(mwu, +n?u,)+ R(n2u, +7*us) + R(mwuy +nu,) ou L+ Rrtu,.

Iciona T'={1,2,4,7} et 1<4<7, 2<7. Posons

W=I71+ 72'*' 7161,2'*'7262.4
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et choisissons des éléments vg; €V de fagon que {7 ;} et une base de VIW+V,+V,, et
posons encore V;=V,NW et V,=V:®V;. Nous allons montrer que

V=WaVioV,aV,. (11)

D’abord on vérifie d'une facon analogue que dans la démonstration de la proposition 5
que BEV,, B°V,, P°V,6,.; 6t P°V,6, , sont tous dans M,=V + ¥, + ¥, + ¥,. Cela entraine
que W+ V,< @;(M,). D’aprés la construction des ¥, on a @,(M,) N ¥;=0 et on voit, que
la décomposition (11) est directe.

Posons comme ci-dessus V, ,=V NV, et V=V, ,0V, , et V,=V, ,®V,,, Main-

tenant nous allons montrer, que, par un choix convenable des ¥, et Y; on peut obtenir que
W=(71.1+Vl.261.2) @ I_]z @ I71.1‘51.2 @ I—7252.4
et Vi=Vn Ve @ V0¥, 16,0 VN V15815 (12)

Considérons un élément y,=q,v+q,vd, 4+... avec v€V, On peut remplacer » par
un élément v'€V tel que v —vEM N PM. Soit w,EV,; et w,€V, et posons v'=v+
(qawy+q2 0y 51 ...) H(gawy +qgws 5y 4 +...). Comme P3w, =M, on trouve que

Ya=0sv" +q4(v0z, 4 — ;0,2 —wp) +... (M).

Cela montre qu’on peut faire varier ¥V, 8, , librement modulo ¥, 8, ,+ V,. Comme P3V,< M,

on peut également le faire varier librement modulo ¥;. Donc, par un choix convenable de

V, on peut obtenir que

W= (71+ Vz"‘ I—71 61.2)@ I7262.4-

Soit maintenant v€V, et y;=¢,v+¢,vd, ,+...€Y,;. Si I'on remplace y, par y; +¥y,, avec
Y2€Y,, on peut faire varier V.8, , librement modulo ¥V, Donc on peut obtenir que
W=(V,,+V.0,0V,®7V,6, , Choisissons maintenant les générateurs de V, et V, de
fagon que Vy=V, ;®V, et Vo=V, ;®V, ,. Comme V, ,= ¥, les générateurs de V; , sont
déja fixés modulo P3M N M, mais ceux de V, , on peut encore faire varier modulo M N LM,
Comme on I’a vu dans la démonstration de la proposition 5, cela fait varier ¥, 0, , libre-
ment modulo ¥, ;. Or, ¥, , étant définie comme un complément quelquonque de Vie=
V., n V,, on peut le faire varier librement modulo V..s et cela fait varier V. 16, o librement
modulo ¥, ,8; 5. Donc on obtient enfin la décomposition (12) de W.

Quant 3 la décomposition de ¥, on a d’abord ¥, N V;=0, car 1<4. De pllis, V3054

peut étre varié librement modulo ¥, et on peut donc supposer que

= _ _ _ _
Vic Vo o+ V161,0=V520V,,16,,:0V,,20;
2 — 662905, Acta mathematica. 118. Imprimé le 10 avril 1967



18 H. JACOBINSKI

Or, on a vu plus haut, que ¥,8, , peut étre varié librement modulo ¥, et ¥, 4, , librement
modulo 7, , 6, , et de cela on obtient la décomposition de V. ;

Si I'on choisit les générateurs des V, et Y; en accord aves les décompositions (11} et
(12) on a la décomposition suivante de V

V=(Vi11+ V1,201, @V ®V,,,01,:D V0, VDV, D Vs. (13)

Nous allons montrer, que cette décomposition peut se faire de fagon que tous les §;, , sont =0,
a P'exception de 4, 5 et J, 4. Les générateurs de V; sont fixés modulo M (1 P3M pour obtenir
la décomposition (13). Or, d’apres (9), il suffit de les changer modulo V N PV <M n R1M
pour obtenir que J; ,~d;,7=0. Comme V,NV,,=0, on peut également supposer que
Vg, 205 7=0. Supposons que v, ; +0 pour v€ V, ,, et 0. Alors on a

Y2 =4aV + 44003 4+ 1085, 7 =q5(v+752) + 9,00, 4 (M)
avec z€ V. Sil’on remplace v par o' =v+r;zonav'dy, y=0et
N=q v +a00 5+ g2 S @V +762') T 00,5 (M)

avec 2’ €V. Si I'on remplace v’ 'pa,r v =v'+rs2z on a v"8;, ,=v"8; ;=0 et aussi v"d, ;=0
car y, est seulement changé modulo PR3M < M par cette substitution. Cela montre qu’on
peut faire la décomposition V, ,®V, ,®V, , de facon que §;, ,=6,; 7=0, ;=0.

Soit maintenant X =V, ;n ¥, ,6, , et choisissons des éléments z,€V de facon que
{%;} est une base de X et soit X =>,Rz,. Alors il existe des R-réseaux libres X, et X, tels
que V, ,=X@X, et V; 5,6, ,=X®X,. Par un calcul analogue & celui ci-dessus, on voit
que cette décomposition peut se faire sans qu’un 6, , autre que d,,, €t d, , soit 0. Si les
V.1 et les X, sont ainsi choisis, la somme (13) est automatiquement directe.

Finalement on vérifie qu’'on peut aussi obtenir que

Vi=VNV3@VNVy0:®VyiNVy10 (14)

sans affecter les relations d;, ; =0 pour 6;,,=+0;, 4, 05,4

Supposons maintenant que M est indécomposable avec o(M)>1. Cela entraine
Vi=V,=Vg=0, car autrement M contiendrait un facteur directe L avec o(L)=1, ce qui
est une contradiction. ‘

Soit done V=W et supposons que V, ;& V, 56, ,. Alors il existe v€V, ; avec 70
etvgV,y 50,9 Sivdy,,=0,leréseau Rv+ Rav est facteur directe de M et on aurait o(M)=1.
Done, vd; 540 et le module M N (Ov-+Owd, ;) est facteur directe de M, donc égal & M,
et M est isomorphe & L, ou, si v8, ,€ V4, & L, + Rntu,.
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Supposons maintenant que V; 8, ¢¢ Vy,, et soit v€V, , avec 0 et vd; ¢V, 4;
cela implique vd; 5 +0. Posons I=(Dv+Ovd; o+ Ovd, ,) N M. Alors la décomposition (13)
montre, que I est facteur directe de M, donc égal & M. Si vd, 4+0, M est isomorphe &
I'un des modules d), suivant que vd,,, est dans V¥, ou non. Si vd, =0, M est isomorphe &
L, + Ra?u, ou & L, + Rn®u, + Rntu, suivant que vd, , est dans ¥V ou non.

Soit done V,,, =V, 36, 6t €V, ; avec §--0. Alors il existe wEV, , tel que wd; ,=v,
et on obtient de (13) que (Dv+Ovd; o+ LOw+Dwd, o) N M est facteur directe de M done
égal & M. Si wdy 4+0, M est isomorphe & 1’'un des réseaux f) et si wdy, =0, M est isomorphe
4 'un des réseaux e).

Supposons donc ¥, 1=V, 40, ,=0 et soit v€V, , avee #0. Comme vd, ,—0, le
module (Dv+Ovd, )N M est facteur directe de M, et on voit que M est isomorphe &
L, + Rau,.

Supposons enfin qu’on a aussi V, ,=0 et soit vEV, , avee 50. Alors o(M)>1 en-
traine v8, ,+0 et M est isomorphe & Ly + Ry, ou i L,, suivant que v est dans V4 ou non.
Ceci achéve la démonstration de la proposition 6 et aussi du théoréme 1, car si de plus
Vs =0 o0n a W=0 et M =0. — On peut encore vérifier, que les réseaux a)-f) sont en effet
indécomposables et non-isomorphes. Cette vérification ne présente pas de difficultés et

nous n’insistons pas la-dessus.

Ordres dans une algébre commutative et semi-simple

Nous allons montrer le théoréme suivant :

TaiorEME 2. Soit k le complété p-adique d’un corps de nombres algébriques, K,lk
des extensions totalement ramifiées de degré fini, K= @® >5 K, avec s> 1, et soit R un p-ordre
indécomposable de K. Alors n(R) est ﬂm st et seulement si R satisfait & Uune ou Uautre des

conditions suivanies :

a) §<3 et pour au moins deux des L, on a J(R)+P,=P.
b) s=2 et il existe un P, tel que J(R)+ P =P ef tel que O, J(R)=L: et O, 0 J(R)E P

La nécessité de ces conditions se déduit facilement de la proposition 2. Nous avons
déja montré, que n(R) < oo implique s <3 et pour s=3 la condition a) est nécessaire d’aprés
le corollaire 2. Soit donc s=2; alors, d’aprés le corollaire 2, on a J(R)+ ;=P pour au
moins un 4. Supposons p. ex. J(R)+P,=R. Or, P contient une uniformisante 7z, de K,
et R contient. donc un élément r=z+m, avec z€%P,. Cela implique que P,= OJ(R) et
on obtient que  OJ(R)=P*+P,. Si =1, R contient un élément 7, +y avec y€L, et
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on a aussi J(RB)+P,=NP, c.-a-d. R satisfait & la condition a). Supposons donc que x>1.
D’aprés le corollaire 1, n(R) < oo implique =2, c.-2-d. on a ,J(R)=R:. Donc il reste
3 montrer que U =J(R)N P, n’est pas contenu dans P}. Or on a vu que R contient un
élément r=x -+, et on a R=p[r]+U. Supposons maintenant que U est contenu dans
Bi et désignons par ¥, la valuation normée de K, Alors la relation £, R=PZ entraine
»{x) =2. De plus R est contenu dans ’ordre S = p[r] + P} et il suffit de montrer que n(S) = co.
Avec les notations de la proposition 2 on a 8;=pl + P+ R, et J, =oni+on}/Pt ce qui
donne dim J,/J?=2. Donc on a n(S)=oco ce qui démontre la nécessité de la condition
Ud PBi.

Pour montrer que les conditions du théoréme 2 sont aussi suffisantes, il suffit de
montrer que n(R) est fini si R est un ordre minimal satisfaisant & ces conditions. Ces

ordres minimaux sont de 1'un des trois types suivants :

I. R=ofr, 7]+ B, s=3
avec r =m, +,, r' =w +7,, 0 €P, et vy (w)=n—1 ou w=0.
II. R=o[r, q]+ P}, s=2
avec r=w +my, wE€P;, =0 ou »(w)=7n—1, ¢EP, et »,(q) =2.
ITI. R=o[r, q]+RE+P3, s=2
avec r=w +75, w € P, et v;(w)=2, ¢€P; et »,(g)=3.

Ici on suppose les K; numerotés de fagon que J(R)+ B,=P pour ¢ <s. Soit B un ordre
satisfaisant aux conditions du théoréme; nous allons montrer, qu’il contient I'un de ces
trois ordres. Pour s=3, R satisfait nécessairement & la condition a). Alors J(R)+ P, =P
entraine que R contient des éléments r ==, +m, et r' =z, +my avec x;, 2, €R,. Alors la
relation J(R)+ P, =P entraine que x, est ou une uniformisante =, ou que 7, € R. Dans
le deuxiéme cas on peut remplacer r par r+z; et on voit que R contient un ordre de la
forme 1. Il reste a vérifier que »,(w)=%—1 ou w=0. Pour n>1 on a r*r' =ai 2, €R, ce
qui implique P2z, < R, c.-a-d. v(z)=n—1. Si »(z,)>n—1, on a 7,€PJ< R, et donc
aussi 75 € R.

Soit done s =2. Si R satisfait & la condition a), on voit que B contient’ordre (e, +e,) B;=
o[r]+ 1. Or, on a R;< (e, +¢,) Ri@eg By et n(Ry) < oo implique n((e; +e5) By) < oo, e.-a-d.
on n’a pas besoin d’étudier 'ordre (e;+e,) By

Supposons donc que R satisfait & la condition b). Alors on a O, R=Pi>U et UL PL,
c.-a-d. ©,U est égal & P} ou & Pi. Dans le premier cas la relation J(R) + P, =P entraine
que R contient un ordre du type II. Dans le deuxi¢me cas, soit g€ R N P, avec v,(¢q)=3. La
relation R+ R, =P entraine que R contient un élément r =+, avec w € P,, et O; B =P}
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entraine »,(w)=2. Par conséquent, R contient un ordre du type III. On vérifie que cet
ordre contient 3} + 33, qui est le conducteur de Ry;.

Soit B un quelquonque de ces trois ordres et soit 8§ =01+ Pordre indécomposable
maximal de K. Alors #n(S)<co est une condition nécessaire pour que n(R)<oco. Nous
allons d’abord montrer que »(S) est en effet fini et en méme temps nous allons déterminer
les types de S-réseaux indécomposables.

Soit (M), =1, ..., 5, le rang de O; M comme ,-réseau et g,(R) la valeur maximale
de g(M) pour un R-réseau indécomposable. Posons encore o(M)=max;0{(M) et o(R)=

max,p,(R); alors p(R) est fini si et seulement si n(R) est fini.

ProrosiTiON 7. Soit S=pl-+P lordre indécomposable maximal de K=@® 5K,
avec s=2, 3. Alors p(8)=1; plus précisément, un S-réseav indécomposable est ou cyclique ou,
pour 8 =3, isomorphe au réseay Sle; +e5) +8{e, +eg) contenu dans .

Soit M un S-réseau, N=OM et ¢p:N - N/BN=N. Une décomposition M =M,® M,

entraine une décomposition N=OM,®dOM, et aussi une décomposition simultanée
M=X1@X2: Xi=ﬂis
N=Y,®Y, avec Y,=9DX,

Inversément, une telle décomposition simultanée de M et N entraine une décomposition
de M. Car d’abord il existe une décomposition N =N, ® N, avec N;= ¥, Posons M;=M NN,
et V=M,®M, Alors on a M,=X, et V=D7. Cela entraine OV =M. Par conséquent,
PM =RV est contenu dans V et M est = V. Au lieu de considérer les décompositions de M,
on peut donc considérer les décompositions simultanées de M et N.

Deux S-réseaux cycliques Sz et Sz’ sont isomorphes si et seulement si e,z et ez’
sont =0 en méme temps. Posons 7;(x)=1 si ¢;x+0 et 7,(x)=0 ailleurs, et soit 7(z)=
(t1(x), ..., T5(2)). Alors Sz est isomorphe & Sz’ si et seulement si ¥(z) =7(x’).

Soit maintenant M un S-réseau indécomposable. Pour x€N posons A(x) =2 7,(z) et
soit M, , le D-espace engendré par les €M avec A(x)< 1. Si x est un élément quelquonque
de N, il existe une décomposition N =Dz® N’. Supposons que x€ M et A(x)=1. Alors il
existe un e; tel que e;z=x et on a Dz =90,2=8x<IM. Donc on obtient une décomposition
M=z M avec DM’ =N'. Comme M est indécomposable, cela entraine M =Dz et
M=9,

Supposons done que M, =0 et posons
M=M, X

o X est un complément quelquonque de M ,_,. Nous allons montrer, que la somme OM,_, +
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OX est directe. Si par exemple, O, M,_; N O, X +0, il existe € X et m€M,_, avec e,z =e;m,
c.-ad-d. A(x—m)<s. Done £—m est dans M,_; et cela implique z=0. La décomposition ci-
dessus entraine done une décomposition simultanée de M et N. Si X 40, soit {z,} une base
de X. Alors M, ,=0 entraine que la somme > Oz, est directe et on voit que M =pz et
M=8.

1l reste & considérer le cas M, =0 et M, , =M, c.-a-d. s=3 et M =M,. Alors il existe
une base {#i,} de M telle que A(7i,) =2 pour j=1, .... Cela veut dire que chaque %, est
annihilé par exactement un des ¢, et on obtient une décomposition

M=W,oW,oW; avec e, W,=0.

Les W, ne sont pas uniquement déterminés par M; supposons que W est minimal dans la
décomposition ci-dessus. Alors la somme (W, + W,) + O W, est directe. Car si par exemple
O, (Wi +W,o) 0O, W,0,il existe y, € W, et y; € W tels que e, y, =e,y3. Sil’'on pose y =y; — ¥,
et Wi=W,;+oy on obtient M =W{® W,0 W; et W; est strictement contenu dans W,
ce qui est impossible. Donc on obtient une décomposition simultanée de N et M. si
W3+0 on a M =W, et on voit que M est isomorphe & S(e; +e,).

Soit donc M=W,®W, et 0+z€EW, Posons W,=0z®dW; et Y=W;®W,. 8i
DxNOY =0, on a M =px et M est isomorphe & S(e, +e,). Si Oz N DY 40, il existe 2’ €W,
avec eqz=eyz’. Alors on pose M =pz+p2'+Y' =X@®Y’ et maintenant M, =0 entraine
que la somme DX +OY’ est directe. Donc on a M =X et M est isomorphe & S(e; +e5) +
S(e,+eg). Si finalement aussi W, =0, on a M =W, et on voit, que M est isomorphe &
8(e, +e3), ce qui achéve la démonstration.

Revenons maintenant aux ordres R qui satisfont aux conditions du théoréme 2.

Rappelons qu’on suppose les K; numerotés de fagon que J(R)+ §3,=P pour ¢ <s.

LeEMME 6. Soit R un p-ordre satisfaisant aux conditions du théoréme 2, M un R-réseau,
S Vordre vl -+ ef L un S-réseau indécomposable, facteur directe de SM. St M est indécompo-
sable avec p(M)>1, L est de U'un des deux types suivants :

1) L=2_8a, avec e;a +0 pour ¢ <s.
2) L=R8z, avec e, x=x, et x¢ M.

De plus, il existe une décomposition de SM en réseaux indécomposables telle que a € M pour
chagque composante de type 1).

Supposons d’abord que L est cyclique, L =38y avec ¢, +0 pour un ¢ <s. Alors on a
aussi e;7+0, car Dy est facteur directe de OM. Comme R+P,;=8, il existe mEM et
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2€PR, M avec y=m+z. Alors t(y) =t(m) et 7(§) = (") et il existe un isomorphisme Sy ~ Sm
qui se prolonge en un automorphisme de SM. Donc on peut supposer que L=_8m et nous
avons & démontrer que e;m 0 pour j<s. Sie;m=0, on a Sm=(R+P)ym=Rmc<M. Or
Rm est un facteur directe de SM, dong il est aussi facteur directe de M, et on aurait M = Rm,
contrairement a I’hypothése o(M)>1.

Si L n’est pas cyclique, on a L =S8y, + Sy, avec e,y, +0 et ey, +0 et comme ci-dessus
on peut supposer L=S8m,+Sm, avec m,, my€M. Or, on a aussi e;m, =e,m,=0, ce qui
entraine L= Rm, + Rm,= M. Donc L serait facteur directe de M, contrairement & I’hypo-
thése p(M)>1.

Alors il reste & considérer le cas L=S8y avec e;y=0 pour ¢<s, c.-d-d. y=e,y. Si ¥
était dans M, on aurait Sy=(R+R,)=Ry< M, ce qui est impossible.

Supposons tojours que M est indécomposable avec (M) >1. Soit

SM =3 8Sa, ® > Sz;, avec a,€M,

et posons 4=@> Ra,. Les éléments a, sont encore de deux espéces différentes suivant
que e;a;=0 ou non; posons A0=ze‘a‘=0Ra,. Pour les composantes du type 2), on a
x; ¢ M mais z;€SM=(R+PB,) M. Donc il existe des u,€ PR, M tels que u;+x,EM. Alors
M,=A+> R(u,+x,) est dans M et on a SM=SM,=M,+ B, M,. Donc il existe un
R-réseaun Y= P, M, N M tel que

M=A4+> Ru,+z)+7. (15)
Remarquons, que les #; ne sont pas uniquement déterminés par les z;; ils peuvent
étre variés librement modulo M N P, M. Posons U =7 pu, et X = px,. Alors 'application
o:x;—>u; induit un p-homomorphisme surjectif X -~ U. Or ¢ est un isomorphisme, car
autrement on pourrait choisir les z; de fagon que z,6=0, c.-d-d. on aurait x,€M et Sz,
serait facteur directe de SM, ce qui est impossible d’aprés le lemme 6.
Supposons maintenant qu’il existe des ¢, R-réseaux B, C tels que
ed=BaC
et e, Ay=B,®C, avec B,< B et C)<=C.
Alors on obtient une décomposition 4 =A4'® A" de A en posant A'={a€A, e;a€B} et

A"={a€A, e;a€C}. Supposons que la décomposition e, A =B®C entraine une décompo-
sition simultanée de Y et de Y + U, c.-a-d.

ot Y+U=(Y+U)nO,Ba (Y +U)nL,C. (16)
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Alors on obtient de (15) une décomposition directe de M en posant M'=M N D4’ et
M"=MnNOA". Or, M étant indécomposable, cela entraine B=0 ou C'=0. Nous allons

utiliser cela pour montrer la

ProrosiTION 8. Soit B un v-ordre satisfaisant aux conditions du théoréme 2. Alors
on a p(R)<3; plus précisément, pour les ordres R; et R on a o,(R)=1 pour 1 <s et g,(R) =2,
tandis que pour R on a p,(R)=2 et p,(R)=3.

Considérons d’abord V'ordre I, R=o[r, ']+ P avec r=me, +me,, ' =we,+myes,
w€P,. Ici g R=9D, et ¥ est un O,-réseau. Pour chaque élément » de U il existe
x=uc"1€D; M tel que u+z=m est dans M. Alors rm=m,u est aussi dans M, ce qui en-
trafne B, U< Y. Par conséquent, U+ Y est aussi un ;-réseau. Nous allons montrer de
plus, que B, U est facteur directe de ¥, c¢.-a-d. que P, U est un sous-réseau primitif de Y.
Sinon on peut choisir les générateurs de U de fagon que w, €Y. Or, chaque u; peut étre
librement varié modulo Y, et on peut done obtenir que #; =0. Ceci est une contradiction,
car on a montré que l'application ¢:2; — u, est un isomorphisme.

D’aprés la théorie des diviseurs élémentaires, il existe une base de ¢; 4 telle que
e d=039Da,
Y=02Pra, aa>a.
Posons a=max; a; et C’=za‘=¢ £, ;. Alors on obtient une décomposition
e, A=B & C,
Y=B'® P:C avec B'<B, PrlBcB.

Soit g:e, A —>e, A/P,A=e, A et yp:e;A—~>e; AJB. Alors on voit que B est uniquement
déterminé par Y; si 'on choisit des éléments ¢;€e, 4 de fagon que {y(c,)} est une base
de ¢, A/B, on a aussi e,A=B®> O;c, et Y=B'®3 Ric..

Posons maintenant U'=K,UNe, A et Cy =y (4,n U’), et soit @ un élément de A4,
avec 0+y(e,a)€C,. Alors il existe bEB tel que Pi '(e;a+b) est dans Y+ U. Or on a
P b B Y, c.-d-d. P la est dans Y+ U. Si I'on choisit des éléments a,€ 4, de fagon

que {y(e,a,)} est une base de C,, on voit donc que >, Rf ' a, est facteur directe de ¥ + U et
2. Bia; facteur directe de Y. Posons

P, do) =000, p(U)=0,00C; wyle,d)=0,00,00:00,
Si I’on choisit une base de € en accord avec cette décomposition, on a

elA = B@Cl®02®03@04
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et cette décomposition entraine une décomposition simultanée de e; 4,, Y+ U et Y. Par
conséquent on a B=0 et ¢; 4 est égal & I'un des C;. D’aprés la construction des C; on a
alors ou 4y=0ou e; 4,=¢, 4 et aussi ou Y =B, U ou Y=Y +U. Done, chaque décomposi-
tion simultanée de ¢, A et ¥ satisfait aux conditions (16). Si I'on choisit une base de e, 4
de fagon que e, A= D,a, et ¥ =2 Rfa, on voit que e; 4 est de rang 1, c.-3-d. A=Ra
et 0,(R)=p,(R)=1. Le rang de U est <1, parce que U<, 4, ce qui donne gy ) <2. Pour
M =Ra+ R(ut+z) avee 7(a)=(1, 1, 1) on a g4(M)=2, ce qui entraine g4(R)=2.
Considérons maintenant ’ordre II, R=o[r, ]+ BI, r=we, +mye, avec w, ¢€P, et
v1(¢) =2. Posons @ =npe, + RN P;; c’est un ordre dans K, dont on a déterminé les réseaux
indécomposables dans la proposition 4. Alors Z=e¢, 4+ Y est un @-réseau et ¢; 4 est un

Q-réseau libre avec e, A=2Z. D’aprés la proposition 4 il existe done une décomposition
aA=V,0V;®...0V,10V,
telle que Z est la somme directe des réseaux V,+ B V,. Alors on peut poser
Y=3,V,eBiV,® ... oBIV,.
Soit ¢ I'indice maximal avee V,, +0 et posons B=>,.,V,. Alors on a
e, A=BopV,,
Y=BoPBiV, et B'cB, i 'Bc B
Posons y:0; A —~ e, A/B et soient ¢, des éléments de e, 4 tels que {w(c;)} est une base de
y(e; A) et posons C'=2 Qc,. Alors on a aussi
e, A=B@C,
Y=B®PjC avec B'<B, R 'B<B.

Comme U est contenu dans 5, 4, un générateur quelquonque se met sous la forme
u=ea’ +nje;a avec T=1 (2) et e;a€e, 4, e;a’ €P, AN A. Or on peut varier u librement
modulo P, 4 N A4, c.-a-d. on peut supposer u=mnje,a. Alors m=u+z€M avec x€e;, M et on
a gm=qn; e;a€M. Or ¢'e,a est aussi dans M pour 1>1 et on obtient donc que B, U< Y.
La situation est maintenant tout & fait la méme que pour Vordre R; ci-dessus. Par un
argument analogue on trouve que 4 =Ra et g,(R)=1 et g,(R)=2.

Considérons enfin lordre III, R=0p[r, ]+ PRI+ P}, r=we, +7,e, et w,g€P, avec

(@) =2, »(g)=3. Soit Q ordre e,0+ R N P, = e, +0g + P;; c’est un ordre dans K, avec
n(Q) <co d’aprés la proposition 6. Alors

Z=3Qea;,+Y
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est un {-réseau et chaque décomposition Z =Z, ®Z, entraine une décomposition simultanée
de e;4 et Y.
Reprenons maintenant les notations de la proposition 6. Il faut d’abord choisir un

Q-réseau libre V avec V=2Z; choisissons V=3 Qe a, Alors il existe une décomposition
V=WoViaoV,:aVs, (17)

qui entraine une décomposition correspondante de Z. Ici on a V=0, parce que RiZ<Z.
Nous allons d’abord montrer, que cette décomposition entraine aussi une décomposition
de e, 4, et de Y+ U.

On a e R=¢,0+R? et cela entraine PiA,=Z. Par conséquent, on a el—AoC
VonV,=W et on peut supposer que les générateurs de e, 4, sont dans V,n V,=W.
Done (17) entraine bien une décomposition directe de e, 4,.

Remarquons que PIM<e, M, car Lice, R. Si b est un élément quelquonque de
P M il existe c€ P, M tel que b+c€M. Soit u, I'un des générateurs de U et u,+z,€M.
Alors on peut remplacer u,+x; par (u;+b)+ (x;+c), c.-A-d. u, peut étre varié librement
modulo i M. Done on peut supposer u; =7, u; avec u; € V et on obtient U =z, U’. De plus
les u; sont indépendants modulo P;M et cela entraine que U’ est facteur directe de V.
De plus, 7, u’ +2=m€ M entraine gm =gm,u’ € Z et on voit que Pi U’ est dans Z. Cela en-
traine U'cV,@¥,. Or, U'n ¥, est = 0, car autrement les u; ne serait pas indépendants
modulo B} M. Par conséquent, U’ est facteur directe de V,. Dans la décomposition (17),
Vi est un complément quelquonque de V;=V,N W, et on peut donc obtenir que

U=U'nvVi@ U nVy.

Par conséquent, (17) entraine en effet une décomposition simultanée de e, 4, e;4,, Y +U
et Y, c.-a-d. une décomposition de M, et V est égal & I'un de ces facteurs directes. Si
V="V% ou V="V, on voit que ’on peut continuer la décomposition simultanée en facteurs
directes de rang 1. Alors on obtient 4 = Ra, c.-a-d. o,(M) =1, po(M)<2.

Supposons done V=W="V,+V,+V,8, s+ V,38, , Ici on peut toujours obtenir que
02,4=0. Soit v,€V, et y, =5 v, + 7 v, 0 (€ Z. Si v, est dans e; 4,, on a Piv,=Z et on peut
poser y,=njv,€ Z. Autrement on a y,=n3(v,+b) avec bEPIM, et il existe c€ Lo M tel
que b+c€M N PM. Or, on peut supposer que vy=e,a, est I'un des générateurs de e; A
et comme @, est du type (1, 1) et b+c€BM, on peut remplacer a, par a; =a,+(b+c) et
en méme temps v, par v;=v,+b. Cela change Z en Z’ et on a v;€Z’ et y,=niv;, c.-a-d,
v20, ,=0. En continuant ainsi, on voit que si les générateurs a; de 4 sont convenablement
choisis, on a en effet §, ;=0 et V=V,+V,+V, 4, ,.
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Remarquons maintenant que ZNP,Z=P, M N M permet I'ordre e, R=pe, + Li-
Done si yy =m0, +75v,0, 5, Riy, est dans Z. Cela implique que Pi ¥, et B} ¥, 4, , sont dans
Z et d’une facon analogue on voit que 3} V,=Z. Par conséquent, Z permet déja I'ordre

e, + P}. D’aprés la proposition 5 il existe donc une décomposition
V=",:87V110V, 07V, (18)

Nous allons maintenant montrer que cette décompositioﬁ entraine une décomposition
simultanée de ¢; 4, et de U’. On a vu plus haut, que les générateurs de e, 4, figurent parmi
les générateurs de V, et on peut supposer que Vo=V, ,® ¥V, , entraine une décomposition
de e, 4,. De plus, on a U’ NV,=0, c.-a-d. U'<V, ,@® V6,5 Posons Ug=0"Ne, A<V, 4
et soit e;a€e; 4, avec 0#5& € Us. Les générateurs de U’ peuvent étre variés librement
modulo §,Z et on peut done prendre e;a¢ comme 'un des générateurs de U’. Cela montre
que (18) entraine une décomposition simultanée de e, 4, et de U’.

On a déja noté, que chaque décomposition de Z entraine une décomposition simul-
tanee de ¢, 4 et de Y. Or, d’aprés la proposition 5, _on obtient de (18) une décomposition
Z=®2 Z, en réseaux indécomposables Z,. Comme (18) entraine une décomposition de
e, 4, et de U’, on voit que cette décomposition de Z peut se faire de fagon qu’elle aussi
entraine une décomposition simultanée de e, 4, et de U’. Donc on trouve enfin, que la
décomposition Z =@ > Z, entraine une décomposition correspondante de M. Comme M
est indécomposable, cela veut dire que Z est un réseau indécomposable, c.-a-d. g,(Z) <2.
8i g,(Z)=1 on a g, (M) =1 et go(M)<2. Soit done p,(Z)=2. Alors, d’aprés la proposition 5,
le rang de V; est =1, et on sait, que ¥y N U’'=0. Le rang de U’ est done au plus=1, c.-a-d.
on a po(M)<3. Pour 4,=0 et U0 on a en effet p,(M)=3 et cela montre que g,(R)=2
et g,(B)=3. Ceci achéve la démonstration de la proposition 8 et du théoréme 2.

Il est maintenant facile, de faire la liste compléte des types de réseaux indécomposables
pour les ordres R;, Ry et Ryy; en effet nous les avons plus ou moins explicitement déter-
minés au cours de la. démonstration ci-dessus. Comme il y a quand méme un nombre de
cas 3 distinguer, nous n’insistons pas sur les détails. Notons seulement la généralisation

suivante de la proposition 7 :

COROLLAIRE. Soit R un ordre indécomposable dans K= @ DI K, avec s=2,3. Si
J(R)+PB;="P pour chaque 1, on a o(R)=1.

Diabord la condition J(R)+ ;=R pour chaque  entraine, que R contient I'ordre
B; (ou (1—eg) R; pour s=2). Soit donec M un R;-réseau indécomposable avec o(M)>1.
Si M permet I'ordre R, il n’y a pas dans la décomposition de SM de composante Sz de
type 2). Car la relation J(R)+ ;=P entraine que x peut toujours étre choisi dans M.
Donc on a X=U=0 et g(M) est = 1.
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Algébres de groupe

Reprenons maintenant les notations de V’introduction. Soit £ un corps de nombres
algébriques de degré fini sur Q et p un anneau de Dedekind, dont & est le corps des quotients.
Alors p contient 'anneau des entiers de k, mais peut étre plus grand que celui-ci. Soit G
un groupe fini, commutatif ou non. Nous allons déduire du théoréme 2 des conditions
nécessaires et suffisantes pour que n(0G) soit fini.

Soit P un idéal premier de p qui divise I’ordre de G et soit G, un groupe de Sylow
de G avec p/p. Jones [4] a montré (1), que n(0G) est fini si et seulement si n(0yG,) est fini
pour chaque p qui divise |G|. Nous avons donc & trouver des conditions nécessaires et
suffisantes pour que n(0,G,) soit fini.

Le lemme suivant est du & Dade [2]; nous donnons ici une autre démonstration, basée

sur la proposition 1.
LEMME 7. n{0yG,) = oo, sauf peut éire si G, est cyclique d’ordre p* au plus.

Soit @, le complété p-adique du corps des nombres rationels et Z, son anneau de valua-
tion. Alors ky, est de degré fini sur @, et on a 0y, =0y® z,Z,G,. D’aprés la proposition 1,
n(0pG,) et n(Z,(,) sont finis en méme temps, si by, est non-ramifié sur ¢,. De plus, comme
on Pa noté au cours de la démonstration, n(Z,G,)=cc implique n(0yG,)=cc méme si
ky est ramifié sur @,. Par conséquent, il suffit de montrer le lemme pour pp=2,.

Supposons d’abord, que G, est abélien. Alors Q,G,=®> K, ou K, est le corps des
racines pY-iémes de I'unité. De plus, Z,G, est un ordre indécomposable, car pour chaque
g€G,, une puissance de 1 —g est divisible par p. Cela entraine 1 —g€} et Z,G, est indé-
composable d’aprés le lemme 1. Comme les extensions K,/Z, sont totalement ramifiées,
Z,@, satisfait aux hypothéses du théoréme 2. Done, n(Z,G,) <oo implique s<3 et on
vérifie facilement que ceci est vrai seulement pour un groupe cyclique d’ordre p? au plus.

Si G, n’est pas abélien, soit G, son groupe de commutateurs. Alors H=G,/@, est
abélien mais non pas cyclique. Done on a n(Z,H)=oco. Or, si M est un Z, H-réseau indé-
composable, on peut en faire un Z,G,-réseau indécomposable en posant g'm=m pour
g’ €G, et mEM. Par conséquent on a aussi n(Z,G,)= oo, ce qui achéve la démonstration.

Désignons par E(p) 'indice de ramification absolu de p. Cela veut dire que p*¥ est

la puissance exacte de p dans p. Nous allons montrer le

THEOREME 3. Soit 0 un anneau de Dedekind, dont le corps des quotients est de degré
fini sur Q et soit G un groupe fini. Alors n(0G) est fini si et seulement si 0G satisfait aux deux

conditions suivantes :

(1) La démonstration dans [4] est faite pour le cas ol 0 est 'anneau des entiers de k; elle reste valable
si 0 est un anneau de Dedekind quelquonque dont k est le corps des quotients.
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1) 8¢ p n'est pas une unité dans o, le groupe G, est cyclique d’ordre p™ avec m<2 et
2) pour chague p qui divise p on a

E(p)=1 s m=2,
E(p)<2 s m=1, p>3,
E(p)<3 si m=let p=3.

Soit € =(¢) un groupe cyclique d’ordre p™. D’aprés le lemme ci-dessus il suffit de
montrer que n(p,C) est fini, si et seulement si m et E(p) satisfont & la condition 2).(2)
Désignons par € le corps d’inertie de k,/Z,; ¢’est le corps non-ramifié maximal contenu
dans ky/Z,. Alors ky est totalement ramifié sur Q et on a E(p)=(ky:Q). Soit A;=Q(&))

le corps des racines p’-iémes de I'unité sur Q. Alors on a
QC=¢gyAg@e; A1D...De A

olt les ¢; sont des idempotents orthogonaux. Supposons k; et les A, plongés dans un méme
corps X, et soit K; le composé de %, et A; dans X et L, leur intersection. Or, I'extension
A;/Q est normale et on obtient

ei(kp%DA,-) =, K,®...0¢,, K,

ol les ¢; ; sont des idempotents orthogonaux et r,=(L,;:Q). Alors on a

m i

kyC = @Z Z e;,; K,
: i=0 j=1

Soit € le corps d’inertie de K, sur Z,. Alors Q,>Q et Q,/Q est non-ramifié. Désignons
par ky le composé de ky avec tous les Q;. Alors ky/k, est non-ramifié. SiI’on remplace %,
par kj, on ne change pas E(p) et d’aprés la proposition 1, n(0,C) et n(0,C) sont finis en
méme temps. Or, pour k,C on a Q;=Q’ pour chaque i. Donc on peut supposer dés le
début que Q;=Q; cela veut dire que K, est totalement ramifié¢ sur Q. Désignons par =, le
degré (A;:Q). Alors on a (K,;:kp)=n," et (K;:A)=E(p)ri*. Si P, est 'idéal maximal
de ’'anneau de valuation de K, et T, celui de A,, on a donc

E@pyry L
ii = st i »
p= 543;%’;— 1_

(1) La nécessité des deux premiéres conditions dans 2) pour que 'n(;;)p C) soit fini, a été démontré

par Kaeser [5]. De ’autre coté, Gudivok [3] 2 montré que ces deux conditions sont suffisantes, si Icp est
de degré 2 sur Q,,.
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Considérons d’abord le cas m=2, Alors QC est la somme directe de trois corps et la
condition s <3 implique que, si n(p,C) est fini, tous les r, sont =1. Alors d’aprés le théo-
réme 2, n(9,0) est fini, si et seulement si J(9,0) +¢, P, =2 ¢; PB;=P pour au moins deux i.
Le radical J(0,C) est engendré par p-1 et 1—c=(1—§,)e;+(1—§,)e; et on sait que
1—¢&, est une uniformisante de A,. Si E(p)=1 on a K,=A,; et J(0,C) +¢&,F,=>¢, L, pour
t1=1,2, c.-4-d. n(pyC)<oo. Supposons donc E(p)>1. Alors &,J(0,C) est engendré par
&P et gy(1 —&,), done il est contenu dans £,B3, avee o =min (n,, E(p)). Or ny=p(p—1) est
toujours >1, c.-4-d. on a «>1. Donc pour ¢=0,1 on & J(0, C) +¢, P, ey Py +¢; Py +&2 PE ==
R, ce qui entraine n{p,C)=rco.

Considerons maintenant le cas m=1. Alors on a
1)
EyC=¢coky @ 2 e, K,

et le radical de p, C' est engendré par p-1 et 1—c=(1—-£,)2 ¢,; Si p=2, on a kpC=
Eokp@ e, ky et J(0,C) +¢,p> p-1+pe, =P pour ¢ =0,1. Donc n(opC) est toujours fini.

Soit donc p>2. La condition s<3 entraine que r; <2. 8i r;=2, E(p) est pair=2a
avec a=(K,:A,). Pour a=1 on a K;=A, et comme 1§, est une uniformisante de A;, on
voit que J(0,C)+e, ; B, =P pour j=1, 2 et n(0,C) est fini. Sia>1, on a T, =P{ et I'4lé-
ment 1 —cest dans Bi(e, , +e;.5). Donc on voit que J(0,C)= p-1+Pi(e;,, +e,,0) et J(0pC) +
P.er, ;5P pour §=1,2, ce qui entraine n(pyC)=oo.

Soit done finalement r, =1, c.-a-d.

kpc=80kp @ EIKI'

Le radical J(0,C) est engendré par p-1 et 1 —c=(1—§&)¢,. Pour E(p)=1, 1—§, est une
uniformisante de K,. Alors J(0,C) =% et n(o,C) est fini. Soit & =min(p—1, E(p)); alors
E(p)>1 implique a>1 et on a J(0pC) +&op Sgp +£, Pi. Done pour E(p)>1, n(0yC) est
fini si et seulement si p,C satisfait & la condition b) du théoréme 2. Cette condition donne
=2 et E(p)<4, c.-a.-d. E(p)=2si p>3 et E(p)<3sip=3.

En résumant les cas r; =1 et r, =2 on voit donc que la condition E(p) <2 est nécessaire
et suffisante si p>3. Pour p=3 et E(p)=3 on a nécessairement r, =1, parce que E(p) est
pair si 7,=2. Donc, pour p=3 la condition E(p)<3 est aussi nécessaire et suffisante, ce

qui achéve la démonstration.
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