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Soit k un corps de nombres alg~briques de degr~ fini et K/k une k-alg~bre commutat ive 

et semi-simple de dimension finie. K est la somme directe d 'un nombre fini de corps, 

K = ~ ~ Kf, K~/k ~tant des extensions de degrd fini. Soit g u n  anneau de Dedekind dont  

k est le corps des quotients. Un 0-ordre R de K est un anneau contenu clans K avec 1 E R 

et kR=K, qui est en m~me temps un 0-module de type finl. Si l 'on identifie 0 avec o l ,  

chaque R-module est donc anssi un o-module. On appelle R-r~seau un R-module de type  

fini, qui est projectif eomme 0-module. Chaque R-r~seau se d~compose en une somme 

directe d 'un nombre fini de R-r~seaux indgcomposables. D~signons par  n(R) le nombre des 

R-r~seaux ind~eomposables et non-isomorphes. 

S i p  est un ideal premier de o, soit o~ le eompl~t6 p-adique de o e t  posons R}=  o~| 

On salt (v. Jones [4]), que n(R) est fini si et seulement si n(Rv) est fini pour chaque p. 

Nous allons donner ici des conditions n~cessaires et suffisantes pour que n(R~) soit finl, 

ce qui permet  de d~terminer tons les 0-ordres R pour lesquels n(R) est flnl. De plus, pour 

les ordres R v avec n(R~) < co, nous d~terminerons aussi les types des Rv-r~seaux ind6com- 

posables. 

Soit G u n  groupe fini, eommutat i f  ou non, et kG son alg~bre de groupe sur k. Alors 

vG est un 0-ordre de kG. On sait, que n(oG) est fini si et settlement si n(oG~) est fini pour 

chaque groupe de Sylow G, (v. Curtis-Reiner [1], p. 579 et  Kneser [5]). Or l '~tude de n(oGj,) 

se ram~ne toujours s l '4tude de n(oC) pour un groupe cyclique C, done ~ l '~tude d 'un 

ordre commutatif .  De notre r~sultat on obtient done des conditions ndcessaires et suffi- 

santes pour que n(oG)soit fini, ce qui complete les resultats partiels d~j~ connns (Curtis- 

Reiner [1], 1.c., Dade [2], Kneser [5], Gudivok [3]). 

1 -- 662905 Acta mathematica. 118. I m p r i m 6  le 1O avr l l  1967 
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C~n~ralit& 

Si M est un R-r~seau, f l y  a tme injection eanonique de M dans le K-module ]c |  

Nous identifions M avec son image sons cette injection. Cela permet d'~crire ]cM ou K M  

au lieu de k |  Nons d~signons par ~(M)= dlmJcM le rang de M comme o-module 

et par 9(R) le rang maximal d 'un  R-r6seau ind~eomposable. I)'apr~s le th~or~me de Jo rdan-  

Zassenhaus (Curtis-Reiner [1], p. 558), il y a seulement un nombre fini de R-r~seaux 

non-isomorphes M, tels que ]cM est isomorphe ~ un K-module donn~. Cela implique, que 

n(R) est fini si et seulement si Q(R) est fini. 

Soit p un ideal premier de o e t  o~ et R~ = 0~ | ~ R les completes p-adiques eorrespon- 

dants. Jones [4] a montr~, que n(R) est fini si et seulement si n(R~) est fini pour ehaque 

p - en effet il suffit de eonsid~rer les p divisant l'id~al i(R) de Itigman(~). I)ans la suite 

nous nous oecuperons donc seulement du eas local, en supprimant l'indiee ~. 

Soit k'//r une extension de degr~ fini, D' l 'anneau de valuation de ]r et R ' = ~ '  |  

La proposition sulvante est valable pour un [~-ordre dans une alg~bre semi-simple quel- 

quonque, non n~cessairement commutative. 

PROPOS~T~O~ 1. Soit ]c un corps p-adique completet ]c'/k uns extension non-rami/ide 

de degrg /ini. Alors n(R) est /ini si et seulement si n(R') est /ini. 

D'abord nous allons montrer que n(R)= c~ implique n(R') = ~ .  Cela esr vrai pour 

une extension quelqonque k'/k, ramifi6e ou non. Soit M un R-r~seau et A =HomR(M, M). 

Nous considgrons M comme A-module ~ droite. Une d~composition M = |  est 

~quivalente s une d~eomposition A = @ ~1 t A t de A eomme A-module k gauche. Or, d'apr~s 

Maranda (Curtis-Reiner [1], p. 539) il existe un ~ tel qu 'un A-r6seau quelquonque X est 

dgcomposable si et seulement si X/O~X est d~composable. Soit J le radical de A/paA et 

A 0 l 'anneau quotient de A/p~A modulo J .  Or, A/O~A ~tant artinien, une d~eomposition de 

A/O~A en id~aux s gauche est ~qulvalente s une d~composition en m~me nombre de facteurs 

directes de A 0. Donc 
t t 

M =  @ ~ M j  ~=~ A0 = @~lj. 
] 1 

Supposons maintenant que M est ind6composable. Alors A 0 est un corps gauche avec un 

nombre fini d'~16ments, donc un corps commutatif. 

Soit M ' = 0 '  |  et A '=Homn, (M' ,  M'). Si ~ est suffisamment grand, on a comme 

ci-dessus qu'une d6composition de M'  est fiquivalente ~ une d~composition de A'/p~A' 

1 La d~monstration dans [4] (v. aussi [1], p. 580) est faite pour les ordres oG; elle reste valable dans 
notre cas. 
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et r ~ une ddcomposition de A0. Or, on a A' ~ o' | o A. Soit p'  l'iddal maximal de 0' 

et  q :A ' -+A ' /paA '. Alors ~(p' |  et  ~ (o ' |  sont des iddaux nilpotents, done con- 

tenus dans J'. Cela donne 
ho = ~'/p'  | h0. 

Une d6eomposition M '  = | entralne une d6eomposition 5 ~ = @ ~  l~'. Or, A ~ ~tant le 

produi~ tensoriel de deux corps, on a t ~< (o' /p '  : 0/p) ~< (k': k). Cela donne (k' :k) max ~o,(M~') >7 

o~(M) et ~(R) = oo implique bien ~(R') = ~ .  

Invers~ment, soit M ' =  @ ~  0'x~ un R'-rfiseau ind~composable. Nous eonsid~rons R 

comme sous-anneau de R' .  Pour r e R  on a rx~=~fl~.r avee fl~,r L'extension k'/k 

6rant non-ramifi6e, e'est une extension normale. Pour chaque automorphisme a de k'/k 

p o s o n s  
~ = ~ ' ~  

i 

Alors T = | ~ ,M~ est un R'-r~seau. Nous raisons op6rer le groupe de Galois de k'/k sur T 

en posant ~(flx'[)=@fl)x~% Soit @=Za. Alors OT={~,,((~eo)x'[, wfio"} est un R-r~seau 

dans T et nous allons montrer  que o ' |  = T. Si r 1 . . . .  , col est une o-base de t)', les y~.j= 

~,(aco~)x[ sont une 0-base de @T. Or, k'/k fitant non-ramifide la dfiterminante [r est 

une unit~ de t~'. Pour chaque ?" on a done ~ t ) ' y t . j  = O~,t) 'x~, ce qui entraine o'OT = T. 

Une dgcomposition O T =  O ~ S ~  entralne la d~composition T =  ( ~ 0 ' S ~ .  Or, T e s t  par  

construction somme direete de (k':k) rdseaux ind~composables. D'apr6s le th6orbme de 

Krull-Sehmidt,  cela entraine t ~< (k':k) ~et aussi ~ (S~) =~0. (D'S~) ~>r (M'). Par  consfiquent 

n(R') = c~ implique n(R) = co. 

Remarque. I1 s'ensuit de la d~monstration, que chaque R'-r~seau ind~composable 

s 'obtient comme facteur directe d 'un r~seau de la forme 0 ' |  ou M est un R-r~seau 

ind~eomposable. 

Soit ~t /k  le corps d'inertie de KJk; c 'es t  une extension non-ramifi~e. Si k' contient le 

eompos4 de tous les ~ ,  chaque K~/k' est somme directe de (~i : k) extensions totalement  

r~mifi~es. D'apr~s la proposition ci-dessus, il suffit done de consid~rer les ordres dans une 

alg~bre K/k, qui est somme directe d'extensions totalement ramifi~es. 

Dans la suite, nous employons done les notations suivantes. Soit k le compl~t6 p-adique 

d 'un corps de nombres alg~briques et Kdk , i = 1 . . . .  , s, des extensions totalement  ramifiges 

de degr~ fini. Soient 0, ~ les anneaux de valuation de k et K~ resp. et p, ~ les id4aux 

maximaux correspondants. Alors nous posons 
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$ 

K/k = Z K./k 
1 

$ 

9 =  $ 5 9 ,  
1 

$ 

1 

$ 

1 = ~.e,, ~ = e t E 9  t. 
1 

Evidemment,  9 est le 0-ordre maximal de K et ~ = J ( 9 )  son radical. Les K~/]r ~tant 

totalement  ramifi~es, on a 

1 

Nous identifions o avec ol c 9 .  hlors p c ~ et 

$ 

1 

Si R e s t  un o-ordre de K on a R ~  9 .  De plus, R est un 0-module de type  flnl e~ il 

existe donc aE0 tel que a g ~  R. Le conducteur F(R) de R e s t  le 9-ideal  maximal  dans R. 

Comme a g ~  F(R)  on a ]oF(R) = K  et F(R) est de la forme 

8 

F(R)= eel , ' , ,  
1 

Si ~ = m a x ~ t ,  cela donne ~ ~ R  si a~>~. 

LEMME 1. Soit R u n  o-ordre dans K. Alors il existe des idempotents orthogonaux EjG R 

avec 1 = ~ E ~ tels que 
t 

R= e oE,+Rn 
1 

et R fl ~ =J(R)  est le radical de R. 

Soit ~ l 'application ~ - + 9 / ~  = @~.[ o/p ~(e,). Alors R + ~ / ~  est une sous-alg6bre de 

~(9) .  Comme ~0(9) est somme direete de corps isomorphes k o/p, fl existe des idempotents 

orthogonaux EjE 9 tels que 
t 

1 

Done fl existe des x~ E ~ tels que rj = Ej  + xj est dans R. En  rempla~ant rj par  sa pm-i~me 

puissance, avec m suffisamment grand, on volt que R contient des ~l~ments de la forme 

~ . + y j  avec y ~ E ~ c R .  Par  consequent, les Ej  sent dans R et R e s t  de la forme • - -  
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~ o E j + R N  ~. I1 reste & montrer  que J(R)=Rf i  ~. Si A est un ideal de R avee I ~ A ,  

fl e n e s t  de m~me avec A + R  N ~ et cela entralne R N ~ J ( R ) .  De l 'autre cSt~, R/R N 

est semi-simple, ce qui donne J ( R ) c  R A ?~. 

Invers~ment,  si Q est une 0-alg~bre dans ~ avec EjQcQ et ~ n c Q  pour un ~ > 0 ,  on 

v6rifie imm~diatement que @~lOEj+Q est un 0-ordre de K. 

Si t > l  dans l 'expression du lemme, R e s t  somme directe des EjR et chaque EjR 

est un o-ordre ind~composable de E~K. Pour chaque R-r~seau M f l y  a une dgeomposition 

M = @~E~M, oh EjM est un E~R-rSseau. Cela montre, que n(R) est fini si et seulement si 

tous les  n(E~R) sont finis. I1 suffit donc de d~terminer les ordres R ind~composables, pour 

lesquels n(R) est fini. On obtient imm~diatement du lemme 1 le 

COROLLAIRE. Un o-ordre indgcomposable R es$ de la /orme 

R = o l + J ( R )  avec  ~ J ( R ) D ~ n  

el Rest contenu dans l'ordre o 1 + ~, qui est l' ordre indgcom~oosable maximal de K. 

Conditions n~cessaires pour que n(R) < co 

Soit M un R-r6seau et AM=HomR(M , M); nous consid~rons M comme AM-module 

droite. Chaque ~ E A M s e  prolonge d'une fa~on unique en un homomorphisme de kM. 

Done A M s'identifie ~ un sous-anneau de AkM; e n  effet, c 'est un 0-ordre dans AkM=kAM 
et on a 

AM = {~ I M~ c M, ~ e AkM }. 

Plus g6n~ralement, soit X un 0-module dans K tel que kX =K. Comme nous avons identifi~ 

M avee un sous-module dek |  xM est d~finie pour xEX et XM={xmlxeX, mEM} 

est un R-module. Si X est un 0-module de type fini, X M  est un R-r~seau. Pour ~ E AM on 

a (XM)d =X(M~)c XM, ce qui donne une application de AM dans AXM. Comme nous avons 

suppos6 kX = K, c'est une injection et on,obtient 

AM={OlM~ M, (~eAXM }. (1) 

Soit S an  o-ordre de K avee R c  S e t  fir un S-r~seau. Un R-r~seau M est appel~ r~seau 

g~n~rateur de fir si M ~ f i r  et SM=cV. En posant  X = S  dans (1), on voit  que AM est alors 

contenu dans AN. Supposons maintenant  que fir est ind~composable. Cela veut dire qu'il  

n ' y  a pas d ' idempotent  ~=0,1 dans AN. Par  consequent, il n ' y  en a pas non plus dans A M 

et M est aussi ind~composable. 

L~.MME 2. Soient S et R des o-ordres de K avec R ~ S. Alors n(S) = oo implique n( R) = co. 
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Car tun S-r6seau ind6composable N peut  gtre consid6rer comme R-r~seau et fl suffit 

de prendre M = N  dans la remarque ci-dessns. 

Soit J = R N ~ le radical de R et posons 

R ~ = { x l x J ~ J  , x~K} .  

R t e s t  un 0-ordre de K qui eontient R. En comparant  les conductuers de R et R~ on voit  

que R~ est strictement plus grand que R si R 4: ~ .  De plus, J e s t  contenu dans le radical 

J~ de R~, car d'apr6s le lemme 1 on a J~ = R~ ~ ~ R ~ ~ =J.  

Soit N u n  Rx-r6seau et M un R-r6seau g6n6rateur de N. Alors J M = J R I M = J N ,  

c.-s J ~  M. Par  cons6quent, chaque R-rdseau g6n6rateur de N e s t  compl~tement d6ter- 

minfi par  son image M sous l 'application 

9: N->N[ J N = ~ "  

Posons -~1 =R1/J, R = R / J  et o=o/p.  Comme p c J ,  R 1 est une o-alg~bre de dimension 

finie et dr1 son radical. Nous supposons dans la suite que R e s t  un ordre ind6composable. 

Alors R = o et M est un 5-espace dans ~ ,  tel que R1M =/V. Invers6ment,  si L est un o-espace 

dans ~ avec R1L = N, ~ - IL  est un R-r~seau g~n6rateur de h r. 

Le Rl-r~seau ~ gauche J N  est en m~me temps un A~-r~seau s droite. Donc, chaque 

6A~ induit un Rl-homomorphisme $ de /~, ce qui donne une application 

A ~ H o m R , ( N , ~ ) .  

En  g6n~ral, cette application n 'est  pas surjective, c.-~-d. A~ est une sous-alg~bre, en g6n6ral 

propre, de HomR,(2~, ~) .  Comme AM C A~, ~M est une sous-alg~bre de ~N et on a 

( IM cM, (2) 

L~MME 3. Soit N u n  Rl-rdseau ete un idempotent de AN, tel que ~ est trivial (c.-&d. =0 

ou -~ 1). Alors e est trivial. 

I1 suffit de consid6rer le cas ~ = 0, autrement  on remplace ~ par  1 - e. Or, ~ = 0 entraine 

N e c J N  et comme e~=~, cela implique N e c J N s ,  c.-~-d., Ne=O. 

Nous allons maintenant  d6duire certaines conditions auxquelles doit satisfaire R 1 si 

n(R) est fini. Cela se fera de la fa~on suivante. Soit 

N = R l a  I + . . .  + Rlat  

un Rl-module libre de rang t, et  soit -Mr un o-espace dans/V tel que R1J7 t = ~ .  Supposons 

que, pour chaque t - -  ou, au moins pour une infinit6 de t - -  on peut  choisir Mt  tel que 
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l]~t ~ ~: Mt pour chaque idempotent non-trivial de HomR,(~, 2r Comme ~Nc Hom~l(~ , ~) ,  

cela implique que chaque Mt =~0-1Mt est inddcomposable et, le rang de ces Mt n 'dtant pas 

bornd, n(R) est infini. - Le lemme suivant a dtd ddmontrd par Dade [2] dans le cas oh 

R est une algbbre de groupe. 

L ~ M ~ .  4. Si R est un o-ordre ind~composable dans K = | ~ K ~  avec s > 3, on a n( R) = c~. 

I1 suffit de montrer cela pour s=4,  car pour s > 4  soit E = ~ e ~  et E ' = I - E .  Alors 

R c  E R @ E ' R  et n ( E R ) =  ~ implique n(R)-~oo. Soit donc s=4.  Chaque ordre ind~eom- 

posable est contenu dans ol § ~ et d'apr~s le lemme 2 fl suffit de montrer n(R)= oo pour 

R = o l + ~ .  Pour cet ordre on a J = ~ ,  R I = ~  et Rl=Oel+. . .+oe  4. Soit N u n  ~-module 

fibre de base a x .. . .  , at, X le o-espace dans ~' engcndr~ par les eg~ et ~)=Hom~ (A, ~).  On 

a 2~=e12V~ ... G e42~ et chaque e~2~=~oet  g~ est invariant sous ~N. Donc, chaque Se~N 

est de la forme 
= el~ 1 § § e4~4, avec 7]~ e ~.  

Choisissons ~ E G tel que ~(~) est un corps commutatif maximal de ~) (e.-s tel que 

le polynome caracteristique de ~ est irr~duetible) et posons 

U={u(x)=elx+e~x+e~x  , x e ~ } ,  

V = {v(x) = e~ �9 + e~ ~ + e~(~0), x e ~I }, 

_ ~ = ~ I + U +  V. 

_M est un o-espace dans ~ avec ~ M  = ~ ;  donc M = ~-~]~ est un R-rdseau gdndrateur de N. 

Nous a]lons montrer que M est inddcomposable pour chaque t. D'apr~s le lemme 3, il 

suifit pour cela de montrer que _~r~ c_M pour un idempotent ~ de ~ implique que ~ est 

trivial. Or, ~ est de la forme ~ =e~Wl+... + e ~  avec W ~ .  Chaque e ~  est invariant sous 

~; donc il eu est de m~me avec M ~ . ~ e ~ = U .  Or, chaque u ~ U  est compl~tement 

ddtermind par une quelquonque de ses projections e~u, i = l ,  2, 3. Cela entraine ~(u(x))= 

q~(~l) et ~=~/~=~=~/ .  De la m~me fa~on on trouve ~(V)c V, ce qui donne #~=~ et 

~ =0~. Or, ~ est un idempotent et la derni~re relation implique ~ ~ o(~), c.-~-d. ~ est trivial. 

Par  consequent, ~ =ex~ +... +e~ 1 est aussi trivial et M est ind~eomposable. Le nombre$ 

des g~n~rateurs de N ~tant arbitraire, cela implique bien que n(R) est infini. 

PROPOSITION 2. SO~t R u n  ~-ordre ind~composable, J = J ( R )  son radical, R I=  

( x l x J c J  , z e K }  e$ J~=J(R~). Alors ~ = R ~ / J  est une ~.alg~bre et ~i n(R) est ]ini on a 

a) dim~(Jl/J~)<.l , c.-~-d, si ] ~ 4 0 ,  il existe qeJ1 avec ~ , + 1 = 0  t d  que ~, q~ . . . . .  ~ es~ 

une -6-base de ]~; 

b) dim~(R~) <3,  
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Soit N u n  Rl-module libre de base al, ..., at avec t > 1 et  soient ~ ,  ~ ,  vq etc. comme ci- 

dessus. Choisissons deux ~l~ments zl, z~GR1 qui sent lin~airement ind~pendants s u r o  et 

posons 
W = {w(x) = z l x  + z ~ ( ~ ) ,  �9 ~zI} .  

z 1 et z 2 6tant lin6airement ind~pendants, la somme z l .~+z2~ est direete et eela donne 

W n z~.ff--- W tl z~.ff =0.  (3) 

Posons ~17 = ~ + W. 

Alors M=q~-IM est un R-rfiseau g~nfirateur de N e t  nons allons montrer  que si nne des 

conditions ei-dessns n 'est  pas v~rifi~e, on peut  ehoisir z 1 et z 2 tels, que M est ind~composable 

pour une infinif~ de t. Remarquons d 'abord,  que la somme ~ + W est directe. Ceci est 

6vident si 1, z 1, z~ sent linfiairement ind6pendants. Si 1 = o~l z 1 + cr ~, fi-g, et w(x)=y  fi.~, 

on a w@) -w(~ ly )  = z~(~y-~lYt~)E W fl z2~ = 0, e.-~-d. ~ E ~y. Donc ~y est invariant  sons 

~(v~) ee qui est impossible si y ~=0, car ~(v~) est un corps de degr6 t > 1 sur ~. 

Soit ~ nn idempotent de AN tel que M ~ M .  La somme .4 + W fitant directe, ~ est de 

la forme 
~(x)=xa+w(xr ) ,  avec a, r f i ~ .  (4) 

Or, ~ est un Rl-homomorphisme de ~ ,  done on a ~(z~x)=z~xa+ztw(x'r) et eela donne 

~(w(~)) = w ( ~ )  + z~z(v%~-av~) + z~ ~ + z~O~v~ + zl z~(~v ~ +v~). (5) 

Supposons main tenant  que la condition a) n 'est  pas v~rififie et ehoisissons z 1, z~ fi ]1 

de fagon qu'fls soient indfipendants modulo ]~. Cela implique que la somme W + z ~  + ] ~  

est direete. J~/V ~tant invariant  sons ~, fl en est de m~me avee M ~ J~/V = W. Or, z~, z~ et 

z~zz sent dans ]~  et, eomme ~(W)~ W, on obtient de (5) que 

~(w(x))=w(xa) et vqa-aO=O. 

D'apr~s la premiere relation, a est idempotent et la deuxibme entraine a q~(O). Done, 

a est trivial. I1 suffit de supposer a=O, autrement  on remplaee ~ par  1 - ~ .  D'aprbs (4) 

eela implique A ~  W et eela donne ~ = R I ( ~ ) ~ R 1 W ~ ] x - ~ .  Done ~ est anssi trivial et 

M est indficomposable pour ehaque t, ee qui d~montre la condition a). 

L'ordre R~ est de la forme R~= $~.~ oE~+J1, off les E~ sent des idempotents ortho- 

gonaux, et eela donne 

~1 = ~ 5 ~ ,  + J1. 
1 

D'aprbs le lemme 4, n(R) < c~ implique ~ = ~ [  ~ aver s~<3. Comme ~u est au plus 

~gal $ s, on a bien dim~(R1) ~<3 si ] 1 = 0 .  
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Soit done Jx 4 0  et J1/J1 ~ =oq. Comme ]~ = |  on a E,q = 0  pour tous les  i saul 

un; supposons p. ex. Exq=q. Si q~+l=0 et q~*0,  les aliments q . . . .  , q~ sont une ~-base de 

J1 et on a dim~(Ra) = # + ~ .  

Si ~>2 ,  ehoisissons zl=q ~ et z~=q~-L On a z~=z~=zlZz=O et  W=MflJ~N est in- 

var iant  sous ~. Done, on obtient de (5) que z~x.(zga-(rv~) est dans W pour ehaque z ~ I .  

Or, d'apr~s (3), W n z ~ i  = 0  c.-s v~a-av~=0. Comme ci-dessus, eela entraine que ~ est 

trivial. Done n(R)< oo implique ~<2.  Pour montrer  b) fl reste s montrer  que n(R) est 

infini si ~=2,  # > 1  ou si ~=1,  # = 3 .  

Dans le premier cas choisissons Zl=E~+ q et z~=q ~. Comme q = E l q ,  on a ZlZ~=z~=O 
et (5) se r~duit 

~(w(~)) =wCz~) +z~z(~a-a~) +z~zr, xe~I. 

Or, 1, zl, zs, Zl 2 sont lindairement inddpendants, e.-s la somme .~+zl ,4+z2A+z~ est 

direete. Comme _~ est eontenu dans A+zx / I+z2~i ,  la condition ~(w(x))EJM entra~ne 

7=0 .  De plus, ]I2V et Es2~ sont invariants sous ~; done W=MN (]12V+Es2~) est aussi 

invariant sous ~. Comme ci-dessus, cela entraine que + ~ - a ~  = 0  et que ~ est trivial. M est 

done inddcomposable pour chaque t et n(R) est infini. 

S i / z = 3  et ~=1 ,  ehoisissons zx=q+Ez et zs=q+E s. Alors 1, z x, zs, z~=Es est une 

o-base de R1, c.-s la somme A+Zl~+Z~.4+z~ est direete. Or, ~1~ dtant contenu dans 

-~+Zl,~+z~A, laprojeetiond'undldmentde_Msurz~est=O. On a z~z~ = 0  et z~ =Zl~ +z~ -z~; 

si l 'on substitue eela dans (5), la condition ~(w(x)) ~M donne 

Pour chaque entier l, cela implique T(-v~-l)l =vq~7. Si ](X)E~[X] est le polynome irrddue- 

tible avec 1(~)=0, on a done 
71(_~-1) =/(~)7 =0. 

](X) est un polynome de degrd t > 1, t dtant le nombre des gdndrateurs de N. Pour t impair 

on a certainement ](-z~-l)  =~0 et eomme ] (_~ -1 )  est un dldment du corps 0(z~) eela im- 

plique z =0 .  Done, pour t impair, (5) se rdduit s 

~(w(x)) = w(za) + z~x(a~-#a). 

Or, J12V, E~2V et Es2V ~tant invariants sous ~, il en est de m~me avee 

W =M n (Jl~ + E ~  + EsS). 

Comme ei-dessus, cela entraine que ~v 9 - v ~ = 0  et  que ~ est trivial. Pa r  consequent, M est 

ind~eomposable au moins pour t impair, ce qui aeh~ve la d~monstration. 
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lqous allons maintenant  d6duire quelques eonsSquenees de la proposition 2, dont nous 

aurons besoin dans la suite. La condition b) du corollaire suivant est du ~ M. Kneser ([5], 

Satz 2) pour ]e cas R = oG, G u n  p-groupe abelien. 

COROLLAIRE 1. ~0~ R u n  ordr~ snd~AT~posabl~ daus K ~ ~ ~ K s e~ 8o$~ 

~J (R)  = + Z ~ ' .  
Alors n(R) < co implique 

a) us = 1 pour tousles i ~ l'exception d'un au plus; 

b) ~ ~ i<3 .  

L'ordre S = o l  + ~ J ( R )  contient R et est ind6composable. Alors n(R)< co implique 

n(S) < co et on obtient le eorollaire en appliquant la proposition 2 ~ l 'ordre S. 

COROLLXlR~. 2. Soit R u n  o.ordre i ~ p o s a b l e  dans K =  $ ~i  K s avec s <4.  Alors 

n(R) < c~ entra~ne 
g( R) + ?~Js = 

pour tous les i h l'exception d'un au plus. 

Soit d 'abord S = R +  ~2. Alors on a J ( S ) +  ~ t  = ~ si et settlement si J ( R ) +  ~s = ~ ,  

c.-~-d, on peut  supposer que ~ c J ( R ) .  Or, la relation ~ J ( R ) ~  ~ entralne J x = ~  et 

d'apr~s la proposition 2 on a donc dim~(~[J(R))<l .  Si eette dimension e s t=0 ,  on a 

J(R)  = ~  et fl n ' y  a rien s d6montrer. Supposons donc clue cette dimension e s t = l  et 

d6signons par  ~s une uniformisante de Ke  Alors J(R)~=~ entra~ne qu'au moins une des 

zs n 'est  pas dans J(R).  Supposons par  exemple ~xCJ(R); alors on a ~J[J(R)=-o~ x, c.-g-d. 

J ( R ) + ~ I =  ~.  Ceci d6montre le corollaire pour s = 2 .  Soit s = 3  et  supposons que 

J (R )+~s~=~  pour i=2,3.  Cela entraine que ze~ et ~3 sont dans J(R)  et on a J ( R ) =  

~ + ~ + ~a- Or, d'apr~s le corollaire 1, cela implique n(R) = co, eontrairement ~ l 'hypo- 

th~se. 

O r d r e s  d a n s  u n  c o r p s  

Nous aUons montrer  le th~or~me suivant : 

THEOR~ME 1.8oi t  k un car~ p.adique complet, K /k  une extensio~ totalement r a m i / ~  

de degrg ]ini, v(x) la valuation norm~ de K e$ R u n  o-ordre de K.  Alors n(R) es$ fini, ~ et 

seulement s'il existe ou rE R avec ~(r) =2 ou r, r' E R avec v(r) =3 et v(r') = 4  on=5 .  

La n6eessit~ de ces conditions se dOiuit faeflement de la proposition 2. Soit ~ ( J )=  

(~(x), xEJ(R)}  et  ~--mlnxej~(x). Si ~ = 1 ,  R eontient une uniformisante de K, c.-~-d. 
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R = ~ ,  et ~ satisfait ~videmment aux conditions du th~or~me. Si a = 2 ,  il existe rER 

avee v(r)= 2. Supposons done a > 2. Or, on a ~ J  = ~ et d'aprbs le eorollaire ei-dessns, 

n(R) < c~ implique a~<3. Done ~ =3  et fl existe r q R  avec v(r) =3. Dfisignons par S l'ordre 

~ l + o r + ~ ;  nous allons montrer que n(S)=co. On a S:=ol+?~a=S+t~na+t~t ~ off ~t 

est une uniformisante de K. Cela donne ]1 =~na+  ~ / ~  ~ et J12=0 et on a dim~(]l/]~) =2.  

D'aprbs la proposition 2, eela entraine n(S)=cr  Par  eonsfiquent, n(R)< oo implique 

que R n'est pas contenu dans S, c.-~-d, f l y  a un 61fiment r'~R tel que v(r')=4 ou v(r') =5. 

Pour montrer que ces conditions sont aussi suffisantes, nous allons d 'abord eonstruire 

un systbme de g6n6rateurs pour un R-r~seau M quelquonque. Dfisignons par T =  T(R) 

l'ensemble des entiers positifs non contenus dans v(J). Si F ( R ) =  ~ '  est le eondueteur de 

R, on a 1~<~<~ pour ~ q T  et 7 - 1  est dans T, ear autrement ~ - ~  serait d6j~ dans R. 

Soit M un R-rfiseau, / V = ~ M  et q~:N-+IV/~N=N. Choisissons des ~l~ments q~q~ 

avee v(q~)=i et posons 

O~(M) =(p(q~-l(~tM A M)), i = 0 ,  1, .... 

Oi(M) est un ~-espaee dans/V, qui ne dfipend pas du choix des q~. Comme J ( ~ ) =  ~ et 

R + ~ = ~,  on a O0(M)=N; plus g6n6ralement on a 

Ot(M)=/V si i~T.  

Soit i=v(r~) avee tiER. Alors on a ~ = ~ r ~  et ri- l(~MnM)=ri-l(rtNNM)DM. Cela 

implique que M ~  | et eomme M = |  ) = ~ ,  on a bien | =N .  | est done 

trivial si i ~ T. Pour a, ~E T fierivons a>-T si a-~f i  v(J). Alors on a 

O~(M)~O~(M) si a>-v. (6) 

Car soit a - T  =v(x) avee x E R. Alors on peut choisir q~ =xq~ et on obtient 

qg:(?~"M N M)~qg:(x~ 'M N xM)=q;~(~'M N M), 

r qui entralne (6). 

LEMM~ 5. Si B est un R-rdseau contenu dans M tel que 

ona B=M. 
~),(M)=(Oi(B) Tour i = 0  et i eT ,  

D'abord, Oo(M)=Oo(B) entralne ~ M = ~ B  et anssi ?~ZM=?~IB pour l>~0. Si l>~ ,  

on a ?~lBcB, e.-h-d. ~ZMAM=~ZBNB pour l>~/. Supposons que M # B  et soit 

l 'exposant maximal tel que ~ M N M # - ~ B N B .  Alors O~(M)=| que 
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chaque ~l~ment m de ~ M  n M est de la forme m = b + u  avec bEB et uE~+IM. Or, B 

~tant contenu dans M, on a u E ~ + Z M  N M e t  Z ~tant maximal, cela entratne uEB et  

aussi m E B pour chaque m E ~ M  N M, ce qui est une contradiction. 

Nous allons utiliser ce lemme pour constmire un syst~me de g~n~rateurs de M. Choi- 

sissions d 'abord des ~16ments vtEM de fa~on que {vt} est une base de M e~ posons 

V = ~ Rye. 

V e s t  un R-r~seau libre re] que ~o(V)=O0(M). Ce]a entraine Ot(V)=Oi(M) pour iET. 
D'apr~s le lemme, M est donc de la forme 

M = V +  VYT,  (7) 
T e T  

off les r~seaux Y~ c ~ M  N M sont choisis tels que Ot (V + ~.~<~ Y~) = O t (M) pour i E T. 

Plus pr~eis4ment, soit ~ E T et  supposons qu'on air d~j~ eonstrult tm r~seau X = V + ~.~<T Ya, 

tel que O~(X)=E)~(M) pour a<T .  Comme X c M ,  on a O , ( X ) ~ O , ( M ) ;  ehoisissons des 

61~ments y~. I EM (1 ~ M  de fa~on que {~(q;ly~. ~)} est une base de O, (M)]O~ (X) et posons 

YT= ~ Ry~.~. 

Alors pour X ' = V + ~ Y , ~  on a bien O~(X')=O,~(M) pour a~<~, ee qui justifie (7). 

Les Y~ sont des R-r~seaux libres, eontenus dans ~aM, dont les ggn~rateurs sont ind~pen- 

dants modulo ~ + I M .  Notons aussi que ni V ni Y~ n 'est  uniquement d~termin~ par  M. 

Au eontraire, chaque g~n~rateur v~ de V peut  ~tre remplac~ par  v~ + u  avee uE ~ M  N M et  

ehaque y~.~ par  y~.~ +u avec uE?~+IM N M. 
Nous allons maintenant  ~crire les g~n~rateurs yT. ~ sous une forme diff~rente. On 

~3~J(R)+~.Rqo., avee aET et a~>~. Cela entraine ~3~M=~Vc VN ~3':V+~..q,,V. Or, 

V ~tant un R-r~seau libre on a ~TV fl V~  ~ + ~ V  N V e t  d'apr~s la remarque ei-dessus, on 

peut  ehoisir les y~. ~ dans ~. q~ V: 

y~.~=q~v,.~+ ~_,q,,z~.~, avee v~.~, z(~.~EV. 
~ >'I; 

Posons V~ = ~t  Rv,:.~ ; on a (~T (Y~) = V~ et O, (y,.t) = fi~. ~. Or, les y~.~ 6tan$ choisis de fagon 

que ~)T (y~. ~) est une base de O~ (Y,), on volt  que V, est un R-r~seau libre dans V, dont les 

g~n~rateurs sont ind~pendants modulo ~ V  N V. Cela veut  dire, que VT est faeteur di- 

reete de V. 
o Consid~rons l 'applieation v , . ~  z,.t, eomme V, est un R-rfiseau libre, elle se prolonge 

en un R-homomorphisme 
(~,.o: VT~ V. 
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Nous allons montrer,  qu'on peut  choisir les z4.~ de fa~on que I m  ~.~ est un R-r~seau 

fibre, dont les gdn~ra~eurs sonr ind~pendants modulo g fl ~ V, c.-~-d, de fa~on que I m  6~. 

es~ facteur directe de V. Soit $~., :V~-~ V l 'homomorphisme induit par  8~.~ et posons 

On peu$ ehoisir les gfin~rateurs v~.~ tels que v'~.~ ... . .  v-,.t es~ une base de Ker  $ .... Pour 

V ~ Z ~ ~ a + l v  ~ a + l v ~  i<~l on a , .~(~, . , ,=z~.,~VN~V ce qui entralne q~ ~.,~ . Or, on a 

?~"+~V f3 V+  ~,>,,qg V et il existe donc uqP"+IV f~ V e t  ugfi V avec 

q, zi.~ = u  + ~ q~,u~,. 
gt>a 

En remplagant y~. ~ par  y~.~ - u et en changean~ les z~.t pour ;u > a, on peut  donc obtenir 

que z~.t=O. Donc on peut  supposer que ~T.t$~.~=0 entralne v~.t6~.~=O p a r  un choix 

convenable Ide Y~ e~ en modifiant les ~.~ p o u r / z > a .  Alors I m  O~.a est engendr6 par  les 

v~.~ ~.~ pour i > l  et ces g~n~rateurs sont en effet ind~pendan~s modulo V N ~V.  

Soit a '  le plus peti~ ~l~ment de T avec a '  > a. Alors d 'une fa~on analogue, en modifiant 

les ~.~ pour #>~a'  ~ done sans changer ni ~.~ ni I m  ~.~ - -  on peut  obtenir que I m  ~.~. 

est un R-r~seau libre dont les g~n~rateurs sont ind~pendants modulo V fl ~V.  En  

con~inuant ainsi, on obtient la 

PROPOSITION 3. Soit K/k  un corps p-adique complet totalement rami]id sur k, R u n  

o-ordre de K, M us  R-rgseau quelqonque et V c  M us  R-rgseau libre avec V = M .  Alors il 

existe des rdseaux V ~  V pour ~ E T et des R-homomorphismes ~.~: V~-~ V pour a e T, a > 7, 

tels que V~ et V ~ . ~  sont des R.rdseaux fibres dont les g~ndrateurs sont indgpendants modulo 

V N ~ V e t  tels qu'on air 

M = V + ~ Y ,  
7: 

avec O, (M) = V,  @ O, (V + ~ Y,)  

e* r ,={q ,v+ F q ~  .... ~ev,}. 
(T~T 

Nous avons encore besoin de quelques propi6t~s des V~ et  ~.~. 

Si TI>'T2>'..., la somme V~I + V~, +... est directe. (8) 

Remarquons d 'abord que si X 1 et X 2 sont des R-r~seaux fibres dans V dont  les g~n4- 

rateurs sont ind6pendants modulo V N ~V,  la somme X I + X  2 est direete, si X I + X  2 est 

direete. Done fl suffit de monr que la somme V~,+V~, +. . .  esr directe. D'apr~s 
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(6) on a pour a"<% ee q ~  entra~ne ~>zV,,c(~,z(~.,<,zY=) pour 

chaque 1. Donc on a Vh • ~.~>zV,,=0 et la somme V,, + V,, + ... est en effet directe. 

Le r4seau M est compl~tement d4termin6 par  V, V,  et 6,.,. De l 'autre cot4, ni les 

V~ ni les 6,.~ ne sont uniquement d4termin4s par  M. Par  exemple, chaque g4n4rateur 

v,.~ peut  ~tre remplae~ par  v,.~ +u ,  avee u s  N V. 8i l 'on modifie les v~.t de cette fagon , 

on peut  en effet obtenir que 
~,.~=0 si T ~ a .  (9) 

Car, si r ~ a ,  on peut  supposer qa=xq, ,  avee x f iR  et on obtient 

q~v+ ~ q.v~..~,=q~(v+xv~.,~)+ ~. q . v~ . . .  
f,t>T ta:~a 

Done si l 'on remplaee les v,.i par  v,., +xv,.,8 .... on a bien 8,.~ =0.  

Retournons maint~nant aux ordres R satisfaisant aux conditions du th6or~me 1. Nous 

avons ~ montrer,  que n(R) < oo pour ehaeun de ees ordres. Or, d'apr~s le lemme 2, il suffit 

de montrer  cela si R e s t  minimal, e.-~-d, s'il n ' y  a pas darts R d'ordre ~ # R  qui satisfait 

aux conditions du th4or~me 1. On v4rifie facilement, que ees ordres minimaux sont de 

l 'un des trois types suivants : 

I. R i = o [ r ] + ~  ~, avec ~(r)=2 et U- -0  (2). 

Ici  on a T={vlT=--I  (2), 1 ~<v<U}; comme ~7--1 est dans T, on a u ~ - 0  (2). 

I I .  Rn=o[r, r'], avec ~(r)=3 et ~(r ' )=4.  

o[r, r'] contient ~6 qui est engendr4 comme Rirmodule  par (r ~, rr', r'2). On a F (RI I )=  

~6 et 
T~ = {1, 2, 5}. 

I I I .  Rm=o[r, r'] avec v(r )=3 et v(r') =5.  

o[r, r'] eontient ~s  qui est engendr6 comme Rm-module par  (rr', r a, r'2). On a F(Rm)  = 

~8 et 
T m = {1, 2, 4, 7}. 

PROPOSITION 4. Soit R = ~)[r] + ~ ,  avec v(r) =2. Alors chaque R-rdseau M indgcompo. 

sable est isomorphe ~ un rdseau contenu dans ~ ,  c.-~-d. M~= R ou ~- R + ~ ,  avec ~ T. 

Soient a, ~ deux 51~ments de T; alors pour cet ordre, a > r entraine toujours a>-r .  Par  

eonsSquent, la somme X=~*~TV,  est directe. Choisissons des ~ldments vn,,~ V de fa~on 

que {vn.~} est une base de V/X et posons T'=TU~].  Alors on a V =  |  et  cela 

implique V = ~ . ~ r "  V~. Si les g6ndrateurs v~,, sont convenablement choisis modulo V fi ~ V, 

tous les  ~.,. sont = 0. Alors on a Y~ = q~ V~ et on obtient 
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M =  @ ~ (V~+q,V,)  
~ET" 

et ehaque facteur directe (V~ +~ V~) est la somme directe de r~seaux de la forme Rv % 

R~,v~R%~ ~, ce qui ach~ve la d~monstration. 
Pour les deux autres ordres, la situation eat plus compliqu~e car a>~ n'entraine pas 

toujours ~>-~. D~signons par ~(M) le rang de ~M comme ~-module (ceci eat un change de 

notation compar~ avec l'introduction) et par ~(R) la valeur maximale de ~(M) pour un 

R-r~seau M ind~composable. Si ~(M)= I, M eat trivialement ind~composable et isomorphe 

& un r~seau contenu dana ~. 

PROPOS~TIO~ 5. Pour l'ordre R=t)[r, r'] avec v(r)=3 et v(r ' )=4 on a ~(R)=2;  plus 

prgcisdment, soit ~ une uni/ormisante de K,  ~ux + ~u~ un ~-rdseau libre de rang 2 et M un 

R-rdseau inddcomposable. Alors on a ou 

~(M) = 1 et M est isomorphe h R, R +7tR ou it R + ?~, avec i ~ T, ou 

~(M)=2 et M est isomorphe it L =  Rul  + Ru~ + R(ZeUl +~u~)  ou it L +  Rxe~u~. 

Pour cet ordre on a T=(1 ,2 ,5}  et 1"<5, 2~5 .  Posons W=V~+V~+VI(~L~;  nous 

allons d 'abord montrer que W A V5 = 0. Soit M~ = V + Y1 + Y~; d'apr~s la construction des 

Y~, on a 05(M~) A Vs=0  et fl suffit de montrer que W c  05(M~). Soit yl=qlv+q~v~l .2+. . .  

avec v E V1 et ddsignons par r I un ~l~ment de R avec ~(r~) = i  pour i E~(J). Alors on a ray 1EM 

et r4yl--raqlv (?~M). Or, ~ ~tan~ le conducteur de R, on a ~ M c M ,  ce qui entralne 

ra q~ v ~ M e t  ~a V~ c M. De cela on obtient r a y l - -  r a q~ V(~i, 2 (M), ce qui entralne ~a V~ (~1,2 C M. 

Comme aussi ~ a v ~ c  M, on a bien W c  O~(M~), c.-s W A V~ =0. Choisissons maintenant 

des ~l~ments v~. ~ V de fa~on que (~.  ~} est une base de V/W(~ V~ et posons V~ = ~ Rv~. ~. 

Alors on a 
= (V~ + V~ + VI~. 3) | F~ | ~ .  

Nous allons montrer maintenant que, par un choix convenable de V1 et Y1 on peut 

obtenir que (Vx + V,)A V1~1.,=0. Chaque g6n6rateur v de V 1 peut 8tre remplac6 par v '=  

v + z  avec z E M A ~ M ;  comme Y 1 c M A ? ~ M ,  on peut prendre zEY1, c.-k-d, z = q l w +  

q2w8l. 2 +... avec w E V1. Alors on trouve Yx =-- ql v' + q2(v~l. ~ - w) +... (M A ~aM). Cela montre 

qu'on peut fairc varier V18x.2 librement modulo Vr  De plus, en remplagant Yl par Yl +Y2 

avec y2E Y2 on peut faire varier V18x.2 librement modulo V,. Par cons6quent on peut 

obtenir que (V1 § V~)f3 V1~1.~ =0. 

Posons V1.2 = V1 ~ Vz e t  V1 = V1,2 ~) V1,1, V2 = V1.2| V2.3. Alors on a W = 

V1.2~V1.1(~V2.2~Vl(~l. $ e t  en choisissant les g~n~rateurs des V~ en accord avec cette 

d~composition, on a 
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(m) 

En changeant les gfin~rateurs de V, modulo V fl $ V - -  ce qul n'affecte pas la dficomposi. 

tion ci-dessus - -  on peut  d'apr~s (9) obtenir que 8,.o = 0  pour a>-v. Comme 5>-1 et 5) -2  on 

peut  donc supposer que V~.~8~.5= V,8, .a=0.  Soit v~ VI.,  et  f i#0; alors on a y,=q, vqM et 

Yl =q l  v "{-q27)(~1,2 -~-q5?)f~l, 5~--q1(~) "~'4 Z) -~-q2V(~l. 2 (~ 6V) 

avec zfi V. Si l 'on remplace v par  v' =v+r4z on a v'SLa--O et comme q,v-~q,v' (?~sV) on a 

aussi v'8,.~=O. Cela veut  dire que la d~composition (10) peut  se faire de fagon que 8La = 

8,. ~ = 0 et eela donne 

Maintenant fl est facile de montrer  la proposition 4. D 'abord  on vfi~fie qu'fl n ' y  a pas 

d 'autres  rfiseaux avec ~ ( M ) = I .  Supposons donc M ind~composable et ~ ( M ) > I ;  cela 

entralne V~.~= V 6 = V s = 0  car autrement  M contiendrait un facteur directe isomorphe 

R+q~R,  R+qsR ou R. Supposons que V1.1#0 et soit vEVl.x avec f i#0.  Alors M 

contient l'~l~ment y1=qxv+q~v~x.~. Si vOl.~=0, le r~seau Rv+Rqlv est facteur directe 

de M, contrairement ~ l 'hypothbse ~(M) > 1. Si vOx. ~ #0,  le r6seau Rv + RvOx. ~ + Ryx est 

facteur directe de M, donc ~gal/~ M, et il est isomorphe au r~seau L ci-dcssus. Si V~.I = 0  et 

Vx. ~ # 0  on trouve d'une fagon analogue clue M est isomorphe ~ L + Rq~ul, ce qui ach~ve la 

d~monstration. 

PROPOSITIO~ 6. Pour l'ordre R=o[r, r'] avec v(r) =3  et v(r') = 5  on a ~ (R)=4;  ~lus 

prgcisgment, soit ~ ~ut un ~-rdseau libre de rang 4 et 7e une uni]ormisante de K. Alors un 

R-rgseau M inddcomposable es$ de l'un des types suivants : 

o(M) =~ 

e(M) =2 

~(M) = 3  

o(M) =4 

a) R + ~ ' ,  ~ET,  R + ~ R ,  i = 1 ,  2 ou R, ~ .  

b) Ll=Rul  + Ru~ + R(~ua +~'u2) ou LI + R~ul ,  351+Rz~'u ~, Ll + R~ua + Rnau~. 

c) L~=Rua+Ru~+R(~x+nau2) ouL2+R~ul ,  i = 1 ,  4. 

d) L 3 = ~ Ru~ + R(ziv a +g2u~) + R ( ~ h  +nau3) ou L 3 + Rnau~. 

e) L 4 = ~ Ru~ + R(gu a +g~u~) + R g ~  I + R(gu~ +Te~) ou L 4 + Raaua. 

f) L 5 = ~ Ru~ + R(~u 1 +~u2) + R(~aux +~aua) + R(~u 2 +~2u4) ou L 5 + RTdu~. 

Ici  on a T--{1,  2, 4, 7} et 1~4-<7,  2-<7. Posons 

W = Yl + V~ + VI~1.~ + F ~ . ,  
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et choisissons des 616ments vs.t ~ V de fa?on que {fis.~} et une base de V/W+Va+FT, et 

posons encore V~ = Va N W et Va = V~ | - "  g4. Nous allons montrer que 

V=W|174174 (II) 

D'abord on v~rifie d'une fagon analogue que dans la d6monstration de la proposition 5 

que ~sv1, ~V2 ,  ~V:8 : .~  et ~sV~(~2. ~ sont tous dans M~= V+ Yx+ Y~+ Y~. Cela entraine 

clue W+ Va= O~(Ma). D'apr~s la construction des Y~, on a O~(Ma) [3 V~=0 et on voit, que 

la d~composition (11) est directe. 

Posons comme ci-dessus V1,2=V1 N V i e t  VI=V:.I(~VI,$ et V2=V2,2(~V1.2. Main- 

tenant  nous allons montrer, que, par un choix convenable des V, et Y; on peu$ obtenir que 

W=(Vl~247 �9 V2 (~ F1,181,2 (~ g282,4 

et V~ = g~ n F2,2 + F~ n V1,1 81. 3 (~ V4 n V:.2 81.3. (]_2) 

Consid6rons un 616ment y2=q2v+q4v82.4+.., avec vE Vs. On peut remplacer v par 

un ~l~ment v'EV tel que v ' -vEMfl~M.  Soit w:EV1 et w2EV2 et posons v'=v§ 
(qlw:+q28:.2§247247247 Comme ~Sw:cM, on trouve que 

y2--q2v' +q4(v82.4-w:8:.2-w2) + ... (M). 

Cela montre qu'on peut faire varier V2 8~. 4 librement modulo V: 8:. 2 § V2. Comme ~a g l =  M, 

on peut 6galement le faire varier librement modulo V:. Donc, par un choix convenable de 

V2 on peut obtenir que 
W= (V:+ V2+ V: 8:.3)| F28~.4. 

Soit maintenant vE V1 et y1=qlvWq~v81.2§ Yr Si l 'on remplace Yl par yl+y2, avec 

y2E I(3, on pent faire varier V181.2 librement modulo Vs. Done on peut obtenir que 

W = (V1.1 + V181.3)| V2 @ V282.4. Choisissons maintenant les g~n~rateurs de V1 et V2 de 

fa~on que VI= V1.10 V1, ~ et V~ = V2,g~ V1. 2. Comme V1.2c Vu, les g~n~rateurs de V1. 2 sont 

d6j~ fixes modulo ~SM f3 M, mais ceux de VI.: on peut encore faire varlet modulo M 13 ~M.  

Comme on l'a vu dans la d~monstration de la proposition 5, cela fait varier V1.:8:.2 libre- 

ment modulo V:,I. Or, V:.: ~tant d~finie comme un compl~ment quelquonque de Vl. ~ = 

V: N V2, on peut le faire varier librement modulo V:. 2 et cela fair varier V:, 181.2 librement 

modulo V1.2 81.~. Done on obtient enfin la d~composition (12) de W. 

Quant &la d~composition de F~, on a d'abord V: [3 V~=0, car 1~4 .  De plus, V~8~.a 

peut ~tre vari~ librement modulo V4 et on peut done supposer que 

V~= g~.~ + g181.3 = g2.2+ v:.:81.2e g:.2 8:.3. 
2 -- 662905. Acta mathematica. 118. Imprim6 le 10 avril 1967 
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Or, on a vu plus haut, que V181., peut  ~tre vari~ librement modulo V, et  VI,IS~., librenient 

modulo V~. 9. 8~., et  de cela on obtient la d~composition de V~. 

Si 1'oll choisit les g~n~rateurs des V, et Y, en accord ayes les d~compositions (11) et  

(12) on a la d~composition suivante de V 

v = (Vl., + vi . ,~l . , )  �9 v ,  ~ V~. l~ . ,  �9 v,(~,., ~ v[ | v~ ~ v~. (13) 

Nous allons montrer, que cette d~composition peut  se faire de fa~on que tons !es ~ . ,  sont = 0, 

rexception de ~ .  z et ~z. a- Les g~n~rateurs de V 1 sont fixes modulo M N ~SM pour obtenir 

la d~composition (13). Or, d'apr~s (9), il suffit de les changer modulo V fl ~ V = M  fl ~SM 

pour ob ten i r  que ~.~=~1.7=0. Comme V1 N Y~.~=0, on peut  ~galement supposer que 

V2 .~ .7  =0. Supposons que v(~.7 4 0  pour v~ V~.~, et ~=~0. Alors on a 

avec zfi V. Si ron  remplace v par v ' f v+raz  on a v'(~. 7 =0  et 

yl--q~v" +q2v(~l., +qvz'--q~(v' +r~z') +q,v~L, (M) 

avec z'E V. Si l 'on remplace v' par v '=v '+rsz  ' on a V"~l.4=v"Ol.7=0 et anssi r  

car Y2 est seulement chang4 modulo ~S M~ M par cette substitution. Cela montre qu'on 

peut faire la d4composition V1.2| 2 de fa~on que ~La=(~1,7=~2.7=0. 

Soit maintenant X = V I . I ~  VI.~I.~ et choisissons des ~l~ments x ~ V  de fagon que 

(~} est une base de X et soit X =~Rx t .  Alors il existe des R-r~seaux libres X 1 et X2 tels 

que V I . x = X ~ X  ~ et VI.2Ol.2=X@X~. Par  un calcul analogue ~ celui ci-dessus, on voit 

que cette d~composition peut  se faire sans qu'un ~,.~ autre que (~1.2 et (~2.a soit ~=0. Si les 

V~. ~ et les Xt sont ainsi choisis, la somme (13) est automatiquement direete. 

Finalement on v~rifie qu'on peut anssi obtenir que 

V~--- V4 n V2.. | V4 n V~.,(~., | V4 n VI.I~. .  (14) 

sans affecter les relations (~.o =0  pour 5r.o #~1.~, 62.4- 

Supposons maintenant que M est indficomposable avec ~(M)>I .  Cela entralne 

V~ = V7 = Vs=0, car autrement M contienclrait un facteur directe L avec Q(L)=I,  ce qui 

est une contradiction. 

Soit done V = W  ct supposons que Vl.ldg V1.~1, 2. Alors il existe vEVI.1 avee f i#0  

et v (~ V1.2 01,2. Si vOl. 2 = 0, le rfiseau Rv + Rz~v est facteur directe de M e t  on aurait Q(M) -- 1. 

Donc, v~1.2~=0 et le module M N (~v+~VOx.2) est facteur directe de M, donc ~gal k M, 

et M est isomorphe ~ L 1 ou, si VOl. 2 E V~, ~ L 1 + R~au2. 
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Supposons maintenant  que VLuSI.~: VI.1 et soit vEV1. 2 avec ~ = 0  eg vSI .~VL1;  

cela impUque vOL~=~0. Posons I=(~)v+~)vOLa+~vO2.4)~ M. Alors la d~composition (13) 

montre, que I e s t  facteur directe de M, donc ~gal ~ M. Si v82.4=~0, M esg isomorphe 

l 'un des modules d), suivant que vOl. ~ est dans V~ ou non. Si v~.a~-0, M est isomorphe 

L~ + Rg~ux ou ~ Lx + R~au~ + R ~ a ~  suivant que vOL~. est dans V~ ou non. 

Soil donc VI, I~  [/rl,2(~1. 2 et v~ V1.1 avec #~:0. Alors fl existe w~ VL~ tel que w~L~----v, 

eg on obgient de (13) que (~v+CvOl.~+Cw+~wO~.a)~ M est faeteur direete de M donc 

~gal ~ M. Si w~.a ~:0, M est isomorphe s Fun des l~seaux f) et si wO~.~ =0,  M est isomorphe 

l 'un des r~seaux e). 

Supposons donc Y~.~=V~.~I .~=0  et soil V~Vl.2 avec ~=0 .  Comme v(~.~=O, le 

module (~v+~vO~.~)~ M est faeteur directe de M, et on voiL que M est isomorphe b, 

L~. + R~ru~. 

Supposons enfin qu'on a aussi V I . ~ 0  et soit v e  V2.~ avec ~ 0 .  Alors ~ (M)>1  en- 

traine vO2. t :~0 et M est isomorphe ~ L 2 + R~4ut ou ~ L2, suivant que v e s t  dans V~ ou non. 

Ceci ach~ve la d6monstration de la proposition 6 et aussi du th6or6me 1, car si de plus 

V~.~=0 on a W=O et  M = 0 .  - -  On peut  encore v6rifier, que les r6seaux a)-f) song en effet 

ind6composables et  non-isomorphes. Cette v~rification ne pr6sente pas de difficultgs eL 

nous n'insistons pas ls 

Ordres dans une alg~bre commutative et semi-simple 

Nous allons montrer  le th~or~me suivant : 

THeORY]ME 2. Soit k le compldtg p-adique d'un corps de hombres alggbriques, Kdk, 

des extensions totalement ramifiges de degrd fini, K = ~ ~ Ks avec s > 1, et soit R u n  ~-ordre 

inddcomposable de K. Alors n(R) est fini si et seulement si R saris/air d l'uns ou l'autre des 

conditions suivantes : 

a) s<~3 et pour au moins deux des ~i  on a J (R)+ ~ = ~ .  

b) s =2 et il existe un ?~, tel que J(R) + ?~, = ~ et tel que ~ J ( R )  = ?~2 et ~ ,  N J(R)~= ~ .  

La n6cessig6 de ces conditions se dfduit  facflement de la proposition 2. Nous avons 

d~js montr6, que n(R) < oo implique s ~<3 et pour s = 3  la condition a) est n~cessaire d ' ap r6 s  

le corollaire 2. Soit donc s=2; alors, d'apr~s le corollaire 2, on a J ( R ) + ~ , = ~  pour au 

moins un  i. Supposons p. ex. J (R)+ ~1 = ~.  Or, ~ contient une uniformisante ~2 de Ks 

et R eontieng donc un 616ment r=x+~2 avec x e ~ l .  Cela implique que : ~ c  ~ J ( R ) e t  

on obtient q u e , ~ J ( R ) = ~ + ~ 9 .  Si ~ = 1 ,  R contient un fil6ment ~rl+y avee y E ~  eL 
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on a aussi  J ( R ) + ~ = ~ ,  e.-~-d. R sa t i s fa i t  ~ la condi t ion  a). Supposons  done que a > l .  

D 'apr~s  le eorollaire 1, n ( R ) < o o  impl ique  ~ = 2 ,  e.-~-d, on a ~ I J ( R ) = ~ .  Done fl res te  

mon t r e r  que U =J(R) ~ ~1 n ' e s t  pas  contenu  dans  ~1 ~. Or on a v u  que R eon t ien t  un  

~l~ment r=x+z~ et  on a R=o[r]+U. Supposons  m a i n t e n a n t  que U est  eontenu  dans  

~ e t  d~signons p a r  ~ la  va lua t i on  norm~e de K v  Alors  la  re la t ion  ~1 R= ~ en t r a ine  

vl(x) = 2. De plus  R e s t  eontenu  dans  l ' o rd re  S = 0[r] + ~ e t  fl suffit  de m o n t r e r  que n(S) = co. 

Avee  les no ta t ions  de la  p ropos i t ion  2 on a SI=Ol + ~1 + ~ et  ]~  = 0 ~  + 0 g ~ / ~  ee qui  

donne  d im J1/J~ =2. Done on a n(S)= oo ce qui  d~montre  la n~eessit~ de la  condi t ion  

v r  

Pour  m o n t r e r  que les condi t ions  du  th~or~me 2 sont  aussi  suffisantes,  fl suffi t  de 

m o n t r e r  que n(R) est  fini si R est  un  ordre  min ima l  sa t i s fa i san t  s ees condi t ions.  Ces 

ordres  m i n i m a u x  sont  de l ' un  des t ro is  t y p e s  su ivan ts  : 

I .  R = D[r, r ' ]  + ~1 n, s = 3 

avec r =~1 +z~u, r '  = m  +ga ,  o~ E ~1 e t  v~(w) = 7  -- 1 ou eo = 0 .  

I I .  R=[~[r, q ] + ~ ,  s=2 

avec r=w+z~, WE~l, w---0 ou ~(w) = 7 - 1 ,  qeP1 et  vl(q) = 2 .  

H I .  R=~[r, q]+ ~l~ + ~ ,  s=2 

avec r=eo+z~, W E ~ l  et  vl(m) = 2 ,  q E ~  et h(q)=3. 

Ie i  on suppose  les K~ numero t~s  de fa~on que J(R)+ ~ =  ~ pour  i < s .  Soit  R u n  ordre  

sat isfa isant  aux  condi t ions  du  th~or~me; nous al lons mont re r ,  qu'fl  con t ien t  l ' un  de ees 

trois ordres.  Pou r  s=3, R sa t i s ia i t  n~eessairement  ~ la  condi t ion  a). Alors  J(R)+ ~l=~J 

en t r a ine  que R con t ien t  des ~l~ments r=xl+z~ ~ et  r'=x~+z~ 3 avec  xl, x 2 E ~ l .  Alors  la  

r e l a t ion  J(R)+ ?~= ?~ en t ra ine  que x 1 est  ou une un i formisan te  =~1 ou que g l E R .  Dans  

le  deuxi~me cas on peu t  r emplaee r  r p a r  r + g l  e t  on voi t  que R cont ien t  un  ordre  de la  

fo rme  I .  I1 reste  ~ v6rifier que Vl (O) )=7-1  ou o )=0 .  Pour  n>~ 1 on a r~r'=z~x2ER, ce 

qui  impl ique  ?~lX~CR, e.&-d,  v l (x~)>~7-1 .  Si ~1(x2) > 7  - 1 ,  on a x~E~'~cR, e t  donc 

auss i  ga E R. 

Soit  donc s = 2. Si R sa t i s fa i t  s la condi t ion  a), on vo l t  que R cont ien t  l ' o rdre  (e 1 + e~) R~ = 

~[r] + ~ .  Or, on a R1 c (e 1 + e~) R1 @ ea R1 e t  n(Ri)  < co impl ique  n((e 1 + e~) RI) < oo, c.-~-d. 

.on n ' a  pas  besoin d '~ tud ie r  l ' o rd re  (el+e2)R x. 

Supposons  done que R sa t i s fa i t  s la condi t ion  b). Alors  on a ~ I R = ~  U et, U~=P~, 

c .&-d.  ~1 U est  ~gal ~ ~12 ou s ~ .  Dans  le p remie r  cas la re la t ion  J(R)+ ?~ = ~ en t ra lne  

clue R eont ien t  un  ordre  du  t y p e  I I .  Dans  le deuxi~me eas, soit  q E R N ~1 avee vl(q) --3.  L a  

r e l a t ion  R + ~1 = ~ en t ra lne  que R cont ien t  un  ~l~ment r = m  + ~  avee m E ~ ,  e t  ~ 1 R  = 
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entralne rl(m)=2. Par consequent, R eontient un ordre du type I I I .  On v~rifie que cet 

ordre contient ~ + ~2 a, qui est le conducteur de R m. 

Soit R u n  quelquonque de ces trois ordres et soit S = 0 1  + ~ l'ordre ind~composable 

maximal de K. Alors n(S)< co est une condition n~cessaire pour que n(R)< oo. Nous 

allons d 'abord montrer que n(S) est en effet fini et en m~me temps nous allons d~terminer 

les types de S-rdseaux ind~composables. 

Soit 9t(M), i = l  .... , s, le rang de ~ i M  comme ~-r~seau et Qt(R) I~ valeur maximale 

de ~t(M) pour un R-r~seau ind~composable. Posons encore ~(M)=max~(M) et ~(R)= 

max~Q|(R); alors ~(R) est fini si et seulement si n(R) est fini. 

PROPOSITION 7. Soit S = 0 1 + ~  l'ordre inddcomposable maximal de K = @ ~ K  t 

avec s =2,  3. Alors ~(S)= 1; plus prdcisdment, un S-rdseau indgcomposable est ou cyclique ou, 

pour s=3, isomorphe au rdseau S(e~ +es) + S(ea +es) contenu daus ~. 

Soit M un S-r6seau,/V = ~ M  et ~ :N-~ N/~N =~. Une d6composition M =MI@Ma 

entralne une d6composition N=~Mt |  et aussi une d6composition simultan6e 

M=XI| Xt=Mt, 

/V = Y1 | Y~ avec Y~ = ~X~. 

Invers~ment, une telle d~composition simultan~e d e / ~  et N entraine une d~composition 

de M. Car d'abord il existe une d~composition h r --/Vx ~/V~ avec/V~ = Y~. Posons M~ = M fi hr~ 

et V=M~M~.  Alors on a M~=X~ et V=M. Cela entraine ~ V = ~ M .  Par consequent, 

~ M  = ~ Vest  contenu dans Ve t  M est = V. Au lieu de consid~rer les d~compositions de M, 

on peut done consid~rer les d~compositions simultan~es d e / ~  et ~ .  

Deux S-r~seaux cycliques Sx et Sx' sont isomorphes si et seulement si e~x et e~x" 

s o n t = 0  en m~me temps. Posons z~(x)=l si e~x~-O et v~(x)=O aflleurs, et soit v(x)= 

(v~(x) ..... vs (x)). Alors Sx est isomorphe/~ Sx' si et seulement si z(x)=~(x'). 

Soit maintenant M un S-r~seau ind~composable. Pour x~/V posons 2(x)=~z,(x) et 

soit M~ le 6-espace engendr~ par les x ~3~ avec 2(x) ~</~. S i x  est un ~14ment quelquonque 

de N, il existe une d~composition N = ~ x |  Supposons que xEA[ e tA(x)=l .  Alors il 

existe un e~ tel que e~x =x et on a ~x= ~ x = S x ~ J ~ .  Done on obtient une d~composition 

M=~x@M' avec ~M'=N'.  Comme M est inddcomposable, cela entralne _~=~x et 

M ~ .  
Supposons done que 3 ~  = 0 et posons 

M =M~_~| 

oh Xes t  un complement quelquonque de3I~_~. Nous allons montrer, que la somme ~M~-I  + 



22 Ho J A C O B I N S K I  

~ X  est direete. Si par exemple, ~IM~-I  N ~ l X  ~:0, fl existe x ~ X  et m ~] l s - i  avec elx =elm, 

e.-&-d. 2 ( x - m ) < s .  Done x - m  est dans Ms-1 et eela implique x = 0 .  La d~eomposition ei- 

dessus entra/ne done une d~composition simultan~e de ~Jl et /~.  Si X :~0, soit (x]} une base 

de X. Alors Ms-1 = 0 entralne que la somme ~ ~x~ est direete et on voit que  M = ox et 

M-~S. 

I1 reste & eonsid~rer le cas M~ = 0  et Ms-1 =~]~, e.-&-d, s =3  et M =M2. Alors fl existe 

une base ( ~ }  de M telle que 2 ( ~ ) = 2  pour ~=1 .. . . .  Cela veut dire que ehaque ~ est 

annihil~ par exaetement un des e~ et on obtient une d~eomposition 

M =  W~@ W~@ Ws avee e~ W~=0. 

w 

Les Wf ne sent pas uniquement d~termin6s par M; supposons que W a est minimal dans la 

d6eomposition ci-dessus. Alors la somme ~(W1 + W2) + ~ Ws est direete. Car si par exemple 

O1( W1 + W2) N ~1Wa # 0, il existe Y2 E W2 et Ya E W s tels que e 1 Y2 = el Ys. Si l 'on pose y = Y2 - Ya 

et  W1 = WI + oy on obtient _~ = WI@ W2@ Ws et W3 est strietement eontenu dans W a 

ee qui est impossible. Done on obtient une d6composition simultan~e de N e t  M. Si 

W s # 0  on a M =  W2 et on voit que M est isomorphe & S(el+e2). 

Soit donc M = W I |  ~ et 04=xEW1. Posons WI-~ox@W~ et Y=W~@W~.  Si 

~ x  N ~ Y = 0, on a M = 0x et M est isomorphe ~ S(e~ + es). Si ~ x  N ~ Y ~0, fl existe x 'E W~ 

avee e a x = e 3 x'. Alors on pose M = ox + ox' + Y' = X @ Y' et maintenant M~ = 0 entralne 

que la somme ~ X + ~ Y '  est directe. Done on a l ) l = X  et M est isomorphe ~ S(ei+ea)+ 

S(e2+e3). Si finalement aussi WI=0,  on a M = W 2  et on voit, que M es$ isomorphe 

S(el+ea) , ce qui aeh~ve la d~monstration. 

Revenons maintenant aux ordres R qui satisfont aux conditions du thfior~me 2. 

Rappelons qu'on suppose les K t numerot6s de fagon que J ( R ) +  ~ = ~ pour i <s. 

L~.MM~. 6. Soit R u n  o-ordre satis/aisant aux conditions du tldor~me 2, M un R-rgseau, 

S l'ordre ol + ?~ et L un S-rdseau inddcomposable,/acteur directe de SM.  Si  M est inddcompo- 

sable avec ~(M) > 1, L es$ de l'un des deux types suivants : 

1) L- -Sa ,  avec e,a~:O pour i <s. 

2) L = S x ,  avec e ,x=x,  et x ~ M .  

De plus, il existe une ddcomposition de S M  en rdseaux inddcomposables telle qus a E M  la~ur 

ehaqus composante de type 1). 

Supposons d'abord que L e s t  cyclique, L = S y  avec ely,=0 pour un i<a .  Alors on a 

aussi e,ff~:O, ear ~ y  est faeteur directe de ~M.  Comme R + P I - ~ S  , fl existe m E M  et 
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z 6 ~ t M  avee y = m  +z. Alors ~(y) =~(m) et ~(9) ~v(~h) et fl existe un isomorphisme Sy ~ Sm 

qui se prolonge en un automorphisme de SM. Done on peut supposer que L =Sm et nous 

avons ~ d4montrer que ejm#-O pour ]<s .  Si ejm=O, on a S m = ( R + ~ ) m = R m c M .  Or 

Rm est un facteur directe de SM, done il est aussi facteur direete de M, et on aurait M = Rm, 

contrairement ~ l'hypoth~se ~(M)> 1. 

Si L n'est pas eyclique, on a L =Syl +Sy2 avec e, yx #-0 et e~y2 4=0 et comme ci-dessus 

on peut supposer L = S m x + S m  ~ avec ml, m~EM. Or, on a aussi e~m,=elm2=O, ce qui 

entraine L = Rm I + Rm2c M. Done L serait facteur directe de M, contrairement ~ l 'hypo- 

th~se ~(M) > 1. 

Alors il reste /~ considfirer le cas L = S y  avec ety=O pour i<s,  c.-~-d, y=esy. Si y 

4tait dans M, on aurait S y = ( R + ? ~ ) = R y c M ,  ce qui est impossible. 

Supposons tojours que M est ind6composable avec ~(M)> 1. Soit 

S M = ~ S a  t |  avec atEM, 

et posons A = |  Les 414ments at sent encore de deux espbces diff4rentes suivant 

que esat=O ou non; posons Ao=Xe, a,=oRa t. Pour les composantes du type 2), on a 

xt~M mais x t 6 S M = ( R + ~ x ) M .  Done fl existe des ut6?~lM tels que ut+xl6M.  Alors 

Ml=A+~.R(u t+x t )  est dans M e t  on a S M = S M I = M I + ~ x M  1. Done il existe un 

R-r4seau y c ~ ,  Mx N M tel que 

M = A  + ~ R(ut+xt)+ Y. (15) 

Remarquons, que les u, ne sent pas uniquement d4termin4s par les x,; ils peuvent 

~tre vari4s librement modulo M n ~1M. Posons U = X ou, et X = ~ ~x,. Alors l'application 

(r:xt~ui induit un mhomomorphisme surjectif X-~ U. Or ~ est un isomorphisme, car 

autrement on pourrait choisir les xt de fagon que x , a = 0 ,  e.-~-d, on au ra r  x16M et Sx 1 

serait facteur direete de SM, ce qui est impossible d'apr~s le lemme 6. 

Supposons maintenant qu'fl existe des e1R-r4seaux B, C tels que 

e~A =B~gC 

et e, Ao=Bo~C o avec BoC B et Co~C. 

Alors on obtient une d4composition A = A ' @ A  ~ de A en posant A'={aEA,  e, aEB } et 

A ~= {aEA, ela E C}. Supposons que la d4composition elA = B@G entralne une d~compo- 

sition simultanfie de Y et de Y + U, c.-s 

Y =  Y fl ~I  B ~ Y N ~I  C 

et Y+ U=(Y+ U) N ~1B (~ (Y+ U) fl ~xC.  (16) 
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Alors on obtient de (15) une d4eomposition directe de M en posant M ' = M  fi ~ A '  et 

M " = M  N ~ A ' .  Or, M ~tant ind~composable, cela entralne B = 0  ou C=0 .  Nous allons 

utfliser cela pour montrer la 

P a o e o s ~ r ~ o ~  8. Soit R un o-ordre satis/aisant aux conditions du thdor~me 2. Alors 

on a ~(R) <~ 3; ~lus prdcisdment, pour les ordres R~ et RH on a ~,(R) = 1 pour i <s  et ~ ( R ) =  2, 

$andis que pour R m on a ~ ( R )  =2 et ~ ( R )  =3. 

Consid6rons d 'abord l'ordre I, R=o[r , r ' ]  + ~nl ' avec r=g le l  +g2e2, r' =o~el +zeae s, 

~ o ~ 1 .  Ici el R = ~  1 et Y est un ~-r6seau.  Pour chaque 616ment u de U fl existe 

x = u a - l ~ s  M tel que u + x = m  est dans M. Alors rm=rt~u est aussi dans M, ee qui en- 

tralne ~ I U ~  Y. Par cons6quent, U +  Y est aussi tm ~-r6seau.  Nous allons montrer de 

plus, que ~ U est facteur directe de Y, c.-~-d, que ~1 U est un sous-r6seau primitff de Y. 

Sinon on peut choisir les g~n~rateurs de U de fa~on que u~ ~ Y. Or, chaque u, peut ~tre 

librement vari6 modulo Y, et on peut done obtenir ClUe u l=0 .  Ceci est une contradiction, 

car on a montr~ que l'application a:x,  ~ u, est un isomorphisme. 

D'apr~s la th6orie des diviseurs 616mentaires, fl existe une base de e~A telle que 

elA = @~ ~la,, 

] tr= ~ ~ ~ i  at, ~t+l/> ~i. 

Posons g =max,  a, et C = ~ , = ~ l a  ,. Alors on obtient une d~composition 

e l A = B  | C, 

Y = B ' |  ~TC avec B' c B ,  ~ - I B ~ B ' .  

Soit ~0 : elA ~ e I A / ~ I A  =e lA  et ~v : e lA ~ e l A / B .  Alors on voit que /~ est uniquement 

d~terming par Y; si l 'on choisit des ~l~ments c, EelA de fa~on clue (~o(c,)} est une base 

de e l A / B  , on a aussi e i A = B @ ~ l c  i et Y = B ' @ ~ T c , .  

Posons maintenant U ' = K 1 U N e l A  et CI=v2(AoN U'), et soit a un dl~ment de A 0 

avec 0=~v(ela)EC 1. Alors fl existe b E B  tel que ~ - l ( e l a + b  ) est dans Y + U .  Or on a 

~T -1 b c  B ' c  Y, c.-~-d. ~ - l a  est dans Y +  U. Si l 'on ehoisit des ~l~ments a, EA o de fa~on 

que (~v (ela,)) est une base de CI, on voit done que ~ ~ - l a ,  est facteur directe de Y +  V e t  

~ a ,  facteur directe de Y. Posons 

y)(elAo)=0~| ~(U ' )=CI |  v2(e~A)=CI@C2~03@O,. 

Si l 'on choisit une base de C en accord avec cette d$composition, on a 

elA = B~CI(~C2~Ca(~Ca 



ORDRES COMMUTATIFS ET RESEAUX IND]~COMPOSABLES 25 

et cette dficomposition entraine une d6composit ion simultanfie de elAo, Y+ U et Y. Par  

consequent  on a B = 0  et eiA est figal ~ l 'un  des Ct. D'apr~s la construct ion des Ci on a 

alors ou A 0 = 0  ou eiA o =elA et aussi ou Y = ~1 U ou Y = Y + U. Done, chaque dfieomposi- 

t ion simultan6e de eiA et Y satisfait aux conditions (16). Si l 'on  ehoisit une base de elA 

de fagon que e i A = ~ x a ~  et Y=~?~'a~ on vol t  que eiA est de rang 1, e.-~-d. A = R a  

et QI(R) =~2(R) = 1. Le rang de U est ~< 1, paree que U c  ~x A, ee qui donne ~s(R) ~<2. Pour  

M=Ra+R(u+x)  avec T(a)=(1,  1, 1) on a ~s(M)=2,  ce qui entralne Qa(R) =2 .  

Consid4rons main tenan t  l 'ordre I I ,  R=o[r,q]+~'~, r=eoel+zt~e z avec w, q f i ~ l  et  

vl(q) = 2. Posons Q = 0e i + R N ~1; e 'est  un  0rdre dans K i den t  on a d~termin6 les r6seaux 

ind~composables dans la proposit ion 4. Alors Z =exA + Y est un  Q-r&eau et elA est  un  

Q-r&eau libre avec elA =Z. D'aprbs la proposit ion 4 fl existe donc une d~composition 

elA = V I ~  Vs @ ... @Vn-l~V n 

telle que Z est la somme directe des r~seaux V~ + ~ I  V~. Alors on peut  poser 

Soit a l 'indiee maximal  avee V~ # 0  et posons B =~<,,V~. Alors on a 

exA = B@ g,, 

Y=B'@?~V,  et B' c B ,  ?~-IB~B' .  

Posons ~ : ~ I A  ~elA/B et soient c~ des ~l~ments de el A tels que {~v(c~)} est une base de 

~(elA ) et  posons C=~,Qct. Alors on a aussi 

elA = B ~ C, 

Y=B'@?~[C avee B ' c B ,  ?~- iBcB ' .  

Comme U est eontenu dans ~1 A, un  gdn~rateur quelquonque se met  sons la forme 

u =ela' +ztlela avee ~----- 1 (2) et  elafiex A, eia' E ?~A n A. Or on peut  varier  u l ibrement  

modulo  ~ l A  n A, e.-~-d, on peut  supposer u=zt~ela. Alors m=u+xEM avee xfie2M et on 

a qm=qztlelaEM. Or qZela est aussi dans M pour  l>~ 1 et on obtient  done que ~ l U c  Y. 

La  si tuat ion est main tenan t  t ou t  & fait  la mgme que pour  l 'ordre R~ ei-dessus. Pa r  un  

a rgument  analogue on t rouve que A =Ra et QI(R)=1 et Q2(R)=2. 

Consid~rons enfin l 'ordre I I I ,  R = 0Jr, q] + ~ + ~ ,  r =~oe~ +~2e2 et to, q E ~1 avee 

vl(o~) =2 ,  vx(q)=3. Soit Q l 'ordre elo +R N ?~l=Oel+oq+?~[; e'est un  ordre dans K 1 avee 

n(Q) < oo d 'aprbs la proposit ion 6. Alors 

Z=~Qeia~+ Y 
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est un Q-rdseau et chaque ddcomposition Z = Z I ~ Z  2 entraine une ddcomposition simultande 

de el A et Y. 

Reprenons maintenant les notations de la proposition 6. I1 faut d 'abord choisir un 

Q-rdseau fibre V avec V=Z; choisissons V=~Qela,. Alors il existe une ddcomposition 

v =  w ~ vg ~ v ~  vs, (17) 

qul entralne une ddcomposition correspondante de Z. Ici on a Vs =0, parce que ~[Z=Z. 

Nons allons d 'abord montrer, que cette d~composition entralne anssi une ddcomposition 

de elA o et de Y + U .  

On a e lR=e lo+~  2 et eela entraine ~AoCZ.  P a r  eonsdquent, on a elAo c 

V~ N V4c W et on peut supposer que les gdndrateurs de elA o sont dans V2 N Va~ W. 

Done (17) entralne bien une ddcomposition directe de elA e. 

Remarquons que ~ M ~ e x M  , car ~2celR. Si b e s t  un dldment quelquonque de 

~2M fl existe cECuM tel que b+cEM. Soit u~ l 'un des gdndrateurs de U et ut+x,~M. 

Alors on peut remplacer u~+x~ par (u~+b)+(x~+c), c.-~-d, u~ peut ~tre varid librement 

modulo ~12M. Done on peut supposer u, =:~u~ avec u~ ~ V et on obtient U =gx U'. De plus 

les u, sont inddpendants modulo ~SM et cela entraine que U' est facteur directe de V. 

De plus, g ~ u ' +  x = m ~ M entraine qm = q~lu'~ Z et on volt que ~ U' est dans Z. Cela en- 

traine U ' ~  VI~  Va. Or, U' ~ V~ est = 0, car autrement ]es u~ ne serait pas inddpendants 

modulo ~SM. Par consdquent, U' est facteur directe de Va. Dans la ddcomposition (17), 

V~ est un compldment quelquonque de V~ = Va N W, et on peut donc obtenir que 

u ' =  u ' n  v,~ e v '  n v,~. 

Par consdquent, (17) entralne en effet une ddcomposition simultande de elA , elAo, Y+ U 

et Y, c.-~-d, une ddcomposition de M, et V e s t  dgal s Fun de ces facteurs directes. Si 

V = V~ ou V = V7 on voit que l 'on peut continuer la ddcomposition simultande en facteurs 

directes de rang 1. Alors on obtient A---Ra, c.-~-d. ~I(M)= 1, ~2(M)~<2. 

Supposons donc V = W = V 1 + V~ + V1 ~1. ~ + V2 ~2.4. Ici on peut toujours obtenir que 

~2.4 = 0. Soit v 2 E V2 et Y2 ~ v 2  +g~ v~ ~.4 E Z. Si va est dans el A0, on a ~ v ~ c  Z et on peut 

poser y~=:a~lv~EZ. Autrement on a y2=:~l(v2+b) avec b E ~ M ,  et fl existe c E ~ l M  tel 

que b-i-cEMN ?~M. Or, on peut supposer que v~fela 1 est r u n  des gdndrateurs de elA 

et comme a 1 est du type (1, 1) et b+cE~M, on peut remplacer a 1 par a~=al+(b+c ) et 

en m~me temps v 2 par vs=va+b. Cela change Z en Z'  et on a v2EZ' et y~=~lV~, c.-k-d. 

v~(~2, a =0.  En continuant ainsi, on voit que si les gdndrateurs a~ de A sont convenablement 

choisis, on a en effet ~2.4=0 et V=VI+V2+VI~L2. 
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Remarquons maintenant  que Z ~ ~ I Z  = ~ 1 M  N M permet  l 'ordre e 1 R- -  0e 1 + ~ .  

Done si Yl =~lV1+~Vl~l.8, 2 ~1 Yl est dans Z. Cela implique que ~ V1 et ~ V 1 ~1.2 sont dans 

Z et d 'une fagon analogue on voit que ~ V~cZ. Par  eonsgquent, Z permet  d~j~ l 'ordre 

0e 1 + ~ .  D'apr~s la proposition 5 il existe done une d~composition 

V = V1.2| Vi.I@ V~,~O Vx ~1.~- (18) 

hTous allons maintenant  montrer, que eette d~eomposition entralne une d~eomposition 

simultan~e de elA o et de U'. On a vu plus haut, que les g~n~rateurs de elA o figurent parmi  

les g~n~rateurs de V~ et on peut  supposer que V~ = Vll 3@ Vs. 2 entraine une d~composition 

de e 1 A 0. De plus, on a U'  N V1 = 0, c.-s ~ ) ' c  V2. ~@ V1~1.8. Posons U0 = 0 ' f3 e 1A 0 c V2.2 

et  soit elaEelA o avec O#eaaE (]g. Les g6n~rateurs de U' peuvent  ~tre varies ]ibremen$ 

modulo ~ I Z  et on peut  done prendre exa eomme l 'un des g~n6rateurs de U'. Ceia montre 

que (18) entraine une ddeomposition simultan~e de elA oet de U'. 

On a d6js not6, que chaque d~composition de Z entra~ne une dficomposition simul- 

tanee de e~A et de Y. Or, d'aprbs la proposition 5, on obtient de (18) une ddeomposition 

Z= @~Z~ en rdseaux ind~composables Z~. Comme (18) entraine une d6composition de 

etA o et de U', on voit  que eette d6eomposition de Z peut  se faire de fagon qu'elle aussi 

entrafne une dgcomposition simultan~e de elA o et de U'. Donc on trouve enfin, que la 

d6composition Z = @~Z~ entralne une d6eomposition eorrespondante de M. Comme M 

est  ind6eomposable, cela veut  dire que Z e s t  un r~seau ind6eomposable, c.-~-d. ~l(Z) ~< 2. 

Si ~I(Z) =1 on a ~x(M) =1 et ~ (M)  <2.  Soit done ~(Z)  =2.  Alors, d 'aprbs la proposition 5, 

le rang de Vx est =1,  et on sait, que Vx ~U' =0. Le rang de U' est done au p l u s = l ,  e.-s 

on a ~2(M)<3. Pour A0=0  et U # 0  on a en effet ~z(M)=3 et eela montre que ~a(R) =2  

e t  ~ ( R ) =  3. Ceei aehbve la d6monstration de ta proposition 8 et  du th~or~me 2. 

I1 est maintenant  facile, de faire la liste compl6t e des types de r~seaux ind~composables 

pour  les ordres R~, RH et Rm; en effet nous les avons plus ou moins explicitement d~ter- 

mings au cours de la dfimonstration ci-dessus. Comme il y a quand m~me un nombre de 

eas ~ distinguer, nous n'insistons pas sur les d~tails. Notons seulement la g~n~ralisation 

suivante de la proposition 7 : 

CORO~LAIR~. Soit R u n  ordre indgcom~osable dans K = @ ~[ K~ avec s=2, 3. Si 

J(R) + ~ = ~ ~our chct~ue i, on a ~(R)= 1. 

D'abord  la condition J(R)+ ~ == ~ pour ehaque i entralne, que R contient l 'ordre 

R~ (ou ( I - e s ) R  ~ pour s=2), Soit done M un R~-r~seau indfieomposable avec o ( M ) > I .  

Si M permet  l 'ordre R, fl n ' y  a pas dans la dgcomposition de SM de eomposante Sx de 

type  2). Car la relation J ( R ) + ~ s = ~  entralne que  x peut  toujours ~tre choisi dans M. 

Done on a X = U = 0  et ~(M) est = 1. 
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Alg~bres de groupe 

Reprenons main tenan t  les notat ions de l ' introduction.  Soit k un  corps de nombres  

alg6briques de degr6 fini sur Q et 0 un anneau de Dedekind,  dont  k est le corps des quotients.  

Alors 0 contient l ' anneau des entiers de k, mais peut  6tre plus grand  que celui-ci. Soit G 

un  groupe fini, commuta t i f  ou non. Nous  allons d~duire du th~or~me 2 des conditions 

n~cessaires et  suffisantes pour  que n(oG) soit fini. 

Soit p @ 0 un ideal premier de 0 qui divise l 'ordre de G e t  soit G~ un  groupe de Sylow 

de G avec pip. Jones  [4] a montr~(1), que n(oG) est f in /s i  et  seulement si n(ooG~) est fini 

pour  chaque p qui divise ]G I . Nous  avons done s t rouver  des conditions n~eessaires et  

suffisantes pour  que n(ooG~) soit fiui. 

Le lemme suivant  est du  ~ Dade [2]; nous donnons iei une autre  d~monstrat ion,  bas~e 

sur la proposit ion 1. 

LEMME 7. n(OOGp)= oo, 8au/ laeUt dtre si q~ est cyclique d'ordre p~ au plus. 

Soit Q~ ]e eompl~t~ p-adique du corps des nombres  rationels et  Zp son anneau de valua- 

tion. Alors ]c 0 est de degr~ finl sur Qp et on a ooGp=o~| ~. D'apr~s la proposit ion 1, 

n(ooGp) et n(ZpG~) sont  finis en m~me temps,  si k 0 est non-ramifi~ sur Q~. De plus, eomme 

on l 'a  not4 au eours de la d~monstrat ion,  n(ZpG~)= oo implique n(ooG~) = c~ m~me si 

]c 0 est ramifi6 sur Q~. Pa r  consequent,  il suffit de mont re r  le lemme pour  o 0 =Z~. 

Supposons d 'abord ,  que G~ est ab~lien. Alors QpGp= @~Ki,  off K~ est le corps des 

raeines pt~-i~mes de l'unit~. De plus, Z~G~ est un  ordre ind~eomposable, ear pour  chaque  

gEG~, une puissance de 1 - g  est divisible par  p. Cela entraine 1 - g E ~  et Z~G~ est ind~- 

eomposable d'apr~s le lemme 1. Comme les extensions KdZ ~ sont  to ta lement  ramifi~es, 

Z~G, satisfait aux hypotheses du th~or~me 2. Done, n(Z,G~)<oo implique s~<3 et on  

v~rifie facilement que ceei est vrai  seulement pour  un groupe cyelique d 'ordre  p~ au plus. 

Si Gr n 'es t  pas ab~lien, soit G~ son groupe de commutateurs .  Alors H = Gv/G~ est  

abfilien mais non pas cyclique. Done on a n(ZvH ) = oo. Or, si M est un  ZvH-rfiseau ind~- 

eomposable, on peut  en faire un  ZvGv-r~seau ind~composable eu posant  g 'm=m pour  

g' qG~ et m~M. Par  cons6quent on a aussi n(ZvGv)= o~, ce qui ach~ve la dfimonstration. 

D~signons par  E(p) l ' indiee de ramification absolu de p. Cela veut  dire que ps(~) est  

la puissance exacte de p dans p. Nons  allons montrer  le 

TH~OR~ME 3. ~0i$ [~ ~n anneau de Declekind, dont le corps des quotients est de degrd 

/ini sur Q et soit Gun  groupe /ini. Alors n(~G) est fini si et seulement si ~G saris/air aux deux 

conditions suivantes : 

(1) La d~monstration dans [4] est faite pour le cas oh o est l'anneau des entiers de k; eUe reste va|able 
si 0 est un anneau de Dedekind quelquonque dont k est le corps des quotients. 
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1) S i p  n'est pas une unitd dans o, le groupe G~ est cyclique d'ordre pm avec m<~2 et 

2) Tour chaque p qui divise p on a 

E ( O ) = I  si m - - 2 ,  

E(O)~<2 si m = l , p > 3 ,  

E(O)~<3 si m = l  e t p = 3 .  

Soit O = (c) un groupe cyclique d'ordre pro. D'apr6s le lemme ci-dessus fl suffit de 

montrer  que n(o~C) est fini, si et  seulement s i m  et E(p) satisfont ~ la condition 2).(t) 

D6signons par  f2 le corps d'inertie de k~[Z~; e'est le corps non-ramifi6 maximal eontenu 

dans kp/Z~. Mors k~ est totalement ramifi6 sur ~ et on a E(p)=(k~:f2).  Soit A ~ = ~ ( ~ )  

le corps des racines pi-i~mes de l'unit6 sur ~ .  Alors on a 

~2C = e o A o ~ e I A x ~ . . . ~ 8mA m 

off les e~ sont des idempotents orthogonaux: Supposons kz et les A t plong6s dans un mgme 

corps Y,, et soit K~ le compos6 de kr et A s dans Y~ et L~ leur intersection. Or, l 'extension 

A J ~  est normale et on obtient 

e~(k~| Ai) = e~. lKt |  | 
f~ 

off les et. j sont des idempotents orthogonaux et r~ = (L~:~). Mors on a 

Soit ~2i le corps d'inertie de K~ sur Z~. Alors ~ D f2 et ~ / ~  est non-ramifi~. D~signons 

par  k~ le eompos6 de k~ avec tous le s  f~. Mors k~/k~ est non-ramifi6. Si l 'on remplace kp 

par  k~, on ne change pas E(p) et d'apr~s la proposition l ,  n(opC) et  n(o~G) sont finis en 

m6me temps. Or, pour k~C on a f ~ = ~ '  pour ehaque i. Done on peut  supposer d~s le 

d~but que ~s--f2;  eela veut dire que Ks est totalement ramifi6 sur fL D~signons par  n~ le 

degr6 (A~:f2). Mors on a (K~:k~)=nsr~ 1 et (K , :A~)=E(p)rF  1. Si ~ est rid6al maximal  

de l 'anneau de valuation de K~ et ~ celui de A~, on a done 

(1) La n~cesslt~ des deux premieres conditions dans 2) pour que n(opC} soit fini, a ~t6 d~montr6 
par Kneser [5]. De l'autre cot6, Gudivok [3] a montr6 que ces deux conditions sont suffisantes, si kp es t  
de degr6 2 sur Q~. 
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Consid4rons d 'abord le cas m--2 .  Alors f i g  es~ la somme direete de trois corps et la 

condition s~<3 implique que, si n(o~C) est fini, t ous l e s  r~ sont =1 .  Alors d'apr~s le th6o- 

r~me 2, n(o~ C) est fini, si et  seulement si J(o~ C) + e~ ~ = ~ e~ ~ = ~ pour au moins deux i. 

Le radical J(~C) est engendrd par  p.1 et  1 - c = ( 1 - ~ l ) e ~ + ( 1 - ~ ) e  ~ et  on salt clue 

1 - ~  est une uniformisante de A~. Si E ( O ) = I  on a K~--A~ et J(o~C)+e~=~e~ pour 

i = 1 , 2 ,  e.-s n(0~C)<oo.  Supposons done E(O)>I .  Alors e~J(ovC)est engendr~ par  

e~p et e2 (1 -~ ) ,  done fl est eontenu dans e 2 ~ ,  avee ~=min(n~,  E(p)). Or n2-=p(p-1) est 

toujours >1 ,  e.-s o n a  ~ > l .  Done pour i=0 ,1  on aJ(~vC)+e~eo?~o+el?~+e~?~* 
$,  ee qui entraine n(opC) = oo. 

Considerons maintenant  le cas m = 1. Alors on a 

krO= eok~ ~ 7. e. ~K1 
1 

et le radical de 0~C est engendr6 par  p.1 et  1-c=(1-~l)~eLj. Si p = 2 ,  on ak~C= 
ee/c~|162 a et J(opC) + e t p D  p. 1 + psi = ~ pour i =0,1. Donc n(orC) es~ toujours fini. 

Soit donc p > 2 .  La condition s < 3  entraine que r l < 2 .  Si r l = 2 ,  E(p) est p a i r = 2 a  

avec a = (KI:A1). Pour a - -1  on a K 1 = A 1 et eomme 1 -  ~1 est une uniformisante de Ai, on 

volt  que J(o~C)+el.J~l=?~ pour  j = l ,  2 et  n(orC) est fini. Si a > l ,  on a ~ I = ~  et  l'616- 

ment  1 - cest  dans ~ (el. 1 + eL ~). Doric on voit  que J(0~ C) ~ p. 1 + ~ (el. i + eL ~) et J (or  C) + 

~lel .~4=~ pour i = 1 , 2 ,  ce qui entralne n(~C)= oo. 
Soit done finalement rl=l , c.-k-d. 

k~ C = e0 k~ @ el K1. 

Le radical J(0~C) est engendr6 par  p-1 et 1 -c=(1- -~1)81 .  Pour E (O)=I ,  1 - ~  x est une 

uniformisante de K1. Alors J(o~C)=~ et n(orC) est fini. Soit ~ = m i n  (p--l, E(p)); alors 

E(O) > 1 implique ~ > 1 et on a J(o~C)+e0P = e0p + e l ~ .  Done pour E ( p ) >  1, n(o~C) est 

fini s i e t  seulement si 9~ C satisfait s la condition b) du th~or~me 2. Cette condition donne 

-- 2 et E(O) <4,  e.-~.-d. E(O) = 2  si p > 3  et E(p) < 3  si p=3. 
En r~sumant les e a s r  1= 1 et r 1 =2  on voit  done que la condition E(p) < 2  est n~eessaire 

et suffisante si p > 3 .  Pour p=3 et E(O)=3 on a n~cossairement rl=l, parce que E(O) est 

pair si rx=2. Done, pour p=3 la condition E ( p ) < 3  est aussi n~eessaire et suffisante, ce 

qui aeh~ve la ddmonstration. 
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