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Introduction

L’objet de ce travail est d’obtenir des estimées sous elliptiques, aussi explicites que
possible, des solutions fondamentales et des spectres de certains opérateurs hypoelliptiques
qui apparaissent naturellement en analyse, en géométrie et en théorie des représentations.
Cette premiére partie traite des modéles locaux, que 'on peut par exemple réaliser sur les
groupes nilpotents libres {30] et particuliérement des groupes nilpotents de rang 2.

La méthode générale employée ici consiste & obtenir des estimées sur la solution fonda-
mentale de ’équation de la chaleur associée & 'opérateur do‘nné, d’ol on déduit les estimées
de la solution fondamentale de I'opérateur lui-méme, les estimées sous elliptiques, 'analyti-
cité des solutions fondamentales, les spectres et les singularités pour I'hypoellipticité par
perturbation complexe. Cependant, les méthodes usuelles de construction de paramétrix
d’équation de la chaleur (celle de Minarkshisundaram-Pleijel ou de McKean-Singer)
sont assez délicates 4 appliquer & cause de 'abondance des caustiques (voir § 3, § 5). La
méthode envisagée ici utilise deux systémes dynamiques naturellement associés & I’opéra-
teur, d’une part la diffusion qui régit la propagation de la chaleur, construite par 'intégrale
stochastique d’Itd, d’autre part, le systéme hamiltonien des bicaractéristiques qui propagent
infinitésimalement les singularités.

Dans la premiére partie, nous obtenons une expression exacte de la solution fondamen-
tale de la chaleur du laplacien de Kohn du groupe d’Heisenberg; ce résultat contient en
particulier ceux de Folland [17] et Folland & Stein [9]. En utilisant la théorie des représenta-
tions, A. Hulanicki [15] et J. Cygan [32] ont publié une expression identique aprés notre
publication [10].

Dans la seconde partie, on étudie le probléme de Dirichlet pour des ouverts du groupe
d’Heisenberg. On montre qu'il est bien posé pour certains ouverts réguliers, mais qui ne
sont pas nécessairement trés réguliers au sens de Bony [1]. On calcule les mesures har-
moniques de la boule de Koranyi et d’un demi espace dont le bord contient le centre.
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Enfin des estimées de temps de sortie et de premiére valeur propre sont obtenues.

Dans la troisiéme partie, est étudié le systéme des bicaractéristiques du groupe d’Hei-
senberg. Le résultat fondamental est que les caustiques d’un point sont adhérentes & ce
point contrairement au cas elliptique et le noyau de la chaleur & un comportement asympto-
tique différent selon la géométrie de I'espace des bicaractéristiques minimales joignant les
deux points. Par contre, le log p, est toujours équivalent au minimum d’action. En ellip-
tique, cette théorie a été développée par Varadhan [33], Ventcell et Freidlin [34] et enfin
par Molchanov de fagon trés précise [28].

Le reste du travail utilise les techniques du groupe d’Heisenberg. La partie 4, étudie
les solutions fondamentales des groupes nilpotents libres de rang 2 et en démontre 'analyti-
cité. La partie 5, étudie le systéme des bicaractéristiques pour ’opérateur hypoellitique
naturel des groupes de rang 2. Il apparait alors que deux points quelconques ne peuvent
pas étre joints entre eux par une bicaractéristique en général lorsque le nombre de généra-
teurs est =>4. L’ensemble des points joints a 0 par une bicaractéristique est en fait un
ensemble algébrique orbite de la représentation adjointe; ce phénoméne nouveau est da
4 Papparition de conditions de quantification du type de Maslov [27]. Le lien entre ce
systéme hamiltonien et des problémes variationnels horizontaux est étudié dans {13];
ces derniers problémes n’ont pas de solution réguliére globale et sont apparentés & des
problémes de contrdle optimal déterministe,

La partie 8 donne une méthode de calcul de la diffusion sous elliptique d’un groupe
nilpotent libre quelconque.

La partie 7 démontre sur le cas des groupes nilpotents de rang 2 la conjecture de
M. P. Malliavin et P. Malliavin qui permet de calculer les infimums de spectre de représenta.-
tions par I'holonomie stochastique [21] de la représentation.

Ces résultats ont été annoncés dans quatre Notes aux Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences de Paris {[10]).

Je suis heureux de pouvoir remercier Monsieur Paul Malliavin pour les nombreuses
conversations que j’ai pu avoir avec lui sur le sujet abordé ici; ce travail 8’inspire de ses
travaux sur les théorémes d’annulation [22], [26], [20], sur les comportements frontiéres
de fonctions holomorphes [25] et I'intégration stochastique des systémes [23] et [24].

Je remercie également Monsieur A. Debiard pour les discussions que j’ai pu avoir avec
lui sur son travail sur les opérateurs dégénérés sur des sous variétés ([3] et [4]).

Enfin, je tiens A remercier Monsieur A. Melin qui m’a fourni une démonstration beau-
coup plus rapide que celle initialement donnée pour I’estimée asymptotique de p,. (Théoréme
2 et 3-2.)

7-772904 Acta mathematica 139. Imprimé le 14 Octobre 1977
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§ 1. Cas du groupe d’Heisenberg
1.1. Notations

(a) Soit H,,,, le groupe d’Heisenberg de dimension réelle 2n +1 de sorte que H,, ;=
C* xR avec les coordonnées (2, t)=(2,, ..., 2,, t) et z;=x,+iy,. C'est un groupe de Lie nil-
potent pour la loi
(,8) - (2',t) = (z+z',t+t’+2 Im > z,z,').
=1
Soit gy =1(2g, £o) € Hap 11, 1s,(9) =909 la translation & gauche par g,. Soit X;, Y,, T les champs
invariants & gauche dont les valeurs en 0 sont respectivement 9/dx,, /9y, 6/0t de sorte que

0 d 17 0 7

=219yl v,=L el 1=2

Xi=a, T Wigp Y15, ~ 2 ot
On pose Z,=}(X,—iY,) =8/0z,+iz,0/et), Z,=}4(X,+iY,) et on considére le laplacien de
Kohn de H,,,, (voir [8]) défini par AK———Z,"_I(C?(,-J-C%’) dont expression en coordonnées

est
n

2 2 2 2 o2

Ax=3 [%Jr:—yf 4y,é%at—4x,a—:j—at+4|z,|2—g].
Il n’est pas elliptique; mais comme [X;, Y ,]=2T, il est hypoelliptique par [8]. Considérons
la fibration triviale H,,,, =C" x R—C" munie de la connexion suivante : le sous espace
horizontal en g€H,, , est le sous espace engendré par les X,(g) et Y, (g) (1 <j<n). Il est
alors clair que A, est le relevé horizontal du laplacien euclidien usuel de C* par cette
connexion et en particulier, Ag calculé sur une fonction ne dépendant que de z est le lap-
lacien euclidien usuel calculé sur cette fonction.

(b) On considérera également le groupe produit G, ;= H,,,, x R2* de coordonnées (z, ¢, w)
ol w;=u,+iv;,, 1<j<d et de laplacien de Kohn A,=37,(Ck+ ch) +25-1(Ch, + L)
qui est aussi relevé horizontal du laplacien euclidien usuel de €" x (¢ par la fibration
€" x R x ¢*—>C" x C?, au travers de la connexion dont les champs de sous-espaces horizontaux

en chaque point sont engendrés par les vecteurs X,, Y,, U, V,, 1 <j<n, 1 <k<d.

1.2. Diffusion associée au laplacien de Kohn et équation de la chaleur

LeMME 1. La diffusion de générateur infinitésimal 3A, sur Hy,,, 8'écrit (Z,(3) ... Z,(s),
T(s)) ot (Zy(s) ... Z,(8)) sont n browniens complexes indépendants Z,=X ,;+iY, et ot

j=1J0



ESTIMEES SOUS ELLIPTIQUES SUR CERTAINS GROUPES NILPOTENTS 99

Preuve. La matrice du symbole principal de Ay est la matrice symétrique (2n+1) x

(2n +1) positive dégénérée
iy =0ytry

ou
6”=1 Siizj

d;;=0 sinon

et 7,,=0 si 7 et j sont tous deux différents de 2n+1, 7pn45 onys =4 271252~ 1, Pop_y gnp1 =
2y, et Tap oy = — 2z, D’autre part par les remarques du 1, la projection de la diffusion de
A sur C" est Ja diffusion de générateur }A¢» (laplacien euclidien usuel) donc est la
donnée de n browniens complexes standard indépendants (z,(s), ..., 2,(s)). Il suffit de cal-
culer I'accroissement dt de la composante ¢; or la matrice ¢ qui donne en chaque point les
covariances des accroissements infinitésimaux de la diffusion de A satisfait o'c =g et
contient la sous matrice identité 2n x 2n d’aprés les remarques qui précédent; elle est donc

nécessairement une matrice (2n+1) x 2n avec
y=1 sit=7 eti<2n
Omitop-1 = 2Yp»  Opninzp = — 2%, 1<p<n
et sinon ¢,;=0; par conséquent la diffusion & ses accroissements données par
(dzy, dyy, ..., dy,, dt) = (dz,, dy,, ..., Ay,)*o
et done dt =2 3} {y,dx, —x,dy,), ([19]).

THEOREME 1. Soit py(0, (2,t)) la solution fondamentale de Uéquation de la chaleur
0/0s=%Ag de pble 0, calculée en (2, t) a Uinstant s. Alors on a

0, = (2T ) (ﬁ"(‘gllzilz)ﬁ')d
PO &) =g | \srze) P\ 25 Jth 2¢/*"

Preuve. Soit py(0, -) la transformée de Fourier euclidienne.

2N n
2:(0,.)(5,7) = fngm exp (@((§ &2+ y,) + rt)) 2:(0, (2,t)) H da, dy, dt

- {oxo(f{ (3 80+ nto) + 00 )

(exp( (Z (& s) + n,y,(s»)) B (exp m(s»)
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ol B ¥ est I'espérance conditionnelle avec extrémités z,(s) fixées. Utilisons alors le

lemme suivant.

LEMME 2. Soit 2(s) =x(s) +iy(s8) un brownien standard complexe. Posons

@, 2, y) = B~ (exp 2t f (ydx—~ xdy)) .
0

Alors on a
2

2+
% (1 —2s7 coth 281')).

)= 237
¢8( 3 :y) Sh 28T exp

Preuve de Lemme 2. Elle est donnée par P. Lévy [18] qui calcule cette intégrale en I'inter-
prétant comme quatre fois I'aire balayée par le rayon vecteur joignant ’origine & un point
de la courbe brownienne et qui utilise ’analyse harmonique de la variance M. Kac et J. F.

Siegert ([17]) donnent une preuve plus générale de ces calculs.

Remargue. Au § 3, on verra un calcul détaillé de telles fonctionnelles de Markov dans

la situation des groupes nilpotents libres de rang 2.

Fin de Théoréme 1. Par indépendance des z,, on a
/\ . n
20, €0 = Ba{oxp (i 2 €m(0)+ o) Tt 2000406

1 3\ 1(2 th 257
- (ch 231:) exp (' é(gl |C/|2) —2;*) (Lemme 2)

d’ott le théoréme 1.

CoROLLAIRE 1. Dans le cas du groupe produit G, y=Hy,,, x R, la solution fonda-
mentale de 0[0s =30y est

- $ (uf+of 1 2t \" (< |z,|2) 2t )
Pa(O,(z,t,w))—eXp( ,;1( % )) (278)* 71 _[R(Sh 21,) eXp(s (2:1 2s | th 2t dr.

Preuve. Dans ce cas, on calcule la diffusion de générateur 3A; c’est la donnée de n +d
browniens complexes indépendants 2z,(8), ..., 2,(8), wy(8), ..., wy(s); la composante #(s) est
donnée par Lemme 1. La loi de la diffusion est le produit tensoriel des lois de (zy, ..., 2,, t)

et (wy, ..., wy) d’ott le résultat par Théoréme 1.

Remarque. Dans [9], Folland et Stein posent la question d’obtenir des résultats sur le

laplacien Ag lorsque Hy,,, est muni d’une métrique invariante & gauche générale, i.e. pour
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Ag= 2 a,(C%,+LY) (a; constantes > 0).
j=1

La diffusion est (Va_lzl, s V;;z,,) et
n s
to)= 3. 2Va, [ (nds—sdy)

et on a aussitdt

1
25(0,2,8) = (2ﬂ8)n+1 fR

n . n 2
_ —(21) exp (2?“272*—&*'—?)&[.
2 Va, sh (2Va,7) s=12sVa, th 2Va,

1.3. Solutions fondamentales de A,

Avec la solution de ’6quation de la chaleur, on retrouve tout de suite la solution fonda-
mentale de Ag calculée par Folland [7]. Pour simplifier, faisons le calcul dans H, (n=1) :

on a
+a0 l +00 2.[ -H-'Dd8 itt |z|22_r
9(0, (z,y,t)) fo 2:(0,,9,t) ds—g o ih 2td1f 3 X (? m)
2
Posons u=l, 1=Lzl—;
8 2
©0,2,,8) = 2 J'+°° 22 ch 2vdr _1 1
IOBYEI= ) ) 427 ch® 20+ 6 oh® 27 Y@+ g+

ce qui coincide & un § prés (dd & la normalisation $A) avec [7].

En dimension 27 +1, on se raméne & caleuler la primitive d'une fraction rationnelle
4 pdles d’ordre n.

La méthode permet aussi de calculer la solution fondamentale pour les groupes G, 4,

mais il semble que la quadrature ne soit plus faisable.

Exemple 1. Dans le cas de Gy, = Hg x R3, par le corollaire 1 on trouve

+oo 27 sh 27dt

g(Oa (x’ Y, [ u, ’U)) = f
g [(itt— ua%vz) sh® 7— (f%—y—z) 7z ch 21]2

I'intégrale étant prise en partie principale prés de 0. On vérifie qu'on a I’homogénéité
pour les dilations :
8, : (z, ¥, t, u, v) > (rz, ry, 12t, ru, rv)
so0it :
g(0, 8z, y, t, u, v)) =r"*¢(0, (z, ¥, t, u, v)).
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Exemple 2. Pour un opérateur du type >}, a,(£§f+ ngi) on peut aussi écrire les

solutions fondamentales explicitement 4 une quadrature prés.

1.4. Le cas o1 il y a un terme du ler ordre: singularités pour I’hypoellipticité

LEMME 3. Soit Uopérateur 3A,+o(0/t) (avec o réel) dans le groupe d’Heisenberg H,;
alors la solution fondamentale de équation de la chaleur p{™(0, (z, y, t)) satisfait

SN 2N
pgk)(o’ ‘) (¢, 7, T) = ps(0, *) (E’ 7,7) e

o 2%+ 3
1 exp(zArctg( ; ))

VW 1 4 g G2

et on a pour la solution fondamentale

g0, (x,y,8) =

et par suite g se prolonge analytiquement sauf si o=(—2-+4k)s, k€Z, et 3A,+ a(0/0t)
est donc hypoelliptique et localement résoluble sauf pour ces valeurs de o.

Preuve.

(1°) Lorsque le terme du ler ordre est réel, la correction qu’il ajoute & la diffusion de
}A, est précisément as, d’olt aussitét le caleul de p{P(0, «) puisqu’il suffit de remplacer T,
par T, +as.

(2°) On calcule toujours pour « réel

(o) 1 o 2‘[ o d‘g frty/s e ,—((x9+y%)/28) (21)/th 27
g0, (z,y,t)) = dr —ge el e ds
8

@n)? ) osh 2t Jo
_2 (e e T
@n)P ) o (ch 27)81—dtsh2r °© T 2

Un poéle z trouve en —i Arctg (24/t) et on intégre sur le contour —R<z <R, y=0;
2=R, 0sy<m; —R<z<R, y=n;, 2= — R, 0<y<zm et on fait tendre R vers oo, d’olt
le résultat.

Le prolongement analytique en o est possible sauf pour a=(—2+4k)7 ce qui corre-

spond aux valeurs de non hypoellipticité. (Voir [9]).

§ 2. Probleme de Dirichlet pour certains ouverts du groupe d’Heisenberg

Ce paragraphe étudie le probléme de Dirichlet pour certains ouverts du groupe d’Hei-
genberg et donne des calculs explicites de mesures harmoniques et des estimées de premiére

valeur propre.
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2.1. Probléme de Dirichlet pour un opérateur dégénéré

Nous utiliserons ici des résultats de Bony exposés dans [1]. Si A est un opérateur du
type iy Cit dans une variété M et si U est un ouvert borné de M, on dira que U est
trés régulier (pour I'opérateur A) si pour tout z,€0U, on peut trouver un domaine de carte
local V3, un point z, de V, une boule de centre z, qui ne touche U qu’au point x, et tel
que le vecteur x, —x, soit non caractéristique pour le symbole principal de A calculé en z,.

Rappelons les résultats de [1].

(1°) Tout point de M admet un systéme fondamental de voisinages trés réguliérs A.
(De tels voisinages ne peuvent d’ailleurs pas étre a frontiére O partout si A n’est pas
elliptique.)

(2°) Si U est ouvert trés régulier borné, si € C(U) et p € C(@U), il existe un unique
u€C(U) tel que Au=—f sur U et u|oU =g et si fest CXU), w€C(U) et si f et ¢
sont >0, »=>0. On a alors une décomposition dans U de toute fonction f€ C(U) par
f=GAf+H(f[oU) ot H(f|dU) est la fonction harmonique de valeur au bord f|oU et ol
G est le potentiel de Green, i.e. Gy est tel que AGy=—yp et Gp|dU=0. On déduit que
G est un opérateur & noyau g(z, y), g étant la fonction de Green de A dans U.

La notion d’ouvert trés régulier introduite par Bony est utilisée pour la construction
de fonction barriére ce qui permet par un argument classique de montrer que le probléme
de Dirichlet est bien posé. Cependant, pour le cas d’ouvert & bord C!, on n’obtient pas

d’information par cette méthode.

Exemple. Posons dans Hy, la boule B de Koranyi de centre 0, (|z|*+¢2)'/*<p. Alors
aux points oi1 les caustiques de (0, 0, 0) recoupent 0B, i.e. le point p=(0, 0, +p?), cette
boule n’est pas trés réguliére puisque une boule euclidienne tangente & B en ce point p est
centrée sur 'axe de ¢ donc précisément sur la direction caractéristique de 'opérateur A
en p.

Introduisons alors la notion d’ouvert régulier en disant que z,€0U est point régulier
si, partant de z, & s=0 le processus de diffusion de générateurs 3A sort de U & des in-
stants aussi petits qu'on veut, i.e. si on appelle T'; le temps de sortie de U, P, (T, =0)=1;

U est régulier si tout 2,€0U est regulier.

LEMME 1. La boule de Koranyi B(p) de centre (0, 0, 0) et de rayon g est ouvert régulier.

Preuve. (1°) En un point (z, y,¢) différent des caustiques, il est facile de montrer que la
direction normale § & la boule de Koranyi qui est en ce point § = (4(x? +y2?)x, 4(2® +y?)y, 2t)

n’annule pas le symbole principal de A en ce point puisque

o(z, 9, t, ) = 16]2[*(|2|* +%) = 16]z|%" 0.
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Done la boule de Koranyi est un ouvert trés régulier en ces points, d’aprés Bony on peut
construire une barriére; le probléme de Dirichlet est bien posé en ces points et par suite
le processus sort instantanément.

(2°) En (0,0, +¢?*), nous vérifions la condition P,(7T,=0)=1. Le processus issu
de ce point est translaté a gauche du processus issu de (0, 0, 0) donc est x(s), y(s),
+02+2 3 (x(s)dy(s) —y(s)dx(s)). Mais [i(xdy—ydx)=a(z(s)) ou @ est un brownien et
7(8)=f3(x®+y?) du et par conséquent, a est & des instant aussi petits qu’on veut
positif ol négatif, donc le processus issu de (0, 0, +¢% a sa cote qui dépasse +? & des
instants aussi petits qu’on veut et donc sort de B(p) instantanément.

THEOREME 1. Soit U un ouvert de M, borné, régulier au sens précédent pour Uopératenr
A. Alors le probléme de Dirichlet sur U est bien posé. De plus si A admet une fonction de
Green globale sur M, alors U a une fonction de Green qui tend vers O au bord de U.

Preuve. Elle utilise une technique probabiliste bien connue (voir {16] et également [11]

pour le probléme de Dirichlet fin en elliptique). On pose en effet p € C(0U)
f@) = Ep(gu(Tv))-

On vérifie immédiatement la propriété de martingale pour f, i.e. f annule 'opérateur A
au sens D’ donc est C* dans U. Le seul point est de voir que f(x) ~>@(z,) si —>2,€28U. Pour
cela on reprend la preuve de [11], § 1, Lemme 2 en la modifiant légérement.

LEMME 2. Sur x,€0U point réguliér, W(xy) et V{z,) deuz voisinages ouverts trés réguliers
de z, tels que V(xg)< W(x,). Alors
lim (Py(TV(z«)—u< Twaa)) =1 (2.1)

Yo
yvelU

ot Tyiy_u est le premier temps de rencontre de V(zy)— U et Ty, est le premier temps de
sortie de W{x,).

Preuve. La fonction z€ W(xy)—Po(Tyey-v<Twy,) est le potentiel capacitaire de
V(z,) — U relativement & I'ouvert trés régulier W(x,), donc est du type | G(z, z)du(z) ou u
est portée par V(z,)— U et ol @ est la fonction de Green de W(x,) qui existe d’aprés le
type de régularité imposée & W(x,) et d’aprés le résultat de Bony rappelé ci-dessus. Un tel
potentiel est sci et par suite

lim inf P H(TV(I'o)"U < TW(vo)) =P ln(TV(Iu)—U < TW(zo))-

Y>T
vevV
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Mais cette derniére quantité est 1 car z, étant régulier pour U, le processus issu de z,
recontre (U & des instants aussi petits qu’on veut et donc aussi V() N (U car il est & trajec-
toire continus, done T'y,,-y=0 p.s. P,, et donc comme Ty, >0 p.s. P, (par continuité
des trajectoires), on a le résultat attendu.

Fin du Théoréme 1. On pose g(x)=E (p(9(Ty))) —@(x,). Soit W(x,) voisinage trés
régulier de x, tel que
YyEW(xo) = |ply) —@(@o)| <e.
Alors
lg@)| <e+By(|o(g(T o) —p(o) | [9(T o) & W(,))
<g+2 n;%x |@|Pyg(T y) & W(x,)).

Par Lemme 2, il existe U(x,) tel que
9 ¢ W(xo) > Py(9(Ty)) ¢ W(z,)) < 2 mex ||
v

d’ou le résultat.

La fonction de Green de U est alors obtenue en résolvant le probléme de Dirichlet
pour la fonction de Green globale de M sur le bord de U par la méthode classique.

On a alors la décomposition classique en potentiel de Green + partie harmonique pour
toute fonction f€ C(U) dés que U est régulier.

2.2. Exemples de répartition de la mesure harmonique
Considérons le groupe d’Heisenberg H,,,, ses coordonnées z,, ..., z, et ¢ comme au § 1

et considérons sa fonction g(z, t)=(|z|*+¢2)'* et la boule de Koranyi B(1)={(z,t)/o<1}.
On a évidemment le lemme suivant.

LEMME 3. La fonction de Green de B(1) de pble (0, 0) est Co(z,t) " — ¢ ouC estune con-
stante universelle ne dépendant que de n.

Preuve. Par Folland on sait que Cp~%"

-2n

est solution fondamentale dans tout H,, , et
done Cp *"—C est telle que son laplacien est —d, et elle vaut 0 du bord de la boule de
Koranyi.

Maintenant nous démontrons une formule de Green hypoelliptique adaptée au cas

H,,,,. Plus précisément on a :

LEMME 4. Pour f, b fonction C* sur B(1), on a la formule de Green hypoelliptique sui-
vante :
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[ Wtty= = [ e 1m0+ [V Vi, 00
Bl on+1 B on+1 on+1 s “VQ4|| 2n +1 2n +1
o on définit Vy, , f=(Cx.f, Lrfs..., Cx,,f, Ly f)et
n n
(VH2n+lflVH2n+lh) =121 ch fo,h"'iZl CYJ fcyih

est le produit scalaire des gradients hypoelliptiques, g* est la fonction de Folland et ||Vot||

est la longueur euclidienne du gradient usuel de g*.

Preuve. On applique la formule de Stokes usuelle en tenant compte de I'expression des

champs invariants & gauche de § 1.1 et en regroupant les termes de fagon intrinséque.

COROLLAIRE. On a la formule suivante pour h, f€C3(B(1))

do
Ja P98 [ P 0= [ e s s T M

THEOREME 3. Pour f harmonigue sur B(l), on a la formule

l2

f(0)= f f(xt 4“d0'(z,t).

Preuve. Corollaire précédent avec f harmonique et & le noyau de Green.

Remarque. Contrairement au cas elliptique, cette formule montre que la mesure
harmonigue a un zéro d’ordre 2 en |z| =0 sur la sphére S(1) de Koranyi. Les points |z] =
sont précisément les intersections de la caustique de 0, avec la sphére de Koranyi. Au
point de vue probabiliste le processus sort peu du voisinage de la caustique. Malgré ce
zéro, il est intéressant de noter que le lemme de Harnack [1] reste vrai dans la boule ce
qui signifie essentiellement ici que les mesures harmoniques de différents points ont leurs
zéros répartis de la méme fagon.

Donnons un autre exemple de répartition de la mesure harmonique dans un cas ou
on ne peut pas trouver facilement de noyau de Green du domaine.

Considérons toujours dans Hy, le domaine D={y>0}. Son bord est un ouvert trés
régulier. On a alors en notant gg, 4, 1) (d*®dt) la mesure harmonique de D calculée au

point (%, ¥g, 1) €D :

THEOREME 4. g, 4,1t (dxQdE) a une densité par rapport ¢ de@dt et elle vaut :
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@h=oy [ o[ LY L
Oczo, vt T 1) = UYo ° R 83/2 th 235 ch 285

2
X exp I:if(to — 8) + 2i&(x — @) Yo — (¢ — %) & coth 236 — |%:| dé

ou C est une constante de normalisation.

Preuve. Soit g(s) la diffusion de 3Ay issue de (%, ¥, {,). Par invariance a gauche elle

est
(2(8) + g, Y(8) + Yo L($) Tt +2(2(8) Yo — ZoY(8)))

ol (x(s), ¥(s), £(s)) est la diffusion issue de O calculée au § 1, Lemme 1. Soit 7' le premier

temps d’atteinte du bord. Alors
[#(0 0008 © 8) = B o).

Prenons @(, t) =exp i(Az+ut) en sorte que
Gczo. vt ) = € B(exp i{Ax(T') +pu(t(T) +22(T) yo) +Axo)).

Mais 7' n’est autre que le premier temps d’atteinte de 0 par un brownien standard réel

issu de y,, de sorte que par [19].

P(T € dty=exp (—|yo|?/2t) (2—;2%/'2‘”

et done

ds

Bczovor (4> 1) = Yo e'”‘“J exp (— |yo|?/2s) E(exp #(A[x(s) + xo] + p(t(3) + 2(s) o)) %3’/5'
0

Appelons B D'espérance sous le signe d’intégration [¢* alors B = E(E§ @ (¢49) x
R UMz gl oo qui se calcule alors par Lemme 2 du § 1 et fournit le résultat

attendu.

Remarque. Le probléme du calcul de la mesure harmonique d’un demi espace dont le

bord contient le centre du groupe nous a été posé par Y. Guivarch’.

2.3. Estimée de premiére valeur propre pour la boule de Koranyi

Considérons I'opérateur §A, agissant sur les fonctions L2 B(R)),(B(R) désignant tou-
jours la boule de Koranyi) nulles au bord. C’est un opérateur <0 et les estimées hypo-

elliptiques montrent que son spectre est discret et tend vers —co puisque son noyau de
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Green est un opérateur compact. Appelons 4; <0 sa plus grande valeur propre, ¢, fonction
propre associée. Par les estimées hypoelliptiques, les fonctions propres sont C® et tendent

vers 0 au bord et on a

— 0=y fm) g0, ) gu( - )d(-)

ol g désigne la fonction de Green de la boule B(1) puisque Axg= —§,. Soit T, le premier
temps de sortie de la boule B(R) pour le processus issu de 0. Evidemment, par raison de

symétrie ¢, atteint son maximum au centre et par conséquent, on a

1
Ey(Ty)

<-4

en utilisant 'interprétation de la fonction de Green comme temps de séjour.

D’autre part, on a :

THEORREME 5. Pour tout A>0, on a

(Jﬂ ch (VﬁR cos ) d1p)_1< Ey(e"*"B) < exp [%(1 _ Vl +;:§_2)]

1]
ot Ty est le premier temps de sorte de B(0, R).

Preuve. (1°) L’inégalité de gauche s’obtient en remarquant que le temps de sortie de
la diffusion de Kohn de la boule de Koranyi est plus petit que celui de la diffusion eucli-
dienne de la boule euclidienne de méme rayon puisque la projection euclidienne de la
diffusion de Kohn (respectivement de la boule de Koranyi de rayon R) est égale & la diffu-
sion euclidienne (resp. de la boule euclidienne de rayon R). Ensuite Ey(exp [ — AT3™)) est
valeur en O de la fonction propre du laplacien euclidien de dimension 2 correspondant &
j& valeur propre i et valant 1 sur la sphére de centre O et de rayon R; on a donc pour
z € B0, R)

Jw ch (V24 |z| cos y)dy
E(exp [~ ATR"]) = * :
f ch (V24 R cos y)dy

0

(2°) Pour Vinégalité de droite remarquons que g4 est une fonction sous-harmonique
pour le laplacien de Kohn et que plus précisément 3A, o4 =8|Z|? en sorte que

20 T,) L 8|2|? (&) d&
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est une martingale. Appliquons I'inégalité de la martingale exponentielle de Mac Kean [19],

on a que

s 2 s
e [re'2u 70~y [ slzi@ae=T [ Ivaenira)
est une martingale d’espérance 1. On a

3@4 894)2 (394 893)2
412 = | 5 -~ = - =) = VALY
19etl = (Z+2%) + (£ -2:%) 16217

Stoppons la martingale & s=7T'; temps de sortie de la boule de Koranyi de rayon E.
Alors
Tp yﬁ Tr
Bo(exp [re e, e =7 [ szt @ a2= 5 [ Ivuetitae] ) -1
8i £< T | Z|* (8) < B, 0"(€) < R, dou si >0
Ey(exp [~ 8Tx(yR* + 7" B*)]) <exp [~ yR*).

Choisissons y >0 tel que »* R*+y — (1/8R?) =0, alors

Eye"Try<exp E (1 - Vl + gR“’)] .

CoROLLAIRE. Eo(T ) <4-1R2 et le —A, est supérieur au — A, du laplacien elliptique pour

la boule euclidienne de dimension 2 de méme rayon.

§ 3. Singularite du noyau de la chaleur de A, pour des temps petits
3.1. Bicaractéristiques et caustiques pour Ag

L’hamiltonien de Ag est

1

n
H=_ 3 (& +nf + 4y, 57— dym v +4{z]* 7
=

N

ob &, 7,, 7 sont les variables duales de ,, y,, t. Nous nous plagerons ici dans Hy pour simpli-
fier, étant donné que dans H,,,, les phénomeénes sont analogues. Les bicaractéristiques de
Ay sont données par le systéme d’Hamilton—Jacobi de H dans T*Hj (voir [2]) :

dt dr
Z=H., T =-H.

9@ g, Wopg, %o _pg; W._
d~Ho g=Hwe 3= ~Hs g
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LEMME 1. Les bicaractéristiques issues de 0 de Ag sont ou bien droites restant dans le
plan xy, ou bien des courbes dont la projection sur le plan xy est un cercle passant par 0 et
la projection sur le centre (axe des t) est égale & quatre fois Uaire balayée par le rayon vecteur
tssu de 0 dont Uextrémité décrit le cercle considéré. Enfin ce sont des courbes horizontales pour

la connexion complexe du groupe Hgy décrite au § 1.1.

Preuve. Le systéme d’Hamilton Jacobi s’écrit

(& =&+2yt

y=n—2x7

{ =2yt —2an+4|z|%7 (3.1)
& =297 —4dar?

7 = —2&r —4yr*

t=0

d’otl1 aussitdt T =71, est constante du mouvement.

(i) Dans le cas trivial od7y=0, on a x =£,8,y =1, 8, t =t, et ontrouve donc des droites de
Ihyperplan ¢t =¢,.

(ii) Supposons maintenant T =7,=0 : on a alors un systéme différentiel du ler ordre &

coefficients constants en z, y, &, n qui s’écrit

0 1 21, 0 x

. |- 4% 0 0 27, 1 é

=y _ 27, 0 0 1 V oaV= y (3.2)
0 —27, —41% O n

Un calcul donne les valeurs propres =0 & 'ordre 2 et A=447, et A= —4ir, & 'ordre

1 dont les vecteurs propres respectifs sont

1 0 1 1
10 _ 1 | 2t | —2it,
V1~ 0 ’ VZ_ _2‘[0 ’ V3_ i 3 V4— —4
21, 0 — 27, — 21,

On posera V=31, a,V,, «, fonction de z, &, y, 5. Alors
V= o (0) Vl + ay(0) V2 + %(O)euns Vs + a4(0)6—4tros V4.

Pour achever de déterminer les courbes intégrales nous écrivons que (z, y, §, ) sont

réels et que z(0) =y(0)=0. Par conséquent les courbes intégrales de (3.1) sont
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z(s) = 2a (cos 4745 —1) —2f sin 47,

y(s) = — 20 sin 4758 —2p (cos 47,8 — 1)

£(s) = 8(a2 + f2) (47,8 —sin 47,s) (3.3)
E(s) = —4dar, sin 478 — 47, ff (cos 418 +1)

7(8) = —4azy(l +cos 41,8) + 407, sin 47,48

T(8) =7,
ce qui achéve le Lemme 1.

Remarque 1. 7, est constante du moavement; ,, «, y sont les conditions initiales de la

bicaractéristique.

Remarque 2. Des systémes hamiltoniens analogues sont étudiés dans [13] dans un cadre

non homogeéne.

Définition 1. Soit une bicaractéristique décrite pendat l'intervalle de temps s, qui
est une droite ou une courbe décrite par (3.3). Alors l'action classique le long de cette

bicaractéristique est

8= f (Edx+ndy+7dt) (voir [2]).
0
Un calcul donne alors

LeMME 2. L'action classique calculée le long de la bicaractéristique de paramétres initiauz
(e, B, T) décrite pendant le temps s, est S =64712(a® +52)s,.

Nous allons maintenant calculer les paramétres initiaux d’une bicaractéristique joig-

nant 0 & g, =(x,, ¥, £;) pendant l'intervalle de temps s,.

Ier cas : le point gy = (2, Yy, 0).

Dans ce cas d’aprés Lemme 1, la seule possibilité est de prendre le segment de droite décrit
avec la vitesse uniforme allant de 0 & g, pendant le temps s,. Alors 7,=0, x=§,8, y =7,

ot £y =571y, no=s5"1y, et

S=fo(§?,+n§)ds=s‘113 on AM=uxl+yi. (3.4)
0

2éme cas : le point g,=(0, 0, ty) (t, >0 par exemple).

Une bicaractéristique allant de 0 & g, sera alors en projection sur le plan z, y un cercle issu

de 0 faisant k tours complets pendant le temps s, et dont 'aire balayée totale est t,/4; d’aprés
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les deux premiéres équations de (3.3), on doit prendre 7, =3}kn/s,. L’aire totale du cercle est
4(a? + %)z, et il suffit done de choisir o + B2 =k~1(167)~1¢,. L’action classique est

S = kntysy . (3.5)
Elle sera minimale pour la bicaractéristique correspondant & k=1.
3éme cas : le point g, est tel que A340 et t,+0

Dans ce cas les deux premiéres équations de (3.3) écrites & s=s, se résolvent en «, y de
fagon unique & condition que 27y8y+kn (k entier). Un calcul montre alors que, posant
B=x3 -y on a o+ P2 =13 (16 sin? 27,s,)1. Reportant dans la 3éme équation de (3.3), on

déduit que 7, doit satisfaire

47,8, — 8in 47,

_2, o -
A%ty 2 sin? 27,5, 6 (274 5,) (3.6)

ol on a posé O(y) =(2y —sin 2y) (2 sin2 y)-1.

LeMME 3. La fonction 0(y) est impaire et est une bijection strictement croissante de
[0, =[ sur [0, + oof.

Preuve.
0'(y) = (2 sin y —2y cos y) sin=3y >0 sur |0, n[.

Définition 2. On note 7 : ]—oo,+oo[ - ]—mx,+a[ la fonction réciproque de 6 sur
1=n, +al.
Soit un 7, général satisfaisant (3.6); on en déduit alors une bicaractéristique allant de

0 & g, pendant s, et dont 'action est d’aprés Lemme 2, le calcul de «?+ 2 en fonction de 7.

S = 851 A8(27,3,)? (sin 2748,) 2. (8.7)

En particulier choisissant pour 7, I'unique valeur satisfaisant (3.6) et o €] — (28,) 17, (280)~'n{
on déduit
S =85 B 7ty Ao ®) (5in T(£eAo 2)) 2. (3.8)

Définition 3. On appelle bicaractéristique minimale joignant 0 & g, pendant le temps
8o, une bicaractéristique de moindre action ayant ces propriétées. On note S,(0|g) la fonc-
tion d’action définie par (3.4), (3.5) et (3.8). On a alors immédiatement par les remarques

précédentes.
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LEMME 4. (1°) 8,(0|g) est Uaction minimale pour aller de 0 & g pendant Pintervalle
de temps s lorsque g = (2, t) est tel que |z| =0 ou t=0.

(2°) 8,(01g) est une fonction continue de g € Hgy et elle est différentiable sauf sur z=0.

(8°) Pour g=(z, y, 0) la bicaractéristique minimale allant de O & g pendant le temps s est
unique et c’est le segment de droite joignant O a g décrit & vitesse uniforme pendant le temps s.

(4°) Pour g=(0, 0, t) une bicaractéristigue minimale allant de 0 & g pendant le temps s a
pour projection sur le plan xy un cercle passant par 0 de rayon 413t décrit une seule fois
entiérement & vitesse uniforme et la projection sur le centre est quatre fois Uaire balayée par le
rayon vecteur issu de 0. Il y a une infinité de telles bicaractéristiques minimales se déduisant

de Pune quelconque d’entre elles par rotation d’axe t.

Remarque. Nous ne sommes pas encore en mesure de démontrer que la formule (3.8)

décrit action minimale lorsque |z|¢<4-0. Ce sera démontré en 3.4.

Définition 4. On appellera point caustique de g€ H;, tout point qui peut étre joint & g
par plusieurs bicaractéristiques minimales distinctes pendant un méme intervalle de temps
(voir [2] et [27]).

Définition 5. Fixons s,==0. On appellera coordonnées bicaractéristiques de g€H,
(de centre 0, relativement & s, et & Ag) les trois nombres (e, §, v) ER3 tels que T €[ — (28,) 17,
(280)717] tels que la bicaractéristique de paramétres initiaux (e, 8, 7) joigne 0 & g pendant
I'intervalle de temps s, (voir [27)).

LemME 5. Soit 8,0 fizé. Le changement de carte bicaractéristique @,, : (x, y, )~ (a, B, T)
est un difféomorphisme de Hy—{(0, 0, t)/t ER} sur R2 X ] — (2s5)~17, (28,)~ 1. Tous les points
du centre de Hy sont des points caustiques de 0.

Preuve. Elle est évidente par les considérations précédentes. Un calcul évident montre
que le jacobien de @, ne s’annule pas hors du centre.

Nous utiliserons enfin quelques propriétés variationnelles des systémes hamiltoniens
de courbes horizontales démontrées dans une situation plus générale dans [13]. Pour cela,
on applique [13] au cas de la fibration triviale H;—~C muni de la connexion définie en § 1.1.
Dans notre situation, les résultats sont résumés dans le Théoréme 1 suivant, (dont la

premiére partie est d’ailleurs triviale).

TrEOREME 1. (1°) Les bicaractéristiques joignant O & g sont des courbes horizontales
pour la connexion et Uaction le long d’une bicdractéristique est égale & Uénergie de sa projection
sur C.

8 — 772904 Acta mathematica 139. Imprimé le 14 Octobre 1977
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(2°) Parmsi toutes les courbes horizontales C' par morceaux joignant 0 a g pendant le

temps s les bicaractéristiques extrémalisent Uénergie de leur projection sur C.

Cela signifie en particulier que le probléme variationnel horizontal associé est le
probléme de minimiser I’énergie d’une courbe de la variété de base sous la condition de
Lagrange que son relévement horizontal est fixé dans le fibré. Ce probléme semble non
étudié et nous verrons au § 5 qu’il peut ne pas avoir de solutions dans la catégorie des

courbes C?; il s’apparente & un probléme de contrdle optimal déterministe.

Remarque 1. Le phénoméne de caustiques précédent n’apparait jamais en elliptique
ou en hyperbolique : car les points focaux en elliptique restent toujours & une distance
>34>0 du point de départ (& savoir le rayon d’injectivité de la métrique riemannienne
associée aux termes du 2nd ordre) et en hyperbolique on suppose toujours dans le pro-
bléme de Cauchy que la propagation est réguliére pendant un petit laps de temps (voir
[2]). Ce phénomeéne de caustique semble général en hypeelliptique (voir [13] et le § 5).

Remarque 2. Les caustiques et les bicaractéristiques issues d’un autre point g, et Hy
sont obtenues par action du groupe d’Heisenberg g, & gauche sur les caustiques ou bi-

caractéristiques issues de 0 décrites ci-dessus.

Remarque 3. On peut remarquer P'analogie entre la description des bicaractéristiques
et de la diffusion de A, : dans chacun de ces cas la projection en ¢ de la trajectoire est égale
4 4 fois I’aire balayée par le rayon vecteur issu de 0, décrivant soit un cercle, soit le brownien
standard dans C. Dans tous les cas, il 8’agit d’un relévement horizontal de courbes & travers

une connexion (voir [24] pour le relévement des diffusions par une connexion).

Remarque 4. Notre définition du changement de carte bicaractéristique ne coincide
pas tout & fait avec celle de Maslov [27]; Maslov utilise I'action elle méme comme une des
coordonnées bicaractéristique. Ici on voit que («, ¥, 7)—>(«, y, 8,(0|g)) est un changement
de variables régulier hors du centre. Les coordonnées bicaractéristiques généralisent la
carte exponentielle de la situation elliptique; contrairement & ce cas, aucun point ne posséde

de voisinages ol le changement de carte bicaractéristique est un difféomorphisme.

3.2, Estimée de p, pour 8 —» +0
THEOREME 2. Dans le cas du groupe d’Heisenberg Hg, on a
(1°) Si g=(2,0)
240, (2,0)) ~ 2(2m) "% 5732 V3n(22%) T exp (— ’;—Z) .
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(2°) 8i g=(0,%)

7t

-2
P40, (0,1)) = (2(29)") " exp (‘2‘3) (1 exp (-Z—ﬁ)) '

(8°) Si g=(z,t), on a alors si |z| 0.

_ 54002,
2

24(0, (2, 1)) = exp ( ) X[ D(t) + O(s7)]

o% On @ POsé
O(t) = 27Y(27)%2[sin 7(¢A %) (sin T(tA"2) — v (¢4 2) cos ¢(tA"2)) 1127 (tA2)
ot t(t) est la fonction introduite dans la définition 2 du 3.1.

(4°) En particulier dans tous les cas

8,(0, (2,1))

—log 0, (5.8 ~ ==

La démonstration sera donnée en § 3.3. Auparavant faisons quelques remarques.

Remarque 1. Dans le cas elliptique, cette estimée est démontrée par Varadhan (voir
[33]); Vaction classique est élémentaire 3 calculer : écrivons en effet A=3 > a,,(02/0x,0x,) +
> b(0/ox;) ot (@), est matrice symétrique définie positive. Posons g¥=a,, et (g,,),, la
matrice inverse de (g7),,. Soit ds?=g,,dz'd2! qui est métrique riemannienne associée a A.
Alors A=3}A;.+Ly ot Ay est le laplacien riemannien du ds? et L, un champ de vecteurs.
Un calcul élémentaire montre que le systéme de Hamilton Jacobi associé au symbole
principal de A (ou de }A,,) se traduit par transformation de Legendre dans le fibré tangent
en le systéme d’Euler Lagrange des géodésiques du ds®. Si p, g€ M (variété sur laquelle
opére A), I'action classique le long de la bicaractéristique ( =géodésique) minimale allant
de p & ¢ pendant le temps s n’est autre que l’énergie de la géodésique correspondant
d¥(p, q)/(28) ou d(p, q) est la distance riemannienne selon le ds? de p & g.

Remarque 2. Formellement, le résultat de la partie (4°) du Théoréme 2 est naturel.
En effet, utilisons un développement asymptotique pour s—0 du p, du type

Ps =€xp ( — ) [up +su, +...]

et remplacons dans ’équation de la chaleur en annulant séparément chaque puissance de
8. Admettant que  est homogéne de degré —1 en g, on obtient 1'équation d’Hamilton
Jacobi dy/fos+ H(Vy, Vy)=0 donc p est une action. Cependant, nous savons par le Lemme
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4 de § 3.1 que 'action minimale n’est différentiable sur aucun voisinage du point de départ

donc V’équation d’Hamilton Jacobi n’a pas de sens méme localement.

Remargue 3. Nous voyons d’autre part que la puissance de s qui apparait dans le
terme dominant du développement asymptotique de p, en facteur de exp (—48,) différe
selon le point d’arrivée; en particulier, si le point d’arrivée est caustique de O (point de

“32 (ie. la

départ), la puissance est s—2. Mais pour tous les autres points, la puissance est s
puissance qu’on obtiendrait en elliptique sur un espace de dimension 3). Ce phénoméne
de changement de puissance de s n’apparait jamais en elliptique au voisinage ¥V ou la
puissance dominante de s est 7" n étant la dimension de ’espace. Molchanov [28] a
cependant démontré que aux points conjugués et aux points de cut locus de m,, la puissance

~"2 mais pouvait varier selon la géométrie de I’espace des géo-

n’était plus nécessairement s
désiques minimisantes joignant m, au point d’arrivée en question. Ici ¢’est ce qui arrive.
L’étude du 3.1 montre que si le point d’arrivée g n’est pas au centre de H,, I’espace des
bicaractéristiques minimales allant de 0 4 g est réduit & un point. Au contraire si g est sur
la caustique de O (i.e. le centre de H,), I'espace des bicaractéristiques minimales allant de
0 & g est un cercle.

Nous verrons au § 5, que dans les groupes N, , pour n =>4, il peut arriver qu’iln’y
ait plus existence d’une bicaractéristique réguliére minimisante joignant un point & un

autre.

3.3. Preuve du Théoréme 2

On utilise 'expression de p, donnée au Théoréme 1 de § 1.2.
ler cas : g=(z, 0)

Dans ce cas I'intégrale & évaluer est

u 2+ u o[ £yt w
Rm"xp[ ( 2 ')m]d“—2fo sh—uexp[ ( 5 )m]d“

u \’ 1
(m) N (sh 2u — 2u)

u \” 2
(m) = *m(sh u—u ch u)

Au point =0, la phase —}(«®+y?)(u/th u) présente donc un point critique non dégénéré
(la valeur de la dérivée secondé de la phase y est —(22+y2)/3 qui vaut —(x2+y?)/2 et ce
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point critique est un maximum de la phase car (u/th u)' est partout >0 sauf en 0). La

méthode du col donne alors ([5]).

O g (®+ 9 u)
fo ﬂexf’( 25 thau)

37s

%ﬁ% 8l s—0.

x2+ 2
exp (-25Y)

2¢me cas : g=(0, t).
On a alors

24(0,(0,1)) =<2<2n8)2>‘1f exp (-’;;t) :"1‘%

On intégre sur le contour |r]=R,Im7>0; —R<Retr<+R, Im7=0. Les pdles sont
tkz (k>0) avec résidu (—1)* ikm exp ( — (knt/2s)),

+00 it Iizf__ 312 -
f_w exp (28) he " El( 1Y*1 &k exp — (knit/2s)

d’ou le résultat.
3eme cas : g=(z,t), |2| 40, £>0.

On étudie alors P'intégrale de Fourier

ift’_l’ 25 \ 28d: 1 [ iz \zdx
fn exp (T %6 th 25) sh ot 2 f r P [s (““L th x)] sh z (3:9)

ol on a posé ¢t =1'A"2, s=204"2.

On posera

I(s,t)= J exp [g (tz + iz coth x)] z(sh z)"'d=.
R

et on utilisera une méthode de phase stationnaire qui nous a été suggérée par A. Mellin

et qui remplace une méthode initiale beaucoup plus longue.

LeMME 6. Lorsque s—>0%, on a

I(s, t) = exp (—s~11(t)? (sin 7(t))~2) {s"29(t) + O(s)} (3.10)
ou on a
() =7(t) (7 sin T(t) (sin T(t) —{t) cos z(t))~)!2

T(t) étant la fonction de la définition 2 de § 3.1.
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Preuve. On a

Ho)= [, oxp (i pla) 5

oll on a posé ¢(z) =tz +z coth z.
On a alors

‘P'(Z)=t'+iS};—2;;_——z2§=(£(z—z)——iz sh™22

” .shz—zchz
pz)=1 i (3.11)

Remarquons que il existe un point critique imaginaire pur de la phase z=14z(t) puisque
précisément par le calcul ci-dessus ¢ =(27(¢) —sin 2z(¢))/(2 sin? 7(t)) = ¢'(it(¢)) =0 et que de
plus ce point est non dégénéré car ¢"(it(t)) =1 (sinT(t) —z(t) cos v(¢)) sin—3 7(t)==0 car
tg u>wu sur [0, o[ et que 7(¢) €[0, n[.

Au lieu d’intégrer sur R, on intégre sur Im z=1(t). On pose p(x) =@(x + it(t)) —@(z(t)),
et done

I(s, t) = exp (s~Yigp(iz(t))) J(s,t) ol on a posé (3.12)

J(s,t)= fexp (871 ip(x)) (x + i7(t)) sh (z + iT(t)) ' d=. (3.13)

Alors p(0)=0, p’(0)=0, p"(0)==0 d’aprés ce qui précéde. Posons pour simplifier
a(x) = (x +ez(t)) (sh (z+ez(t))*
Admettons alors pour un moment le

LeMME 7. Im p(x) est fonction croissante de |z| et de plus, il existe C >0 avec
Im p(z) > C|x|?(1 + |z]|)~ (3.14)

Fin de Lemme 6. Ecrivons

(3 log 8)1/* —(-8 log sy* +00
J(s,t)= f exp (is~! p(w)) a(z) dx + f + f
(

~(—8 log §)1/* —00 ~—8 log s)/%

Utilisons alors (3.14) et le fait que a(z) est évidemment intégrable sur R : alors

J(s,t)= f(_, e exp (is! p(x) a(z) dz + O(s). (3.15)

—(~8 log Ht/2
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D’autre part dans la premiére intégrale de (3.15) posons x =522’ : alors ip(s'®2') s~ —

i(p"(0)/2)]2’'|? et par conséquent si s—>0

N exp (zz—):éo—) lez) dx
(3.16)

s f+(_810' o exp (is~* p(x)) a(zx) dx— 7(t) (sin 7(£))* f+

—(—s log 8)'1*

et donc par (3.15) et (3.16)
J(8, t) = 8" ¢(t) (m sin 7(¢) (sin 7(t) —T(t) cos 7(£))~1)'/2 + O(s) (8.17)

d’ott Lemme 6.
Utilisant alors (3.17), (3.12), (3.9), on a

2fdE
sh 28
X {(28) A~z sin 7(¢A %) (sin T(tA~2) — 7(tA~2) (cos (tA~2)) 122 (#A-%) + O(s)}

fR exp (s~1(¢&t— 271 222§ coth 2£)) % exp [ — 4 8,(0]z, y,t)]

compte tenu de ’expression de p,, cela achéve Théoréme 2.

Preuve de Lemme 7. Ecrivons y =7(t) pour alléger I'écriture. On a alors ¢ = (2y —sin 2y) x
(2 sin2 y)~! par définition de v et alors en utilisant cette relation

Im p'(x) = Im ¢'(x +47(t)) = (sh? z +sin? y)~1{sh? x (sh 2z —2x)
+sin? y (sh 2z + 2« ch 2x) —y sin 2y sh 2x].

Mais 2 sin? y —y sin 2y =sin 2y(tgy —y) =0 sur ]0, #[ d’ott Im p’(x) = C (sh? x +sin? )"
pour =0 ou C est constante >0.
La minoration de Im p(z) résulte de cette estimation de Im p’.

3.4. Application & I’étude des bicaractéristiques

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer :

TukoREME 3. (1°) La fonction S,(0|g) est Uaction minimale pour celles de 0 & g pendant
le temps s.

(2°) Tous les points situés hors du cenire sont joints & O par une unique bicaractéristique
mintmale pendant le temps 3. Donc seuls les points du cenire sont caustiques pour 0,

(3°) Le changement de carte bicaractéristique ®,, (hors du centre) est exactement celui qui
associe @ tout point g situé hors du centre les paramétres initiaux de Punique bicaractéristique

minimale joignant O & g pendant le temps s,
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Preuve. Lorsque g =(z, t) est tel que |z| +¢==0, nous ne savons pas faire la démonstra-
tion directe du fait que (3.8) et § 3.1 est 'action minimale.

Dans [13], il est montré que si s—>0 on a la limite
—log p,(0|g) < } inf E(y) (3.18)

ou I'infimum porte sur les courbes C* par morceaux horizontales telles que y(0)=0, y(s) =¢
et H (y) désigne ’énergie de la projection sur le plan xy d’une telle courbe. Comparant ce
résultat (3.18) au calcul du Théoréme 2, nous déduisons

8(0}g) < } inf E(y)

d’ol le résultat en utilisant le Théoréme 1 rappelé en § 3.1. Tout le reste est évident par les
résultats de § 3.1 (Lemme 4 et 5).

Remarque. La preuve de (3.18) est entiérement probabiliste.

§ 4. Cas des groupes nilpotents d’ordre 2
4.1. Algébres de Lie nilpotentes libres d’ordre quelconque

Définition, § est une algébre de Lie nilpotente stratifiée d’ordre r si on peut écrire
4=V,0V,® ... ©V, ou V, sont les sous espaces vectoriels de § avec V,=[V,, V],
Ve=[Vy, Vo].. V,=[Vy, V, 4] et [V, V,]=0c¢et [V, V,]J<V,,, et on dit que § est nil-
potente libre d’ordre r si en plus les seules relations de liaison entre les crochets successifs
sont celles prévues par les identités d’antisymétrie et de Jacobi (voir [30] et [31]).

En particulier, toute algébre de Lie d’ordre r est quotient d’une algébre de Lie nil-
potente libre par 'idéal des relations supplémentaires vérifiées par I'algébre considérée.

Dans ce § 4, nous considérerons essentiellement le cas r=2. Alors g=V,®V,, V,=
[V Vil [Vy, V] =0, [V, V,1=0.

Formellement, si N est groupe nilpotent d’ordre 2 stratifié simplement connexe et si
A est son laplacien hypoelliptique naturellement associé A=27; %‘ ol Ly, est la dérivée
selon le champ Y, Y,, ..., Y, étant une base orthonormale de la partie V, de H, il suffit
d’étudier A sur le groupe nilpotent & libre associé et de passer du quotient 1’étude ainsi
fait modulo le sous groupe distingué de & engendré par les relations supplémentaires qu’on
trouve dans N. Ceci est assez formel et en pratique le passage est malcommode. Nous
noterons M, , I’algébre nilpotente libre d’ordre 2 et & n générateurs, i.e. M, ,=V,®V,0u
V, est de dimension »n engendré par X,, ..., X, et V, est ’espace vectoriel engendré par les
[x »» Xili<k que nous noterons X,. Nous noterons N, , le groupe simplement connexe
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d’algébre M, ,. Nous noterons A, =31, Cﬁ‘ son laplacien associé. Considérons alors la
carte exponentielle de N, , que nous noterons

n
(g, Wy)i< > €XP (121 w X+ Z uilek)'

1<ign i<k
On pose 6, =0/0uy, 0y =0/0uy, si i <k.

LemMmE 1. Dans la carte exponentielle, on a

Lx,=0,+ %(kZ‘ Uy Oy — kZ{ ge Ose) 4.1)
Cx,,, = O (4.2)
Dpa=28+ 2 (2 w040 — 2 000;)

1 1 ket K>t
+1 ; (g t’“k U 0p Oy + g: i“k %, 0,00 — 2k2‘ Uy % 01 Opt) (4.3)

>1

Preuve. Lisant f en coordonnée exponentielle, on a
d
(cx‘f) (g, Ugye) =;i—t . of(exp (Zu;Xﬁ /ZkumX;k) exp (£X,)).

L’exponentielle dans f est par Campbell Hausdorff.

exp [(¢+u,) X, +/Z{ Uy X; + ]Zk Uy Xge + 1}!2‘ tu, Xy — %jzl tu, X,].
* < < >

4.2. Diffusion de A, , et solution fondamentale de ’équation de la chaleur associée

LeMME 2. La diffusion de générateur infinitésimal A, , lue dans la carte exponentielle,

tssue de 0 est le processus g(t) = (u,(t), U (t))i<x OU U (L), ..., Un(t) SONE n browniens réels standards
indépendants et ou

1 t
Uy (t) = 2 fo (s duy(8) — uy duy(3)).

Preuve. La projection sur V,; de la diffusion cherchée est le processus de générateur
infinitésimal 4 >7., 87, donc est le brownien standard de R". Ensuite calculons les acroisse-
ments stochastiques infinitésimaux de u,, u,, et calculons leurs produits; on a :

du,duy, = —3uds si 1>
du,duy, = du,ds si k<i

dukldurs = i(ukurals _uluraka —usukdrl +ulu86kr) ds.
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Dans les deux premiers cas, on trouve bien la moitié du coefficient de 8,0, dans A, ,.
Dans le troisiéme cas par exemple, si I =s=1¢, k==r <i, on trouve que du,,du,,=4"1u, u,ds
ce qui est bien la moitié du coefficient de é,,8,, si k4r << (car il y a deux tels termes dans
A, ). 8i l=s=t, k=r<i, alors du,du,,=duf;=4""(uf+uf)ds ce qui est exactement le
coefficient de d%; par conséquent, utilisant la formule de It, si f est C%, on a

n

(@) (9u(t)) = 2. (Lx, 1) (gult)) du(®) + 1(An 2 1) (9u(t)) dt

i=1

ce qui montre qu’on a bien le générateur infinitésimal 3A, ,.

Remarque. Par rapport au (3.1), les normalisations dans le cas de Hy=N, , ne sont
pas les mémes.
Soit maintenant I’équation de la chaleur

0

59= n.2

s désignant le temps (s=0) et soit p,(0|g), gEN,,,, la solution fondamentale de cette
équation de pble 0. On a par définition que

2,(0]g)dg = Proby, (g.(s) €dg)

ol dg est la mesure invariante de N, ; (produit du,du,,) et p,(0|g) est la solution fondamen-
tale du probléme de Cauchy parabolique. Faisons une transformation de Fourier euclidienne
sur Y, , et notons «;, &, les variables duales de variable u,, .

Notons u=(uy ... u,), ju|2=2",|u;|% A désigne la matrice antisymétrique dont la
partie située au dessus de la diagonale principale est formée des oy, (k<I). 8i X est une

matrice antisymétrique d’ordre n, 4 un vecteur de R” on posera :

2 y2\ -1 -1
moxp [ = Juft 41~ 2 _oX
(X, %) =exp [3 ( |u| +u(I 4n’) u)] det (I 2n) .

On a alors :

THEORRME 1. La transformée de Fourier euclidienne de p,(0|g) est donnée par la formule :

P n lu|2 +00 A n
24(0,.) (o, 0t} = (278) ™2 JR" exp('i > oyuy— —2—8—) I w,(-— , u) du on du=T]du,.
=1

k=1 k t=1
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Preuve. On calcule comme en 1.2
/\ . 2 - 0
26(0,.) (o, 01) = Eo(eXP (7' 121 ayuy(8) ) x Bofexp [i 2, ot uia(s)]|uy(s) donnés 1<i< ”))

de sorte qu’il suffit de calculer la loi conditionnelle
B, (exp [1 2 o usq(8)]| ui(s) donnés si 1 <¢<n)

en utilisant encore la méthode de Paul Lévy ou de M. Kac ([17], [18]); pour cela représentons
les 7 browniens standard indépendants en série de Fourier convergente & coefficients de

variables gaussiennes indépendantes, i.e. nous posons

tf(‘) +00
wlt)=——+ > —= (5“’(008 nt—1)+ 5;‘" sin nt)

V— n=17

et conditionnons par la valeur u,(2n)=U, fixé & I'instant ¢t =2x. (Le conditionnement par
un temps final quelconque s’obtient évidemment par renormalisation.) Ici les £’ et les
&Y sont des variables gaussiennes centrées normales toutes indépendantes deux & deux.

Pour k <l, nous avons alors :

(27 = 3 1 (B0 (€0~ 0 VE) — ED(E0 - £ V2)

et done puisque u,(2n)=U, donné, £°="U,//2x est certaine dans ce conditionnement,

_Mo 1 (k)( w_ Ui )_ n( 'Uc)__U_")]
Ut(277) S [E & Vy_t n\&n Vo
Eg(exp (¢ 2 o u(27)) |“¢(27‘) =U)
~m(orpi 3 1|2 anler (- 2) - e (ee- 12))

- T oo 2) (e ) e =)

parce que pour n==m les termes sont indépendants (et par suite, le produit infini converge

done

et

u(2m) = Ul)

de facto). Nous regardons donc chaque terme du genre

I,= Eo(exp ;';L% ak,(5;k>(£$f’— %;) - n“( - %’;))])
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et nous remarquons qu'il n’y a plus & conditionner (toute l'information conditionnelle
étant épuisée par les & remplacé par U,/Vx). Intégrons d’abord en £¥. Posons &P =
O — D712 (en oubliant les indices n sous les &) et posons yy, = 1.5 4y &P — i oy EC.

ra=s{ene (g 341

Appelant 4 la matrice antisymétrique dont les parties au dessus de la diagonale principale

Alors on a

est formée de ay,; si k<l, on a
2 ui=(AE"| AE") = —(A2%"|&").

£” désignant le vecteur (&'7),.
Posons B=n-242; on calcule E (exp }(B£"|£")) i.e.

I=@a)y ™ [ exp H(BE'|8)— (¢~ Un e = U g

U 2 " " " ” " —1/2 ”
= (2m)™"" exp ( '5,'—) fm exp J[(BE’|&")— (&"]€") + (€| Un~")]de".
Appelons Z un vecteur gaussien de covariance K et ¢ un vecteur certains; on a évidem-

ment :
E (exp—(Z|t)) = exp (—(t| E(Z)) + 1 (t| Kt).

La formule précédente donne le caleul de I, car nous avons exactement I’espérance
de exp —(zlt) ou t=—(U/ Va_z) et Z est le vecteur gaussien de covariance (I — B)~1, cette
espérance étant multipliée par (27)™* Vaét (I — B)~'. (Ici on remarquera que A étant anti-
symétrique +n ne saurait étre valeurs propres et par suite I+ (4/n) sont inversibles donc
(I—(A4/n))(I+(A/n))=1I— B est inversible) d’ot on trouve

27 2r
Vdét (I - B)

2 - T
o (11 V=70
I, = -

Ici dét (I — B)=(dét (I —(A/n)))? car 4 est antisymétrique et par conséquent
. +00 A
Eo(exp ¢ 2, ot ey (270) | uy(270) = ;) = Hl Ws(h‘ ’ u)

avec les notations données avant I’énoncé du Théoréme 1. Le produit infini converge

nécessairement de par la démonstration méme.
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4.3. Réduction du calcul des solutions fondamentales
(a) préliminaires d’algébre linéaire.

Comme au 4.2, soit 4 la matrice antisymétrique ayant les o, comme éléments aun
dessus de la diagonale principale. Il existe une transformation orthogonale Q de I'espace
R" telle que on ait *QAQ =P ol P est la matrice antisymétrique formée des blocs diagonaux
2x2

0 Py s n . :
Sk o
(~ Pyy 0 , 1<k g sin est pair

et 1 <k<[n/2] si n est impair, le dernier bloc étant dans ce cas la matrice 1 x 1 réduite 4 0;
tous les autres éléments de I sont des 0. Enfin les P,, , sont des fonctions algébriques

simples des oy;.

(b) calcul du noyau de la chaleur
THEOREME 1. Le noyau de la chaleur défini en § 4.2 vaut
n {n/2]
Po(0; %y, uyy) = (2”)_8"/%(2) s—n/zf (3) €XP (=1 2 o) [T @uls, 4,u) [T doy,
R k<l k=1 k<l
o on a posé

s 8 -1 Qu)d,_ 1+ ((Qu)s] s 8
(s, A,u)= §P2k~1(5h ész—l) exp {‘ I Jax 123 ( Jae] §P2k—1 coth §P2k~1}

Pyy_y et Q étant reliés & la matrice antisymétriqgue A par la régle définie ci-dessus.

Preuve. Dans la formule du Théoréme 1, le seul probléme est d’effectuer le produit

infini. On a en introduisant ) de force dans chaque facteur, avec les notations du (a)
+00 A +o0 82 Pz -1 P P -1
4 - -1f _ 2 _ t _
,‘I_les(k, u) kf_Il exp [s ( |u| +uQ(1 4n2k2) Qu)] x dét (1 Mc) )

Mais

sP /2] 82 Pgl—l
d L
& (I 2nk) I (” i kz)

et (I —(s2P%/(4n%k?)))! est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 4n2k? x
(4n2k? +s2 P}, _;)~! d’ot aussitdt le calcul



126 B. GAVEAU

+00 A (/21 8 g -1
k1:11 1/’3(70’ “) = 1-1—11 (§P2k—l) (Sh §P2k—1)

t 2 t 2
X exp [(( Qu)Zk—;:( Qu)Zk) (1 - §P2k—1 coth %ng_l):l .

ce qui achéve Théoréme 2 par inversion de Fourier en tenant compte de I’orthogonalité
de Q.

Cas particulier simple : pour n=3, posant |«|2=2,; af;, on a alors

-1
. 8 8
2s(0; 2y, %) = (27!)_6(27‘3)_3/2f exp (— 1 2 oy u) 5| (Sh P |°‘|)
R? k<l 2 2

|%|? wd?u
xexp } '—s__.sloclz

8 8
(1— 5]“' coth §|a|)}kl—l<ldak,.

4.4. Solution fondamentale des opérateurs A, ,
Soit g(0; w, u,) la fonction de Green globale pour I'opérateur }A, ,, i.e. la solution

’}An, 29(0, ) =4,
On a alors :

COROLLAIRE 1. Pour tout n, g(0, -) existe et est donnée par

g0, )= f £:0, ) ds

Dintégrale étant absolument convergente.

Preuve. Pour n=2, cela a été vu en § 1.3 et on retrouve alors la solution de Folland par
une quadrature explicite. Pour » >3, la diffusion de A, , n’est certainement pas récurrente
parce que la projection sur ¥, qui est un brownien n-dimensionnel standard ne 'est déja
pas. Par conséquent l'intégrale |¢® p,(0, -)ds converge absolument et l'interprétation
des fonetions de Green comme temps de séjour achéve la preuve du Corollaire.

On déduit alors par un calcul élémentaire

COROLLAIRE 2. La solution fondamentale de A, 5 de pdle O est

81 (n tn/2
g(O; Uy, uk,) = (27!) 2 (2) F(§+ (n) - 1) ]_—I (%ng_l(sh &Pz;c_l)—l)

2 R gy

n/2) _g_(n)+1
X [—i(Z G g+ 2 Bk) 2 ]Hd“m
k<t k=1

k<l
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o on a posé

Ay = 3((*Qu)di—1 + (*Qu)3) Pz;—l coth (P2;_l) .

4.5. Analyticité des solutions fondamentales

COROLLAIRE 3. Pour >0 fixé, la solution fondamentale de Uéquation de la chaleur de
A, ; est analytique réelle en gEN,, ,.

Preuve. Faisons la pour simplifier 1’écriture dans le cas du groupe d’Heisenberg du
§ 1.2. On avait

py(0;4,8) =872 er(sh 7)"! exp (s“(%ﬂ— 77 coth -r)) dv

ot 2=142|2|% Un calcul direct donne

o
o oan P

(O;Z,t)l < 23“2f (0_2'5) (z coth 7)” exp (— A7) 7(sh 7)1 dr < (2C(s, 1)) ¥ n! p!
0

§ 5. Propagation, problemes variationnels horizontaux associes et quantification
5.1. Algeébres de Lie stratifiées radiales et réduction des courbes

Définition. Soit g=V,® ... ®V, une algébre de Lie nilpotente stratifiée avec sa
stratification V, ... V,, [V, V,1€ Vy,, (voir § 4.1). Soit »=dim V. On dit qu’elle est radiale
si on peut trouver une représentation p : SO(n)—~End g & valeurs les homomorphismes
d’algébres de Lie, qui respecte la stratification.

LeMME 1. Toute algébre N, 4 est radiale.

Preuve. Evidente, identifiant N, ,=V, @V, avee V,=[V,, V,] et V,~R", on définit
p(Q), Q€8S0(n), en prenant pour action sur V,, la représentation eanonique K de SO(n)
sur R®. (i.e. (R(Q)u),=w,u;. Si Q=(w,) et pour action sur V,, la représentation A2 R
de sorte que

(N RQ) = 2. (e @1~ Orq 1) Uy (5.1)

Remarque. Ce lemme est vrai pour toute algébre de Lie formelle & » générateurs.

Notations. Nous prolongerons enfin la représentation p définie au Lemme 1 & N, , x
N%, de la fagon suivante; soit (£, &;) la coordonnée d’un point de N; .. On fait agir
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2(Q) sur le facteur N, , comme ci-dessus au Lemme 1 et p(QQ) sur le facteur N}, ; par les

formules

(p(Q) &), = wi &,
(p(€2) &)y = 2 (Wgep Wig = g Wip) Epg- (5.2)

r<q

Etant donné un point (wy, gy, &4, £y) € Ny 5 X N7, 2 0n appelera réduction de ce point, un point
(¥4, Vs 1> Mt) tel que p(L2) (v, Vyps N5 Mier) = (W5 Upes, &4y &) pour un QESO(n) et tel que la
matrice antisymétrique formée par les (7;,)c<; au dessus de la diagonale principale soit
formée de blocs diagonaux comme ceux décrits en 4.3 avec P,_, ou P,_,==0 (selon la parité
de n) et les seuls P, nuls se trouvant consécutivement avant P,_, ou P,_,.

De méme étant donné une courbe de N, ,x Ny, d’équations paramétriques (u,(s),
. (8), £4(8), &11(8)) avec &, (s) =cste indépendante de s, on appellera équations réduites de la

courbe d’équation (vy(s), vy (), 17,(3), M) avec
D) (v(8), Veal8), Mi(8), Muet) = (u4(8), wier(8), £4(8), &)

€) étant indépendant de s et 7, étant comme précédemment.
Enfin la matrice orthogonale Q, réduisant un point de N, , x Ny , est définie modulo

la multiplication & gauche par un élément T' du tore maximal T[n/2] de SO(n).

5.2. Intégration du systéme des bicaractéristiques de A, ,

L’hamiltonien de A, , est donné par

2H=73 &+3(2 ukfk(&_g‘“kfmft)“*' i;(k%i“kusztfu

i=1 1 k<i

+ 2 ukuzfmfu_2;‘“;;“151“5«1) (5.3)

k>4
>

(voir (3.3)) ot les &,, &, sont les coordonnées duales, i.e. les coordonnées de la fibre de

T* N, . Les équations d’Hamilton Jacobi s’écrivent comme d’habitude.

Uy = Hyg, = HE,,,’ b= —H,, bu=—H (5.4)

Ugp®

En particulier, comme H est indépendant de u,;, on a que &, est une constante du
mouvement. D’autre part on déduit de (5.4), (5.5)

=&+ %(E‘uk S — kg{"k &) Y = F(u &) — u, &)

+ 3 Z Uyt Ep — gk Uy Uy €y + p% Uy Uy, Epy — xgl Uy Uy, &py) (8.5)

p>h
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¢’est-a-dire trivialement en comparant avec (5.3), (5.4) 8’écrit
ey = F (g Uy — %y ) (6.6)

d’oll aussit6t, on a, ce qui est général en hypoelliptique ([13]).

LEMME 2. Les bicaractéristiques de A, , sont des courbes horizontales pour la connexion
définie sur la fibration triviale N, ,—>R" par les champs Ly,...Cx comme champs horizon-

taux.

Preuve. Il suffit de voir que (5.5) définit une courbe horizontale. Or si (u,(f) ... u,(t))

est chemin de R” et ,,(f) un relévement & N, , on peut écrire :
02 a2 o
%(t) ou, + uk:(t)aum Z 4 Cx‘ + Z B”‘@u,k

o 1 7 0 0
~at s aSu - Sul) Bt
t@u, 212 ! ,2:, kauk, ;g; k@u,k jkau,k
d’aprés l'expression des Ly, d’olt 4,=1, et le coefficient de 0/0u, est 4, = By, + (4%, —
Ay u)) =By, + 3%, —u,u;). La condition d’horizontalité étant By, =0, on conclut.
Par suite I'intégration du systéme d’Hamilton Jacobi consiste seulement & effectuer
zl,=He‘,ék= —H,,. Notant toujours A la matrice antisymétrique dont les éléments au

dessus de la diagonale principale sont 4£,,, on peut écrire le systéme précédent sous la forme

matricielle
Uy Uy
&' — (___ 4|1 dn.n) '_l_"‘_f_l
£ 1 4% |—-A &
£ £,

Notons toujours () la matrice orthogonale ayant les propriétés de 4.3, Py, _, les fonc-
tions algébriques introduites alors et intervenant dans la réduite P de 24. On a :

(o) - 2) (o) - (5157)
()= (o) ) o
() -5 ()

9 — 772904 Acta mathematica 139. Imprimé le 14 Octobre 1977
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Dans ces conditions, les équations (v,(s), v,,(s), 174(s), M) sont les équations réduites de la

bicaractéristique de départ au sens de 1, i.e.
P (V1 er, My ot) = (g, Wi, €4, &)
et 1l suffit done d’étudier ces équations réduites.

Ier cas n=2v est pair
Dans ce cas il est manifeste que le 4v équations du systéme réduit se séparent en »

groupes de 4 équations, chaque groupe ayant la forme

R _ , - _p2 _
Ooky = ~Lor10s T2y Nar—1 = ~Pou—1Vai_y —Pox1Max

. . _ _p2
o = Pog_1Var—1 T a1, Nog = —Pop 1V T Py 1Moy

et ce systéme est alors celui du groupe d’Heisenberg intégré au 3.1 (ol on posera 27,=
—Py_y)
(a) Si Py,_, =0, on obtient
Nak-1 = % N =P (6.7)

Vor-1(8) = oS,  Varl8) =P8, Var_1.2x(8) =0
(b) Si Py,_,5-0, on obtient

Vgr_1(8) = 2, (€08 (2Py;_18) — 1)+ 2y, sin (2P, _,s)

Vgr(8) = 204, 8in (2Py;,_;8) — 28, (€08 (2Py _,8)—1) (5.8)
Nak-1(8) = ~ 20 Py 8in (2Py;_18) + 26, Py, (c08 (2Py, 48) +1)

Noxl(8) = 200, Pyr_q (1 +c08 (2Pyy_y 8)) + 283 Py, 8in (2Py,_,8)

M) 7ed0)
o ﬂk 4P2lc—1 % 4P2Ic—l

Vor1,24l8) = 4(“12c+.8£)P2k—1 (1 —cos (2Py,_,s)) (5.8)

On peut écrire de méme vy _; 5, Vg 2, (e que nous ne ferons pas pour le moment) pour

Py, et Py, 0.

2nd cas : n=2y+1 est impair
Alors les 4v +2 équations du systéme réduit se séparent en » groupes de 4 équations du
type précédent et 2 équations triviales supplémentaires pour v, et 7, & savoir 7,=0,

7}1; =7, soit 77"(8) =77n(0)’ vn('g) =77n(0) 8.
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5.3. Caustiques de 0 dans IV, , et non existence de la solution du probléme variationnel

(a) Réductions préliminaires

Soit s,34=0 fixé, (u§, uf) €N, 3==(0, 0) et cherchons les bicaractéristiques joignant (0, 0) &
(u), u3;) pendant lintervalle de temps sy Soit (uy, Uy, & &) une telle bicaractéristique;
il existe alors une matrice orthogonale Q€SO(n) tel que *QEQ ait la forme habituelle,
de sorte que tout revient & étudier I’équation réduite de la bicaractéristique (vy, ¥y, %, Mxr)
qui joint alors (0, 0) & (v, v%;) pendant le temps s, d’ott p(Q) (v7, ) = (4, uy). Les para-
métres dont dépend une bicaractéristique, i.e. les coordonnées bicaractéristiques sont les
(Exi<1> o €t B,.. Nous supposerons ici u, =0 pour tout k et nous étudierons donc la bicaractér-
istique réduite allant de (0,0) & (0, v%). Notant V° la matrice (v}) au dessus de la
diagonale principale, on a

QVotQ = U°. (5.9)

Tei Q = Q(&) et cette relation précédente impose des conditions sur &, lorsque V° est connue.

(b) Conditions de quantification (cas n=2v pair)
Les conditions de quantification sont ici donnés par le fait que v,(sy) =0. Cela impose les

conditions suivantes

(i) ou bien a; =, =0 et alors il n’y a pas de mouvement v,,_;, vy. Cela est nécessaire
st Py, =0. D’aprés (7). Si P,y,_;+0, on peut imposer cette condition.
(ii) ou bien on impose Py,_, =7n/s,, auquel cas o, et ¥, sont libres d’aprés (5.8).

Dans ces conditions, les v, prennent une forme remarquable. Un calcul trivial montre

que on a en effet en posant P =z/s,,

Vop_1,21 = 4(aka,+ﬂkﬁ,)P (1 —cos (2Ps)) (5.10)
Vap-1,21-1 =V, 210 = Howf1 — 2, i} P (1 —cos (2Ps))

En effet cela est évident si I'un des indices k ou [ est tel que o, =g, =0. Si maintenant
les deux indices k& ou ! sont tels que (e, §), (o;, §;) sont & priori quelconques, alors Py, , =
P,,_,=mn/s, et le calcul de 9, se réduit & (5.10)

En particulier intégrant (5.10) et prenant la valeur en s, en tenant compte de P =z/s,,
on a

B vz = 4oy 0+ B1) 7 (5.11)

ng-1.21~1 = vgk.2l =4(cy, 3, _“xﬂk)ﬂ-
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Etudions maintenat le rang de la matrice antisymétrique V°® ayant les o}, au dessus
de la diagonale principale. C’est une matrice 2»n x 2n formée de blocs 2 x2 du type By,
avec pour k<!

B=( @B~ P “k“t+ﬂkl91)
4\~ (oo BB i Bty

et si I<k, B, = — By et dét B, ~(ar+ %) (af +p?), de sorte que le déterminant de V° est
le déterminant de la matrice v x », (dét By)), ;.

Dans la X' ligne de cette matrice, on peut mettre en facteurs (oc%—i—y,z,) et on obtient
alors la ligne

(0 +93), (B +93), ..., (a5 +93)

donc le déterminant est nul. Par suite V° est de rang 2 ou 0 suivant qu'un des couples

(o, fx) est différent de 0 ou non. Par conséquent on déduit le lemme suivant, puisque

U= QY Q.

LeMME 3. Les points (0, uy) tels que le rang de la matrice U° formée avec les u, soit >2,
ne peuvent pas Etre joints & (0, 0) par une bicaractéristique de A, o.
Supposons maintenant le rang de U° exactement égal a 2.

Soit p >0 et Q, orthogonale avec

0910
~0 0
‘QWQ=-% o (6.12)

, est toujours défini & la multiplication & droite prés par un élément du tore maximal
T* de 8O(n). Posons dans (5.11), of + ¥ =9, o, = B, =08i k > 1, P, =7/s, défini par quantifica-
tion, P,,_, arbitraire si k>1, V° la matrice d’éléments v}, définis par (5.11). Alors par le
choix de «, et par (5.12), on a

Q, V0, = U°. (6.13)

Posons alors

Uy v
Pl= ol les v, sont définis par (5.8) (5.14)

Uy, v,

avec choix des a,, P,, 8, précédents. Alors {u,(s), ux,(s)) sont les équations d’une bicaracté-
ristique d’équation réduite (v(s), vi(s)) joignant (0, 0) & (0, ») pendant le temps s,, les
&, de cette bicaractéristique sont données par
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tQ,EQ, =P (5.15)
ot P(£) est la matrice antisymétrique formée de blocs diagonaux 2 x2 du type

( 0 Py 4

, 1<k<
_P2Ic—~1 0 )

associée & E comme en 4.3.

Comptons le nombre de parameétres dont dépend cette bicaractéristique : il suffit de
compter le nombre de paramétres pour la bicaractéristique réduite, elle dépend d’abord
d’'un parameétre, 'argument de o, +if;, et des »—1 quantités arbitraires Py ... Ps,_, et
enfin de ’élément de T" modulo lequel ), est défini; or si on multiplie Q, par un élément
T de T & droite, cela ne change par E & cause de (5.15). Maintenant posant T €T” d’angles
de rotation 0, ... 6,, on a par (5.14), (5.8) et les valeurs calculées de & et y, que

(g .. 0) 8T = (v}, 03,0 ... 0)

oll v; et v sont donnés par (5.8) mais avec «, +48, remplacé par e **(«, +if,). Donc Paction
d’un élément T €T n’ajoute pas de paramétres nouveau dont nous n’ayons pas déji tenu
compte. D’autre part Py, ..., Py,_; n’interviennent plus de fagon explicite dans les équations
réduites v,, donc dans les équations «, de la bicaractéristique. Par suite, la bicaractéristique

dépend de 1 seul paramétre continu, 'argument de o, +i8,, d’ol.

THEOREME 1. Si la matrice antisymétrique U® formée avec les uly est de rang =2,
il n'y a pas de bicaractéristiques joignant (0, 0) & (0, uly); si elle est de rang 2, Uensemble des
bicaractéristiques joignant (0, 0) & (0, uly) pendant Uintervalle de temps s, dépend d’un seul
angle 0,€T. En particulier, les points (0, uly) avec U de rang 2 sont caustiques de 0 pour

A, s

(e) Conditions de quantification (cas n=2v+1 impair)

Dans ce cas le raisonnement précédent se modifie 16gérement : la bicaractéristique réduite
doit aller de (0, 0) & (0, v};) pendant le temps s, et on doit donc avoir v,(s,) =0. Cela impose
donc les mémes conditions qu’au b) ci-dessus sur v, pourvu que k <2» et la condition v,(sy) =
0. Or d’aprés 'intégration des bicaractéristiques faite au 2, on a v,(s) =7,s, d’ot on doit
avoir 7, =0, la matrice V° formée par les v}; est alors la matrice ¥'° bordée & droite par
une colonne de 0 et en dessous par une ligne de 0 ou V’° est la matrice antisymétrique
2» X 2y formé par les (v3)x.; <2, donnés exactement par (5.11). Donc V? est toujours de rang 2
(si 'un des couples («;, §;)=+(0, 0)) et Lemme 3 s’énonce exactement de la méme fagon
gu’au b).
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(d) Caleul de Vaction

Considérons une bicaractéristique (u,(s), u,,(s), §,(s), &,,). L’action de cette bicaractéristique

parcourue de O & s, est

Ssazf ( 1§kduk+ 2 Eu dukl)' (5.16)
k<l

0 \k=

Faisons agir la représentation p de SO(n) sur N, 5 x N7 2.

Alors Vaction est invariante par action de p. Pour la calculer nous pouvons donc
supposer que nous avons affaire aux équations réduites de la bicaractéristique, donc que
Npe =2Pg_1 81 (p, 9) =(2k —1, 2k) (éventuellement est 0). (Ici le facteur 2 est introduit parce
que dans la réduction du 2 ci-dessus, & correspond & 2P. Car nous avons réduit la matrice

A formé par les (£,)/2)x<;.) Par conséquent, on a par (5.8)

2 Tp.qBp =8 f > Phi_1(ai+ i) (1—cos (2Py_y (5)) ds
k=1

p<q

expression valable pour tout £ <, méme si P,,_, =0.

De méme pour les autres calculs, d'olt au total dans le cas de dimension paire n =2y.

u—1 y-1
S=16 3 P ((ci+BYss+ > (ak+ fF) s, (5.17)
k=1 k=p—1
k=v

Dans le cas de la dimension impaire n=2v+1, on a de méme

p-1 v-1

8=16 3 P 1(0F+ R se+ 2 (o + B3 se+ (o +f3) s (5.18)
k=1 P
k=v

o oy, B, ont été définis en (5.7), (5.8) et u est tel que Pay,_1, Pouyy, ..., Pay_g sont tous nuls,

tous les autres P, étant supposés non nuls (voir les conventions d’écriture).

Remarque. Si nous utilisons les résultats de [13], nous savons que le probléme des
bicaractéristiques est le probléme d’extrémaliser la longueur de la projection sur R* pour
un relévement horizontal fixé dans N, , (probléme variationnel horizontal). Le probléme
des bicaractéristiques n’a pas de solutions pour les (0, uf) tels que U° soit de rang >2.
Bien entendu le probléme variationnel aura une solution dans la classe H!, mais cette solu-
tion ne sera plus réguliére. Ce probléme s’apparente alors & un probléme de contréle optimal

déterministe.
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§ 6. Cas des groupes nilpotents de rang >2

Ici nous n’obtenons pas un calcul des solutions fondamentales mais nous développons
une méthode itérative pour le calcul explicite de la diffusion en carte exponentielle. I1
apparait dans les lois de la diffusion des transcendantes nouvelles complexes méme pour
les groupes libres d’ordre 3, cela étant di au fait que la diffusion est polynomiale par rapport

au brownien avec un degré >2.

6.1. La formule de Campbell Hausdorff Dynkin

Utilisons la définition générale en § 4.1 d’une algébre de Lie nilpotente libre de rang r
et notons N, ,V'algébre nilpotente libre d’ordre r telle que dim V;=net onnotera Y, ..., ¥,
une base de V. Onnotera N, , le groupe simplement convexe d’algébre M, ,, Ly, les champs

invariants associées et

On notera v=(v,® ... Dv,)EV,D ... BV, I'élément générique de V et les éléments géné-
riques de V,. On aura besoin de la formule de Campbell Hausdorff compléte dfie & Dynkin
(voir [31]) sous la forme

expXexp Y =expZ
avec Z=>3%2Z,, Z, étant formé des crochets d’ordre n—1 ou

1 r "
Z,=- 2 (Zy.a+25,4)

N pra-n
avec
(= 1)" (ad X)™(ad Y)* ... (ad X) ¥

m 2l ! .. gl Pl

Z;. = Z
la sommation portant sur les (py, ..., Pw), (¢4, -+-» ¢m) satisfaisant

Pt TP =Dp
Gt Te=4¢g
pitq, =1 Ve
m =1
et
-1+ (ad X)"(ad Y)%... (ad Y ) -1X
m 2 ! s Pmea! Gl

ZZ.«=Z(



136 B. GAVEATU
la sommation portant sur les (p; ... Pu-1), (q1 ..- gn-1) aVec

p1+ ves +pm—1 =p*l
Gt TGna=¢q
prq =21l Vi

Enfin nous considérerons la carte exponentielle de N, , : v€N, ,~expv€EN, , et

nous lirons tous les objets dans cette carte.

6.2. Intégrale stochastique anticipante de Feynman

Dans P'intégrale stochastique de Itd, on utilise des sommes de Riemann du type

suivant :

S ety @)(b(tia1) ~ (&) (voir [19])
i=0

avec les e(t;, w)€B, (B, étant la tribu engendrée par les browniens (b,)u<s) de sorte que
le facteur de 1’accroissement du brownien est non anticipant de ’accroissement.

Il est commonde d’introduire une autre notion d’intégrale stochastique en utilisant
dans les sommes de Riemann le point (¢, +¢,,,)/2 an lieu de ¢,. Si donce(t, w) est une fonction

non anticipante du brownien, étagée en ¢, alors on posera

. Bttty
f e(t, w)db, = Eﬁ ( 5 w)(b(tm) =b(t,)) (6.1)
ol 0=t,<¢, < ... <, <t,,, =¢ est une suite de temps tels que e est constante par morceaux
dans les intervalles ainsi déterminés. Ensuite on passe au cas des fonctions non anticipantes
e(t, w) telles que ps {4 e(s, w)2ds<oo et on définit de la méme fagon que d’habitude une
intégrale stochastique * [§ e(s, w)db, par passage & la limite & partir d’expression sommes de
Riemann telles que (6.1).

Soit alors M une variété différentiable, A un opérateur de 2*® ordre sur M du type
A=>1, C%‘ ol Ly, sont les dérivées de Lie selon les champs de vecteurs Y, qui 8’écriront
en coordonnées locales Y!=g%(d/dx,), de sorte que

2

0 0
K il + ik il
A= Ez)'aaka 206,,0‘81

Soit (X,), la diffusion sur M de générateur infinitésimal $A. On a alors dans le systéme de

coordonnées (1, ..., ™).
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LemmEe 1. Xi=X)+*[} o"(X,)db] on (B! ... b") est le brownien standard des coordonnées

(xt, ..., z").

Avec cette notation 'avantage est que le mouvement de générateur A se comporte
formellement comme une équation différentielle & acroissements purs db’ et les régles du

calcul différentiel ordinaire s’appliquent en utilisant P'intégrale * par exemple :

LeMME 2. 81 f est fonction C2, on a
* *f
() =1%o+ [ i) X)), (6.2)

De la méme fagon on a une formule d’intégration par parties comme en calcul élémentaire.

LeMME 3. 8t a et b sont deux processus, on a
* *
fadb =ab— fb da. (6.3)

La vérification immédiate de ces lemmes est laissée au lecteur.

N.B. Cette intégrale stochastique anticipante est utilisée par Feynman en électro-
dynamique quantique pour le lagrangien dépendant explicitement des vitesses ([6]) et

par Stratonovich en contréle optimal.

6.3. Calcul itératif de la diffusion en carte exponentielle

Notons »(t) =(v,(t), ..., 0,({NEV,® ... ®V, la diffusion de générateurs infinitésimale
3A,, , lue en carte exponentielle. On choisira un produit scalaire sur ¥, desorteque Y,,..., ¥,

soit base orthonormée de V,. On a alors,

LeEMME 4. Pour tout s<r, (v4(t), ..., v,(t,)) EV,® ... @V, est la diffusion de générateur
infinitésimal A, , lue dans la carte exponentielle de N, ,. En particulier, v,(t) est un brownien
standard n-dimensionnel de V, pour le produil scalaire choisi et (vy{t), vy(t)) est la diffusion
de N, , calculée en 4.2.

Prewve. V,® ... ®V, est I'algébre de Lie nilpotente libre & % générateurs et d’ordre s,
donc est N, , et la projection de I'opérateur 34, , est 'opérateur A, ; de fagon évidente.
Donc la diffusion (v,, ..., v,) se projette selon la diffusion (v, ..., v,) ayant 4, , pour généra-

teur.

10— 772904 Acta mathematica 139. Imprimé le 14 Octobre 1977
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LeEMME 5. Pendant Uintervalle de temps [t, t+dt] Uaccroissement infinitésimal de la

diffusion du(t) est donné par la formule suivante.

exp v(t) exp (dv,(t)) = exp (v(t) +dv(t) +O(dt** %)) od du,(t) est Pacroissement in-
finitésimal du brownien v, pendant dt. (6.4)

Preuve. Puisque A, , est invariant & gauche par définition, la diffusion issue de g, €N, ,
est go. gult) OU gu(t) est la diffusion issue de 1. L’acroissement infinitésimal de la diffusion
issue de 1 & t=0 pendant [¢, ¢ +dt] est g,(t)~1g.(f +dt) et ceci par la propriété de Markov
et invariance 4 gauche est Vacroissement infinitésimal de la diffusion issue de 1 & £=0
pendant 'intervalle de temsp [0, dt].

Or g,(t) =exp v(t)go(t + dt) =exp (v(t +dt)) d’out exp (v(t))~* exp (v(t +dt)) est I'acroisse-
ment infinitésimal de la diffusion issue de 1 & ¢t =0 pendant l'intervalle de temps df. Mais
en 1, le laplacien }A, , coincide exactement avec le laplacien de V, euclidien dans la carte
exponentielle. En effet, le groupe étant nilpotent, les coefficients de A, , sont des poly-
némes en les v;; par construction les coefficients de 9%/0v** sont 1 et les coefficients des
autres termes s’annulent en » =0, d’ou 'assertion. Par suite dans la carte exponentielle,
Paccroissement dv(t) de la diffusion issue de v=0 & {=0 pendant I'intervalle de temps d¢
est exactement 1’accroissement du brownien standard dv,(t) puisque en v=0, la covariance
de dov(t) est donnée exactement par la matrice du laplacien euclidien de V,. Ceci démontre
la formule (6.4).

Notons maintenant par d* la différentielle stochastique associée & 'intégrale stochas-
tique *.

On a alors

TutoREME 1. Supposons la diffusion (v,(t), ..., v,_4(t)) calculée pour Ualgébre N, ,_;.
Alors Vacroissement infinitésimal d*v,(t) de la r*™° composante de la diffusion de N, , 1ssue
a t =0 de 0, pendant Dintervalle de temps [t, t +dt)] est donné par la formule

d'vr': Z z C{l ...inal[v‘n—l’ [v‘n— Qs vnny [wn dvl]‘] "']
ngri,+...tig—1=r—-1

ol €y, ..., in-1 0Nt des constantes universelles.

Preuve. Nous appliquons la formule (6.4) et la formule de Dynkin de 7.1. Alors on a

formellement :

exp(v(t) + dv(t)) = exp(v(t) + du,(£) + ozo Z,(v(?), dvl(t))
nm2
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ou les Z, (v(t), dv,(t)) sont donnés par la formule de Dynkin. Maintenant Z, se décompose
en (1/n) Dpiqen (Zp.ot 2y, et on voit aussitét par la définition de Z, ,, Z; , que dv,
apparait ¢ fois dans Z, ,(v(¢), dvy(t)) et Zp, o(v(t), dvy(t)). D’aprés le caleul de Ito, il suffit
done de se borner aux termes d’ordre ¢ <2 et pour tous les » possibles. Maintenant au lieu
d’utiliser le calcul différentiel de Itd, utilisons le calcul différentiel stochastique de 7.2;
alors il suffit de se borner aux termes d’ordre ¢ =1, mais a condition d’utiliser les différen-

tielles d*. Notant p, : H, .~ V, la projection, on doit calculer
PiZy) = ¥®dZn1.1) TP Zn-1.1)-

Le terme Z,,_, , et le terme Z;,_; ; sont des combinaisons linéaires universelles de (ad v)"*~1dv,.
Par suite pour [ fixé, le calcul de », ne fait intervenir que des termes Z, avec n=I,

au plus, d’olt la formule du théoréme.

Ezxemple : le cas r=3.

Raisonnons dans M, 3= H, @V, alors v, est le brownien standard & » composantes, v,

est le processus construit en § 4.3. On a alors par la formule de Dynkin

Py(Z1,1) = [0y, dvy]

Ps(Z2.1) = }[vy, [0y, doy]]
Ps(Z1,1) = }[2,, dvy]

Ps(Zz,1) = (3 —$)[vy, [v1, dvy]]

d’ol on différentielle d*, il vient
d* ”a = 2’ [v21 dvl] +§[’01, [171, d’l)l]]

On repasse A la différentielle usuelle grace & la formule formelle de (3.2).

*
J adb= fadb+%fdadb

dvg = § vy, dvy] + §[dve, dvy] +§[vy, [0y, dvy]]+§[dvy, [0y, doy]]
ou on convient alors d’utiliser les régles de It6 et de poser
dvl{dvll = 6kldt'

Ezemple complet Ny, 4
Posons V,=RX®RY, V,=ZR, Z=[X, Y], Vg=RUGRT ou T'=[X,Z] et U=[Y, Z).
Alors posant v; =2X +yY, vy=2Z, v;=tT +uU, on a
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d*t= — Yedz+§2Pdy — Raydx
d*u= — §zdy + 3yxdy — 3y da.

d’ol les différentielles stochastiques usuelles de et »

dt= — §zdx+32°dy —2aydr— §+ §)yds.
du= —}zdy —3yPde+ 2xydy+ G+ 3)xds.

§ 7. Holonomie stochastique et spectre de representations des groupes libres
7.1. Formule de I’holonomie stochastique

Soit & : F—~M un fibré en tores T¢ sur une variété riemannienne M. On suppose F
muni d’'une forme de connexion; on note x=(x, ... ,) les coordonnées de M, t=(t, ... ;)
celles de T9. Soit m €Z? On appelle fonction m-éguivariante une fonetion f : F—C avec
fly-t)y=e ™2 f(y) pour tout yEF et tET? y ¢t désignant l’action de T¢ sur z. On note
LZ(F) les fonctions m-équivariantes dans L} F). M est muni d’un laplacien riemannien
$A; la connexion sur F le reléve en un opérateur 3A, dégénéré. Si z(t) est la diffusion sur M
de générateurs }A, notons y(t) la diffusion sur F de générateurs }A; obtenue par reléve-
ment de z(t) & travers la connexion de F (voir [24]). Enfin on définit presque partout
sur M une section y(x) de F de la fagon suivante : ayant choisi un point y,€F de base
x,=n(y,), on considére I'unique géodésique minimisante de M allant de z, &4 z lorsque =
n’est pas dans le cut locus de zy; on la reléve horizontalement pas la connexion de F et on
note y(x) son extrémité,

Introduisons comme dans [21], 2p(m)=0 Vinfimum du spectre de —Ap sur les fonc-
tions LE(F). On a alors (voir [21] pour le résultat dans le cas général d’un fibré G-principal) :

THEorREME 1. Soit y,€F, alors

!
pim) > — lim [} log pain(yo), 72(yo)) + log he(m)] (7.1)

ot p, est le semi groupe de la chaleur de 1A et hy(m) est Uholonomie stochastique de la représenta-

tion m introduite dans ([21])

hy(m) = max | B4 2(exp i(m| y(t) y(x) )|
TeM

ou EJVO? indigue qu’on conditionne sachant que y(0) =y, et que m(y(t)) ==.
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Preuve. Pour étre complet, rappelons briévement cette preuve. Si fELZ(F) réalise

Pinfimum du spectre on a évidemment :

{(yo) = B, [exp(p(m)t) f(y(t))]= fM EJYO=2(f(y(t))) exp(p(m) ) py(wo, ¥) dic

et done

exp(— p(m) ) f(y) < hz(m)f | (@) | pi(o, @) da.
M
On majore par Cauchy—Schwarz, on prend le logarithme et on fait tendre {— + oo,

7.2. Calculs explicites des représentations de IV, ,
(a) cas du groupe d’Heisenberg H,, ;.

Rappelons (voir [29]) que pour construire les représentations irréductibles de H,, ., on

considére les fonctions satisfaisant

flgw=) =2a(w) f(g)
pour tout g€ H,, ;, wEH,, , tel que wEW ot
Wz{w=(xbyht)EH2n+1|xg=0 Vi}

et olt ¥;(w)=exp (—iAt/4). Alors |f(g)| ne dépend que des coordonnées x; de g. On sup-
posera de plus que |f| est alors L*R") quand on la considére comme fonction de x, ER".
Soit alors la représentation réguliére de H,, , agissant sur ces fonctions. Cela revient a

considérer L2(R") et la représentation U; de von Neumann ([29])

(Ualz, y, 1) )(§) = expid [gl &y— £+ %El x¢ y.] f(§ + ). (7.2)

Nous allons maintenant vers le calcul explicite complet de toutes les représentations irré-
ductibles de N, ,. Le théoréme des orbites de Kirillov classifie ces représentations; mais ici,
comme nous avons besoin des diagonalisations explicites des opérateurs hypoelliptiques,
il nous faut une réalisation explicite de ces représentations. L’élément de base sera toujours
la structure des représentations du groupe d’Heisenberg donnée par (71.2) et évidemment Uana-
lyse de Fourier sur R".

Nous utiliserons de fagon constante le théoréme suivant (beaucoup plus simple que
le théoréme de Kirillov complet).
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THEOREME. Soit G un groupe nilpotent de centre Z de dimension 1, T une représentation
trréductible de G dont la restriction & Z n’est pas Uidentité. Alors T est induite par wne représen-

tation unitaire srréductible d’un sous groupe de codimension 1.

Ceci signifie qu’il existe un sous groupe @, de codimension 1 de @, une représentations
unitaire irréductible U de G, dans un espace d’Hilbert H, tels que T soit ainsi obtenue :

on considére I'espace H des fonctions f : G—H, telles que

(i) Ulg1) (g) =1(g,9) pour g, €G, et pour (g)€C
(ii) notant 1€g N (g,, f satisfaisant (i) devient alors fonction f(t) =1 (exp It).

On suppose que

ﬁmmmm<m.

Alors T est représentation dans H définie par
T(gy exp (8))/)(¢) = U (exp (i)g, exp (—k))f(t+3).
De plus le groupe G, est ainsi obtenu : il existe une décomposition en somme directe.
g=RXORY®304
ou § est I'algébre de Lie du centre de G engendrée par Z, (X, Y]=Z, et alors on a
& =RY®304

qui est I'idéal de g formé des l€Q avee [I, Y]=0. (Voir [29].)

(b} préliminaires d’algébre lindaire
Soient u, vEN, , de coordonnées exponentielles u = (u,, %), ©= (v}, ¥y,;), (k <1). Alors on a
trivialement par Campbell Hausdorff.

LEMME. La loi de groupe de N, , en coordonnées exponentielles est :

U0 = (U0, Uy 0+ Hue v —veuy)).

Remargue. La normalisation utilisée ici différe d’un facteur numérique de celle 1.1.
Posons (=N, ,, Z son centre qui & les coordonnées (0, ;). Soit alors 7' une représenta-
tion unitaire irréductible de @ dans un espace de Hilbert H. On a trivialement que 7T'|,
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est représentation irréductible de Z puisque tout opérateur qui commute aux (7'(2)),cz
commute aux T'(g) pour tout g €G. Par suite, on peut trouver &, ER k <[ tels que

T(0, we,) = exp ¢ (2 &) Id.

Notons alors 3, le noyau (de codimension 1 car &, non tous nuls) de la forme linéaire
e €22, & uy; et faisons la décomposition §=3,®3s définie par u,,=v,,+wy, olt (v,;) €3,
(we)€35. On a alors wy,; =A&,, avec A=2 wy,&,f || o0 |&|2=2;|&ki]? soit Gy=G/Z,, g,
son algébre de Lie. Notons alors X, I'image de X, dans g,, de sorte que en posant Y=
2 EaXil |£]2 {X,, Y} forment une base de g, avec la loi pour i <k.

(X, Xi] =Xp =& V. (7.3)

Soit T’y la représentation-quotient de 7' sur G.; elle est trivialement irréductible.
Maintenant, il existe une matrice orthogonale £ tel que si on note 4 la matrice anti-
symétrique ayant les §,, pour éléments au dessus de la diagonale principale, &, en dessous

et 0 sur la diagonale principale, on a

tQAQ =P (7.4)

ot P est la matrice antisymétrique décrite en 4.3. On s’arrangera toujours pour que P,_, =0
ou P,_,=0 selon la parité de » dés que 40 évidemment.

Remarque. Les fonctions symétriques des P,, ;, sont fonctions uniformes des &,;.

On supposera aussi comme en 5 que les P, nuls si il y en a sont exactement
Pz,‘_1=...=P2,.;_3=0, ‘uév

ou »=[n/2]. Si u=» il n’y en a aucun de nuls.

Ier cas : n=2v est pair
Posons X,='QX,; f,=w,,X,, d’olt

[fb Xh] = an(wu Wi — Wy W) 5 Y. (7.5)

On utilisera dans la suite la base (2-(1, ey )Ef,;, Y} de sorte que par (7.3) et (7.5)
(Ko Kol =Poy ¥ (7.6)

et tous les autres crochets sont 0. D’autre part la formule de changement de coordonnées

est
¥-9, T =wyf, (7.7)
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On a par hypothése
P, %0 (7.8)

P2;l-—1 = =P2,,_3 =0, “ <.

Dans ces conditions, 3('2,;!1, ig,‘, e 1?2,_3, X 2z engendrent un sous groupe abélien central
de Gy et on a une décomposition en produit direct

Gy = Gy x R¥~#
et donc la représentation T’ se factorise en
Tolgr, 9) = Tr{g1) T"(9") 91 € Gy, ' ERPP.

Maintenant 7', étant irréductible et g’ commutant & tous les g,€G,, on a 7”(g’) multiple
de Id, d’otx

2y -2
T,(;z,,_), ...,;2,,_2)=6XP i(gzl fk:?k) Id. (7.9)
e~

et par suite, il suffit de déterminer T, G, étant alors le sous groupe de G, engendré par

{)_(;1, ey 3'(2,,_2, Xov1, Xo,, Y} sous groupe dont le centre est réduit & ¥ et il suffit de calculer
Ty=T,y|s. Mais T, est irréductible car si un opérateur lindaire 4 commute aux T,(g,),
alors comme par (7.9) il commute trivialement aux 7”(g')g’ €R**™* | il g’ensuit qu’il com-
mute aux Ty(g,) g, € Gy, done qu’il est multiple de Id car 7', est irréductible.

Nous suivons alors la méthode des représentations induites de Kirillov pour calculer
7,. Pour cela on cherche un idéal de §, de codimension 1. Soit §, la sous-algébre engendrée
par fl, ey fzu-z(ll >2), (@,=0 si p<1) (dans ce dernier cas d’ailleurs, on a affaire & G, =
groupe d’Heisenberg dont on connait déja la représentation de von Neumann voir (a)).
Comme {f,, )?2,] =0 si 1<2»—1, le commutateur g, de f,, dans g, est g2=ﬁ2®R§"®R Y
et §,=g,®RX, , et trivialement g, est idéal de g,, car [X,, Xa_1]=0, i<2v—1 et
[)-(-,,_1, 2?,,] =P,_, Y. Enfin nous noterons C =Rfa_l®Rf ~@RY qui est algébre d’Heisen-
berg d’aprés la relation précédente car P,_, =0 par hypothése et par L le groupe associé. Le
théoréme de Kirillov pour les groupes & centre de dimension 1, dit que 7', est induite par
une représentation irréductible U, de G, (voir [29] et ce qui précéde au {(a)). On va poser

— ,an e 23 _ X2y—3
xl'—Pl, Xy = Ps’ seny Xyt Pz"_s
y1= Xza le"—' Xb ey y,u—l = X2y—2 (7.10)
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de sorte que [#;, y,]=C et les autres crochets sont 0; donc g, est alors
gz = :"‘y— 1 @RX n

avec H,_; algébre d’Heisenberg de dimension 2u —1 réelle. Maintenant le centre 3, de g,
est engendré par Yet X,, U, est irréductible, donc sa restriction au centre est du type

(Us((0, ..., 0, @y, §)) = exp (i(, %, +0§)) d.
Quotientons alors par §, , noyau de la forme linéaire
@n, §) > En T
Posant alors C= (£, X, +7 Y)/(E2 +92)'" et &,, 7, les quotients, de &, et 7, on a
(@, yi] = Y (mod §, o) =7C.

(i) Posons T, =, §; =4~ si n==0 ce qui est clair car sinon &, =0 pour tout & <?, C=C et U,
la représentation sur G,/Z, , =G : ceci est une algébre d’ Heisenberg et U, est irréductible, done

d’aprés von Neumann, il existe A3=0 avec pour f€ H = L%(R*"1)
OBy - Bt Fry oo, T O LS, -, 8u1)

e L= =
= exp[il(izlstyl +l+§ ‘Zly,ﬁ,)] flsy+ 2, .81+ B, ).

Remontons alors la chaine, avec % =%,=%, §,=07:=n§; 1=1=¢,%, +yt=&,z, +ng.
Par conséquent la représentation U, de G, est

(Ua(®yy ooy By Faseves Tty Ts §) P81y over $u1)

pu—1
=exp[i}.( Zl 8N, + &, %, + il + %217:77971)] f(8y+ &y, o801+ &), (7.11)
1= 4

(ii) Revenons en coordonnées (z,, §) dans Gy, pour avoir d’aprés (7.10) %, =Py,_; Toy 1, §, =2y,
U2(';b ceey ;211—2, ;n, ?7) f)(sl, e 8,‘_1)

= exp [M( > sy +E£,2, +7]y+ Z Ty Pyy_y oy 1)] f8y+ Py, ..., 84y + Py, 3%2,-3).
{(7.12)

Reprenons maintenant le calcul de la représentatlon T,, tout g, €G, s’écrit de fagon unique
g1=gs €xp (T,_ 1X a—1) puisque @, = g2®RX a_1 OU g,€G,; alors T, est induite par une
représentation irréductible U, de G,, i.e. en posant H'=L*R, H), on a si fEH’
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(To(g2 €xXP(@n 1+ Xn1)))0) = (Up(exp(6X,_1) gy exp( — 06X _2)) H(0 + Fnr)).  (7.13)

Le second membre a un sens car (¥, est sous groupe distingué de Gy. Dans le cas 70,
comme

(exp(aX,hl) 223 exp( had O'Xn-l) = (;1, ceey ;2/‘_2, ceny 0, ey ;n, ?72 + U;n Pn Al)
et comme [’élément générique de ¢, va s’écrire

= (;1, cuny ;gﬂ_z, ceey O, ooy ;n, :17 + %;n—l ;n P"_,l)(exp(:?n_l Xn_,]))
= (;1, ooy ;72/,_.1, ceny O, cnsy ;n—h;mg)
on a done par (7.12) et (7.13)

(Tl(zl’ ey ;2/4~2; seey 0’ eeey ;n—ly En’ y)f)(g)
= Uz(zly [ERE) ;2[l-27 veey O’ sy ;:ni ?/+ é;'n—lznprhl + o';nanl)/(o-_{'_ ;rh—l)
. u—1 - - - - - lp-1= -
= exp [’b}.( 8 Xy + §n Xy + ’iyg + %zn—l &, 7]Pn—1 + nox, Pn-—l + é Z le"]Pg‘#l 1'2,_1)]
i=1 i=1

X f(81+ Pl ;1, vees Ly +P2!‘ .8 52”‘3, o+ ;n»—l)- (7.14)

Maintenant sur le centre Y, i.e. Z=0, §=0. T,(0 ... 0) =exp (idyy) Id d’aprés (7.14).
Mais par définition, de Y, G =2 k<t Wes&x, €6 ON sait que 7' coincide sur Z avec exp #(D wuy; &)
par définition, d’oit A=7"1. Ensuite sur le centre de L, T, coincide avec exp (i) Id d’aprés
la considération précédente, d’aprés von Neumann comme L est algébre d’Heisenberg,
elle est somme directe de représentation irréductible de méme paramétre «. L’élément
générique de L est
1=(0,...,0,z, 1,%,, 9

et on a par (7.14)

(TyM) N1, --+184-1,0)
= exP[M(En;’n + ,'7?7 + é;:n—l 57; nPn—l + 677;71, Pn—l)] f(sl, cees Sy o+ ;:n—l)-

Iei A=7%"1. Cela ne coincide donc avec une somme directe de représentations irréductibles
de paramétre «, que lorsque a=1 et £,=0. (Tenant compte de ce que la loi de L est
[(Xn1 Xp1=P,_, Y.) Dot §,=0 et A=n"1 dans (7.14).
Remontant maintenant & T, via (7.14) et (7.9), on a #3=0 que
(To(®y, -y Zny ) (31, -5 84-1,0)
2v-2

. - Y U _ = = -
=exP(@2Zlkak) exp ['( 21 8o+ G+ 3251 X, Pp_y + 0OZ, Pn—1+§ 2 TiTy-1 P2|—1)]
. 2u- i= i=1

X /(xl + Plib YY) + Pzﬂ_azz,,_s, c +;n-—1)- (7.15)
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Remontant alors & 7T par y =2 %€ (=2, Ugi_y, 21821 dans le cas particulier de coor-

données choisies) puis utilisant (7.7) et le fait que £;=u,, on a

(T(g) f)(sh erey 8;4—).’ G)
2v—-2 u—1

= exp(i > §kw,kx,) exp [1( 2 8,0 9%+ Gy U, Py y +kzlum &
2u-1 i1=1 <
14
+ 2 2 Py 1 01,911 Ok 2i% 8+ 3 Pr 10y 0oy Wy uluk)]

1=1

X (83 + Py 1%y, o.vy 8uc1+ Pop g @20 3%y, 0+ @ n_1 %)) (7.16)

ol wy, et Py,_, sont donnés par (7.4) et les conventions établies ci-dessus et sommation pour

toutes valeurs de I.
2nd cas b=2v+1 est impair (v=1).
Commengons le méme calcul qu’au début du ler cas : on a alors [f 2119 X, il =Py, Y (i)

et tous les autres crochets sont nuls, on suppose que si i =v, P;, ;30 et G, a pour centre
{fg,‘_l, fz,,, e )?27_3, Xo o, fg..ﬂ, Y}, d’olt une décomposition en produit direct

Go — Gl X R2(v—u)+l

ott R¥"~#*1 est le groupe abélien central engendré par X, 1, Xo, ... Xov_3, Xov_2, Xove1.

La représentation quotient T, sur G se factorise en
To(g:9') = Ti(9,) T(g') oug,€G,, g ERZ*-M*1

Le raisonnement est le méme qu’au ler cas. On a
2v—-2
, - - - . - -
T'(x2u-15 -5 T2y—2, Ty 1) =exp[@( 2 §pa, + 52v+1x2u+1)] Id
Su—-1

et on caloule 7; =7, G, 6tant le sous groupe engendré par {X,, ..., Xop2, Xpo 1, X, ¥}
dont le centre est alors réduit & Y, 7, est irréductible et on est ramené exactement & la
situation du ler cas, le groupe @, est le méme que celui du ler cas. Le résultat (7.17) du

ler cas devient alors
(T(g) f)(slr ey 8[4—1: 6)

2v-2 u-1
= exp [‘( 2 Ewpuy+ i1 09,1 '“q)] exp [@( 2 8@y U+ Oy, % Poy 1+ 3wy &y
i=1 k<l

2u—-1
1#21
+4Psy 1 y,9,1 wk.Zvuluk+§ D Poioa oy g 1 0 0% %,
i=1
X {81+ Py ythy, ooy 8u1+ Poys 01,24 3%;, 0+ Wpn2w). (7.17)

Résumant les résultats du (b) et (c), on a donc
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THEOREME 2. Les représentations irréductibles de N, , se classifient explicitement de la

fagon suivante :

g)-uplet (&r)k< de réels non tous nuls et on définit la matrice

A(&)) antisymétrique associée. On définit alors les fonctions algébriques Py, k<[n[2] et les

(i) On se donne un (

fonctions algébriques w,; des &, de sorte que la matrice C=(w,,) soit orthogonale et que lon
ait les relations (7.4) et que de plus on ait les conventions (7.8) (selon la parité de n).

(ii) 8% n pair, on note Vg, , la variété algébrique Py, 3 =0. 8i§,€ Ve, 10 ... N Vg, 00
se donne un (n—2u)-uplet (£, 1, ..., £2v_2) de réels et alors on obtient une représentation
U@u. fopers e bu_s) donnée par (7.16). 81 &, € V,_,, alors la représentation est déterminée par &,
par (7.16).

(iii) S = est impair, on se donne un réel &,. St ;€ Vo 1N ... N Vay_3 on se donne un
£2u15 oy En_g €t on obtient une représentation donnée par (7.17) Sinon, alors la représentation

est déterminée par (7.17) seulement grdce aux &, et &,.

Remarque. Bien entendu, cela n’est qu’une reformulation de la structure des orbites
de la représentations duale de la représentation adjointe de N, , sur M. Mais ici la

forme explicite de la représentation a été mise en évidence.

7.3. Diagonalisation des laplaciens de N, ,
(a) Diagonalisation des champs horizontaux.

LeEMME 1. Si n est impair et sv T est représentation de N, , donnée par (7.17), on a

dT(X)(H)(sy, ... Su-15 )

p-1 a a/ 2v-2 p-1
=2 “‘sz 1Wi 21+ 27 Wy 0o 2‘1"7'( > Gowg+ &t 2 Skwl,2k+gwi.n—1pn—~2) f.
k=1 0% oo k=271 ko1

LEMME 2. Si n est pair et si T est représentations de N, , donnée par (7.16), on a
dT(X,(f)($1) ---» 8n-1,0)

"S‘I af a/ 20—
= —Po 109 1t a1 T Z Erwyt+ zwt2lsl+owinpn 1) f-
k=13k do Km2u—1

Preuve. Caleul direct.

(b) Diagonalisation des laplaciens

LemMME 1. 8¢ n est impair et T est donnée par (1.17), on a

p-1 32f a2f 2v-1 p~1
@TYA)P)B1s «vvs 84-1,0)= > 5P s+ ( > E+E+ zai+azpz_l) f.

)
k=1 08% oo k=2u-1 k=1
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LEMME 2. 81 n est pair et T donnée par (7.16), on a
u—1 a2f aZf 2v-2 u—1
@650~ S AP+ T (5 'S P
k=1 08) do k=2a-1 r=1
Preuve. Calcul direct par (a) et en utilisant 'orthogonalité de ).
N.B. On obtient ainsi des ocillateurs harmoniques généralisés avec force de frotte-

ment (i.e. le terme (S22, £2)f ou (5232, £2+£2) florsque la représentation est déterminée

par un &, d’une des variétés algébriques ¥V, introduite en § 7.2.

Remarque. On peut se demander si partant de la diagonalisation des laplaciens et de
Pexpression explicite des représentations on peut par inversion de Fourier obtenir la solu-
tion fondamentale de la chaleur pour A, , comme dans [15] et [32]. Le premier point
serait de calculer la mesure de Plancherel. Le calcul de [32] dans le groupe d’Heisenberg
repose sur une identité de fonction génératrice pour les polynémes d’Hermite. Il semble

ici que la situation soit plus complexe.

7.4. Holonomie stochastique de certaines séries de représentations

Considérons ’application
g= (U, ) E N, o>g = (uy, e™¥) € N, 2.

de sorte que m : N, .—>R" est alors une fibration en T(z) et pour m =(my,)r<1 €2 2) ;on
introduit la notion de fonction m équivariante
f d N;.z -C
par fg-t) = exp (tmy, %) {(g) (7.18)

et on note L%(N, ) les fonctions m équivariantes dans LN, ,) et 2p(m)>0 Pinfimum

du spectre de —A, , sur cette classe de fonctions. On définit enfin I’holonomie stochastique
n
de la représentation m de T(Z) par

ht(m) _ mﬁf E;::<Uu,w(t))-z)(eiEMu Uu,w(b) (7‘19)
T€

exactement comme dans le cas des fibres G-principaux généraux (voir [8]). On a alors le

résultat suivant

n
THEOREME 3. On a pour tout mGZ(z) la formule exacte
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[n/2}

p(m) = — lim lo—g%—‘(m-) = ;Zl 2| Pyy_1(m)| (7.20)

t—>+00
ot Py,_1(m) est la fonction universelle de m introduite au § 4.3 et au 6.2.

Preuve. Faisons la dans le cas n =2y pair.

(i) Majoration de p(m)
Soit LZ(N,,) la classe des fonctions fELX(N,,) ayant la propriété d’équivariance

suivante
flgog’) =xm(g") f(9) (7.21)

olt gEN, , et ¢€G’" ol G est le sous groupe d’algébre de Lie ¢’ engendrée par I‘(:, s

X2k——27 eeey X2,u-2, X2y~1, Xg,“ Xg,“.l, cery X2,,‘2, Xg.,_l, Xkl’ ou on a pOSé
i, =w,X, (voir 7.2)
Q =(w,;) étant la matrice orthogonale associée & m = (m,,) comme d’habitude et ot

An(g’) =exp (i(kglmkz U)) (7.22)

si g'=(Z,, u,;) dans la base précédente. Alors par construction |f(g)| ne dépend que de
Zis Ty oo Tays oo Tau-3, B, (composante de g sur la base des X, 5(-,,‘), et |f| €L¥(R*)
comme fonction de ces nombres.

Nous identifions donc fEL%(N, ,) & fELXR*) et nous regardons la représentation
réguliére R de N, , sur de telles fonctions. Si g’ €&,

#~1 -

g'=exp( z Zk_l)?zk-.1+5::.X,,) et ge anz
J=1

u
g= exp( SH X+ 2y X,,,) , on a la table de multiplication
kel k<l

u—1

#-1 - i = =
- - - =
(g1 + T 1) Xopo1 + 2 T Xat D 3 X
] J=1 kzkg;—l

n

K
= =y l #-1 =, -
+ (@ x) X+ > Xu(xu + 5 21 ; Zoic-1 T{ 0y, 201 Wy — Wyop_1 wu))
k<jf k=

+3 ; T Ty (Wi Wy — Dy w,,)]

de sorte que
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= =/ . 19, .
R(g) f(xar_1, Tn) =exp|e lemu Tyt 2 Z ;ka—l X0y, 261 Vg — O, 2041 D)
< k=1
= o= =, - = =
+ %;xn Ty W gy — Wy W) | | F(2i—1 + T2ie—1, Zn + 2, ) -
Mais par construction
Mgy O, 90—y Wy~ Mgy Wy, g0y Oy = Poge_y 0y, 2k

My 01, W3 — g, ) = P,, 61. n—1

de sorte que I'exposant dans I'exponentielle est
, 16, = =
¢ [lemuxzﬂr 3 2. Top1 Ty Poro1 + 3%, 177 Pn—l]
< k=1

et la représentation réguliére R sur f revient & faire agir la représentation U ainsi définie
(U(g) /)(81’ ooy ‘gy~—b (7)

. ) - - - =
= exp [z( tz myx,+ 3 > Zoy 8 Poy_1+ 32, Prs o)] f(81+ 2y, 000y Su1t+ T2, g, Ty_1+0)
k=1

ol ¢ a été définie ci-dessus.
Dans cette représentation, A, , se lit comme
n-1 62, 32/ 1 n-1 .
BB Do 00) 5 oot i 2|5 P+ PR 1,
Donc ceci est encore une somme de 1 oscillateurs harmoniques indépendants de fréquence
3P, | et 3PE , et donc I'état d’énergie le plus bas dU(4,, o) est

) e
> 2 |Paca| + 3| Pucs
2.5

et ceci est donc I'infimum du spectre de —A, , sur les fonctions de L%(N,, ,) (i.e. satis-
faisant (7.21)). Mais toute fonction de LZ(N, ;) est a fortiori m-équivariante au sens de
(7.18), donc on a

pw—1
2ptm) < 4’3 |Pus| +1P,).

(ii) minoration de p(m)
Utilisons le théoréme énoncé en § 7.1 (Théoréme 1). Comme le p, du bas est le p,-euclidien,

on & done

log h(m)

p(m)= — lim
s-»+00 8
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Mais la formule de 7.3 ci-dessus donne le calcul exact suivant

d’ol

.1
lim =
8~+00 8 k=1 S>+00 2s

loghy(m) _ _ § o 1 $ 1P|

lo —
8 S 2

8
sh (é P%Al)

1 v
p(m)>§ 2 | Paxa|
k=1

et en particulier la formule de ’holonomie stochastique est une égalité.

Remarque. La conjecture générale est que la formule de I’holonomie stochastique de

[21] (rappelée en 7.1) est une égalité pour tous les fibrés G-principaux & base simplement

connexe.

7.5. Cas particulier des groupes d’Heisenberg

Ce cas particulier fait I’'objet de [10]. On considére le groupe d’Heisenberg fibré en

cercle i.e. image de H,,,; par (x,, ¥,, t)—>(2,, ¥, €"). Alors les caractéres de la fibre sont les

entiers. On a alors

COROLLAIRE. Pour le groupe d’Heisenberg Hs, ., fibré en cercles sur C*, on a

p(m)=2|m|-n, Ym€Z

et la formule de I’holonomie stochastique est une égalité.
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