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1. Introduction. Notations et conventions

Soit G un groupe de Lie unimodulaire de type I, G son dual unitaire, qui est, dans ce
cas, muni d’une structure borélienne standard. On sait, depuis Godement (cf. [God],

1-858285 Acta Mathematica 154. Imprimé le 27 Fevrier 1985
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[Dix 1]), qu’il existe sur G une mesure 4, appelée mesure de Plancherel de G, qui est
complétement déterminée une fois fixée la mesure de Haar dg sur G, telle qu’on ait :

Vp€CI(G), ¢le)= f tr (@) du(n).
G

Donner la formule de Plancherel pour un groupe ou une famille de groupes consiste a
décrire explicitement la mesure 4.

Mais pour ce faire, il faudrait au moins a priori, avoir décrit explicitement G. Le
cas semi-simple montre qu’un tel objectif est, encore aujourd’hui, loin d’étre atteint.
Mais en ce qui concerne la formule de Plancherel, il n’est pas en fait nécessaire d’avoir
décrit tout G; il suffit d’avoir obtenu un ensemble de complémentaire négligeable dans
G pour la mesure 4.

En pratique, les choses se passent de la maniére suivante : on construit un
ensemble borélien analytique X, une injection borélienne o de X dans G, et une mesure
v sur X telle qu’on ait la formule :

Vo€CI(G), ¢le)= f tr [o(x) (@)] dv(x).
X

Un argument d’unicité (cf. proposition 17) montre qu’a un exemple u-négligeable prés,
I'image de v par o est u.

La question de la formule de Plancherel étant complétement réglée depuis les
fameux travaux d’Harish Chandra pour les groupes de Lie semi-simples connexes et de
centre fini (cf. [H-C 1, 2, 3]), ainsi que par Charbonnel (cf. [Char 1]) pour les groupes de
Lie résolubles connexes, ce qui est 4 I’ordre du jour est de s’attaquer a des groupes de
Lie généraux.

C’est un probléme bien moins difficile que le présent travail résout, en traitant le
cas des groupes algébriques complexes unimodulaires. L’étude des groupes semi-
simples montre qu’il est naturel de comprendre d’abord la situation des groupes
complexes. L’hypothése d’algébricité permet d’éviter les problémes liés au type, a
I’action de G sur N (N le radical nilpotent de G), ainsi que de nombreuses autres
simplifications. D’autre part les méthodes de Pukanszky (cf. [Puk 2]) permettent de
penser que, comme pour le cas résoluble, (cf. [Charl1]), la résolution du cas non
algébrique se fera par réduction au cas algébrique en considérant une enveloppe
algébrique G du groupe de départ. Ce travail traite directement de groupes non
connexes : dans les techniques de démonstration, le cas des groupes connexes n’appa-
rait pas comme un cas a part.
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La formule de Plancherel qui est démontrée ici a été conjecturée par M. Duflo (cf.
[Duf4], appendice). Sa description utilise la « méthode des orbites » de construction
des représentations unitaires irréductibles de G. La démonstration des différents
résultats se fait essentiellement en deux temps : (1) réduction, par récurrence sur la
dimension, au cas réductif, ce qui utilise la méthode des petits groupes de Mackey dont
I’application a la formule de Plancherel a été mise en évidence par A. Kleppner et R. L.
Lipsman (cf. [KL1,2]); (2) démonstration du résultat dans le cas d’un groupe G
réductif, ce qui revient & comparer avec les résultats connus de Harish Chandra (cf. [H-
C,1,2,3D.

Décrivons maintenant de maniére un peu plus précise le plan et les résultats
principaux qui vont étre exposés. Le travail est divisé en deux grandes parties. La
premiére est consacrée 2 la construction des représentations, la deuxi¢me a la formule
de Plancherel.

Dans la partie I, G est un groupe de Lie dont I'algébre de Lie g est algébrique. On
considére une forme linéaire f sur g, et on note G(f) son stabilisateur (pour I’action
coadjointe de G sur g*). Une bonne polarisation en f est une polarisation réelle,
résoluble et vérifiant la condition de Pukanszky. Une forme f est bien polarisable s’il
existe des bonnes polarisations en f.

Soit G(f)° la composante neutre de G(f). La forme f est entiére s’il existe un
caractere xr de G(f)° dont la différentielle est 2inf|y. Soit f une forme bien
polarisable et admissible, soit G(f)' un sous-groupe de G(f) contenant G(f)°. On
considere I’ensemble PRP,(f) des bonnes polarisations G(f)!-stables, et I’ensemble
X(f, G(H)") des représentations unitaires de G(f)' dont la restriction 3 G(f)° est un
multiple de x. Avec la donnée d’un élément y de PRP,(f) et n de X(f, G( ') on définit
(cf. chapitre 2) une représentation (G, f, G(f)!, 7, b) unitaire de G, qui est une repré-
sentation induite.

Un exemple d’un groupe algébrique complexe est donné, au chapitre 3, dans lequel
génériquement il n’existe pas de polarisation réelle G(f)-stable. Cet exemple prouve
I’intérét de la construction entreprise ici.

Le chapitre 4 regroupe les techniques de réduction utilisées tout au long de
I’article.

Le théoréeme 1 énonce I'indépendance de la classe de n(G, f,G(f)',n, ) par
rapport 2 ). Il est démontré au chapitre 6 lorsque g est résoluble, et 7 dans le cas
général. On note 7(G, f, G(f)', ) la classe des représentations correspondantes. (On
convient que I'utilisation de cette notation suppose implicitement que PRP,(f) est non
vide.)
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Le théoréme 2, démontré au chapitre 8, montre que la classe de représentations
obtenues ne dépend que de l'orbite de (f,7) sous I'action naturelle de G, et qu’a
contrario les représentations (G, f, G(f)', n) et (G, f', G(f"),n’) pour fet f' dans des
G-orbites distinctes sont disjointes.

Dans la suite de la premiére partie, on suppose que G est un groupe de Lie
complexe dont on ne considére que la structure réelle sous-jacente. Dans ces condi-
tions, le théoré¢me 3, démontré au chapitre 9, montre que le commutant de la représen-
tation (G, f, G(f)!, ) est isomorphe a celui de Ind on'romn

Le théoréme 3 permet donc de construire des représentations unitaires irréducti-
bles de G, mais il ne fournit pas de paramétrisation bien canonique de G. On suppose
dorénavant que f est trés bien polarisable (notion définie au chapitre 10), et on note
PRPT(f) I'ensemble des trés bonnes polarisations en f. Soit y et §)’ dans PRPT(f). On
construit au chapitre 10 un opérateur d’entrelacement bijectif A[. entre
G, £, G’ x5, v) et (G, f, G(f)°, x5, y'), canonique en un certain sens. Soit X;(f)
I’ensemble des représentations unitaires irréductibles de G(f) dont la restriction a
G(f)° est un multiple de Xr. Supposons ( algébrique. Le commutant de

G, f, G(°, s, ) est isomorphe a celui de la représentation 7,=Ind qui est

P tenis
bien connu puisque maintenant G(f)/G(f)° est fini. Le théoréme 4 (chapitre 10) montre
I'existence d’une bijection du spectre de Ind a G Xr Sur celui de (G, f, G()°, x5 v)

qui commute avec les opérateurs Ay .. Soit 7€ X, (f). Le théoréme 4 permet d’associer
a 7 une sous-représentation irréductible bien définie de (G, f, G(/)°, Xs), représenta-
tion qu’on note .

Dans [Duf4], M. Duflo a construit, pour un groupe algébrique général, une famille
de représentations. Dans le cas d’un groupe algébrique complexe, les données sont les
mémes et la construction de Duflo permet de définir la représentation irréductible 77,

de G. Le probléme se pose naturellement de savoir si les deux constructions coinci-
dent, i.e. si T7 et nf, sont égales. Un résultat récent de Bouaziz [Bou] permet de

répondre affirmativement a cette question.

Dans la partie II, G est un groupe algébrique complexe, considéré comme groupe
de Lie réel. Soit Z un sous-groupe fermé et connexe du centre de G, x; un caractére
unitaire de Z, 2izA(1 € 3*) la différentielle de y;. On considére la sous-variété affine
gi={f€g* fl;=A}. En adaptant des définitions et résultats de Duflo ([Duf4]), on
expose au chapitre 11 la notion de forme fortement A-réguliére. En notant 0; ’ensem-
ble des formes fortement A-régulieres, et 02 I’ensemble des formes fortement A-

régulieres et admissibles, I’ensemble 0?Y/G est décrit de maniére explicite.
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Le chapitre 12 démontre que les fon/‘mes fortement A-réguliéres sont bien, et méme
trés bien polarisables, ce qui permet d’associer a tout couple (f, 1), f€ 034, T€ X, (f),

une représentation unitaire irréductible zy, de G.
Soit 2,(G) 'ensemble des tels couples (f, 7)€ Q‘{d X X(f). Une structure borélienne

standard est définie au chapitre 13 (proposition 13) et on montre que I'application
associant nﬁ, au couple (f, 7) est borélienne (théoréme 6).

Le chapitre 15 rappelle la construction par M. Duflo, d’une mesure sur 2;(G)/G, et
énonce le théoréme principal (théoréme 7), le théoréme de Plancherel. (Le théoréme
qui est démontré est légérement différent de celui qui est énoncé au début de cette
introduction, dans la mesure o il correspond non 2 la représentation réguliére gauche
de G mais 2 la représentation Indz; gx;.) Les chapitres 16 (dans le cas réductif) et 17
sont consacrés a la démonstration du théoréme.

M. Duflo m’a suggeré d’entreprendre ce travail et en a suivi les lents progres. Je
suis heureux de reconnaitre ma dette vis-a-vis de J. Y. Charbonnel, G. Lion, J.
Rosenberg, Y.-M. Visetti et surtout R. Azencott, L. Clozel, R. Godement et M.
Vergne. Je les remercie chaleureusement de I’aide qu’ils m’ont apporté.

Notations et conventions générales. (1) Si G est un groupe topologique, on note G° sa
.composante neutre. Si G est de Lie, on note g son algébre de Lie.

(2) Soit G un groupe de Lie. Il opére sur g et g* par la représentation adjointe et la
représentation coadjointe respectivement. Si f€ g*, on définit une forme alternée B,

Le noyau de By coincide avec I’algebre de Lie g(f) du stabilisateur G(f) de fdans G. Si
V est un espace vectoriel, on note V/ son orthogonal pour By. Si a est un idéal, on note
indifféremment a’ ou g(v) (v=f|,).

(3) Sif€ g*, une polarisation en f est une sous-algebre de g qui est aussi un sous-
espace totalement isotrope maximal pour la forme By. (Une telle polarisation s’appelle
parfois aussi polarisation réelle.) Une polarisation § en f vérifie la condition de
Pukanszky si et seulement si, H étant le sous-groupe analytique d’algébre de Lie Y, on
a:

H-f=f+y*.

(4) Par passage au quotient, B, définit une 2-forme sur g/g(f), et donc une 2-forme
G-invariante wy sur l'orbite G-f. Soit 2s la dimension de G-f. La 2s-forme
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(I/sYwrAwsA... Awy est une forme volume G-invariante, appelée mesure de Liouville
sur ’orbite.

(5) Le choix d’une mesure de Haar dg sur G entraine celui d’une mesure de
Lebesgue d sur g, celle qui est définie par la méme forme de rang maximum sur g.
Lorsqu’on a une mesure de Lebesgue dy sur V, on dira qu’une base & de V est
univolumique si la forme volume qui lui est associée définit dy.

(6) Soit N un sous-groupe distingué de G, et 7 une représentation de N. On définit
une nouvelle représentation de N par la formule :

1(n) = (g~ 'ng).

L’application (g, n)—>gn définit une opération de G sur Rep N, et, par passage au
quotient, sur N.

(7) Soit K un sous-groupe fermé de G, et T une représentation unitaire de K. Par
représentation induite on entendra toujours représentation unitaire induite, notée
Indk ;g 7. Son espace est I'adhérence de I’ensemble des fonctions continues sur G a
support compact modulo K, A valeurs dans I’espace de T et qui vérifient

p(ghk) = T(k) ™' AK) ()

(A est la fonction module de G/K) pour la norme L? définie par :

llell, = f le@Idz.
G/K

I. Construction d’une famille de représentations irréductibles

Dans cette partie, g est I’algebre de Lie d’un groupe algébrique réel, et G est un groupe
de Lie d’algebre de Lie g.

2, Description des données

Soit f un élément de g*. On dit que f est entiére s’il existe un caractére y,de G(f)° de
différentielle 2inf|y. On dit que f est bien polarisable s’il existe une polarisation
résoluble Y en f vérifiant la condition de Pukanszky. Cette définition est moins générale
que celle qui figure dans [Duf4] : Duflo n’exige pas que la polarisation soit réelle.
Soit f une forme entiére et bien polarisable. Soit G(f)' un sous-groupe de G(f)
contenant G(f)°. On note X(f, G(f)') 'ensemble des représentations unitaires de
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G(f)' dont la restriction a2 G(f)° est un multiple de x5, et PRP,(f) 'ensemble des
bonnes polarisations en f qui sont G(f)!-stables. Lorsque G(f)'=G(f)°, toute polarisa-
tion étant G(f)’-stable, on note simplement PRP(f). D’autre part, X(f, G()°) est
réduit au seul élément y,. Lorsque G(f)'=G(f), on notera PRP(f) et X(f) les
ensembles correspondants, et X (f) I’ensemble des représentations irréductibles dans

X(f).

Remarques. (1) Au début de chapitre II on introduira une notion de régularité
forte, définie par Duflo, pour les éléments de g*. On montrera au chapitre 12 que toute
forme fortement réguliére est bien polarisable.

(2) Dans le chapitre 3, est étudié un exemple oll, génériquement, il n’existe pas de
polarisation résoluble vérifiant la condition de Pukanszky et qui soit G(f)-stable. C’est
pourquoi il est intéressant de procéder avec des sous-groupes de G(f).

(3) Contrairement a ce que fait Duflo dans [Duf4], je ne considére pas de revéte-
ment de G(f)° pour la notion d’intégrabilité que j’utilise. C’est que dans 1’étude des
groupes algébriques complexes (partie II), qui est le cas qui nous intéresse en fin de
compte, tous les revétements qu’on pourrait rencontrer se trivialisent. Ceci sera
détaillé au chapitre 9.

Le lemme qui suit généralise immédiatement un résultat d’Auslander et Kostant
(cf. [AK], [BC)).

LEMME 1. Soit Y€ PRP,(f) et n€X(f, G(f)"). Soit H le sous-groupe analytique
d’algébre de Lie Y. Le sous-groupe G(f)'H est fermé, et il existe une représentation 7j
unique de G(f)'H qui prolonge n et dont la différentielle est 2if|,.

Donnons-nous donc une forme f entiére et bien polarisable, un sous-groupe G(f)"
de G(f) contenant G(f)°, un élément v de PRP,(f) et une représentation n dans
X(f, G(HY. On associe a ces données une représentation unitaire de G( N'H, et on
peut donc considérer la représentation de G dans G, f, G( R E

oG, £,G(H'\n, = Ind @)

GUY)'H' G

(Il s’agit de représentation unitaire induite.)
La premiére partie de ce travail a pour objet d’étudier les représentations ainsi
construites.
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3. Un exemple

Soit N le groupe de Heisenberg complexe de dimension 3, et n son algebre de Lie. Soit
A=C* considéré comme groupe de Lie abélien, et a son algebre de Lie. Soit K le
revétement de GL(2, C) définie par :

K = {(k, c)EGL2,C)XC*, ¢® = det k}.

On définit le groupe de Lie G=KX (AXN) par :

— le produit AXN est direct

— l'action de K sur A est celle de GL(2, C) sur I’espace des polyndmes homogénes
de degré 3 en deux variables.

— l’action de K sur N est définie par la formule :

(k, ¢)-exp (v+tE) = exp (% k(v)+tE>

ot v €V un supplémentaire du centre de n dans n, et E est un générateur de ce centre.
On note B la forme bilinéaire sur V telle que [v,v']=B(v,v)E. Soit X, Y, H,I les
générateurs habituels de #(2,C), P, Q, E dans n tels que P, Q€ V et [P, Q]=E, et enfin
P,,P,, P, P, la base de a correspondant a X}, X} X,, X, X3, X;.

On identifie g* 2 F*@a*@n*, et on considére I'élément f=(g, x, y) dans g*. On va
montrer que pour un f générique (i.e. dans un ouvert de Zariski), G(f) ne laisse aucune
polarisation réelle stable.

La structure des N-orbites dans n* nous permet de supposer que y=AE*, A%0.
Soit y=a, P!+a, P}+a,; P}+a,P}{. On vérifie que, dés que I’expression

36a, a, a, a,~24a; a,+18a} ai—24a, a}—6a’ a} = D(a,, a,, a3, a,)

est non nulle, le stabilisateur g(f) est réduit 2 C-E. Puisque E est central dans g, de
telles formes sont régulieres, et méme évidemment, fortement réguliéres (cf. chapitre
11).

Calculons G(f). Ecrivons d’abord les formules de la représentation adjointe : Soit
g=((y,c), P,exp(V+tE))EG, et (Ao, Py, Up+1HE)EQ. On a :

_ - 1 _
ad g(Ay, Py, Uy +1  E)= (ony Ly -Py—yAyy ‘-P,?y(vo)—ony Y(v)
+itrdy v+ [to+ %B(v, yu)— 4B, YA,y -v)] E)

et si (A, P, v+tE) est un élément de g, on a
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[(A, P, v+1E), (Ag, Py, vy 1, E)]
= ([A,Ag), A+ Py—A,y Py, A-vy—Ay v—}tr A-vy—} tr Ay v+B(v, vy) E).

Le fait, pour g, d’appartenir & G(f) se traduit donc par 1’égalité :

_ - 1 -
Ay )y (WP —vAy " P)+(ty+ ?B(v, Yo — 1B, YAy~ v) A = @A)+ x(Py)+at,

pour tout triplet (Ao, Po, Uy+1 E). 11 vient alors les équations :

v=0
{‘p(VAo 7_1)+X(V'PO_YA07—1P) = @(Ag+x(Py).

Soit (y,P) un couple solution de cette équation. En faisant Ay=0, il vient
x(YPo)=x(Po), et donc @(yAoy )—x(yAey 'P)=¢(4g). On a vu que dés que
D(ay, a3, a3, a4)+0, x induit une dualité non dégénérée entre { et a, ce qui entraine que
P est completement déterminé par la donnée de y. En fin de compte on aura compléte-
ment calculé G(f) en résolvant y(yPo)=x(Po) pour tout P,. Mais pour des raisons de
dimension, il est clair que K a une seule orbite réguliere dans a*. On peut donc choisir
un y particulier vérifiant D(a,, a;, a3, as)*0. Prenons a;=0a3=1 et a;=a,=0. Il vient
le systéme

db(d—b)=0

2bcd+ad’—b*c—2abd = (ad—bc)®

—c*b—2acd+2abc+a*d = (ad—bc)’

acla—c)=0.

0 1 -1 0 1 -1
2'=<1 0)’ z2=(—1 1)’ ’=(o —1>’

Soit

dans GL(2,C), et w une racine troisi¢me de 'unité. On vérifie sans peine que les
solutions de S sont les matrices M telles que M=wM,, M, €{I,X,%,,23,R,R,}.

Le groupe K(x) est donc un groupe a 36 éléments qui est une extension non triviale
de #XZ/3Z par Z/2Z (¥; est le groupe du triangle équilatéral). Enfin G(f) est le
produit semi-direct de K(x) par le centre Z de N, et donc G(f)/G(f)° est isomorphe 2
K(x). En particulier ceci fournit un contre exemple 2 la question posée par Guinzburg
([Guil) de savoir G(f)/G(f)° était abélien génériquement.
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Montrons maintenant qu’il n’existe pas de polarisation stable sous G(f). (Il s’agit
ici d’un sous-espace réel de g qui est une polarisation pour la forme Re (f).) Soit au
contraire une telle polarisation y) G(f)-stable. Puisque yNn est un sous-espace G(f)-
stable de n, les seules possibilités sont n et CE. La premiére est évidemment exclue
parce que t) est isotrope, donc ynNn est de dimension réelle 2, ce qui entraine que la
projection de Y sur ¥@a est de dimension réelle 10. L’intersection de y avec f est une
sous-algebre réelle d’une des sous-algébres complexes engendrées respectivement par
LH, X etl H,Y. La stabilité par G(f) entraine qu’il n’y a pas d’autre possibilité que
{0} ou CI; {0} étant exclu pour des raisons de dimension, c’est donc CI, ce qui entraine
que b contient a. Mais on sait que o’=a+n, donc hca+n, ce qui contredit le fait que
h3l.

4. Un résultat préliminaire

Je rappelle, pour la commodité de la lecture, un lemme du a Duflo (cf. [Duf2]).

LEMME 2. Soit f€ g* et Y) une polarisation résoluble en f vérifiant la condition de
Pukanszky. Soit G un groupe algébrique d’algébre de Lie g, H le sous-groupe analyti-
que de G d’algébre de Lie Y. H est le groupe des points réels d’ un groupe algébrique.
Soit U le radical unipotent de H, u son algébre de Lie. On a Yy=g(f)+u.

5. Les méthodes de réduction

Dans ce chapitre, on décrit les résultats permettant de faire les démonstrations par
récurrence, ou de se ramener, dans le cas réductif, 2 des résultats connus.

LEMME 3. Soit g une algébre de Lie non semi-simple, et I" un groupe d’automor-
phismes de §. On suppose que le centre de g est de dimension 0 ou 1, et qu’il n’existe -
pas d’idéal abélien non central et T-stable. Alors le centre 3 de g est de dimension 1 et
de deux choses l'une, g est produit direct d’une algébre semi-simple par 3 ou bien le
plus grand idéal nilpotent v de g est une algébre de Heisenberg.

Démonstration (adaptée de [Dix 2]). Le centre 3, de n est un idéal caractéristique,
donc inclus dans 3. Donc 3%{0}. Supposons [11, n} de dimension au moins 2. Soit 11; un
n-idéal de dimension 2 contenant 3. On a : [[n, n], n;}J={in, n,], nl=[3, n]=0. Le centre
de [n, n] contient donc n,, il est de dimension au moins deux et évidemment I'-stable ce
qui est impossible. Donc [n, n} est de dimension 0 ou 1.
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Si [n, n]={0}, n est abélien caractéristique donc égal a 3, et g/3 est semi-simple. Si
[n, n]=3, n est une algebre de Heisenberg. Q

PROPOSITION 1. Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g, f€ g*,T un groupe
d’automorphismes de @ laissant f fixe. Un des cas suivants se présente :

(i) g est semi-simple.

(ii) (i) est faux, et il existe des idéaux abéliens T-stables sur lesquels f s’annule.
(iii) (i) ez (i) sont faux, et il existe des idéaux abéliens non centraux T-stables.
(iv) @), (ii), (iii) sont faux, g est réductive, son centre 3 est de dimension 1, et

Sf13%0.
(v) () a (iv) sont faux; le plus grand idéal nilpotent de g est de Heisenberg.

Démonstration. Supposons ni (i), ni (ii). Le centre de g est alors de dimension 0 ou
1. Si (iii) n’est pas vérifié, par le lemme 1, on est dans un des cas (iv) our (v). O

On fixe maintenant une forme f bien polarisable et entiére, un sous-groupe G(f)!
de G(f), une polarisation 1 € PRP,(f) et un élément n de PRP,(f). On va décrire, dans
les cas (i) 2 (v) de la proposition 1 ci-dessus comment les choses se présentent.

Soit G’ le groupe G(f)'G° qui a la méme algébre de Lie g. Il est clair que
G'(NH=GN'G() et donc G'(f)°=G(f)°. Il est donc cohérent de poser
G'(N'=G(f)!, et donc aussi de considérer la représentation n(G’, f, G'()', 7, 9). Par
transitivité de I'induction, on a :

LEMME 4. 7(G, f, G(f)', n, t))=lndGm,GoTGﬂ(G(f)'G°,ﬁ G(H'n. ).

5.1. Le cas réductif connexe. Ici, G est un groupe réductif connexe et il s’agit de
comparer les représentations (G, f, G(f)',n,9) avec des représentations déja con-
nues, en ’occurence des éléments de la série principale.

(a) Un peu de structure. Soit g, I'algeébre dérivée de g, et 6 un automorphisme
involutif de g dont la restriction & g, est une involution de Cartan de g,. Soit

f={x,0x)=x}
p={x, 6(x) = —x}
et K le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie f. Avec nos hypotheéses, K n’est

pas nécessairement compact. Soit ¢ le centre de g, ¢;=cnf, c;=cNp. Notons f; la
restriction de £a g, et x; 'image de f; dans g, par ’automorphisme de Killing.
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LEMME 5. Les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) x, est un élément semi-simple régulier de q,.

(i) g(N=g1(f)+c est une sous-algébre de Cartan de g.
(iii) Y est un sous-algébre de Borel de g.
(iv) g est quasi déployée.

La démonstration est classique (cf. [Dix 3], proposition 1.12.18).

Notons a=g(f). On peut choisir I’'involution de Cartan 6 définie plus haut en sorte
que a soit §-stable. Soit R le systéme de racine du couple {(g¢, ac). L’existence d’une
sous-algeébre de Borel réelle équivaut au fait que R ne contient aucune racine imaginar-
ire pure. Soit az=anf et a,=anp. On sait que toutes les racines sont réelles sur
iag+a,. Aucune racine n’étant imaginaire pure, aucune racine ne peut étre identique-
ment nulle sur a,, donc a, est abélienne maximale dans p. Soit R* le choix de racines
positives correspondant & §. La décomposition d’Iwasawa s’écrit g=f®ab@n+, ol

ni=@

a

g+ 8c- Le centralisateur de aj, dans f est m=ay, et on a j=m®a,®n*. Notons

Ap=expay.
LEMME 6. Soit M le centralisateur de a, dans K. On a G(f)=M-A,.
La démonstration est standard (cf. [War]).

(b) La série principale de représentations. Le paragraphe a pour objet de rappeler
les définitions et de fixer les notations.

Soit o un élément de M. Bien que nos hypothéses n’entrainent pas que K est
compact, ni donc M, il n’en reste pas moins que les représentations unitaires irréducti-
bles de K et de M sont de dimension finie.

Soit g la demi-somme des racines positives de a, correspondant au choix d’une
décomposition d’Iwasawa G=KA,N.

Soit A€ ajc (i.e. une forme linéaire sur a, a valeurs complexes). On considére la
représentation L>* de MA, N dans I’espace E, de o définie par :

L2*(man) = o(m) é*(a)
(o1 par définition ¢*(exp H)=exp (A(H)), HE a,). On considere I’espace de Hilbert gt
des fonctions mesurables sur G 2 valeurs dans E, qui vérifient presque partout
@(gman) = (L, ;(man))™' (¢°(a)) " (g)

= o(m)”'e™*"(a) p(g) ()
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et dont la restriction a K est de carré intégrable modulo M. La norme sur #°* est
. . 172
llell = ( f et dging k) @
KiM

ot ||]lo est la norme sur I'espace de g et dyg/ k est la mesure sur K/M.
La représentation T9* de G est la représentation réguliére gauche dans I’espace

%°*. Lorsque ¢* est unitaire, i.e. lorsque A prend des valeurs imaginaires pures, la
représentation T2* est la représentation unitairement induite par L%, qu’on appelle
série principale unitaire. Lorsque A n’est pas imaginaire pure, G opére dans #2'* par

des opérateurs bornés.
1l sera utile de disposer d’une autre réalisation de T°*. Considérons I’espace %°

des fonctions mesurables y sur K a valeurs dans E, qui vérifient :

W(km) = o(m)~ (k) 1)

et qui sont de carré intégrable pour le produit scalaire défini par (2). Il est immédiat que
I'application p—g|x définit une isométrie de K2 sur ¥°.

Soit g dans G; on note k(g) EK, H(g) Eqy,, n(g) EN les éléments tels que, dans la
décomposition d’Iwasawa, on ait :

g =k(g)exp H(g)n(g).

La représentation U2* de G dans #” équivalente & T2 est donnée par la formule
UoH(g) (k) = e~ 4+ H6™'0) y(k(g~1k)).

Remarquons pour terminer que toutes ces définitions ont encore un sens lorsque ¢
n'est pas irréductible, mais une simple représentation unitaire de M. Nous conservons
les mémes notations dans ce cas.

(c) Comparaison des représentations n(G, f, G(f)',1, 1) et des séries prihcipales
unitaires. Le choix de t) a déterminé celui d’'une décomposition d’Iwasawa G=KA, N.
Le lemme 6, qui montre que G(f)=MA,, entraine que G(f) stabilise la polarisation .
Soit

om= 1Ind 7, et AMf)=2inf],.
GH' 1 GY) ’

LEMME 7. Soit M'=G(f)'nM. On a G(f)'=M'A, et G(f)'H=M'A,N. La

représentation 7j est donnée par la formule :
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".(ml an) = ”(ml)el(f)(a) (m| EAp a eApa n EN)

la représentation

Ind %
GUYHTGH

est donnée par la formule :

Ind  fi(man)=a(p)(m)e*P(@) (mEA, a€A,, nEN).
GUY'H1 G H

Démonstration. Les deux premiéres assertions sont immédiates. On vérifie la
formule de 7} en utilisant I'unicité de 7 (cf. lemme 1). Pour terminer, il est clair que
I'opération de restriction des fonctions sur MAy N & M définit une isométrie de I’espace
de G sur I'espace de o(n7). Dans ce dernier espace, on a :

[ Ind 17] (man) p(mg) =@(n"'a~'m™"m)
GU'HTGHH

=@(m 'mya'n’)

= (0(n) (m) ) (my) &*(a).

La formule coincide avec celle de (0(1]))' de la premiére assertion du lemme. O

Puisque G(f) stabilise y et que G(f) laisse fixe le caractere y de G(f)°, il est clair
que o(77) € X(f), et on peut donc considérer la représentation (G, f, G(f), o(n), ).

LEMME 8. Les représentations (G, f,G()',n,1) et (G, f, G(f),0(n),n) sont
équivalentes.

Démonstration. Cela résulte de la transitivité de I'induction. a
On peut maintenant conclure 1’étude qui préceéde.

PROPOSITION 2. La représentation n(G, f, G(f)',n, 1) est équivalente a la repré-
sentation T:‘”"‘U). (On a utilisé la méme notation pour o(n) et o(n)|a.)

Démonstration. Le lemme 8 montre qu’il suffit de montrer 1'équivalence de
TS et 7(G, f, G(f), o(n), ). Mais il est clair que o(y) et L3™*() coincident, donc
que les représentations induites coincident. O
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5.2. Le cas réductif non connexe. Ici, G est un groupe dont I'algébre de Lie g est
réductive. On peut donc en particulier appliquer 3 G les résultats et les notations du
5.1(a). D’autre part, en utilisant le lemme 4, on sait que (G, f, G(f)', 7, H) équivaut 2

Ind (GG f, G, n 1)
G(N'G*t G

ce qui permet donc de se ramener 2 étudier 7(G()'G®, £, G(f)',n, 1), et on peut donc
supposer, pour alléger les notations, que G=G(f)'G°.

Soit G°N'=G(H'NG®°. On a évidlemment les inclusions G%f)°c
G'(N)'cGf). Si ny=1 @ On peut donc considérer la représentation de G°:

mG® £, G*(f)', 1, b) dans Pespace H(G®, f, G'(f)', 1y, H).

LEMME 9. L’application I de ¥(G,f,G(f)',n,9) dans #(G°,f,G°(H',n0, 1)
définie par

= @l
est une isométrie qui entrelace les représentations

G, £, G, 1, Mg et G’ f,GUf) 15, h).
G

LEMME 10. Soit W la représentation de G(f)' dans ¥#(G°, f, G(f)', 10, 1) définie
par la formule

(WR) ¢l(8) =n() () oy 'gy) (YEG(NH',2€EGY.

W est une représentation unitaire et I entrelace les représentations
”(th! G(f)ls n, U)'w)l et W.

Démonstration. On remarque d’abord que G( )! stabilise la représentation #, :
cela tient & ce que G(f)' stabilise f, et donc 7jy|,, et évidemment x;, donc 7| oy =To-
Ceci entraine que W(y) conserve #(G°, f, G%()!, 70, 1), et un calcul facile que W(y) y

est unitaire. Que 7 soit un opérateur d’entrelacement est également immédiat. 0

Il reste a faire une derniére traduction qui correspond a I'identification

(G, £, G, mg, ) ~ n<G°,f, G'f), Ind m,,p)
' 6y

du lemme 4.
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Soit I(n) la représentation de G( ! dans I’espace de la représentation

Ind 7
G%N'1 GY%)

donnée par
I PP @ =9 ek~ 'xy) YEG',xEGY)).

LEMME 11. La représentation W de G(f)' dans #(G°, f, G%(f)',n, 1) est équiva-
lente a la représentation W de G(f)' dans

%<G°,f,G°(f), Ind 7, U)
GOU)ITGOU)

donnée par la formule :
(W) v](@) = 6~ I(m) () w(y ™' gv).

Démonstration. L’opérateur d’entrelacement est I’opérateur donné par I’équiva-
lence canonique entre

Ind 74 et Ind < Ind ﬁ)
G')'H1G® GUNH1G \G')VH1 G H

compte tenu de I'identification entre les espaces de

Ind 7 etde Ind 7. 0
G'YH G H G GUn

Le bilan des lemmes 4, 5, 6, 7, 8 et de la proposition 1 donne :

PROPOSITION 3. (i) La représentation (G, f, G(f)', 1, 9) est équivalente a

Ind (GG, £, G\ n,Y).
G(N'G*"1 G

(ii) La représentation (G(f)'G°, f, G(f ), n,Y) est équivalente a la représentation
de G(f)'G° dans I'espace 36’,‘1’(”)"(’) dont la restriction a G° est la représentation

TS et Iq restriction @ G(f)" est la représentation W donnée par la formule :

(W) @) () = 0(y)~ 1) (v) p(y ' g).
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5.3. Le premier cas de réduction. Dans ce paragraphe, on suppose qu’il existe un idéal
a qui est abélien, G(f)!-stable, tel que A=exp a soit un sous-groupe fermé, et tel que
fla=0. Le lemme 4 permet de se ramener au cas o0 G=G(f)'G°. Dans ce cas, A est un
sous-groupe invariant fermé de G. D’autre part, la polarisation b contient a, puisque
méme g(f)>a.

Soit G1=G(f)'G%A, d’algebre de Lie g,=g/a. Soit f; la forme obtenue par
passage au quotient.

LEMME 12. Soit a un idéal abélien d’une algébre de Lie algébrique g. Il existe sur
g une structure d’algébre de Lie algébrique (éventuellement différente de la premiére)
pour laquelle a est algébrique.

Démonstration. Soit p une injection de g dans End (V) telle que r(g) soit une sous-
algebre de Lie algébrique de End (V). Soit 3 le centre g, et 3={z€3, o(z) est semi-
simple}. Alors o(3) est algébrique et g est isomorphe & /3% 3. Il y a une injection o” de
a/8 dans End (V") telle que 0"(g/3) est algébrique. Choisissons une injection ¢” de 3
dans End(V"”) dont I'image est nilpotente. Considérons o'=0"X@";0'(3) est formé
d’éléments nilpotents, donc I’image par ¢’ d’un idéal abélien de g est formée d’él¢é-
ments nilpotents, ce qui entraine que p’(a) est algébrique. a

LEMME 13. (i) L’algébre de Lie g; est algébrique.
(ii) On a G{(f)=G(N'G(N)/A et gi(f)=a(Na.

(iii) La forme f, est bien polarisable, et le caractére Xy, se déduit de yspar passage

au quotient.
(iv) La sous-algébre Y,=Yy/a est dans PRP,(f,), ou I'on a posé G()'IA=G,(f;).
(v) La représentation 17, déduite de n par passage au quotient est dans

X(fi, Gi(fD)Y).

Démonstration. Le (i) résulte du lemme 12. Les autres assertions sont évi-
dentes. 0O

On peut donc considérer la représentation n(Gy, f;, Gi(f1)',71,91) de G,. Soit p la
surjection canonique de G(f)'G° sur G,. On conclut le paragraphe facilement.

PROPOSITION 4. (i) La représentation n(G, f, G()',n, 1) est équivalente a

Ind (G()'G, £, G()',n. ).
GGG

2—-858285 Acta Mathematica 154. Imprimé le 27 Fevrier 1985
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(i) Les représentations (G(f)'G®, f, G(f)',n, Wet (G, f,,G,(f), M, h,) op sont
équivalentes.

5.4. Le deuxiéme cas de réduction. Dans ce paragraphe, on suppose qu’il existe un
idéal abélien G(f)'-stable a. 1l est inutile de supposer que f],+0, mais 1’étude dans ce
se réduit & celle du paragraphe précédent. Mais on traite les deux cas séparément car
on les utilisera dans des situations bien différentes (cf. proposition 1) : il s’agit surtout
de bien fixer les notations.

On suppose également que y>a. Soit m=f},, soit

G =G(f)'Gm) = {g€G(f)'G’, VX Eaq, f(g-X) = f(X)}.

G, est un sous-groupe fermé de G, dont nous notons g, I’algebre de Lie. Dans cette
situation, le résultat du lemme suivant est classique.

LEMME 14. (i) On a g,(f1)=ga()+a.
(i) On a G{(f))=G()'G°(f)A.
(iii) Posons G1(f))'=G(f)'A. Alors ) EPRP,(f)).

D’aprés le lemme 12 g, est une algébre de Lie algébrique.

LEMME 15. (i) Le caractere yyde G( 1)° se prolonge en un unique caracteére Xs, de
G(f)’=G(f)°A dont la différentielle est 2inf| .,

(ii) La représentation n de G(f)' se prolonge en une unique représentation 1, de
G\(f)) dont la restriction a G\(f,)° est un multiple de .

(iii) Les groupes G(f)'H et G,(f\)'H sont identiques et les représentations 1 et 7,
obtenues a partir de n et n, par la construction du lemme 1 sont égales.

Démonstration. (i) Comme G(f)°AcH, et qu’on sait qu’il existe un caractere de H
dont la différentielle est 2inf],, on obtient Xy, par restriction.

(ii)) L’unicité est immédiate. L’existence résulte de (iii).
(iii) On a G,(f)'H=G(f)'H. 1l est clair que Mm=7lg, st un élément de
1

X(f,,G,(f)"). L’unicité de 7 montre enfin que 7j=",. )

Tout ce qu’on vient de montrer permet de construire la représentation
(G, f1, Gi(f)', 71, 9). La conclusion est immédiate, par transitivité de I'induction.

PROPOSITION 5. On a : 2(G, f, G(f)', n, p)=Indg  c7(G), f;, G, 11, H).
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5.5. Le troisiéme cas de réduction. Dans ce paragraphe, on suppose qu’il existe un
idéal nilpotent caractéristique algébrique n tel que le sous-groupe N=exp n est fermé et
que Y est n-admissible (i.e. yNn est une polarisation pour la restriction v de f a n).

A nouveau, le cas étudié englobe ceux qui ont été étudiés aux §§5.3 et 5.4. Ona
préféré traiter ceux-ci & part parce qu’il aurait été aussi long d’exposer les simplifica-
tions qu’entraine le fait que n soit abélien, et, qu’en plus, on aura & faire aux trois
situations dans des circonstances différentes (cf. proposition 1).

Soit v=f],, G;=G(»), g;=n’ son algebre de Lie, f1=f|gl. Le lemme suivant est

classique (cf. [Char2]).

LEMME 16. On a les propriétés suivantes

@ g )=a(NH)+n()

(i) NW)-f=f+(g)+n)*

(iii) G,(f)=G(f) N@).

Soit h,=ynn, et H,=exph,. Puisque 1), est une polarisation en v, H,, contient N(v).
En restreignant 77 3 N(v) on obtient un multiple d’un caractére y, de N(v) dont la
différentielle est 2inv|n,,). Il en résulte qu’on peut, par la méthode de Kirillov pour les
groupes nilpotents non simplement connexes, associer a v et ), une représentation
(N, v, 1), irréductible, et dont la classe ne dépend pas de la polarisation ),, en v, ni du
choix d’une forme dans la N-orbite de v.

Soit g€ G,. Les représentations 7(N, v, 1,) et #x(N, v, 1,) sont, d’aprés ce qui
précede, équivalentes. C’est ainsi qu’apparait la représentation métaplectique. Nous
suivons ici la présentation qu’en fait Lion (cf. [Li2]). (On peut consulter également,
dans le cas d’une algébre de Heisenberg, [LV].) On construit un opérateur d’entrelace-
ment W(g) explicite, qui est, aprés des identifications convenables, une transformation
de Fourier.

La formule est :

(YREN)(VgEG,) (N, v,1,)(g 'ng)=W(g) 'n(N,»,1,)(n) Wg).

Le cocycle ¢ de la représentation projective W de G,, défini par la formule :
W(g,) W(g,)=c(g,, g,) W(g, g,), est donc une application de G? dans le groupe U des
complexes de module 1. On peut calculer explicitement une fonction s de G dans U
telle que

s(g)) s(gy) )"

(g, 8) = ( 2.2

ol s(g)€{1,—1,i, ~i} pour tout g.
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Soit G1={(g,€)€G,XC, e’=s(g)}, muni de la loi de groupe (g, ¢)(g’, &)=
(gg’, €€'c(g, g")). L’application p : (g, £)—g fait de G, un revétement a deux feuillets de
G,.

Les méthodes générales de Mackey montrent (cf. [Mac]) que G, est un groupe de
Lie.

On peut définir maintenant la représentation métaplectique W (appelée représenta-
tion de Weil lorsque n est une algébre de Heisenberg), de G, qui releve W, définie
par :

W(g, &) = ¢ 'W(g).
On étend W a Gy X N par :
W((g, &), n) = e"'W(g) (N, v, h) (n).

Sans entrer dans les détails, nous avons besoin de savoir :

® 2EN®), W(g)=2.(8)"'7(N, v, ) (g) et s(g)=1
® pour g€G,, g stabilisant by, et g=(g, €), [W(@) ¢l (n)=ep(g " 'ng) et c(g, g’)=1 pour
tout g'.

LEMME 17. (i) L’algébre de Lie q, est algébrique.

(i) Gy(f)=p (G\(f)) et Gi(f)°=p NG\(f))® si ce groupe est connexe et
sinon G,(f,)° est d’indice 2 dans p~'(G,(f)%).

(iii) Le caractére yy se prolonge en un caractére x5, de G,(f,)° unique dont la

différentielle est szllan( - Le caractere Xy, se reléve en un caractére s, de p"(G,( f,)°)

par la formule

)Zfl(g: &)= Xfl(g) €.

Par restriction éventuelle a G,(f))°, Xy, est le caractere de différentielle 2inf,|gl( £

(iv) La représentation n se prolonge en une représentation 1, unique
Gi(f1)'=G(f)'N(w) qui est dans X(f,,G1,(f1)"). La représentation 1, se reléve en une
représentation i, de Gy(f;)'=p~(G1(f)") par la formule

(g, &) = eni(g).

(v) Yng=Y, est une polarisation en f, résoluble, G\(f,)'-stable et qui vérifie la
condition de Pukanszky.
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Démonstration. (i) est vrai puisque n est supposée algébrique.

(ii) est évident.

(iii) et (iv). En restreignant la représentation 4 de G(f)'H a G(f)°N(») on obtient
un multiple du caractére y,. En restreignant # a G( f)IN(¥) on obtient 7,. Il reste a
montrer que ffl(g, s)=sxfl(g) est un caractére, ce qui vient de ce que, pour
g, 8 €Gy(f)', c(g, g')=1. De méme 7,(g, €)=€n,(g) est une représentation.

(v) Puisque ynn est une polarisation pour f],, cela entraine que y N g; en est une
pour f;. Montrons que ), vérifie la condition de Pukanszky.

Soit h€EHNG,. On a h-fEf+y* puisque hE€EH, et h-fEf+n' puisque hEG,,
donc h-fEf+(h+n)*. Réciproquement, f+(h+n)‘<(HNG))-f : si pEf+(h+n)t,
@ €Ef+h*, donc p=h-f avec hEH, et h€ G, puisque @ €Ef+n*. Maintenant f+(y+n)*
est simplement connexe, et HN G NG(f)=HNG(f) est connexe (lemme 1), HN G, doit
étre connexe; HNG, est donc le sous-groupe analytique connexe d’algébre de Lie
yNng;. Mais comme (HNG,)-f est fermé, cela entraine que t) N g; vérifie la condition de
Pukanszky. O

Le lemme permet de définir la représentation n(Gy, fi, Gi(f))',%1,91), qu’on
étend trivialement au produit semi-direct G, X N.

LEMME 18. La représentation (G, fi,G(f)', 71, 9 )®W définit par passage
au quotient une représentation de G, N.

Démonstration. 1l faut calculer les restrictions des deux représentations au noyau
K du morphisme canonique de G, %N dans G,-N.

K={((g &),n), gENW), n=g""}.
On a donc, pour ((n,¢),n ') EK,
W((n, &),n" ") = ¢~ ' W) (N, v, h) (n™")
W((n, &),n™ ) =& 'y (n)~".
D’autre part, si x€G,, x0€ G, 9 € H (G, f1, G1(f)', 71, 1)
[7(G,, £, G 11, ) (0] @lxg) = @(x ™" x9) = @lxy x5 ' x™ " xp)
= @(xy) [(x5 ' x "x9] ™!

Ecrivons x=(n, £), x,=(gy, &y Alors x5'x 'xy=(g; "' ng,, &) et 7ji(x; ' xx)=£x,(g; ' ngy)=
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ex,(n) puisque g€ G,. Enfin de compte (G, f;, G,(})', 7%, 9,) (n, €), n"=¢x (n), ré-
sultat désiré. a

PROPOSITION 6. Les représentations (G, f, G(f)',n1, ) et

Ind (G, f,,G\(f)", 4, 9,)OW
G,N1G

sont equivalentes.
(Le cas particulier ot G(f)'=G(f) et n est un caractére se trouve dans [Duf1].)

Démonstration. Par transitivité de I'induction, puisque G(f)!H<G;-N, on peut
supposer que G=G,-N. On va exhiber un opérateur d’entrelacement explicite entre les
deux représentations.

(a) Description des espaces. L’espace #(N, v, 1,) est I’espace des fonctions me-
surables sur N, vérifiant p.p. 0(nh)=x,,(h)"0(n) et de carré intégrable sur N/NNnH.
L’espace #(G, f, G(f)',n, 1) est I'espace des fonctions mesurables sur G a valeurs
dans E, et vérifiant @(gh)=7(h)"'d(h)"?¢(g) (g €G, h€ G(f)'H) (ou J est la fonction
module de G/G(f)'H) et qui sont de carré intégrable modulo G(f)'H.

L’espace #(G:, f1, G1(f1)', %1, 1) est ’espace des fonctions mesurables sur G, a
valeurs dans E, vérifiant y(g, h)=7(h)"'8(h) y(g1) (g, € Gy, h EG\(f))'H,) on §
est le module de G,/G,(f,)'H, et qui sont de carré intégrable modulo G,(f;)'H".

(b) Description d’'un opérateur d’entrelacement. Soit @€ H(N,v,b,) et
YEH(G\, f1, Gi(f)', 71, 1). On définit

Ay, 0) (p(x)n) = p(x) [W(x)"'61(n) (xE€G;, nEN).

La formule a un sens. Soit en effet x'=xy, n’=p(y)~'n, avec y E N(v), y=(p(y), €).
On a alors

Y W) ™' 01 (') = yixy) [Wixy) ' 6] (p(r) ')
= 7,007 60) P y(x) (W) ™' W(x) ™6 (p(y) ')
= 1,0)7'60) " p(x) [Wx)'0] (m) 1, (p))
= y(x) [W(x)~'0) (n).

La fonction A(y, 8) est dans ¥#(G, f, G(f)',n,1). Soit yEG(f)!, h€ H. Ecrivons
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hfh1 hy, hi€H, et hy€exp(hnn). Soit y=(y, &) EG(S)' et hy=(hy,¢')EH,. Alors
Phy=(yhy, e€’),

A(y, 6) (p(x) nyh) = A(y, 0) (p(x) Yh,(yh)) ™' n(yh,) hy)
=AY, 0) (p(xyh,) (vh)) ' n(yhy) hy)
= y(Evh,) (Wxyh)™'0) (vh)) ™' nyh, hy)
= p(xph,) [Wyh)'Wx)~'0] (vh) "' hyh, hy)
=7,(h)” Sh) Pp(x) x, (hy) " [Wrh) ™ Wx)T'0] (k) nyh)).

La formule pour W(yh,) donne :
Ay, 0) (p(x) nyh) = 11,(7h)) ™'y, (hy) ™' 87 ) P9 (x) [W(x)7'0] (n) e’
=7i(yh) "' d(yh)"*A(y, 6) (p(x) n).

® A est une isométrie de H(Gy,fi,Gi(f), 51, 1)@ HN, v, 4,)  dans
#H(G, f, G(NH', n, v). On normalise les mesures sur G/G(f)'H en sorte que, schémati-

quement, on ait :
L/GU)‘H L/GU)‘HN LU)'HN/G(I)‘H

Comme G/G(f)'HN est isomorphe 2 G,/G,(f}))'H;, lui méme isomorphe 2
G\/Gy(f))'H,, et G(f)'HNIG(f)'H est isomorphe 2 N/Hy, il est facile de vérifier que

f A, 6) (&) dg = llvl*l|6]1.
GIG(f)'H

® A est un opérateur d’entrelacement. Le calcul est analogue A ceux qu’on a déja faits.
® [’image de A est partout dense.

Soit £ une fonction continue a support compact modulo G(f)'H dans 1’orthogonal
de Im A (il est facile de voir qu’il en existe). On a donc, pour tout couple (y, 6),

J’ (8(g),A(yp, 0)(g))dg =0.
GIGU)'H

Considérons, pour x fixé dans G,, la fonction

n— Lp(x) n) [W(x)~' 6] (n).
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Comme W(x)~! est donné par une transformation de Fourier, si 6 est continue 2
support compact modulo Hy, cette fonction est continue et intégrable modulo Hy, :

kg(x) = Ep(x) n) [W(x)"'0] (n) dn.

NIH,,

La fonction kg est continue dans (G, fi, G1(f)',71,9:) et on a, par construction,
que ky est orthogonale a toute fonction continue dans cet espace. Donc ky=0 pour tout
0, ce qui prouve que £=0.

La proposition est entierement démontrée. O

6. Equivalence des représentations pour deux choix de polarisations (cas résoluble)

On traite dans ce chapitre le cas g résoluble, dont on se servira pour démontrer le cas
général au chapitre suivant (théoréme 1).

THEOREME 1'. Soit a une algébre de Lie algébrique et résoluble, et G un groupe
de Lie d’algébre de Lie g. Soit f une forme linéaire sur g, entiére, G(f)' un sous-
groupe de G(f) contenant G(f)°,  une représentation dans X(f,G(f)") et ) et ' deux
bonnes polarisations G(f)'-stables. Les représentations (G, f,G(f)',n,Yy) et
MG, f,G(H,n,v') sont équivalentes.

Dans le cas de groupes connexes, le résultat était déja connu, au mons pour
G(f)'=G(f) et n un caractére de G(f), depuis [Ber] dans le cas exponentiel et
Auslander et Kostant dans le cas résoluble général. L’innovation principale consiste a
considérer des groupes non connexes.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de g. Lorsque cette
dimension est nulle, il n’y a rien 3 démontrer. Supposons donc le résultat acquis pour
dim g<n, et soit g de dimension n. On applique la proposition 1, et on est donc amené a
distinguer trois cas.

6.1. Cas (ii) de la proposition 1. Choisissons un idéal a, abélien G(f)!-stable, sur lequel
fest nulle, maximal. Le groupe A=exp a est fermé. On est donc dans les conditions du
§5.3, et on peut donc appliquer la proposition 4. Utilisons les mémes notations. Par
I'hypothése de récurrence, G, fi, Gi(fi)' 71,01 et Gy, fi,Gi(f)',n1,h7) sont
équivalentes. Donc n(G(N'G?, f, G(N',n.h) et G(f)'G f,G(f)',n,9") le sont
aussi, par le (ii) de la proposition, ce qui entraine, par le (i) de la proposition 4
I’équivalence de (G, f, G()', n, ) et (G, £, G(H',n,v").
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6.2. Cas (iv) de la proposition 5.1. On suppose qu’il n’existe pas d’idéal abélien G(f)'-
stable sur lequel £ s’annule. Soit a un idéal abélien non central G(f)!-stable. Comme au
§5.4, on considere g,=a’. Dans ce cas, g,%g sans quoi [g, a] serait un idéal abélien
G(f)'-stable sur lequel f s’annulerait. Soit m=fl,, Gy le stabilisateur de m dans

G()'G, et fi=f],-

LEMME 19. (On ne suppose pas g résoluble pour cet énoncé.) Si y) € PRP(f),
1i=Yng,+a est dans PRP\(f) et Y);cq,.

Démonstration. Calculons v,. y{=(yng)na’=g,ny+a=y,. Donc y, est une po-
larisation. Montrons qu’elle vérifie la condition de Pukanszky.

Soit Yo=hng;, et Hy le sous-groupe analytique d’algébre de Lie bh,. On a
H,=H,-A donc H,-f=Hy A-f=Hy(f+ai). 1l vient H,-f=Hy-f+gi. De la condition
H-f=f+y* on déduit H-m=m+y*na*, donc que H/HNG(m) est simplement con-
nexe. HNG(m) est alors connexe, donc Hy=HNG(m). Il en résulte que
Hy f=f+(+a)*, donc H,-f=f+({Hng;+a)’. O

On choisit un idéal a abélien non central G(f)!-stable minimal. La démonstration
se fait en deux temps : d’abord montrer I’équivalence de n(G, f, G(f)',n,4) et
G, f, G(f)',n, 1), ce qui permet de se ramener 2 des polarisations contenant a, puis
d’appliquer les résultats du § 5.4, notamment la proposition 5.5.

(a) Equivalence de n(G, f,G()',n,v) et 2(G, f,G()',n,9,). On commence par
donner quelques résultats préliminaires.

LEMME 20. On a : dim(a/any)=dim v/t et, pour hy€ v,
try, (@d ho) = J(try o (ad ho)—tr, o, (ad hy)).
La démonstration se trouve dans [BC], chapitre 3.

LEMME 21. Soit N un groupe de Lie connexe dont 'algébre de Lie n est nilpo-
tente. Soit m un sous-espace vectoriel de n. Il existe un supplémentaire b de m dans n
tel que I'application de bxm dans N :

X, )>expX-expY
soit surjective. On appelle bon supplémentaire un tel supplémentaire.

Démonstration. On procéde par récurrence sur dimn. Si dimn=0, il n’y a rien a
montrer. On distingue deux cas. Soit 3 le centre de n.
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1 cas. 3nm={0}. Soit p: n—n/3 ’homomorphisme canonique. On note par la
méme lettre I’homomorphisme de N dans N/exp 3. Soit b un supplémentaire de m@®j tel
que p(b) soit un bon supplémentaire de p(m). Alors b convient.

2° cas. 31=3Nm=+{0}. On passe au quotient par 3;. On note p, la surjection
canonique. Il existe un bon supplémentaire b, de p,(mm). On prend un supplémentaire b
de m tel que p;(b)=b;,. On a

p1(expb-expm) = Nlexp 3.
Comme m contient 3, il vient expb-expm=N. O

Dans le lemme 2, on a montré que y=g(f)-+u, ol u est ’algébre de Lie du radical
unipotent de H. Choisissons dans u un bon supplémentaire u; de ungy,. Choisissons
d’autre part un supplémentaire a, de any dans a. Soit f=p+a. On a f=u,®yDa,.

LEMME 22. Soit K=G(f)'HA, et soit D [I'image d'une section de
G(N)'->GNHVG()°. L'application I de Dxu,xHyxqa dans K :

(d, ng, ho,a)>d-expn-hy-expa
est un difféeomorphisme, et K est fermé dans G.

Démonstration. Montrons d’abord que K est fermé. On a : K-f=HA-f=
f+yt+gi=f+vg (condition de Pukanszky et le lemme 4 de [Kir 1]).

Soit K' le stabilisateur de f+y3. On a K°=K’°cKcK’. Puisque K’ est fermé, K°
et K le sont aussi.

1l est clair que 7 est un difféomorphisme local en tout point. Par le choix de u, et a,
I'image de I est un groupe. L’image de I contenant D, I est surjective et induit un
revétement I de n,x HyG(f)°xa; sur HA/G(f)°. Comme HA-f=f+y§, HANG(f) est
connexe, soit HANG(f)=G(f)°; HA/G(f)° est alors simplement connexe, donc [ est
trivial, et I est bijectif. O

Par transitivité de [I'induction, il suffit de montrer I’équivalence de
MGG £, G(N' 1,9 et MGG’ G()',n,v,), ou encore, toujours pour la
méme raison, de

= Ind 4 et == Ind 7.
GU'HTK GU)'H 1 K

Soit respectivement 9, d;,0¢ les fonctions modules de K/G(f)'H, K/G(f)'H,,
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KIG(f)'H,. 11 résulte du lemme 2 que dg(ho)=(6(ho)/0(h1))"? pour tout ho€ G(f)'Hp.
L’espace # de m est le complété de ’espace € des fonctions continues sur K a valeurs
dans E,, vérifiant :

) {<p(kh) = 7(h)™' 8(h) " (k)
[l¢(-)]| & support compact modulo G(f)'H

pour la norme ||g|,=f XIGU)! o loW|dk.

De méme Pespace ; de ; est le complété de ’espace €, des fonctions continues
sur K a valeurs dans I’espace E, vérifiant

A @lkhy) = 5(h,)"'8,(h,) (k)
Y1 le(-)|| & support compact modulo G(f)'H,

pour la norme ||1/J||2=IK,G(,)|,,l (k)| dk.

Soit @€ €. Posons @, ,(h)=0,(hy)" (k) @(khy) (KEK,h €EH;). On vérifie
sans peine que

D, (11 ho) = Solho) P, (1)  (ho € Hp)

donc que I’expression

F (k)= f D, (h) dh,
G H /G 'H,

a un sens. Il est clair que la fonction F,, vérifie (A;). Montrons que ¢—F, est une
isométrie qui se prolonge en une isométrie surjective de ¥ sur #,;. A cet effet, on
identifie, au moyen de I’application I du lemme 4, ¥ 4 L*(q,) et %, a4 L*(u,) par :

pEE—Pla)=gplexpa), a€a
YEG —>Pw) =y(expu), u€u,.
En outre, G(f)'H,/G(f)'H, s’identifie & a, et la mesure sur G(f)'H,/G(f)'H, a la

mesure de Lebesgue sur a;. Avec ces identifications, il vient

F ()= f @(exp uexp a) e 9da
ay

= f @(exp uexp aexp(—u)exp u) 2@ gq
a
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= W f @(exp(ad,,, (@) €7 da.

Soit n le plus grand idéal nilpotent de g. Puisque [n, a] est un idéal abélien G(f)'-
stable inclus dans a, il est clair que [n,ale3. D’autre part u,cucn puisque g est
résoluble. On a donc : ades, (a)=a+[u, a]. Finalement :

F ,p(n) = ¢ 2w f @(exp(a+lu, a]) 2@ gq

O

= f @(a) 2w, ab) G2infla) g
4y

La restriction de Bra u, Xa, est non dégénérée et définit une transformation de Fourier
F de L¥a,) sur L*(11,). On vient de montrer que

F W)= e~ 2T (P(-) eV (u).

On a donc bien montré que la fonction ¢—F, se prolonge en une isométrie de ¥ sur
#,.
On a donc démontré complétement le résultat suivant.

PROPOSITION 7. Les représentations (G, f,G(f)',n.9) et n(G,f,G(H)',n, v
sont équivalentes.

(b) Equivalence de n(G, f, G(f)',n,Y) et 1(G, f, G(f)',n, ') pour v1,Y' contenant q.
La proposition 7 permet de se ramener 2 ce cas la. On est alors dans la situation du
§ 5.4. Pour montrer 1’équivalence de (G, f, G()',n, 9) et (G, £, G(H)',n, v’), il suffit
de montrer celle de n(G, f, G(f)', 1, 9) et G, £, G(f)', 11, ). Or la dimension de g
est inférieure a celle de go. L’hypothése de récurrence s’applique et on a le résultat
cherché.

6.3. Cas (v) de la proposition 1. Le plus grand idéal nilpotent n de g est une algébre de
Heisenberg. Le lemme suivant, du a Kirillov, [cf. Kir 1], est un peu plus général.

LEMME 23. Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie §; on suppose que g contient
un idéal caractéristique R de Heisenberg. Soit 3 le centre de R, et f€ g* tel que f13+0.
Soit v=fIR, G(v) le stabilisateur de v dans G, d’algébre de Lie g(v). Soit R=expR. On
a g=ag»)+NR et G=G(v)-R.
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Le lemme 2 s’applique ici : on a y=g(f)+u, et, puisque g est résoluble, ucn.
Montrons que Y contient g(v) : si X € g(v), f([X, n])=0 donc f([X, u})=0, et évidemment
SUX, g()D=0, donc f([X, h)=0 et X EY.

LEMME 24. (i) La polarisation Y est n-admissible.
(i) ynn est un idéal abélien G(f)'-stable.

Démonstration. (i) Soit X€n tel que f([X, ynnl)=0. Comme hH=g(f)+u,,h=
g(NH+ynn, donc f(IX, h])=0 donc X €.

(ii) Puisque f]3+0 par hypothése, ynn est abélien. yNn est g(v)-stable puisque
nog(v), et hNn est évidemment n-stable [n, y Nn]lczency. O

Mais le lemme 24 contredit ’hypothése qu’il n’existe pas d’idéal abélien G(f)!-
stable. Le cas (v) ne peut pas se produire. On a donc achevé la démonstration du
théoréme 1’.

7. Equivalence des représentations pour deux choix de polarisations (cas général)

THEOREME 1. Soit g une algébre de Lie algébrique et G un groupe de Lie d'algébre de
Lie v. Soit f une forme linéaire admissible, G(f)" un sous-groupe de G(f) contenant
G(f)°, y et v' deux éléments de PRP(f),n un élément de X(f, G(f)"). Les représenta-
tions (G, f,G()', 1. 9) et (G, f, G(f)',n,Y") sont équivalentes.

Le principe de démonstration est le méme que dans le cas résoluble : démonstra-
tion par récurrence en utilisant la proposition 1. Cette fois, les quatre cas contenus dans
cette proposition (en considérant ensemble le cas réductif et le cas semi-simple) se
présentent effectivement.

7.1. Démonstration du théoréme dans le cas ou g est réductive.

(a) G est un groupe connexe. Dans ce cas, la proposition 2 nous permet de nous
ramener a un probléme concernant les séries principales. Reprenons les notations du
§5.1. On a G(f)=MA, et aux deux polarisations h et by’ sont associés deux sous-
groupes N et N’ tels que MAN et MAN' soient des sous-groupes paraboliques mini-
maux. Notre probléeme est de démontrer I’équivalence des deux représentations
TIDA0) et TIWAD, On étudie d’abord T'*, A n’étant pas nécessairement imaginaire

pure.
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LEMME 25. Ecrivons la décomposition de o en intégrale hilbertienne de représen-
tations irréductibles : o=[C&du (). On a alors la décomposition TS =[S T5* du (),

, ryr a,A
et la décomposition analogue pour T..".

Remarque. Méme lorsque A n’est pas imaginaire pure, ’espace #2'* est un espace

de Hilbert. Les objets du lemme ont donc, dans tous les cas, un sens (cf. [Dix 1],
appendice A).

Démonstration. Le lemme 7 montre que L2*={$L%*du (&) ce qui entraine le
résultat. 0

LEMME 26. Soit w I'élément du groupe de Weyl W=M'IM qui envoie les racines
positives associées a n sur celles associées a v'. Alors TS:* et T ** sont équivalentes.

Démonstration. Soit v un antécédent de w dans M'. Soit ¢ une fonction continue
dans ¥2:*. Considérons

F,0(2) = p(gw).

%, est une fonction continue dont on vérifie facilement qu’elle vérifie la relation de

variance de I'espace #Y%%*, et qu’elle est une isométrie. ]
p n

Le lemme 25 et le lemme 26 nous raménent a démontrer I’équivalence de
[ervldu & et de [§Ti'duE). 1 reste a montrer I'équivalence de
T avec T5*, pour A=A(f) et & une représentation de M intervenant dans I'intégrale
hilbertienne o(,,= S £ du,(£).

Le fait que f est régulier n'implique pas que 4 le soit, et on ne peut donc pas
appliquer les résultats de Bruhat (cf. [Bru]).

Nous allons exhiber un opérateur d’entrelacement explicite entre les deux repré-
sentations 7% et T%*. Formellement, on pose :

Im',n,0,0)pg)= @(gn’)dn’
N'IN'nN

oi @ est une fonction continue dans #7'*, et la normalisation de dn’ est choisie en sorte

J' el ) gpr =
NIN'ON

que

(cf. § 5.1 pour les notations).
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Soit w comme plus haut dans W. Un calcul facile montre que
F,oln',n,0,1) f(g)=fN/anNw_,f(gnw) du. Soit

D(w) = {1€a¥, ReA(Hy) >0, Y4>0, wf<0}.

LEMME 27. Soit A€D(w). Alors Uintégrale d’entrelacement I(n',n, 0, ) est con-
vergente, la fonction I(n',n,0,A) f est continue, et I(n',n,o0,A) se prolonge en une
application linéaire continue de > dans ¥%*, qui entrelace les représentations

correspondantes.

Démonstration. Le calcul de #,01I(n’,n, 0, 1) permet de se ramener exactement &
une proposition de Schiffmann (cf. [Schi]) lorsque o est irréductible et G semi-simple a
centre fini. L’examen un peu attentif des démonstrations de Schiffmann montre que
seul intervient le fait que G/MAN est compact, ce qui reste vrai dans notre cas, et que
les représentations de K irréductibles sont de dimension finie, ce qui I’est aussi. O

LEMME 28. Lorsqu'on identifie ¥2* (resp. %% a (S H54 du (&) (resp.
IO 952 du (&), opérateur I, n, 0,4) s’identifie a [SI(', n, & A) du (&).

La démonstration est immédiate.
On peut écrire ’expression de 'opérateur d’entrelacement une fois que 'on a
identifé %7 * et %%* aI’espace ¥ (qui est indépendant de 4 et de n) Pour une fonction

@ continue dans #°7, I’expression devient :

J',n,0,4) pk) = f @(kk(n"))exp ({ —A—g, H(kn')))dn’.

N'INON'

Comme pour le lemme 27, les résultats de Knapp et Stein ((KS], § 17) ont une
traduction immédiate. Soit 2 I’ensemble des fonction C” dans ¥°.

LEMME 29. Soit @ un élément de 3. L’application A>J(n',n,0,1) ¢ de a} dans

#° est analytique sur D(w), et se prolonge en une fonction méromorphe sur af.

Knapp et Stein ((KS]) ont donné une normalisation des opérateurs d’entrelacement
pour ¢ irréductible, qu’on peut traduire dans le contexte qui nous occupe ici. Notons
J(',n,0,A) I'opérateur normalisé pour la normalisation de Knapp-Stein cor-
respondant 3 I(n',n,0,4), et #n',n,0,4) I'opérateur normalisé correspondant a

“J(n’,n, g,4). La proposition 60 de [KS] donne le lemme suivant.
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LEMME 30. L’opérateur $(',n, &, 1) (resp. $(n',n, €, A)) pour & irréductible est
unitaire si A est imaginaire pur.

L’irréductibilité des représentations T%%, avec & intervenant dans I'intégrale
J2&du (&) et A=A(f) est une conséquence du théoréme 6.15 de [SV]. En effet le
caractére infinitésimal d’une telle représentation, qui est donné par 2izf|m+a, est
régulier. Il s’agit d’une série principale unitaire & caractere infinitésimal régulier qui est
un des cas réglés par Speh et Vogan. Dans le cas complexe, le résultat était connu
depuis Parthasarathy-Rao-Varadarajan [PRV]. Plus généralement, Harish Chandra
avait résolu dans {H-C 3] le cas de la série fondamentale.

Le lemme 30 nous permet donc de conclure que les opérateurs d’entrelacement
normalisés $(n’,n, §, 1) et #(n',n, &, 1) sont unitaires et bijectifs pour de tels £, 1.

Notons yg(4) le facteur de normalisation :

Fm',n, § ) =yA)J(n' ,n, E Q).

Soit ’opérateur diagonal :
Y, = f 76A) Idxeduo(é).
M

Définissons les opérateurs normalisés :
Hn'.n,0,)=y,J(n",n,0,4)
j(n’yn’ 0; A) = )’al(n’»n, ar j')'

LEMME 31. Pour o=0(n) et A=A(f), I'opérateur normalisé $(n’,n,o0,1) (resp.
Jn',n,0,4)) est un opérateur d’entrelacement bijectif et unitaire entre U,‘:" et

U (resp. T2 et T2H).

Le lemme 31 achéve la démonstration de I’équivalence dans le cas réductif
connexe.

(b) G n’est pas connexe. On utilise la proposition 3. Sa premiére assertion
nous montre qu’il suffit de montrer I’équivalence des représentations
MGG, £, GN , n, p) et (GN'GY, £, G(N',n,v"). On utilise 'assertion (ii) qui
décrit ces représentations.

On va d’abord montrer un résultat un peu plus général permettant d’utiliser la
technique du prolongement analytique. Soit # une représentation de G(f)',
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o=0(n) = Ind

G nM)TMnIGowl M

et R, la représentation de G(f)' dans I’espace de o(y) définie par la formule :

(R,(¥) @) (¥) = n(y) p(y~'x).

Pour A€ af, on considere les représentations T2* et T%* de G° définies au chapitre 5,
§ 1(b), et on note K7, ¥:* leurs espaces.
Soit W, (resp. W) la représentation de G(f)' dans %,‘{" (resp. %,‘1’,") définie par la
formule :
[W,(») @1(x) = 8(»)" 2R, (») oy~ ' x)
(resp. [W;() @1(x) = 6'(0) ™R, (») @(y " 'xy).

On considére enfin la représentation W:,‘ ; (resp. W;‘ ;) du produit semi-direct
G(f)'x;G° égale au produit tensoriel intérieur de W, et T2 (resp. W, et T4,

LEMME 32. Si o=0(n) et A=A(f), W:,‘,,1 (resp. W;‘_'l) définit, par passage au quo-

tient, une représentation de G(f)'G° équivalente a
G()'G% £, G(N).n,9) (resp. M(G(N'GO, £, G(NH',n,v').
Démonstration. C’est la traduction immédiate des propositions 2 et 3. |

LEMME 33. L’opérateur $(n’, n, 0(n),A) de %’,“’(”“ dans 7(,“’,(”” entrelace les repré-
sentations WI" et W:,‘ 1 Pour A=1(f), $(',n,0(n),A) est un opérateur d’entrelace-
ment unitaire et bijectif entre 7(G(f)'G°, f, G(f)', 1, 1) et (G(f)'G°, f, G(f)', n,9).

Démonstration. 11 suffit de montrer que $(n’, 1, o(n), A) entrelace W, et W}, et on
I’aura fait si on sait le faire pour 4 € D(w). On peut donc se restreindre 4 1€ D(w), et
utiliser I’expression

(', n,o(n),A) p(g) = p(gn)dn'.

N'INON'

Montrons d’abord que : I(n', n, a(n), 1) [W,(¥) 1 ()= W, (») [I(n', n, a(n), 4) ] (g)

In', n, o(n), 2) [W,(») @] (&)= 6(»)""*R,(7) @y~'gn'y) dn’
N'INON'

3-858285 Acta Mathematica 154. Imprimé le 27 Fevrier 1985
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=6()"""R,(») ey gy~ 'n'y)dn’
N'INnN'

=4()"""R,(¥)6,(») @(&y"'gyn’)dn’
NINON'
puisque G(f)' normalise N’ et N. (On a noté d,(y) le jacobien de cette action :
6,(y)=|det(Ad,,n, ¥)|.) Rappelons que d(y)=|det Ad,,¥|, soit d(g)=|det Ady| (resp.
d'(y)=|det Ad, y|), o I'on a noté 11 (resp. 11') I’algebre nilpotente opposée a n (resp.
n'). Puisque Ady stabilise f, Ady est symplectique pour By, et en particulier
det(Ad,, y)=det(Ad,qy¥)"". On a donc

I, n,00), ) [W,0) 9] (@) =6'(")""R, () @(y~'gyn’) dn’

NINON'

=W, () (W', n, 0(m), ) @1(g).

Montrons maintenant que $(n’,n,o(n),4) est un opérateur d’entrelacement.
Comme W est un opérateur qui est décomposé dans 'intégrale [® 9 du(£), il commute
avec tout opérateur diagonal, en particulier avec y,. Le fait que I(n’,n, o(n), A) est un
opérateur d’entrelacement permet donc de conclure que $(n’,n, o(n),A) enest un. On a
donc, pour tout A € D(w),

HW',n, o(n), A) o W, 1(g) = W () 0 H(n', 1, 0(), A)

sur les fonctions C* de 7",

Par prolongement analytique, cette relation est encore vraie pour A imaginaire
pure, en particulier pour A=A(f). Le lemme 31 nous affirme que #(n’,n, o(n), ) est
alors unitaire et bijectif, le lemme 32 que la représentation déduite de Wy ; (resp. W:,‘ N

est (G(N)'G®, £, G(N)',n, 1) (resp. MG(f)'G, f,G(f)™",n,H)) ce qui acheve la dé-
monstration. O

On a donc montré le théoréme 1 dans le cas ou g est réductive. On suppose
maintenant qu’on I’a montré pour toute algébre de Lie de dimension inférieure a n, et
on doit le faire pour une algebre de Lie de dimension #. On examine successivement les
cas (ii), (iii) et (v) de la proposition 1.

7.2. Premier cas de réduction (cas (ii) de la proposition 1). La démonstration est
identique au cas résoluble (cf. §6.1).
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7.3. Deuxiéme cas de réduction (cas (iii) de la proposition 1). Soit a un idéal abélien
non central G(f)'-stable, g,=0a/, m=f], et G;=G(f)'G%m). Par hypothese, g,+g et
on pose fi=f], . Soit §);=hng,+a (cf. lemme 19).

(@) Démonstration de I'équivalence de =(G, f,G(N',n, 1) et 7(G, f, G(H', 5, h).
Soit K=G(f)'HA d’algeébre de Lie f=y+a. L’idée est de montrer I’équivalence de

Inde,H ' (7 etde IndG(f)‘H.T £ en utilisant le théor¢me 1’ dans le cas résoluble,

démontré dans le chapitre 6.

LEMME 34. (i) Le sous-groupe K est fermé, I'algébre de Lie t est algébrique et
résoluble.

(i) Si fe=flr, on a ¥{f)=yng, et K(fH=G(f)' (HNG)).

(i) K(f)'=G(f)'Hy (cf. les notations du §6.2) est un sous-groupe de K(f;)
contenant K(fy)°. La restrictin ne de 17 a K(fp)' est un élément de X(f;, K(f))").

(iv) Les sous-algébres Y) et Y, sont dans PRP(f).

(V) On a K(f)'H=G()'H et K(f)'H\=G(f)'H,. Les représentations 1y de
K(f)'H (resp. K(f)'H,) et i de G(f)'H (resp. G(f)'H,) coincident.

Démonstration. (i) On a montré que K était fermé au lemme 22, D’autre part b est
algébrique comme algebre de Lie du stabilisateur de la variété algébrique f+h', etaa
une structure algébrique par le lemme 12. Enfin y est résoluble par hypothése, donc f
I’est.

(ii) Hf)=+aYn(y+a)=&ng,ny+a=yng,. Soit y€ K(fy). Par la condition de
Pukanszky il existe h€H tel que y-f=h-f, et comme y€K(fy), h€G,. On vérifie
facilement que G(f) NK=G(f)', d’ot I’égalité K(f)=G(/)' (HNG)).

(iii), (iv) et (v) sont immédiats ou classiques. O

Le lemme 34 montre qu’on peut appliquer le théoréme 1 dans le cas résoluble et

conclure a I’équivalence de Ind £ et Ind £7- 1l suffit maintenant de

GU)H 1
choisir des polarisations qui contiennent a.

GUN'H 1

(b) Démonstration de I'équivalence de n(G, f,G(f)',n,9) et n(G, f,G(H)',n,1')
pour Yy et )’ contenant a. On est dans la situation du §5.4. En appliquant & y et v’
la proposition 5, on constate qu'il suffit de montrer I’équivalence de
Gy, f1, Gi(f) s m, 1) et MGy, fi, Gi(f)', 11, 9’), équivalence qui est acquise, parce
que dim g;<dim g, par ’hypothése de récurrence.
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7.4. Troisiéeme cas de réduction (cas (v) de la proposition 1). Pour pouvoir appliquer la
proposition 6, on va montrer que, dans ce cas, toute polarisation vérifiant la condition
de Pukanszky est admissible pour le plus grand idéal nilpotent.

On applique le lemme 23 en prenant pour R le plus grand idéal nilpotent n de g.
Les notations sont alors compatibles avec celles du § 5.5, et notamment du lemme 16.

Dans le cas algébrique, on peut écrire la décomposition de Levi de g sous forme
nilpotente + réductive. Il s’ensuit que g, est réductive (puisque g, N n=3) et qu’on peut
écrire g,;=8,+31, ol 3 est semi-simple et 3, est le centre de g;.

LEMME 35. Toute polarisation résoluble en f est n-admissible.

Démonstration. Soit 2d+1 la dimension de n, s celle de 3;, a celle de 3,, x celle de
g(f). On a

dimy =1Qd+s+a+x).

Soit r le rang de 8~g/3,+n, et supposons dim (yNn)<d+1. On a 3,cg,(fi)=g(fHcy.
Donc dim (Y N(3,+n)<a+d. Soit dimy+3,+n/3,+n est supérieur a {(s+x—a). Mais y

est résoluble, et dim ()+3,+n/3,+n)<l(s+r). D’autre part, dim g(f)=r+a, ¢’est-a-dire

x=r+a, d’ol une contradiction. O

Le lemme 35 permet d’utiliser la proposition 6 du paragraphe 5.5. L’équivalence
de (G, f,G(N'.n.y) et (G, f,G(f)',n,9') se ramene a montrer ’équivalence de
Gy, i, Gy, 71, 9)OW et de (G, fi, Gi(fi), 71, h)®OW' (ob le ' indique que
les constructions ont été faites pour y’).

Pour montrer cette derniére équivalence, il faut regarder un peu plus en détail la
construction de G, et W. On pourra se référer a [LV] pour la définition et les propriétés
de I'indice de Maslov t de trois polarisations en v. Si ) est une polarisation admissible
pour 7, on note [=pnn. Si [ et [' sont deux polarisations en v, Lion (cf. [Li2]) a
construit un opérateur d’entrelacement canonique entre les représentations (N, v, [) et
(N, v, ') noté F;. Si A désigne I’action de G, sur les fonctions sur v définies par les
automorphismes de G, restreints 4 N, par définition

Wi(g) = F q0A(g)

et le cocycle ¢; de W, est égal a

C[(g, gl) = e—i(n/4)‘r(l,g[,gg'[).
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On note enfin avec 'indice /: s, la fonction s sur G, envisagée au §5.5.
Utilisons la notions d’indice de Maslov r de quatre polarisations introduites au
§1.5.12 de [LV]. Soient [ et [’ deux polarisations en v.

LEMME 36. (i) L’application ¢ de GyxU (U le groupe des nombres complexes de
module 1) :

(g, t)—> (g’ e—i(:r/A)r(I,gl,gX',I') l)

définit par restriction un isomorphisme de Gy sur Gy.
(it) L’opérateur Fyy est un opérateur d’entrelacement unitaire et bijectif entre
W['O(]J et W[.

Démonstration. (i) Que @ définisse une application de G; dans Gy résulte de
1.5.12, 1.5.13 ainsi que 1.7.6 de [LV]. Il est alors évident que @ est bijectif. On montre
que @ est un morphisme de groupe grace a la formule de 1.6.17 de [LV].

(ii) Il s’agit de montrer I’égalité :

‘%',[o W[(gr t) = W['((P(g» t))O ‘q[’_[
c’est-a-dire :
’—l %,'[O W[(g) — ei(n/‘)r([,g[.g[', [')t—l W['(g) o g[’[.
Par définition de Wi(g), et en utilisant le calcul de 1.6.16 de [LV], cela revient 2 montrer
I’égalité :
‘%’,l ° ‘%,g[ = ei(n/4)t(l,g.gl’. [')g;l’,gl' o gg[’.g[
qui résulte facilement du lemme 1.6.13 de [LV]. |

Remarquons maintenant que pour g laissant [ et [’ stables, on a 7([, g[, gl’, [')=0, ce
qui prouve qu’il n’y a pas d’ambiguité dans la définition de 7}, i.e. 7;=7jo¢p. Il en
résulte que les représentations

MGy, £, G AL u)ee et w(Gy £, G 1, b))

sont équivalentes. On a donc bien démontré le résultat cherché.
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8. Passage aux G-orbites

Soit f une forme bien polarisable et admissible, et g un élément de G. L’égalité
G(g-N=gG(f) g~ ! est immédiate, et il est donc cohérent de poser

G(g-f)'=gG(N)'g™".

Soit 7 €X(f, G(f)!). La représentation ¢7 de G(g-f)' définie par la formule :
n()=n(g~'yg) est dans X(g-f, G(g'f)"). Si hEPRP(f), Adg(h) € PRPy(g f), ce qui
prouve que g-f est bien polarisable.

THEOREME 2. (1) Les représentations n(G, f, G(f)',n) et (G, g-f, G(g-N',%n)
sont équivalentes. '

(2) Sifetf sontdes formes bien polarisables et admissibles dans des G-orbites
distinctes, pour toutes les valeurs des autres données les représentations

G, f,G(N',n) et (G, 1, G(f')',n’') sont disjointes.

8.1. Démonstration de la premiére partie. Soit 1) un élément de PRP,(f). On considére
la polarisation g-9 en g-f. Il est clair que gG(f)'g™! laisse stable g-Y, que g-y vérifie
la condition de Pukanszky, bref que g-Y€PRP(g f). On peut donc prendre re-
spectivement (G, f,G(f)',n,y) comme modele de a(G,f,G()',n) et
MG, g f,8G(N'g"",g'n, g'y) comme modele de (G, g f,gG(f)'g",g-n). Consi-
dérons I’application qui & une fonction continue ¢ dans (G, f, G(f)',7, b) associe la
fonction :

x— @(xg).

On vérifie que cette application prend ses valeurs dans #(G, gG(f)'g™", gn, gb), est
unitaire, que son prolongement est bijectif et entrelace les deux représentations.

La deuxieme partie du théoréme se démontre en deux étapes. La premiére
consiste & passer du cas connexe au cas non connexe (proposition 8). La deuxi¢me se
fait par récurrence sur la dimension et utilise le résultat de la premiére étape.

8.2. Du cas connexe au cas non connexe.

PROPOSITION 8. Si le théoréme 2 (2), est vrai pour un groupe connexe, il est vrai
pour un groupe quelconque.

Démonstration. Les stabilisateurs de f dans G, G(f)G°, G(f)'G°, et G° sont
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respectivement G(f), G(f), G(f)'G® et G%f). Posons Gf)'=G(f)'G°. Les don-
nées sont réunies pour construire quatre classes de représentations :

=G, f,GNH',n, T=mG(f)G’f,G(f)',n),

T,=n(G()'G® £,G()',n) et m=n(G f,Gf)", Moy
Rappelons les rapports qu’on a déja établis entre les représentations :

n= Ind T, T= Ind T (lemme 4), T1|Go=”o (lemme 9).
G(HG'1G GG 1 GG

Le théoréme classique de décomposition des représentations induites (cf. [Mac])
donne :

Ap= > Tl

x€EGIG(f)'G®

(od T% est la représentation g—T,(x"'gx). Par le lemme 37, il vient alors :

JrIG.,= Z .

x€GIG(f)'G®

Choisissons f vérifiant les hypothéses générales et définissons pour f' les repré-
sentations x}, T', T}, p. Supposons 7 et z’ non disjointes. Alors 7| coet 7| o sont non

disjointes; le groupe G° est localement algébrique, donc de type I (cf. [Dix0]). La
décomposition ci-dessus et la décomposition analogue pour 5’| g permettent alors

d’affirmer I’existence d’un x € G tel que s et x; soient non disjointes. Mais on sait, par
la premire partie du théoréme, que m3=m(G’ x-f, G*x-f)',x-n). Le théoréme étant

vrai pour G°, on en déduit que f* et x-f sont dans la méme orbite sous G°, et donc que
[’ et fsont dans la méme orbite sous I’action de G. 0O

On suppose, dans le reste du chapitre, que G est connexe. Le résultat cherché est
immédiat pour dim g=0. On le suppose vrai pour tout groupe de Lie connexe de
dimension inférieure 4 n. Il I’est alors pour tout groupe de Lie de dimension inférieure a
n. Montrons le pour G de dimension n. Soit f et f' dans g*, supposons qu’on a les
données permettant de définir (G, £, G(f)', n) et 7(G, f', G(f')',n'), et que ces repré-
sentations sont non-disjointes. On utilise la méthode de réduction de la proposition 1, le
groupe I étant trivial.
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8.3. G est un groupe réductif connexe. Choisissons une polarisation b en f. On utilise les
notations et les résultats du §5.1 et le lemme 25 du §7.2. On écrit donc la décomposi-
tion :

(G, £, G(f)' 1. 1) = f T dp, ©).
M

En appliquant la premiére partie du théoréme, et les résultats classiques sur les
orbites des éléments semi-simples réguliers dans les algebres de Lie réductives, on peut
remplacer f’ par g-f’, et donc supposer que G(f")=G(f), et donc aussi que t)'=p est
une polarisation en f’. On a alors la décomposition :

G, f', G ', 9) = f T2 dt ().
M

Le groupe G étant de type I on a unicité de la décomposition d’une représentation
en intégrale hilbertienne de représentations irréductibles. Si (G, f, G(f)',n,4) et
G, f', G(f")',5’, v) sont non disjointes, il existe au moins un couple (£, (")), & dans
le support de dus,) qui est conjugué a (§,4(f)),& dans le support de du,,, sous
I’action d’un élément du groupe de Weyl. Mais alors la différentielle de &' est dans la
W-orbite de celle de &, et donc f et f', qui vérifient respectivement 2inf], =d§,
2infla=A(f) et 2inf'|,,=d&', 2inf'|,=A(f’), sont W-conjugués, ce qu'il fallait dé-
montrer.

8.4. H existe des idéaux abéliens non centraux. On est donc dans le cas (ii) ou le cas (iii)
de la proposition 1. Soit a un idéal abélien non central maximal. Alors A=expa est un
sous-groupe fermé de G. Choisissons des polarisations Y et tj’ en fet f’ qui contiennent
a, ce qu’on peut toujours faire. Soit m, m’ les restrictions de fet f' 4 a. On considére,
comme dans le paragraphe 5.4 les stabilisateurs G, et G| de m et m’. Les choix qu’on a
faits de y et v’ nous permettent d’écrire :

”(G»f! G(f)l’ 7, t)) = éanG”(GI’flv Gl(f‘l)'9 ”I’ t))
G, f,G(f) ', y) = g,anG’z(G;’f;’ Gi(f) i, p0).
D’autre part il est clair que #(Gy,f;,Gi(f1)',n,9) restreinte a A (resp.

Gy, f1, Gi(fDY 7', v") est un multiple du caractére xr (resp. xr) de différentielle
2inf], (resp. 2inf’|,) (dont on sait qu’il existe par le lemme 15).



LA FORMULE DE PLANCHEREL 4]

On est donc dans la situation classique d’application du théoréme de Mackey (cf.
[Mac]) de décomposition orbitale. On a
®

G, [,G) ), = f Xy du(x)

GIG,
®

n(G,f,G(f’)',n'.b’)|A=J’ x5 ' (x).

GIG;

Puisque les représentations de départ sont non disjointes, leurs restrictions a A le
sont aussi. Par unicité de la décomposition, il existe un x € G tel que fet x-f’ coincident
sur A. On peut donc supposer floa=f"|,-

On voit qu’on est dans un et un seul des deux cas suivants :

— fet f' sont dans a*, cas ol Xr €t xp sont triviaux.

~ fetf' sont dans g*\ a®.

(@) On suppose que f et f' sont dans a*. Alors, de mani¢re immédiate, par la
proposition 4, on se raméne au résultat équivalent sur G/A.

(b) On suppose que f et f' sont dans g*\a*. Avec I'hypotheése fl,=f'| on a
G,=G etc. La théorie de Mackey appliquée a A et G, nous dit que (G, f, G(H)',n, 1)
et 7(G, £, G(f")', ', v') sont non disjointes si et seulement si (G, f, G(f)', 71, 9) et
Gy, f1, Gi(f))', 11, v") sont non disjointes. Par I’hypothése de récurrence (si g,=g,
[g,a] est un idéal sur lequel f et f' s’annulent et on est dans le cas §8.4(a)), ceci
entraine l'existence d’un g,€EG, tel que g,-fi=f}, donc tel que g, fi—fi€gqt.
D’aprés le lemme de Kirillov cité dans la démonstration du lemme 14, il existe un a
dans A tel que afi=g, fi, ce qui démontre le résultat.

8.5. Il n’existe pas d’idéal abélien non central (cas (v) de la proposition 1). On est dans
la situation du § 5.5, dont on reprend les notations. Deux polarisations v et i)’ en fet f*
sont admissibles pour le plus grand idéal nilpotent n, qui est de Heisenberg. Naturelle-
ment, si 7(G, f, G()',1,9) et -G, f,G(f')',n',y') sont non disjointes leurs restric-
tions & Z=exp3 sont multiples d’'un méme caractére, et donc f|;=f"|,. Quitte a
remplacer f” par un élément de la N-orbite de f, on peut supposer que f|,=f"|,. Mais
alors G;=G{, g,=gi, les représentations (N, v, yNn) et x(N, v,y Nn) sont équiva-
lentes, donc les groupes G, et G| sont isomorphes et les représentations W et W’ sont
équivalentes modulo cet isomorphisme. En fin de compte, #(G;, fi, Gi( ), 9y) et
(G, f1,G\(f})',n}, v}) sont non disjointes par le lemme de Schur, et par I’hypothése
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de récurrence f1 €G, f;, ce qui entraine, puisque g=g,+n, que f'€G-f. La démon-
stration du théoréme 2 est achevée.

9. Commutant des représentations

Dans ce chapitre, on suppose que G est un groupe de Lie complexe dont I’algebre de
Lie est algébrique, et on considére G comme groupe de Lie réel. Ceci, entraine que g
est une algeébre de Lie algébrique complexe (considérée comme réelle) et que G opére
sur g par des automorphismes complexes.

LEMME 37. Soit f€ g*. Il existe une forme C-linéaire sur g unique f’ dont la partie
réelle est f. Le stabilisateur de ' dans G est égal a celui de f. Plus généralement, les
notions d’orthogonalité pour By et By coincident.

Démonstration. On pose f'(x)=f(x)—if (ix). 0

Lorsque cela sera nécessaire, on notera g',a’ ... le dual complexe de I’algébre de
Lie complexe g,a...

THEOREME 3. Le commutant de la représentation n(G, f, G(f)',n, 1) est iso-

morphe a celui de Inde, ron

On démontre le théoréme par récurrence sur dim g, comme dans les chapitres qui
précedent. Toutefois il y a une différence dans I’application de la proposition 1 : les
idéaux abéliens sont pris caractéristiques, ce qui veut dire qu’on applique la proposi-
tion 1 avec pour T le groupe des automorphismes de g, et on considére des idéaux
abéliens complexes.

9.1. g est une algébre de Lie réductive. Le lemme ci-dessous est crucial, parce qu’il
permet d’éviter, dans le cas complexe, I'étude compliquée que fait Duflo dans le cas
général [Duf4].

LEMME 38. Soit g une algébre de Lie réductive complexe et G un groupe de Lie
complexe d’algébre de Lie g. Soit f€ g* comme dans le chapitre 5. Il existe une
polarisation réelle stable sous I'action de G(f).

Démonstration. On a noté a=g(f). Soit Z=a’' I’ensemble des racines de g par
rapport & a. Soit f' la forme linéaire complexe dont f est la partie réelle. On a
G(f)=G(f)=G(Af") pour tout nombre complexe A non nul. La forme f* étant réguliére,
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aucune des quantités (a, f’), a décrivant ’ensemble X, n’est nulle. Soit 1 € C* tel que
ReA(a, f')+*0 pour tout a, et définissons =*={a, ReA{a, f')>0}. Il est clair que =*
est G(f)-stable et également stable par conjugaison complexe, donc que la sous-algébre
définie par =+ est G(f)-stable et la complexifiée d’une sous-algebre de Borel réelle. On
a donc démontré ’existence d’une polarisation stable sous G(f). La forme f étant
réguliére, cette polarisation est automatiquement une bonne polarisation. ]

On choisit comme modele de (G, f, G(f)', n) la représentation (G, f, G(f)', 75, 1)
pour une polarisation Y G(f)-stable. Par transitivit¢ de [I’induction,
(G, f, G(NH', 1, 9)=n(G, f, G(f), Ind ean'ron ). 1l suffit donc de démontrer le théo-

réme pour G(f)'=G(f).

Soit donc 7 une représentation dans X(f), et €, le commutant de I’algébre de von
Neumann engendrée par 7, et, d’autre part, € le commutant de l’algébre de von
Neumann engendrée par la représentation n(G, f, G(f), n, 1).

On a une injection de €, dans € définie de la mani¢re suivante. Soit A€ %,. Un
élément ¢ de I’espace #(G, f, G(f), 7, 1) est une fonction a valeurs dans I’espace de 7.
On définit un élément I(A) de € par la formule :

A4) (@) (8) = Alp(g)).

Il s’agit de montrer que / est surjective. Remarquons tout d’abord que si B est dans
% et donné par la formule :

[B()](g)=B,(¢(g)), ol B, est un opérateur dans I'espace de #», alors il est clair que
B, est dans €, et donc que B€I(%,). Selon une technique habituelle, au moins dans ce
travail, on va distinguer le cas connexe du cas non connexe.

(a) G est connexe. On utilise la proposition 2, ainsi que le lemme 25, ce qui nous
permet d’écrire la décomposition de a(G, f, G(f),n) :

®
G, [,G(f),n,9) = f T5*Ddy, (£)
M

ol u, est la mesure sur M donnée par la désintégration de 7. Les T étant irréducti-
bles, un élément de € est nécessairement un opérateur décomposé, et on a vu que de
tels opérateurs étaient dans I(€,).

(b) G n’est pas connexe. On a vu (proposition 3) qu’on avait :

oG, f,G(f),n,w= Ind m(G()Gf,G()n.b)

GNG'1G
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avec

TG G, £, G(f), 1, Do = G, £, G Ml oy )-

La décomposition orbitale Q de Mackey s’écrit alors :

H(G, f! G(f)r '7’ D)‘GO = E® n(Gor f’ Go(f)9 ”‘Go(f)’ U)x

xEGIG(f)G®

Il résulte de théoreme 2 que les différentes représentations qui interviennent dans
le membre de droite de I’égalité sont disjointes pour des x distincts modulo G(f) G°.
Soit B un élément de €. Alors B est un opérateur qui se décompose selon la décomposi-

tion Q:B=Z;‘;G/GU)GOB‘ ol B* est dans le commutant de (G, £, G*(f), ”lof’(f)’ y)*, qui

n’est rien d’autre que 2(G°, x-f, G'(x -f),x'nlaom,x- n). On sait, par le paragraphe (a),
que B* est de la forme I(A*), et donc que B est de la forme I(A), et par la remarque ci-
dessus, BEI(6,).

9.2. Premier cas de réduction. 1l existe un idéal abélien caractéristique a sur lequel f
s’annule. On applique la proposition 4 (a est, a fortiori, G(f)'-stable). De maniére
évidente, les commutants de

Ind 7 et Ind 7,
GN'1 G GGy

sont isomorphes, ainsi que ceux de (G, f, G(f)',n) et de &Gy, f1, Gi(f)',n1). L’hy-
pothese de récurrence permet alors de conlure.

9.3. Deuxiéme cas de réduction. On a choisi un idéal abélien caractéristique a tel que
gi=a’ est différent de g et A=expa est un sous-groupe fermé. On choisit une
polarisation € PRP(f) contenant a (lemme 19) et on applique les résultats du §5.4.
Ona:

”(G’.fr G(f)l’ 77’ t’) = Glnr%n(Gl’fl’Gl(fl)l’”l’ t))

La restriction de (G, f;, G,(f)',7,) a A est un multiple du caractere x, de A. Le
stabilisateur de y, étant 7, on peut appliquer la méthode des petits groupes. Le
commutant de 7(G, f, G(f)', 7, ) est isomorphe a celui de (G, f;, G,(f)', 7, H), lui

méme isomorphe, par I’hypothése de récurrence, a celui de Ind L’isomor-

G 16T



LA FORMULE DE PLANCHEREL 45

phisme entre les commutants de Ind

évident, puisque G,(f})=G(f)A.

n et Ind , est, pour sa part,

G(N'1 G G 1 G,

9.4. Troisiéeme cas de réduction. Le plus grand idéal nilpotent n de g est de Heisen-
berg, et toute polarisation y est admissible pour n. On utilise les résultats du § 5.5, mais
en les simplifiant un peu. En effet, G ayant une structure complexe, et f pouvant étre
pris comme la partie réelle d’'une forme C-linéaire sur g, il est inutile de considérer des
revétements a deux feuillets. La considération des ces revétements provient du calcul
du cocycle de la représentation projective considérée au §5.5. Oron a :

c(g1,8)=1tL,g, L, g81L)

oll L est une polarisation en v=f], et 7 est I'indice de Maslov (cf. [Lil]). Le lemme
suivant est facile.

LEMME 39. Soit E un espace vectoriel complexe, Eg le sous-espace vectoriel
sous-jacent, et Q une forme quadratique sur Eg. La signature de Q est nulle. Il en
résulte que lindice de Maslov est nul sur un espace symplectique complexe.

Si f est une forme linéaire réelle sur g,f est la partie réelle d’une forme complexe
[, et il est clair que les polarisations pour f sont des polarisations pour f* et des sous-
espaces complexes de g : I'espace g/q(f) est un espace symplectique complexe. I
résulte de ces remarques que le groupe G, considéré au paragraphe 5.5 est égal au
produit direct de G, par Z/2Z. La proposition 6, compte tenu des lemmes 35 et 36 et de
ce qui précede, s’écrit de la maniére suivante. (G, f, G(f)',7, 9) est équivalente a la
représentation déduite de (G, f, Gi(f}))', 71, h;)®@W par passage au quotient.

D’apres le lemme de Schur, comme W restreinte a N est irréductible, les commu-
tants de 7(G, f, G(f)', 1, 9) et (G, f1, Gi(f)', 11, h1) sont isomorphes. Il reste donc
a appliquer I’hypothése de récurrence a G,, qui est de dimension inférieure a celle de
G, et & comparer les commutants de

Ind 7 et Ind 75,
GNH' 16U GG

qui sont évidlemment isomorphes.

La démonstration du théoréme 3 est donc achevée.

Avant de passer au chapitre suivant, faisons quelques commentaires sur les
conséquences du théoréme 3. Supposons, pour simplifier, que G(f)° est d’indice fini
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dans G(f), ce qui est le cas si G est algébrique complexe. Alors, pour tout choix de
G(f)! et de 7, la représentation s’écrit comme une somme de représentations irréducti-
bles, par conséquent la représentation (G, f, G(f)',n) s’écrit comme une somme
finie de représentations irréductibles de G. Simplifions encore, et considérons la
représentation (G, f, G(f)°, xp. Par le théoréme de Peter-Weyl projectif appliqué

au groupe fini G(f)/G(f)°, la représentation Ind est la somme

aur16n ks
®,ex, () (dim7)-7. Par le théoreme 3, on sait donc que (G, f, G(f ), x,) s"écrit comme :

®@,ex, () (dim D) 7(G, f, (f ), 207, o les (G, f, G(f)°, x, 7) sont des représentations

irréductibles de G. Malheureusement la décomposition n’est pas canonique, en ce
qu’elle dépend du choix d’une polarisation H EPRP(f) : si by et §” sont deux telles
polarisations, il est trés possible a priori que la sous-représentation
G, £, G(f)°, x5 1, 7) (définie pour TEXin(f)), de n(G, f, G(f)° x5 1) soit équivalente
a 7(G,f, G(f)o,xf, y",7') pour un v’ de X;.(f) distinct de 7. C’est & lever cette
ambiguité, i.e. A définir une paramétrisation canonique, qu’est consacré le chapitre 10.

10. Construction d’une famille de représentations irréductibles d’un groupe
algébrique complexe

On va, dans ce chapitre, étudier de maniére plus précise le commutant des représenta-
tions 7(G, f, G(N)°, 1), le groupe G étant algébrique complexe. Dans un premier
temps, on construit un opérateur d’entrelacement canonique Af, entre

oG, £, G, xp 1) et 7(G, £, G(f)’,x; 1", o y et y” sont deux trés bonnes polarisa-
tions (cf. infra) en f. Ensuite on construit une injection Ef,; du commutant ‘€xf de

Ind dans le commutant de 7(G, f, G(f)°, %5 b), dont on montre qu’elle com-

cuPtGnXs
mute 2 AS, , i.e. ES=A%, o EJ. Ceci permet de définir sans ambiguité la sous-représen-

tation irréductible 7 de Ind on note :rf, cette représentation.

e ranis
On définit d’abord les trés bonnes polarisations. (') La polarisation y en f est trés

bonne si :

(i) Yy est bonne

(ii) by est admissible pour le radical unipotent n de g

(ili) avec les notations du §5.5, y; étant une bonne polarisation, on demande que
B, soit admissible pour le plus grand idéal nilpotent de g,=n". Et ainsi de suite ....

(") Cette notion apparait aussi dans un preprint de R. Lipsman « Harmonic induction on Lie Groups ».
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On démontrera au chapitre 12 que les formes fortement réguliéres au sens de Duflo sont
treés bien polarisables.

10.1. Construction d’un opérateur d’entrelacement. On construit dans ce paragraphe un
opérateur d’entrelacement unitaire et bijectif entre (G, f, G(f)°, 1) et
G, f, G, x5 9.

(@) g est une algébre de Lie réductive. Si Y est réductive, I’opérateur d’entrelace-
ment a déja été€ construit au §7.1. Décrivons avec précision la situation, en tenant
compte des simplifications dues a ce que I'on a choisi G(f)!=G(f)° et que G est
complexe. Il en résulte que G°(f) est connexe, donc G°(f)=G(f)°. Par conséquent y,
est une représentation irréductible de G°f), ce qui prouve que
(GO, £, G(N)°, x=n(G°, f, G°(f), xp est irréductible. Posons

Ag,:, = j(n"’ n’xﬁ j,(f))-

D’autre part, la proposition 3 implique que

”(G;.f, G(f)(),x_f) = Ind n(G(),.fr G(f)onf)

G*1G

On définit A;’Z,, comme I'opérateur d’entrelacement induit a partir de A,,GS,

(b) Cas général. On fait une démonstration par récurrence, mais selon une mé-
thode de réduction qui n’est pas celle de la proposition 1. Comme on I’avait remarqué
au chapitre 9, (lemme 37), toute forme linéaire f est la partie réelle d’une forme linéaire
complexe f'. Notons v’ la restriction de f* & n (cf. le § 5.5 pour les notations). 1l est clair
que g(fH=g(f"), a(v)=g(»'), les polarisations en f sont des polarisations en f’ et
réciproquement, etc.

La construction de I'opérateur se fait par récurrence, mais en utilisant une mé-
thode de réduction différente de celle qu’on a employée jusqu’ici. Le lemme suivant,
classique, en donne le principe.

LEMME 40. Soit g une algébre de Lie sur R ou C, n le radical unipotent de g de g,
fEg*, v=f],, et b=Kervnn®»)
(i) b est un idéal dans g(v)
(ii) un des deux cas suivants se présente :
- dim (g(v)/b)<dim g
— ou g est réductive.
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On applique le lemme 40 dans le cas complexe, ¢’est-a-dire a f*,v', b’=Kerv' nn(»’).

G
"y
cette dimension est nulle, la construction des représentations est triviale, et Ag’n est

La construction de A, se fait par récurrence sur la dimension complexe de g. Si

I’identité. Si I’algebre de Lie est réductive, la construction a déja été faite au para-
graphe (a).
On suppose donc dim (g(v')/b')<dim g, et on distingue encore deux cas.

Premier cas : g(v')=g et b'+{0}.

Dans ces conditions, n(»')=ncg(f). On fait d’abord I’hypotheése que G(v)=G. Le
noyau b’ est alors un idéal stable sous ’action de G. Comme N est unipotent, il est
simplement connexe, et b’ est donc I’algebre de Lie d’un sous-groupe fermé connexe
B’. Posons G,=G/B’, g, son algebre de Lie, f> la forme déduite de f par passage au
quotient, p la surjection canonique de G sur G,. Par une généralisation immédiate de la
proposition 4, si b est une bonne polarisation (qui contient nécessairement b'), y,=p(Y)
est une bonne polarisation en f>, et on a

(G, f, G(f)OaXf’ Wop= ”(Gzyfp Gz(fz)o,sza t]2)

Montrons maintenant que b, est une trés bonne polarisation si t) est une trés bonne
polarisation.

Soit m la sous-algébre dont le quotient m/b’ est le radical unipotent de g/b’. On
remarque que ncmcm+3, oll 3 est le centre de g. Montrons que la polarisation Y, est
admissible pour m/b’, ce qui revient 3 montrer que Y est admissible pour m. Mais cette
derniére assertion est la conséquence immédiate de I'admissibilité de y pour n. Enfin
I'inclusion ncmcn+3 prouve que I'orthogonal de m/b’ pour f, est g, tout entier :
I’admissibilité de Yy entraine que Y est trés bonne.

Soit pour finir 1 et 1" deux trés bonnes polarisations. On peut appliquer I’'hypo-

thése de récurrence pour construire Ag,z?%. On pose Aﬁi,,:AG’ ce qui définit bien un

539,
opérateur d’entrelacement.

Si G(v)#+G, la relation 7(G, f, G(f)°,xf, t))=IndG(V)TGn(G(v),f, G(f)o,xf, p) incite a
définir I'opérateur AJ, comme opérateur induit 2 partir de A7 .

Deuxieme cas : g(v)*g.
On utilise la proposition 6, avec les simplifications apportées au chapitre 9 :

oG, f, G, xp = 612c16n(0.,13, G(£)° x5, 9) ® WIN, v, hnn)

puisque Y est n-admissible.
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Considérons I'opérateur d’entrelacement I{;fn entre (N, v,ynn) et 7(N, v, "N n)
défini dans [Li1), et I'opérateur Agﬂ"tJl défini par I’hypothése de récurrence. Un calcul
simple montre que Ag;?in,®lgl"n est un opérateur d’entrelacement pour les représenta-
tions de G,- N associées 4 £,y et y”. Par définition Ag"n est 'opérateur induit.

On a donc défini, dans tous les cas et sans ambiguité un opérateur d’entrelacement
AS, .
"

10.2. Construction d’une injection Ef du spectre de t,=Ind \Xf dans le spectre de

GG,
(G, f, GNP, %5 b). On suppose dorénavant G algébrique complexe.

La démonstration est faite par récurrence selon le méme schéma que pour la
construction de A, .

® Si g est réductive, il existe (lemme 38) une polarisation qui est G(f)-stable. Soit r un
élément de I’ensemble X;.(f) et posons :

ES@) = (G, £, G(f), 7, v).

Cette définition est, on le sait (théoréme 1), indépendante du choix de la polarisation
G(f)-stable y. Soit maintenant §” une polarisation non nécessairement G(f)-stable. On
sait que 7(G, f, G(N°, x5 H) et 2(G, f, G( f)°,xf, 1") sont équivalentes. Posons :

Ed(r)= A§, 0EZ(2).

Il faut montrer que cette définition est indépendante du choix de la polarisation G(f)-
stable y, c’est-a-dire :

G G _ 4G G
AWOEn = Ann,,lOE‘1I
ce qui est vrai puisque (cf. [KS])
G \~14G _ 4G
(Ayy) An"n._A

by,

a une constante prés et qu’on sait que Ag,' vérifie

G G G
AnntoEn,_Et}'

Montrons que Ef ainsi définie est une injection. On peut supposer 1) G(f)-stable. La

proposition 3 et le théoréme des petits groupes de Mackey montrent que si ¢ et 7’ sont
inéquivalentes, 7(G, f, G(f), t1, h) et A(G, f, G(f), ], ) sont inéquivalentes.

4—858285 Acta Mathematica 154. Imprimé le 27 Fevrier 1985
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e Supposons g non réductive et plagons nous dans le cas g(¥')=g. On se refére a
I’étude de ce cas dans le §10.1.
Par définition Ef est 'application déduite de E;;z 2. Il est clair que E,,G est injective

puisque Ef; ? ’est.
e Supposons g non réductive et g(v)+g.
Soit g une trés bonne polarisation. On a

#(G. £, G xpt) = Ind 7(Gy, £, Gy 7 91) ® WAN, v, ).
1
Supposons construit EnGl !(r). Alors par définition
ESm)= Ind E(1)® WN,v, hnn).
G,N1G !

Le théoréme des petits groupes appliqué & N montre que EnG(t) est irréductible et que
EnG est injective puisque c’est le cas pour E;;. (1) et E;’: '

Enfin EC=A$, o EJ par construction méme. On a montré le :

THEOREME 4. Soit G un groupe algébrique complexe et f une forme admissible et
trés bien polarisable

(1) Si by et y' sont deux trés bonnes polarisations de f, il existe un opérateur
d’entrelacement canonique Agun entre

G, £, G100 et (G, [, G 1"

(2) L’application E,,G est une bijection du spectre de Ind sur celui de

G, f, G(N% xp b)-

(3) On a, pour tout couple (v),1") de trés bonnes polarisations en f :

G GNXS

G _ 4G G
ES =AY, oEF.

Notons par définition #f, la classe de EZ(r) pour 1€ X, (f). Il résulte de la défini-

tion de E_(r) la description suivante :

PROPOSITION 9. (1) Si G est réductive connexe, thG,t est la représentation de la

série principale T**Y),
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(2) Si g n’est pas réductive, et sin est le radical unipotent de g, les notations étant
celles du §5.5,

W,

(3) Soit Y une trés bonne polarisation G(f)-stable. Alors la représentation
(G, f, G(f),t, 1) appartient a la classe thr.

Démonstration. Les points (1) et (2) sont une simple traduction de la définition.
On montre le (3) par récurrence sur dim g. Si g est réductive, le résultat est acquis
par définition de Ef . Si g n’est pas réductive, par transitivité de I’induction on a :

ﬂ(G)f;G(f)O,Xfr U)=W(Gyf,G(f), Ind Xf! t))
GUN" 1 GU)
et donc (G, f,G(f),r,y) est une sous-représentation irréductible de

G, f, G(f)°, x5 v). Par la proposition 6 on a :

(G, f,G(f),r,n)= Ind n(pr]v G[(f])a Ty Ul) ® W,,,
GMN1TG

ol Y, est une trés bonne polarisation G,(f})-stable en f,. Par I’hypothése de récur-
rence, on a :

MG, f, G\, 71,9) = Ey (1)
Par construction on a donc :
G, f,G(f),t,9) = ES). O

Dans [Duf4], Duflo a donné un procédé de construction de représentations asso-
ciées aux mémes données que celles que nous avons considérées ici. (Le procédé de
Duflo est plus général, mais plus compliqué.) Il est vraisemblable que les deux
méthodes aboutissent au méme résultat. Compte tenu de la proposition 9, (2), et de la
proposition analogue pour les représentations de Duflo, il suffirait de 1’établir dans le
cas d’une algebre de Lie g réductive.

I1. La formule de Plancherel

Dans cette partie, G est un groupe algébrique complexe qu’on considére comme groupe
de Lie réel. On note g son algébre de Lie. On sera parfois amené a utiliser la structure
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complexe. Le dual complexe de g est noté g’ et il est R-isomorphe 4 g* : on a vu
(lemme 37) que toute forme linéaire f€ g* était la partie réelle d’une forme unique
f'€g’. Les notions de polarisation en f et en f’ coincident.

Fixons un sous-groupe Z fermé et connexe du centre de G, d’algébre de Lie 3, et
un caractére unitaire y; de Z de différentielle 2ind (4 € 3*). On considére la sous-variété

at={f€g* fl,=4}.

11. Régularité et admissibilité

(a) Définitions. Les définitions et les résultats de ce chapitre sont essentiellement
dus a Duflo [Duf4].

Définition. On dit que f€ gf est A-réguliere si g(f) est de dimension maximale.

Il est bien connu (cf. [DV], [Dix 3], 1.14.3) que, dans ce cas g(f)/3 est abélienne.

Soit S(f), I'image réciproque, dans G(f)° du tore maximal de dimension G(f)%Z,
et 3(f) son algebre de Lie.

Définition. On dit que f€ g est fortement A-réguliére si elle est réguliére et si 3(f)
est de dimension maximale.

Remarque. A I'identification entre g* et g’ pres, cette définition est celle qui est
donnée par Duflo dans [Duf4].

Soit 0, I’ensemble des formes fortement A-réguliéres. Dans la suite, on fixe un
élément de référence fo € 0, et 3=3(fy), a le centralisateur de 3 dans g et p=[3, g].
Puisque & est semi-simple, on a g=a®p ce qui permet d’identifier g* & a*®@p*. On note
af=a*Nngt.

PROPOSITION 10. L’ensemble 0, est un ouvert de Zariski de gf qui est stable sous
Paction de G. Si fi et f5 sont dans 0y, S(f1) et S(f2) sont conjugués par un élément du
groupe dérivé (G°, G°).

Avant de passer a la démonstration, on démontre quelques lemmes.

LEMME 41. (i) Si f est A-réguliére, 5(f) est central dans g(f).

(i) g(fo)ca.
(iii) Soit I€al, | régulier comme élément de gf. On a g()ca et 3())=3, ce qui
implique que | est fortement A-réguliére.

Démonstration. (i) Soit X un vecteur propre pour I’action de 3(f) dans g(f):



LA FORMULE DE PLANCHEREL 53

VSE€3(f), [S, X]1=a(S5) X (oi a € 3(f)*). Comme g(f)/3 est abélien, cette égalité impli-
que que X € 3 et donc que a=0.

(i) résulte immédiatement de (i).

(iii) Puisque [8,a]=0 et [3, plcp, le fait que /€ p* entraine que sc=g(/) et donc
8c8(l), et, a cause de la maximalité de 3, que 3=3(J). On sait alors, par (i), que g()
centralise 8, donc que g())<a. O

LEMME 42. Soit f, €0, et 3,ay,p, les espaces construits & partir de f;, comme
8,a, p a partir de fy. Soit T I’ensemble des racines non nulles pour I'action de 3, dans
8, et, pour chaque a €Z l'espace propre p, correspondant. Soit € at ; un élément A-
régulier en tant que forme sur §. L’application o :

a;ka pr > g*

a€Z

¢, X)— (H epra) 1

a€Z

est polynomiale et étale en (1,0), et applique af ,XI1,¢5 0§ dans gj.

Démonstration. L’application est évidemment polynomiale. Calculons sa différen-
tielle en (/,0). C’est I’application

a;"xH pf— g*

I X)— DO X 140,
a€X
Supposons qu’on ait, pour tout X, (Z,ex X, [+!", X)=0, en prenant X €q,, on trouve
que I"€aj, donc que I"=0. L’égalité implique alors que I X, € g(/). Par le lemme 40,
g(Dc=ay, donc L X, €a;np,, soit X,=0 pour tout a. La différentielle est injective, et
surjective par un argument de dimension. a

LEMME 43. Soit f€ 0.

() 3(f) est conjuguée & 3 par un élément de (G°, G).

(i) Soit I€a}. Fixons une base B de p. Soit D(I) le pfaffien de la restriction de la
forme B, a p dans B. Si l€ 0, alors D()%*0 et | est régulier comme élément de af.

(iii) Soit | un élément régulier de a} tel que D()#0. Alors | régulier dans gf et
I=0;. On note €,=0,Nna*.
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Démonstration. On applique le lemme 42 & 3,=38 et 3,=58(f). Les espaces g*,a*
etc. étant porteurs d’une structure complexe, le lemme 41 permet d’appliquer le
théoréme d’inversion locale algébrique; I'image de I'application @ contient un ouvert
de Zariski de g*, donc I'image de la restriction de w & af ;XI5 p} contient un ouvert
de Zariski (non vide) de g On peut donc affirmer I'existence d’éléments

X, €p% l€af, X, €Ep], [,€Eaf, tels que :

(]_[ epra> = (]_[ ﬁ.xpx;> 1,

soit un élément A-régulier dans g}. Mais cette condition implique que [ et /, sont A-
réguliers, et donc, par le lemme 41, que 3()=3 et 3(I))=5(f). On en déduit que 3 et
3(f) sont conjugués par fonction d’un élément de (G°, G°).

(ii) et (iii). Soit /€ 0; naf. Par le lemme 41 g(/)ca et 3([)=3, ce qui prouve que B,
restreinte & pXp est non dégénérée, et donc que D(J)+0. Soit maintenant /; un élément
de af régulier comme forme sur a et tel que D(/;)+0. Comme [a, p]cp, il est clair que
a(ly)=g(ly). Soit X € g(l;), écrivons X=X,+X, avec X, €a, X,Ep. Soit AEp. L’égalité
L(X, AD)=0 entraine [,([X,, A])=0, et comme B,I restreinte 3 pXxp est non dégénérée,
X,=0, soit X€aqa, donc g(/})ca(l,), c’est-a-dire g(/;)=a(l,). Par ailleurs, le lemme 41
montre que g(/)=a()). On a donc, par définition

dim g()) <dim g(/,)
dim a()) = dim a(l,)

ce qui permet de conclure. |

Démonstration de la proposition 10. 1l reste 3 montrer que 0; est un ouvert de
Zariski de gf. Montrons que 0 est un voisinage de f,. Par le lemme 42, il existe un
voisinage % de f, inclus dans 'image de l'application (X,,)—(IlexpX,):! et ne
contenant que les éléments A-réguliers de gf 1l suffit de montrer qu’un élément
(Ilexp X,) 1€ U est fortement régulier. Or I’hypothése entraine que ! est A-régulier,
donc que 3()=3s. D’autre part il est clair que dim 8 (ITexp X,,-)=dim 3, et on a terminé.

(b) Paramétrisation des orbites h-régulieres. Soit f€ 0;. On note T(f) le tore com-
pact maximal de S(f) et t(f) son algébre de Lie. Bien entendu t(f) est une sous-algébre
de Lie réelle qui engendre 3(f) comme espace vectoriel complexe modulo 3. II en
résulte que les centralisateurs de t(f) et 3(f) dans g coincident, ainsi que [t(f), g] et
[8, g]. On fixe f, € 0y, et on note t au lieu de 1(fy), T au lieu de T(f;). Comme dans le
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paragraphe précédent, on considére a et p, le pfaffien D etc ... On utilise aussi le
centralisateur A et le normalisateur A’ de T dans G: A’ et A ont a pour algébre de Lie et
W=A'/A est un groupe fini.

LEMME 44. (i) Si f et f; appartiennent a Oy, T(f) et T(f)) sont conjugués par un
élément de (G°, GY).

(ii)) Toute G-orbite dans O, rencontre af selon une A'-orbite.

Démonstration. (i) Résulte de lemme 43.

(ii) Soit fEO, et g€G tel que gT(f) g~ '=T. Soit I=g-f: on a T()=T, donc [ est
dans af. Supposons maintenant que f et g-f soient tous deux dans af}. Alors
T(g-H=T(f)=T, donc g€EA’.

LEMME 45. L’application Q—Qnaf est un homéomorphisme de 0;/G sur €,/A’.

Démonstration. Aprés le lemme 44, il suffit de montrer que ’application [—-G-[ de
€:/A’ sur 0;/G est ouverte. Soit w un ouvert de a* dont I'intersection w; avec af est
incluse dans €;. Il résulte du lemme 42 que I'application ([, X,)—>(ITexp X,) ‘[ est étale
en tout point de wx{0}; son image contient donc un voisinage de w, dans gf; par G-
invariance on conclut que G- est ouvert dans gf.

Les résultats précédents sont résumés dans I’énoncé suivant :

PROPOSITION 11. L’ensemble €; est égal a I'’ensemble des formes f réguliéres
dans af qui n’annulent pas D. Pour tout f€ 0;, T(f) et T sont conjugués par (G°, G°).
Tout G-orbite dans 0, rencontre af suivant une A’'-orbite, ce qui définit un homéomor-
phisme de 0,/G sur €;/A’.

(c) Formes admissibles. Soit f€ g¥. On a défini, au chapitre 2, le fait que f est
entiére comme I’existence d’un caractere yr de G(f)° de différentielle 2inf]y. On
observe immédiatement que y;, s’il existe, admet y; pour restriction a Z.

Remarque. La définition d’admissibilité donnée par Duflo ([Duf4]) fait intervenir
un revétement a deux feuillets de G(f)°. Comme on I’a déja vu a plusieurs reprises
(lemme 38), la structure complexe fait que ce revétement n’est autre que le produit
direct de G(f)° par Z/2Z, et que donc il n’y a pas de différence entre les deux notions.

Dans la suite on parlera donc de formes admissibles plutot qu’entiéres.

Il est immédiat que I’ensemble des formes admissibles est G-stable. On peut donc
parler d’orbites admissibles et d’orbites fortement régulieres admissibles. On va décrire
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précisément I’ensemble 02 des formes fortement A-régulieres et admissibles. On note
aussi €4=02na*.

LEMME 46. Un élément f€ €; est admissible si et seulement si 2inf|, s’intégre en
un caractére de T.

Démonstration. On rappelle que pour f€ 6, t=t(f)ca(f)<=a. D’autre part, G(f)°
est nilpotent, T est son compact maximal donc G(f)%T est simplement connexe. Soit
p:G(f)’>G(f)° le revétement simplement connexe de G(f)°. Par ce qui préceéde, p
induit un homéomorphisme de G(f)%p~(T) sur G(f)%T, et donc p~}(T) est connexe.
Soit s le caractere de T de différentielle 2infl,: {rop et la restriction a p~NT) du
caractere gy de G(f)° de différentielle 2inf]y, coincident, et en particulier f; est trivial
sur Kerp. O

Considérons I’ensemble R des éléments v €t* tels que 2inv s’intégre en un carac-
tere de T, et notons R;={vER, v|;ny=A}. Il est bien clair que R est un réseau de t*, et
R; le translaté d’un sous-groupe discret de t*. Résumons :

PROPOSITION 12. L’ensemble € est I'image réciproque sur la projection de o}
sur t* de 'ensemble R,. Pour un v donné dans R;, I’ensemble ‘6,{‘_‘;={l€ €2, l|,=u) est
inclus dans une sous-variété affine af , de af dont I'espace vectoriel sous-jacent est
(3+D)*.

En fin de compte, tout ce chapitre est résumé par le théoréeme, da a Duflo ([Duf 4])
dans le cas 3={0}.

THEOREME 5. L’ensemble OX/G des orbites fortement régulieres admissibles est
homéomorphe & (U,cg GL)/A", ot 63, est 'ensemble des |€ a} qui sont A-réguliéres

en tant que formes sur qa, tels que D(D=*0 et tels que l|;=u.

Remarque. On peut étendre les notions de A-régularité et de A-régularité forte de la
fagon suivante, qui nous sera utile un peu plus loin. Soit a un idéal G-stable de g,
complexe et unipotent, et on suppose que D=exp a est un sous-groupe fermé de G. Soit
A une forme linéaire sur a, partie réelle de la forme C-linéaire A’ sur a, telle que G(A)=G
(et donc g(4)=g). Comme D est simplement connexe, il existe un caractere y; de
D=D(2) dont la différentielle est 2ixl. D’autre part KerA’' est I’algébre de Lie d’un
sous-groupe fermé I' de D, et D/I' est central dans G/I'. On peut donc définir une forme
J sur a/KerA’ et les notions de A-régularité et de A-régularité forte bien définies pour les
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formes sur g/KerA’'=3§. Soit gf={f€ g*, fla=A}. On a une bijection canonique entre
g et @ qui permet de définir les formes A-réguliéres et A-fortement réguliéres comme

images des formes A-régulieres et A-fortement réguliéres.

12. Les formes fortement A-réguliéres sont trés bien réellement polarisables

Les objets sont ceux de la remarque qui conclut de chapitre 11; G, g, D, a, 4, gf.

PROPOSITION 13. Soit f une forme fortement A-réguliére sur g. Il existe de trés
bonnes polarisations en f (cf. chapitre 2 et chapitre 10).

Démonstration. D’abord on rappelle la remarque faite au début du chapitre : si
JS=Re(f"), f'€q’, une polarisation en f’, est, considérée comme espace réel, une
polarisation en f. On procéde par récurrence sur dim g en s’inspirant de la démonstra-
tion analogue dans [Duf 3] (cf. aussi [Dix 3]).

Soit 1 le plus grand idéal unipotent, g,=n’/, $=Ker fnn, et f,=f] o Il est clair que

g,=n' et $=Kerf'nNn.

Premiére étape. g,=g et $#0.

Alors # est un idéal de g sur lequel f's’annule. Posons §=g/# et fI'image de f. Soit
d@=a+4/$. Montrons que f est fortement A-reguliére.

D’abord f est réguliere parce que g(f)=g(f)/F, et toute forme f; sur g se reléve en
une forme f, sur g telle que §(fo)=g(fo)/#. Soit fo A-réguliere : f, est A-réguliere, et
donc dim 8(fp)<dim 3(f). Comme $cn, on obtient 'inégalité dim 3(fp)<dim 3(f). Par
I’hypothese de récurrence, il existe une trés bonne polarisation t) en f. Il reste & montrer
que son image réciproque dans g vérifie les mémes propriétés. C’est évidemment une
polarisation. Soit H et H les groupes analytiques connexes correspondant a b et f.
Comme Sc, et qu'on sait qu’il existe un caractere xr de H de différentielle 2inf},, $
est I’algebre de Lie d’un groupe fermé connexe I, et on a H=H/I, d’on 'on déduit
H-f=H-f, et donc que H-fest fermé dés que H-f1’est. Puisque g(v)=g, dire que Y est
trés bonne revient a dire que b contient n, ce qui est évident puisque f contient n(v)/$.

Deuxiéme étape. g;=g et $={0}.

Alors nécessairement n est de dimension 0 ou 1 et est central dans g, donc g est
semi-simple ou réductive. Que f soit fortement A-réguliére implique que f’ est 'image
(par I'isomorphisme entre g et g* défini par la forme de Killing) d’un élément semi-
simple et régulier. Le stabilisateur g(f) est alors une sous-algebre de Cartan, et toute
sous-algébre de Borel ) contenant g(f) convient.
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Troisieme étape. g,%+g.
Posons a;=n(v), ;=v|,,. Montrons que f; est A;-fortement réguli¢re. D’apres le
lemme 16,

g:1(f1) = g(N+n®).

Soit ] une forme coincidant avec 4, sur n(v). Choisissons une forme f”€ g* telle que
fl=vet f”|g|=f;. On a alors, comme pour f, I’égalité

ai1(fD = g(f")+n().

Puisque f est A-réguliére, dim g(f")=dim g(f), dont on déduit dim g,(f))<dim g,(f}
(en effet, g(f)Nn(v) ne dépend que de v, donc g(f)Nn(¥)=g(fNn»)). Supposons
maintenant f7 A-réguliere. On a 3(f)=3(f1) et 3(f")=3(f1); on déduit donc de
dim 8(f))=dim 8(f) I'inégalité cherchée : dim 3(f)=dim (f").

Appliquons a g, I’hypothése de récurrence : soit §); une trés bonne polarisation en
f. D’apres [Dix 3], 1.12.13, il existe une polarisation p en v telle que [y, pjcp. 1l est
clair que h=n;+p est une polarisation résoluble en f. Montrons qu’elle vérifie la
condition de Pukanszky.

Soit ¢ Ef+y*. En projetant sur g} et en appliquant la condition de Pukanszky
pour 1);, on montre I’existence d’un h, € H, tel que ¢—h,-f€ g7. En projetant sur n*,
et en appliquant la condition de Pukanszky pour p, on montre I’existence d’un p €Eexp p
tel que ¢—ph, fE(g,+n)*. Le lemme 16 montre qu’alors ¢ € H-f.

Reste & montrer les propriétés d’admissibilité. 1l est clair que 1 est admissible pour
n. Le reste vient de ce que 1), est trés bonne.

13. Définition d’une structure borélienne

Dans ce chapitre G, Z etc ... vérifient les conditions générales de la partie II.

Soit 2,(G) le « fibré » (non localement trivial) de base 0‘,{“’ et de fibre au-dessus de
fl’espace X(f) des représentations de G(f) dont la restriction a2 G(f)° est un multiple
de caractere xr. 2:(G) est un G-espace. L'objet de ce chapitre est de définir sur 2,(G)
une structure borélienne « raisonnable », i.e. définie de fagon naturelle et telle que les
applications (f, T)—=f, (f, o>dimz, (f, r)»—utf, soient boréliennes. (Pour les questions

générales sur les structures boréliennes, cf. [AM], et [Dix 1] appendice.)

(a) La topologie de Fell. Soit G un groupe localement compact et #(G) I’ensemble
des sous-groupes fermés de G. On munit (cf. {Fe]) H(G) d’une structure d’espace
topologique compact de la fagon suivante :
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Soit (U);e; une famille finie d’ouverts de G, et F un fermé de G; la topologie est
définie pour la base d’ouverts HU,, F)

LEMME 47. Si G est séparable, alors H(G) est séparable, donc métrisable.

Démonstration. Soit (U));en une base dénombrable d’ouverts relativement com-
pacts. Soit (Fj);en ’ensemble des adhérences des réunions finies de U;. L’ensemble
des HU,, F;) est une base dénombrable d’ouverts de H(G). O

Soit Y={(X, x) € (G)XG, x€K}. C’est un fermé du produit H(G)XG, donc c’est
un espace métrisable et localement compact. Considérons I’ensemble C.(Y) les fonc-
tions continues a support compact sur Y. Fell munit C.(Y) d’une structure d’algebre
normée involutive, dont la complétée est appelée As(G) et la C*-algeébre enveloppante
est notée C¥ (). On vérifie facilement que C¥(G) est séparable. L’espace topologique
CHG)" est alors séparable ([Dix1], proposition 3.3.4) et l’espace topologique
Rep,.(C¥G)) (resp. Irr, (C¥(G)) des représentations de dimension n (resp. irréductible
de dimension ) de CHG) est polonais (cf. [Dix 1], propositions 3.7.1 et 3.7.4). Soit
CHG) ={n€CHG)", dimn=n} et ,CHG)=U,,, CHG)].

LEMME 48. Soit m un entier. L’espace ,,C¥G)" est borélien standard.

Démonstration. On sait que ,,C¥G)" est homéomorphe a (C¥G)/I,,)", ol

I,= 0N Kerx
7€ CHG

([Dix 1], proposition 3.6.3). Et (CXG)/1,,)" et borélien standard puisque les représen-
tations irréductibles de C*(G)/I,, sont de dimension finie, donc de type 1. a

LEMME 49. Il existe un entier m tel que, pour tout f dans O‘fd, (G : G(H<m.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de [Rich], théoréme 9.3.1.

Soit #(G) I’ensemble des couples (K, T), K € X(G), T une classe de représentations
unitaires de K et ¥(G)c ¥(G) la partie correspondante aux T irréductibles. Fell munit
F(G) d’une topologie en construisant une injection W de ¥(G) dans I’ensemble des
classes de représentations de C¥G) et en transportant la topologie de ce dernier
ensemble sur #(G). Sans entrer ici dans les détails, il nous suffit de savoir que W
restreinte 3 F(G) est une surjection sur C#G)" telle que dim W(X, T)=T.
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La topologie sur $(G) n’étant pas métrisable, il sera utile d’utiliser la notion de
famille filtrante et croissante d’une utilisation aussi commode que celle des suites : une
famille filtrée par I A valeurs dans X est une famille de X indexée par I, I étant muni
d’un filtre croissant. On a donc les notions de convergence, de famille extraite etc.

LEMME 50. L’application de 0* dans $(G) qui associe a f le couple (G()° x)

est continue.

Démonstration. Soit (f), une famille filtrée par I tendant vers f€ a*, avec f,€ 0.
On peut choisir une famille (g;), de G de limite e, telle que g;-f;€a* (lemme 42).
Montrons d’abord que lim;G(g;-f)°=G(f)°. On a S(g;"f)=S(f). Notons U(g;-f),
U(f) respectivement les radicaux unipotents de G(g;-f)°, G(f)°. Comme
G(N°=5(N-U(f) avec S(NHNU(f)={e} (resp. G(g;f)°=S(f) Ulg; f)), il suffit de
montrer que lim; U(g;-f)=U(f). Soient u(g;-f;) et u(f) les algébres de Lie de ces
groupes. Il est clair que lim; u(g; f)=u(f), et par conséquent que U(f) est inclus dans
toute valeur d’adhérence de la famille U(g;-f}). Soit u; € U(g; f) de limite . Montrons
que u € U(f). On a u;=exp U,, avec U;€u(g;-f), et, 'exponentielle étant un difféomor-
phisme sur I’ensemble des éléments unipotents, on a lim U;=U avec exp U=u, ce qui
prouve bien que « € U(f).

On sait donc que lim,;G(g; f)°=G(f)°. Comme lim,g;=e, il vient lim G(f;)°=
G(f)°. On utilise maintenant le théoréme 3.1’ de [Fe] : il suffit de montrer que
Xy, tend vers x, au sens de la topologie sur les fonctions de type positif définie par Fell,

ce qui revient ici & montrer que, pour tout x;€G(f)° de limite xEG(f)°, on a
lim,xfi(x,.)=x,(x). On proceéde comme avant en écrivant G(f)=S(f) U(f). 0O

LEMME 51. L’ensemble €, muni de la structure borélienne induite, est borélien

standard.

Démonstration. On sait que 0, est un ouvert de Zariski. On va montrer que 0 est
fermé dans 0,. Soit f,, une suite de 0} tendant vers f€ 0,. Comme dans la démonstra-

tion qui précéde, on choisit g,€G, de limite e, tels que g, f,€a*. Il est clair que
€™ est fermé dans 6, ce qui démontre I’admissibilité de f. O

LEMME 52. Dans le produit 0XX3(G), I'ensemble {(f, G(f)), f€ 0%} est boré-

lien.

Démonstration. C’est le graphe de I’application fi~>G(f), qui est borélien ((AM],
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chapitre II, proposition 2.3); c’est donc un ensemble borélien ([AM], introduction,
proposition 2.2). O

On identifie I’ensemble 2;(G) A I’ensemble des triplets (f, G(f),1)€ O‘f"xg’i(G),

avec T€X{f) et on le munit de la structure borélienne induite par celle du produit
02X H(G).

PROPOSITION 14. P,(G) muni de la structure borélienne, ainsi définie, est un
ensemble borélien standard.

Démonstration. Notons &/(G) I’ensemble des couples (K, T) € #(G) avec T irré-

ductible et de dimension inférieure ou égale a r. Il résulte de lemme 49 que
%(G)cO‘f"XW(G), du lemme 48 que ¥(G) est standard et du lemme 51 que le

produit 0’,{"’><.9’,.’"(G) est standard. Il suffit donc de montrer que 2;(G) est une partie

borélienne.
L’ensemble %,(G) est égal a ’ensemble des (f, G(f), T) dans 0! X F(G) tels que

T iy €St un multiple de .
Montrons que I’application de 0’{"’X9’(G) dans Gj‘dxy’(G) :

(£, G, T (£, G, Tl )

est borélienne. C’est la composée

e (£, G(N)
Z \
(f, GUN, T = (f, G(), T, G(f))

qui est borélienne, et de
(f, G, T, G(N) —(f, G(f), TG

qui est continue par [Fe], théoréme 3.2.
Il en résulte que P;(G) est I'image réciproque, par ’application borélienne
, G, T~ (f, G, T| ) de I'ensemble

Xr= {(f, G, x4, ®... By, fE O, nsm}.

n fois
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Pour n fixé, ’ensemble {(f, G()°, nyo)} est I'image, par une application borélienne
(lemme 50), d’un borélien standard (lemme 51); c’est donc un ensemble borélien.
L’ensemble X, est donc une réunion finie de standards, c’est bien un standard, donc un
ensemble borélien, ce qui prouve que ?;(G) est borélien. [}

En conclusion a ce chapitre :

LEMME 53. Les applications de ?,(G) dans Ofd et N:(f, o—fet (f, ) —>dimz sont

boréliennes.

Démonstration. La premiére affirmation résulte de la définition. Pour la seconde, il
suffit de savoir que I’application associant a une classe de représentations irréductibles
d’une C*-algebre sa dimension est borélienne. a

Remarque. La construction qui vient d’étre faite peut s’étendre de la maniére
suivante : soit % I’ensemble des formes trés bien polarisables et admissible dans g*,
et soit ?(G) le « fibré » construit au-dessus de %24 comme 2;(G) I’est au-dessus de
O’f". Munissons 2'(G) de la structure borélienne construite de la méme fagon : la

structure borélienne induite & 2;(G) et celle définie ci-dessus coincident.

14. L’application (f, t)—mf, est borélienne

On a défini sur #;(G) une structure borélienne dans le chapitre 13. L’objet de ce
chapitre est de montrer que I'application de #,(G) dans G: (/, ‘l')—).?tf, est borélienne.
A ce sujet, remarquons deux choses : premiérement, ce point reste en général implicite
dans les papiers sur la question (2 I’exception par exemple de [Puk]). Deuxi¢mement,
on peut s’attendre & mieux, a savoir la continuité de I'application. Les travaux de Fell
sur la continuité de I'induction des représentations ({[Fe]) permettraient de conclure en
ce sens si la représentation thG_, était une représentation induite. Or ce n’est qu’une
sous-représentation d’une représentation induite. S’il est raisonnable de penser que le
spectre de la représentation nfG varie continiment en fonction du paramétre (n’oublions
pas que notre topologie sur 2;(G) incorpore la continuité de I’application fiaG(f)), il
faut maitriser le choix de quelle sous-représentation irréductible s’appelle :zf,, et

parvenir A suivre continiment z7, en fonction de .

La méthode de démonstration est la suivante. On note ¥*/(G) I’ensemble des sous-
groupes fermés algébriques de G. Soit Z(G) I'’ensemble fibré au-dessus de #2Y(G) (de



LA FORMULE DE PLANCHEREL 63

fibres non localement constantes), dont la fibre au-dessus de K € #*(G) est I’ensemble
P'(K). On va définir sur Z(G) une structure borélienne convenable telle qu’en particu-
lier pour un K fixé dans ¥2(G), la structure borélienne induite sur la fibre au-dessus de
K soit celle de #?'(K). Ce sera donc le cas si K=G. Ensuite on va montrer que
P’application de #(G) dans F(G) qui a (X, f, 7) associe (K, nf,) est borélienne, ce par
récurrence sur dim{, et en distinguant, en gros, les cas ol f est réductive des cas ot f ne
I’est pas.

14.1. Résultats préliminaires sur la topologie de Fell. La topologie de Fell sur I'ensem-
ble I(G) a été définie au chapitre 13. On a vu que cette topologie était compacte et
métrisable (lemme 47). On peut donc la caractériser avec des suites, et le lemme
suivant, classique, rend intuitive cette topologie.

LEMME 54. Soit G un groupe localement compact séparable, H, une suite
convergente de H(G) de lim H. Alors

H= {lim X, X, €H , x, suite convergente}.
n

LEMME 55. Soit G un groupe métrique localement compact et séparable, et f une
application d’un espace métrique E dans H(G). Supposons qu’on a :

Vy€EE, VKEHG), K valeur d’adhérence de feny = Kcf(y).

Alors f est borélienne.

Démonstration. Soit (x;);en une famille dense dans G : Soit b(x;)=sup {b, B(x;, b)
est compacte}, et a(x)=inf (1, }b(x)). Soit d(H)=inf(d(x;, H) a(x;)). On sait que I’appli-
cation de ¥(G) dans le cube de Hilbert définie par la famille (d;);en €st un homéomor-
phisme dans le cube (cf. [AM], chapitre II, proposition 2.1), et qu’une application f a
valeurs dans #(G) est borélienne ssi, pour tout i, d;of I'’est. On va montrer que pour
tout i, d;of est semi-continue inférieurement.

Soit donc une suite y, convergeant vers y telle que d;of(y,) tende vers b. On veut
I'inégalité b=d;of(y). De deux choses I'une :

- b=a(x;). Alors d;of(y)<a(xp)=<b.

— b<a(x;). Pour n assez grand, d;of(y,)=d(x;, f(¥,), et d;of(y,)—b. On extrait
de la suite f(y,) une suite qui converge vers K:f(ygo(m). Soit z,€f(ygw)) avec
b<d(z,, x)<b+1/n. Comme z, est a valeurs dans le compact B(x; 2a(x;)), on peut
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extraire de z,, une suite convergente. Pour résumer, on a construit une suite extraite,
notée y,, telle que y,—y, f(y,)—K, 2,€f(yn), 2,.—2, ZEK. On a donc d(x;, z)=b; donc
d(x;, f(y))=b. O

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit Gr;(E) I’ensemble des sous-
espace vectoriels de dimension i, et Gr(E)=U%EGr,(E). On munit Gr(E) de trois
topologies :

- la topologie induite par la topologie de Fell sur I’ensemble des sous-groupes
fermés de E;

- la topologie réunion disjointe des topologies habituelles sur chacune des Gr;(E);

- aprés avoir muni E d’une structure euclidienne, on identifie un élément
FEGr(E) au projecteur orthogonal sur F, et on munit Gr(E) de la topologie sur
I’ensemble des projecteurs orthogonaux. (*)

Il est facile de vérifier le :

LEMME 56. Les trois topologies ainsi définies coincident.

LEMME 57. Soit G un groupe de Lie séparable. L'application L de H(G) dans
Gr(g) qui a un sous-groupe fermé H associe son algébre de Lie est borélienne.

Démonstration. On applique le lemme 55. Soit H, une suite de (G) qui converge
vers H, et &,, ® leurs algebres de Lie. Soit §’ une valeur d’adhérence de p,. On
montre que &'c@®. Fixons ¢ tel que exp est un difféomorphisme de B(0,¢) sur un
voisinage V de e dans G. Soit X € &’. On montre que X €®, et il suffit de le faire pour
XEB(0,¢). Soit &, une sous-suite de b, tendant vers y’'. Par le lemme 54, il existe
une suite Xy, € &, qui converge vers X. Mais alors exp Xy, tend vers exp X, qui
est donc dans H. Le méme argument s’applique a tX pour <1 donc XE€®. O

Dans I’appendice A du chapitre II de [AM] il est montré que I’ensemble des sous-
groupes connexes et fermés X °(G) est borélien dans H(G) (c’est méme un F,). En
particulier, c’est donc un borélien standard (puisque H(G) I’est), et I’application L est
une bijection borélienne de #°(G) sur I’ensemble AL (g) des algebres de Lie des sous-
groupes fermés de G. D’apres le théoréme de Souslin (cf. [AM], chapitre 1, proposition
2.5), L est alors un isomorphisme borélien et AL (g) est une partie borélienne de Gr (g).
On a donc montré le lemme suivant.

(M) Je remercie J. Lafontaine de m'avoir indiqué cette définition de la topologie.
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LEMME 58. L’application exp est borélienne de Al(g) dans ¥ (G).

Remarque. L’exemple suivant illustre une des difficultés de la topologie de Fell.
Dans R%Z?, on considére le groupe H, engendré par (1,1+1/n), d’algeébre de Lie
®&,=R(, 1+1/n). On vérifie facilement que H,—R*Z? lorsque n tend vers I’infini,
alors que &,—®&.=R(1, 1). En particulier, ceci montre que ’application H—® n’est
pas continue en général, pas plus que I'application H—dim H.

LEMME 59. Si G est une groupe de Lie séparable, I'application de H(G) dans
N: H—>dim H est borélienne.

Démonstration. L’application H—L(H) est borélienne et I'application &G—dim &
est continue. a

LEMME 60. La restriction de I'application L au borélien {H, dim H=p} est conti-
nue (mais ce n’est pas un homéomorphisme).

Démonstration. Cela résulte du lemme 59 et de la démonstration du lemme 57.

LEMME 61. Soit ¥,(G) I'’ensemble des sous-groupes fermés de dimension p du
groupe de Lie séparable G. L’application de #,(G) dans NU{®} qui a un sous-groupe
K associe le nombre p(K) de ses composantes connexes est borélien.

Démonstration. Soit K, une suite de X,(G) convergeant vers K. Soit K’ une valeur
d’adhérence de la suite K°. 1l est clair que K'cK, et que, par le lemme 60, K°cK’. On

montre que I'application est semi-continue supérieurement. Soit / une valeur d’adhé-
rence de la suite p(K,). On veut montrer que /<p(K), et on peut évidemment supposer
que p(K) est fini égal a d. 1l est évident qu’on peut extraire de K, une suite K, telle

qu’a la fois K,

Soit x!, ..., x* (k<d) dans K tels que K soit la réunion disjointe des x’K’. Soit w un
voisinage ouvert de K’ dans G tel que les x'w soient disjoints et @’ un autre voisinage

—K,K),—K' et p(K,)=! pour tout n.

ouvert de K’ tel que &' —w. Soit enfin x,,,, une suite telle que x;,, EK ., et x, —x"
Pour n assez grand, Kg(,,)ca')', et les xfp(,,)w sont des voisinages ouverts disjoints de
xfp(,,) Kg(,,). Il en résulte que k=I et par conséquent I<<d. L’application p est s.c.s. donc
borélienne. 0

LEMME 62. L’application de AL(g) dans AL (g) qui a b associe son plus grand
idéal nilpotent ny est borélien. La restriction de cette application au borélien
{b,dimny=x} est continue.

5-858285 Acta Mathematica 154. Imprimé le 27 Fevrier 1985
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Démonstration. On utilise le lemme 55. Soit b, une suite tendant vers §, n,, et n les
plus grands idéaux nilpotents correspondants, et n’ une valeur d’adhérence de n,,. On
vérifie que n’ est un idéal nilpotent de § :

® n'ch. On a n’'=limny,), (y) une suite extraite de n,). Donc pour tout X€n’, il
y a une suite Xy, Xym € Ny telle que lim X,,,,=X. Donc X €} (lemme 54).

® 1’ est un idéal dans § par une démonstration analogue.

® 1’ est nilpotent. Il en résulte que n’'=n.

e Sur {,dimngz=x}, il est clair que n'=n; ’application y est continue. 0

On montre de méme :
LEMME 63. L’application (§,§')y—=HnY’ est borélienne.

LEMME 64. Soit AL,(g) I'ensemble des sous-algébres de Lie algébriques de
Palgeébre de Lie algébrique g. L’application qui a une sous-algébre Yy associe son
radical unipotent ug est borélienne. Sa restriction a I’ensemble borélien {f), dimny=x,
dimuy=y} est continue.

Démonstration. A cause du lemme 62, il suffit de montrer I’application h—uy est
borélienne sur I'’ensemble des algebres de Lie nilpotentes d’une dimension donnée. On
utilise le lemme 55; il suffit de démontrer la chose suivante : soit §j,, une suite tendant
vers b, u, et u les radicaux unipotents de b, et j, u’ une valeur d’adhérence de u,;
alors u’cu, ce qui est immédiat. 0

LEMME 65. L’ensemble des § € AL,(g) dont le radical unipotent a une dimension
donnée est borélien pour la structure induite sur AL,(g). En particulier, I’ensemble des
sous-algébres réductives de g est borélien.

Démonstration. Cela résulte des lemmes 59 et 64. O

14.2 Définition d’une topologie sur Z{G). Considérons une structure euclidienne sur g,
qui permet d’indentifier le dual h* de toute sous-algebre de Lie § de g 4 un sous-espace
vectoriel de g*. On identifie ainsi #'(K), pour K € ¥*(G), a une partie de g*x #(G).
Z(G) s’identifie alors A une partie de H(G) X g*x F(G). On a défini sur H(G) et #(G) des
topologies, sur g* on a une topologie naturelle, on obtient donc sur Z(G) une certaine
topologie et la structure borélienne qui lui est associée.

LEMME 66. Pour K fixé, la topologie induite sur la fibre au-dessus de K par celle
de Z(G) coincide avec celle de ?'(K).
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Démonstration. D’abord, il résulte du lemme 3.2 de [Fe] que si G; est un sous-
groupe fermé de G, I'injection canonique de ¥(G;) dans F(G) est un homéomorphisme
de #(G,) sur son image. Fixons K € #*(G). La topologie induite par celle de #(G) sur
F(K) est celle de #(K), donc la topologie sur la fibre au-dessus est bien celle de #'(K).

O

Le sous-groupe K€ %?(G) étant donné, on note u; le radical unipotent de son
algebre de Lie, et Uk son radical unipotent.

LEMME 67. L’application qui au couple (K, ) € H(G)X g* associe le stabilisateur
K(vy) dans K de la restriction vede f a u; est borélienne. Plus précisément, il existe une
partition dénombrable de boréliens de X*(G)x g* telle que la restriction a chacun de
ces boréliens de I'application soit continue.

Démonstration. Grace aux lemmes 59, 60 et 64, on peut se limiter a des boréliens
ol dim K, dim Uk, dim Ux(vy), K(f]«) et K(vp ont une dimension donnée. Soit w un tel
borélien. Supposons que (K, f)—(Ky, fo) dans w. On montre par un raisonnement
analogue a ceux qui précédent, que toute valeur d’adhérence de K(vy) est un sous-
groupe de Ko(v,o) qui contient Ko(vf)o. Le lemme 55 nous permet donc de conclure que

I'application est borélienne. Restreignons-nous maintenant a ’ensemble borélien des
(K, f) tels que K(vp) a un nombre donné de composantes connexes. La restriction de
I'application y est bien continue. [

LEMME 68. L’application ® qui a (K, f,1)€Z(G) associe (K(vp, fi,71), ou
=M ) €T est la représentation de K(vp)(f)) définie au §5.5, est borélienne, et

continue sur chacun des boréliens définis au lemme 67.

Démonstration. Sur un borélien w; du lemme 67, I’application (X, f, )—K(vp est
continue. Il est clair que fi»f, est continue. Il reste &3 montrer que l'application
(K, f, )-(K(vp) (f1), 1) est continue. Or K(vp) (f))=K( fl) Ux(vy). Par définition, I'ap-
plication (K, f, r)—(K(f]y), t) est continue, et on constate facilement que I’application
(X, f, )= (Ux{(vp, xp est continue sur w;. On vérifie immédiatement que I’application
(K, £, )—-K(f]p Ux(vy) est continue.

Si donc (K(flp U Ko(vfo)’ 7y) est une valeur d’adhérence, au voisinage de (Ko, fo, 7o),

de I'application @, il est immédiat de remarquer que 7g|x.,=T, et Toly, v =gy € donc
0’0

que 7,=T1,, ce qui prouve la continuité. a
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On peut résumer les résultats qui précédent par la proposition suivante :

PROPOSITION 15. Il existe une partition borélienne dénombrable de
Zi(G): (Q)ien telle que la restriction a Q; des applications associant a (K, f, 1)
respectivement ¥, le radical unipotent u de %, le sous-groupe Ug=expu, les stabilisa-
teurs K(vy) et ¥(vy) de la restriction vy de f a uy dans K et ¥, et ulvy) soient continues,
ainsi que dimf, dimuy, dim{(vp). L’application (K, f, 1)—(K(vp), f1,71) est alors contin-
ue sur Q; pour tout i.

On sait que (cf. chapitre 5, §5) que v, définit une représentation irréductible de
UK . ﬂ(UK, Vf).

LEMME 69. L’application associant a (K, f,1) dans Zy(G) le couple (Uk,
Uk, vy) est continue sur chaque borélien Q; de la proposition 15.

Démonstration. Supposons que (K;, f3,7;) tende vers (KX, f,7) dans Q;. Notons
U,, v, au lieu de UKA et . Il est immédiat de constater que la dimension des

polarisations en v; est un entier qui ne dépend que de Q;. Choisissons pour tout 4 une
polarisation réelle §; en v;. Dans la grassmanienne, les valeurs d’adhérences de §; sont
des polarisations § en v. Soit H;=exp b, x; le caractére de H; de différentielle 2"7”’1|bf

On a n(U,,v)=Indy ,y x;. Extrayons de I'application n(U,,v;) une application
a(U,,v,;). L'application correspondante bli a une valeur d’adhérence §). On vérifie
sans mal que la valeur d’adhérence correspondante de (Hz,» X 1,) est (H,y) oo H=exp},

et x le caractére de différentielle 2imv|,. Par continuité de I'induction par rapport aux
paramétres, (cf. [Fel, théoréme 4.2), (U,,n(U,,v;)) admet (Ug, n(Uy,v)) comme

valeur d’adhérence ce qui suffit 2 montrer la continuité de ’application. 0
Il reste encore a démontrer un dernier résultat concernant la continuité, sur les

boréliens d’une certaine partition dénombrable de Z3(G), de I’application associant a
(X, f, 1) le couple (K(vp, Wv/), ou va est la représentation métaplectique de K(vy) (cf.

§5.5).

PROPOSITION 16. Il existe une partition borélienne de Z;(G)(Q)) plus fine que
() telle que I'application

K, £, (Kw), W,)

soit continue sur chacun des Q;.
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Démonstration. Sur chaque Q;, la dimension et le nombre des composantes
connexes de K(vy) est constant. Soit p=dimK(vp), d le nombre de composantes
connexes, et .%;’(G) le borélien de H(G) formé des sous-groupes fermés de dimension p

et & d+1 composantes connexes. Soit K E.%;’ (G et K% ...,K" ses composantes con-

nexes. En reprenant ’argument de la démonstration du lemme 61, il existe un voisinage
ouvert  de K°, et une famille x;€E K’ telle que les x;w soient des ouverts disjoints et
telle qu’il existe un voisinage ouvert U de K dans #}(G) vérifiant :

VK' €U, il existe une seule composante connexe de K’ contenue dans x;- w.

On note K’/ la composante connexe incluse dans x;-w. Comme ¥(G) est dénom-
brablement engendré, on a montré qu’il existait une partition Q7 plus fine que Q] sur
laquelle on pouvait numéroter continiment les composantes connexes de K(vp :
K@), K@), ..., K»)"; ie on a : si (K, f,v)>(K f,r) dans QJ alors
K’(v}')f—>K(vf)" dans I’ensemble des fermés de K. Quitte & encore raffiner Q, la
proposition 1.12.10 de [Dix 3] fournit un procédé continu de construction d’une polari-
sation réelle pren vy. Soit, pour (X, f, ) EQ] et j<p;

nK, f,j)=inf {dlm (kpfﬂ Df), k€ K(Vf)j}

et
X(K, f, )) = {k€ K(vpy, dim (kpsn b)) = n(K, f, )}

X(K, f, j) est un ouvert de Zariski(') dans K(v5)’. Soit n; une famille d’entiers (j<p,), et
soit

Qin) = {(K, £, EQ], n(K, f, ) =n;}.
Montrons que I’application (K, f, 1)—n(K, f, j) est s.c.s. Soit (K, fin, Tm) une

suite tendant vers (KX, f, t) dans Q7. Soit k€ X(K, f, j), et soit k,, une suite de K,, - et
méme de K/, on peut le supposer — tendant vers k. Comme X(K,, f,,, j) €st un ouvert

de Zariski dans K/, on peut supposer que k,€EX(K,,f, /). On a donc
dim (km-pfmnpfm)=n(Km, S 7). Soit | une valeur d’adhérence de la suite n(K,,, fm, J)-
Quitte a extraire une suite, on peut supposer que n(K,,f,,)=I[, donc que
dim (k,, pfmnpfm)=1. Mais a la limite, dim (kpNpyh=dim (k,, pf,.npf,..)=l' L’application n

est donc bien s.c.s. Les Qj(n;) sont des boréliens et on a construit une partition de Q,

(") i.e. un ouvert pour la topologie induite par la topologie de Zariski en K(vy).
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donc une partition Q; de Z,(G), telle que sur Q;, les applications (X, f, 1)—n(K, f, )
soient constantes.
Montrons la continuité sur Q; de (K, f, 1)—(K(v), Wv/). Soit d la dimension com-

mune des uy/py pour (K, f, 1) €Q|. Soit (Ks, fs, Ts) une application filtrée tendant vers
(K, f, 1) dans ;. On utilise la construction faite par Lion de la représentation métaplec-
tique (cf. [Li2]). Pour alléger les notations, on écrit i au lieu de 1, b, au lieu de v

s

au lieu de v, u, p, v au lieu de uy, py, v.

Choisissons une base coexponentielle X', ..., X% a p dans u (cf. [BC), chapitre 1),
¢’est-a-dire une base d’un supplémentaire de p dans u telle que I’application de R¥xp
dans U :

(t1, ...t P)>exp , X' ...expta X¢-exp P

soit un difféomorphisme.

Montrons qu’on peut choisir une base coexponentielle X'(s), ..., X%s) a p, dans u,
telle que lim, X’(s)=X". 11 suffit de le faire pour d=1, un raisonnement par récurrence
permettant de conclure immédiatement. Or pour d=1, tout vecteur X(s) n’appartenant
pas a p, convient, on peut donc bien choisir X(s) de limite X. La polarisation p, (resp.
p) fournit un modele de (U, v,) (resp. a(U,v)): n(Us, vs, bs) (resp. n(U, v, p)). La
base coexponentielle X'(s) (resp. X°) permet d’identifier I’espace U, v,, p,) de
aUs, vs, D) (resp. 3 U, v, p) de a(U, v, p)) & LA(RY).

Soit k;€ K(v,), P;=expp;, xs le caractére de P, de différentielle 2i7tvs|px (resp.

k€EK®»),P,y, ...). On considere I'intégrale d’entrelacement :

I(p:' fsops) ‘P("s) = f ‘P(":Ps)xs(Ps) dps

P Jk,P,NP,

(pour ¢ continue & support compact modulo P, dans #(U;, v, §;, p,)). On considere
I’opérateur A(k,) de #AU,, v, ps) dans AU, v,, ks, b,) défini par la formule

(Ak) ) (n) = (k] n k).
On sait [Li2] qu'on a un modele de W,=W, dans HU,, v, p,) en posant
Ws(ks) =I(p,, ks ‘psyo Alky).

Dorénavant, k;€ X(K,, f;, ) tend vers k€EX(K, f, j). Comme on I’a fait plus haut,
choisissons une base coexponentielle de k,p,Np, dans p,, X9 !(s, k), ..., X (s, k,)
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telle que lim X'(s, k)=X’, ot X?*! ...,X%*" est une base coexponentielle de k-pnp
dans p. Ecrivons une formule de décomposition pour n, dans N, :

ng = exp &1(n,) X' (s) exp Ex(n15) X2(s) ... exp E4lns) XU(s) exp y(ny).

Le groupe U étant simplement connexe, si n; €U tend vers n€ U, £(n,)—>E(n) et

Ys(ns)—>y(n) et Yy(n)—>y(n).

Cette formule nous permet d’en obtenir une pour Wi(k,) :
[Wk)@](t,, ... 1)

= f P(Ek; expt, X'(s)...exp t, X%s) exp uy,, X% (s, k) ... exp uy,, X' (s, k) k,))
Rd

Xy (@ (k7 exp £, X'(s)...exp t, X%(s) exp uy,, X**'(s, k,)...exp u,,, X**'(s, k) k)
Xy (exp Uy, X, k) ... exp(uy,, X (s, k) duy,, ... dug,,.

On sait que pour une fonction dans |’espace de Schwartz AR? I'intégrale est
convergente et définit un opérateur unitaire. Le théoréme de convergence dominée et
la continuité des &; et de ¥ nous permettent de conclure que W(k,) tend fortement vers
W(k).

Montrons maintenant que pour tout k dans K(vy), pour toute application &, € K(v;)
de limite k, W,(k,) tend vers k. Montrons-le d’abord pour k € K(+)°. Soit w=X(K, f, 0).

On montre par récurrence sur n que pour tout & dans w", pour toute application k;
de limite k, W (k) tend vers W(k). La propriété est vraie pour n=1. Montrons-la pour
n+1. Soit k=k, k,, k€ w et k,Ew", et soit k, une application de limite k. Alors k7' &,
tend vers k,. Soit k. EX(K, £, 0) une application de limite k,. k, ™'k, tend vers k,, donc
Wk~ k;) tend vers W(k;), donc W(k,) tend vers W(k). On conclut pour K(vp) tout
entier en remarquant que K(vp)=(U;X(X, f, j)-K(vf)"). O

On peut maintenant passer a la démonstration du théoréme principal du chapitre.

THEOREME 6. L’application nt de 2AG) dans AG) qui a (K, f, 1) associe n‘f’f, est

borélienne.

Démonstration. On procéde par récurrence sur dim? : les lemmes 58 et 59 nous
montrent que I’ensemble Z,(G) des triplets (K, f, r) avec dim K=p est borélien. Il suffit
de montrer que 7 est borélienne sur &, et on le fait par récurrence sur p.

On démontre la proposition plus précise suivante :
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(H,) Il existe une partition borélienne dénombrable A; , de Z,(G) telle que la
restriction de r & A; ,, soit continue.

Pour n=0 il n’y a rien 4 démontrer. Plagons-nous dans Z,(G), considérons |’en-
semble des 2] (proposition 15 et 16) qui sont contenus dans Z,(G). Soit I ’ensemble
d’indices correspondants. Soit

I ={i€l, VK, f, 1) EQ},dim{(v) <dim ¥}
L={i€l, YK, f,v)€EQ], dim¥(vy) = dimt}.

Soit i €1,; montrons la continuité sur 2.

Puisque f(v)=¥, ugvp=u; et {(f) contient u;. Soit K'=K(vp). On a K(f)cK’, et
donc K(f)=K'(f). Ecrivons la décomposition de Levi K'=K| Ug. Soit t; I'algébre de
Lie de Kj,f} =ﬂh‘ On vérifie facilement que K(f)=K|(f,)- Ux. L’hypothése que f est

bien polarisable entraine que f| I’est également. L’admissibilité de f entraine celle de f;.
Puisque f; est réductive, il existe donc une polarisation bi, en f] qui est Kj(f;) stable
et qui vérifie la condition de Pukanszky. Alors y=9j+u; est une polarisation en f
vérifiant la condition de Pukanszky et qui est K(f)-stable. Par la proposition 9 on a
dans ce cas 7}, =Indg ) g1 g -

On peut reproduire le raisonnement fait dans le cas nilpotent pour montrer la
continuité de 7 (cf. lemme 69).

Soit i€I,. Soit A, I'image réciproque, par ['application borélienne
(K., f, 1)>(K(vp, fi, 1) (cf. proposition 15) de la partition A;, (p<n—1) et A;, les
intersections de ces boréliens avec Q;.

Montrons la continuité de & sur A;,. Sur A;,, les applications associant a
X, f. 1) (K(vf), ST, (K(vp, ij) et (U, xZ ¥} sont continues (propositions 15 et 16).

(

L’application (K(vp), f, t,)—)(K(vf),nf':’?) est continue. Le produit tensoriel étant évi-

demment continu, et I'induction étant continue ([Fe], théoréme 4.2), le résultat est
démontré. O

COROLLAIRE. L’application de ®P,(G) dans G qui au couple (f,t) associe la
représentation Jrf, est borélienne.

Démonstration. C’est la conséquence du lemme 66, du théoréme 5, et de l’inclu-
sion 2)(G)<=?'(G). O



LA FORMULE DE PLANCHEREL 73

15. Enoncé du théoréme de Plancherel

Rappelons brievement les données : G est un groupe algébrique complexe qu’on
considére comme un groupe de Lie réel, Z est un sous-groupe fermé et connexe du
centre de G, A est une forme linéaire sur 3 telle que 2in/ s’intégre en un caractére y; de
Z.

15.1. Normalisation des mesures. On fixe une mesure de Haar dg sur G, ce qui détermine
une mesure de Haar dg, sur G° par la formule :

f fleydg= D, | firg,) dg,.
G yeGIG* JG

On fixe également une mesure de Haar dz sur Z. Sur T (cf. chapitre 11, b), et sur Zn7
(qui est connexe) on considere les mesures de Haar normalisées (i.e. de masse totale 1).
On fixe enfin une mesure de Haar da sur A’ et donc une mesure de Haar da, sur A.
Tous ces choix entrainent des normalisations des mesures de Lebesgue sur g, a, 3, 1,
30t, qu’on notera dg, d, etc. '

Systématiquement, lorsqu’on aura fixé une mesure dg sur un espace vectoriel E, la
mesure duale dg» sur E* sera normalisée en sorte qu’on ait la formule :

f I P(X) e X d_Xd,., f= @(0).
E* JE

Si F est un sous-espace vectoriel de E, si e € F*, et si E¥={f€E*, flr=e}, le choix de
mesures sur E et F en détermine un sur E* par la formule :

f J'qJ(X) eZin(f,X) dEXdE:f": f q](Y)eZin(e, Y) dF Y.
ErJE F

Enfin, en I’absence d’une indication contraire, si E s’exprime comme somme
directe de E, et E,, les choix de mesure sur E, E,, E, vérifieront

f P dg X = f f QX +X,) dg, X, dp. X,.
E E, JE,

C’est ainsi qu’on fixe une mesure sur p, et aussi une base 8 de p telle que la forme
volume associée a B définisse exactement la mesure dj,. On a donc une normalisation
du pfaffien D(J) de la restriction de la forme B, (/€ g*) a p.
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15.2. Définition d’une mesure sur #,(G)/G. On définit d’abord une mesure sur O’f"/G a

I’aide de la description de cet espace donnée au théoréme 5. On a en effet
0IG = U (65/A").
EER

On a déterminé une mesure sur 3, t, 3nt, donc aussi 3+t qui est inclus dans a. Soit
af ;={f€a* fl;=4 et fli=E}. Les choix qui précédent déterminent une mesure dal.e
sur af,, et on sait que ‘6;"5 est un ouvert de Zariski dans aj ;. On considére la mesure

U, sur 624 définie par la formule

f fp(f)dm(f)=2f () |DW)| dy, v
Uy € '

EER
Pour la structure borélienne induite sur 6, 4, est bien une mesure.
LEMME 70. La mesure u; est une mesure A'-invariante sur 6:*.

Démonstration. Puisque A’ normalise T, ainsi bien sOr que 3, A’ permute entre eux
les différents ‘6}‘,"5. On a pour h€A’, Dfh-f)=det(ad, h™") D(f)=detad, h-D(f)
puisque G est unimodulaire. D’autre part, I’action de 4 sur a multiplie la mesure par

|detad, 4|; par dualité la mesure sur a*, et donc sur les af., est multipliée par
|detad, h|~". O

Considérons, sur chaque orbite w de A’ dans a*, la mesure de Liouville 8, (cf.
notations générales). La mesure 8, est A'-invariante, et, d’aprés [DR], proposition
5.14, I'application w— [ @(f) dB.(f) est mesurable pour toute fonction mesurable ¢
positive ou nulle. On peut donc désintégrer la mesure u;, ce qui définit une mesure
m, sur GYA’

f (N du(f) = j dm;(w) f e(f)dp,(f).
Ui €A’ ©

A A

On a ainsi défini une mesure, notée encore m;, sur I’ensemble 0X/G. On est

maintenant en mesure de définir une mesure M; sur ?;(G)/G par la formule :

f P(Q) dM,(Q) = I E dim 7[G(s(w)) : G(s(w))°"] ™ p(p(s(w), 7)) dm,(w)
2,(G)G

0M/C reX, (s(w)

ol s est une section de la projection Of“-eOfd/G, et p est la projection de 2;(G) sur
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PUG)/G. La formule ci-dessus définit bien une mesure pour la structure borélienne
quotient de la structure borélienne définie sur ?;(G). Remarquons qu’on peut égale-
ment définir une mesure sur ?,(G) (resp. 0’,{“’) a l’aide de la mesure sur 2;(G)/G (resp.

0:%/G) et des mesures de Liouville sur chacune des orbites.

15.3. Enoncé du théoreme de Plancherel.

THEOREME 7. (1) Pour M;-presque toutes les orbites Q dans P,(G)/G, la repré-
sentation nf,(( [, EQ) est a trace. Autrement dit, soit ¢ un élément de I’ensemble

€7(G,Z,y,) des fonctions indéfiniment dérivables sur G vérifiant

Vg€G, VZEZ, ¢(gz)=y1(2) 'p(g)

et qui sont a support compact modulo Z; on pose

AP = f 77 () p(g) dg.
G/Z

L’opérateur Jrfcf,(w) est a trace, et on note trnf,(cp) sa trace.

(2) L’application (f, T)—)trﬂf(,;t((p) est mesurable et définit, par passage au quo-
tient, un élément de L\(P(G)/G, M,).

(3) On a la formule, pour € €2(G,Z,y,) :

@le) = j tr 23 (@) dM(Q)
2,G)/G

= f [G(s(w)): G(s(w))°] ! ( 2 dimztr nﬁw)_,(tp)> dm,(w).
0¥1G '

€ X, (s(w)

Les deux derniers chapitres sont consacrés a la démonstration du théoréme 7.
Seule la mesurabilité de I’application peut se comprendre dés maintenant. Elle résulte
en effet de la mesurabilité de I’application (f, t)—»nﬁ, et de la mesurabilité de la trace
sur G.

Expliquons le lien entre la formule de Plancherel abstraite et la formule du
théoréme 6. La proposition suivante I’explicite.

PROPOSITION 17. Soit X un ensemble standard, G un groupe localement compact
unimodulaire de type 1, 7t une application borélienne de X dans G. Soit R la relation
d’équivalence définie par I'application n(xRx' <>a(x)=n(x")).
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(1) L’ensemble X/R muni de la structure borélienne quotient est borélien analyti-
que et la bijection induite de E/R sur n(X) est un isomorphisme borélien.
(2) Soit M une mesure sur X/R, et supposons qu’on ait la formule d’inversion :

ple) = f tr w(x) (@) dM(x).
XIR

(On a supposé implicitement que n(x) était tracable pour presque tout x dans X/R.)
Alors il existe une partie F de n(X) qui est borélienne standard telle que n(X)\F est
négligeable pour la mesure image de M et G\F est négligeable pour la mesure de
Plancherel de G. De plus les deux mesures coincident sur F.

Démonstration. (1) Puisque 7z est borélienne et G dénombrablement engendré
(parce que standard), #(X) est analytique et & induit unisomorphisme borélien de X/%
sur (X) ((AM], proposition 2.11).

(2) Une conséquence du théoréme de capacité de Choquet (cf. [AM], p. 11) est
qu’il existe un borélien standard F inclus dans I’espace analytique 7(X) tel que Z(X)\F
est de mesure nulle pour la mesure image de M. On peut maintenant évoquer la
proposition 8.2.4 de [Dix 1] sur I'unicité de la désintégration d’une représentation pour
conclure que F est de complémentaire négligeable pour la mesure de Plancherel de G et
que sur F les deux mesures coincident. O

Donnons maintenant une formulation équivalente au théoréme 7.

THEOREME 7'. (1) Pour my-presque toute orbite dans O/G, la représentation
th=n}; (fEwc0M) est a trace.
(2) Soit @ un élément de €. (G,Z, ;). On définit

(@) = j p(g)n(g) dg.
GiZ

Alors

@le) = [G(s(w)) : G(s(@)°] ™' tr (@) dm ()
0MiG

ou s est une section de la surjection 04— 0/G.

Démonstration de I'équivalence. Par application du théoréme 3, le commutant de

nest égal a celui de Ind Gt an s La formule de Plancherel projective pour le groupe
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G(f)/G(f)°, ou encore la formule de Plancherel pour les fonctions Y sur G(f) vérifiant

Ve EG(f), Yo EG()°, wlggo) =vw(g)xs(g0)™"

exprime que

Ind yx,= E dimz-7,
G(N° 1 G(f) TEX(f)

c’est-a-dire :

[ Ind xf](¢)= > dimz-n(y).
GUN° 1 GUH TEX(f)

En fin de compte, pour ¢ € €(G, Z, x,), on obtient :

tr(z (@)= D, dimz-tra, (¢). 0
T€EX(f)

16. Démonstration du théoréme dans le cas ol G est réductif connexe

Puisque G est un groupe algébrique complexe réductif et connexe, il est dans la classe
de Harish Chandra. Celui-ci [H-C1,2] a démontré la formule de Plancherel, d’abord
pour les groupes semi-simples complexes, mais sans le calcul des constantes [H-C 1],
puis pour des groupes réductifs généraux avec le calcul complet des constantes. Le
probléme est donc de comparer la formule énoncée par Harish Chandra et la formule
énoncée dans le théoréme 6.

(a) Dans un premier temps, nous explicitons en termes « semi-simples » la formule
a démontrer. Les notations utilisées sont celles du chapitre 5 § 1 et du chapitre 1. On
est amen¢é A considérer simultanément des formes fortement A-réguliéres, pour A fixé
dans 3*, et des formes fortement régulieres (i.e. dans le cas ot I'idéal central est réduit

a {0}).

LEMME 71. Soit f€ g*, fortement réguliére, et telle que f|,=A. Alors f est forte-
ment A-réguliére. Réciproquement, si f est fortement A-réguliére, f est fortement
réguliere.

Démonstration. Rappelons qu’on a noté g,=[g, g] et ¢ le centre de g. Si Hi=f=1 a

on a I'égalité g(f)=g:(f1)+c¢, qui établit le lemme. |
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Dans le chapitre 11 on a considéré le centralisateur de la partie compacte d’un
a(fo), avec f; fortement réguliere. La proposition 12 et le lemme 4 montrent que g(fo)
est une sous-algebre de Cartan : g(fo)=a=ar@Pa, (chapitre 5, §1), donc t=ay, et le
centralisateur de t dans g est a (les notations des chapitres S et 11 sont compatibles!).
Soit W le groupe de Weyl de g par rapport 3 A. On a aussi : W=M'/M, ol M’ est le
normalisateur de A, dans f, et W=A'/A (notations du chapitre 11). Le lemme 44 se
réduit, dans ce cas, au théoréme de conjugaison des algebres de Cartan.

Remarquons enfin que les groupes G(f) étant connexes, les ensembles ?;(G) et
0 coincident pour tout A.

Décrivons maintenant la mesure m; sur ’ensemble 0. Soit K une forme

bilinéaire symétrique sur g prolongeant la forme de Killing de g, et telle que la forme
quadratique X— —K(X, 8X) soit définie positive. On choisit sur g, a et p les mesures de
Lebesgue définies par la structure euclidienne associée a K et 6. Sur m on met la
mesure normalisée en sorte que vol (M)=1, ce qui fixe la mesure sur a,. Soit 3.=3Nm,
3a=3Na,, et m; un supplémentaire de 3. dans m, a; un supplémentaire de 3, dans a,.
On a donc la décomposition :

a=m @3 D3P a
d’oi la décomposition :

a*=m{Dz*¥D3} Day.

On fixe sur 3. la mesure normalisée, et on obtient donc sur m; la mesure
normalisée comme quotient de la mesure sur m et de la mesure sur 3.. Une mesure
ayant été fixée au départ sur 3, tous ces choix entrainent celui de mesures sur 34 et
donc ay.

LEMME 72. Soit U un groupe de Lie abélien compact d’algébre de Lie u et u* le
dual de u. On fixe sur U la mesure de Haar normalisée, sur u la mesure de Lebesgue
associée, sur u* la mesure duale. Soit R le réseau de u*:R={f€u*, 2inf est la
différentielle d’un caractére de U}, et B une base de R. Alors, la base duale de B est
univolumique pour la mesure qu’on s’est donnée sur u.

Démonstration. On a U=R"/Z", u=R", R=Z"cR", ce qui montre bien la relation
cherchée entre bases de u et base de u*. 0

Considérons donc des bases de 3* et de mf qui soient des bases des réseaux des
différentielles de caractéres des groupes correspondants : B(3¥) et B(m}).
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On considere les bases duales : B(3.) et B(m,). Sur a, et sur 3,4 et a; on choisit des
bases B(34), B(a;), compatibles avec les mesures déja déterminées sur ces espaces. Sur
af et 3%, on considére les bases duales B(a}) et B(3%). On note

&5, &} =B, {&415...,5} =BGEY,
{Ers - Emt =BG@Y et {&,,,,....§} =B(aP.

LEMME 73. L’ensemble 6" est exactement {I=X"x,&, avec LI x,E=A, x,€Z

pour 1<i<k et x;ER pour m+1<is<h, et | fortement A-réguliére}.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme 5 et du choix des
bases. O

LEMME 74. On a, pour f€a*, D(f)=eNl . .(f a), od e=%1et Z* est 'ensemble

des racines positives de g¢ par rapport a ac associées au choix de n.

Démonstration. Choisissons une base orthonormale sur p=n+ii (ii la sous-algébre
nilpotente associée 3 —X*). On a alors :

D(f) = VAT, [, ])).

Soit e; une autre base de p, et C la matrice de passage de la base ¢; dans la base e!. On
a:

det C = V/|det—K(e;, 6'¢)].

11 vient donc :

ARG

D(f)= }
vV |det(—K(e;, Ge))|

Raisonnons dans le complexifié de g, et prenons pour les e; une base de Chevalley
X, de (n+n)c. On a 0Xz=CpsXgp, et donc K(X,, 05)=Cp K(X,, Xop).
Il en résulte que :

V 8et—-K(X,, 0xy)] = | [ ] kx,, 0x_4)

a€z*

Calculons :

[T kx,, 0x_5) = ] C.k X, X_0) [] CakXgo X_g0).
a€z*t a€Z* a€z?
fa=a fa+a
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]—[ CaK(XOa’ X—Oa)= H CaCOaK(XOa’X—Oa)K(Xa'X—a)'
a€xXt a€z*
fa+a fa>a

Pour tout ay, C, Cg,=1, et en particulier, si 6a=a, C,==1. Finalement :

T k. 6x_0 =[] kx,. X_,).

a€x* a€xt

En ce qui concerne le numérateur :

VAt X, X0 = [ [ (£H) =[] (fa)k&x,. X,

a€xt a€xt
Le résultat du lemme est démontré. O
On obtient maintenant immédiatement :

LEMME 75. (1) La mesure u; sur ‘6}‘" est donnée par la formule :

L_d¢(f)dm(f)=§k: > If...L’;p(ng,-Eﬁ i xisi)

A i=l x€Z i=m+1
k h
x| 1] ,1+Zx,§,.+2x,.§,.,a>dxm+,...dxh
a€zt i=1 m+1

ou 2n=dim g.
(2) La mesure u sur € (correspondant au choix 3={0}) est donnée par la
Jormule :

wa(f)du(f)=i > jfL¢(ix§) l_[<2x.-§,~,a>dx,+....dx,,.

i=l x,€Z a€x*

Remarques. (1) Le lien entre u et les mesures u; apparait immédiatement sur les
formules. 11 suffit de montrer la formule globale (i.e. pour u).

(2) Le groupe A étant connexe, dans ce cas, I’opération de A sur a* est triviale.
Seul opére donc le groupe de Weyl W=A'/A. La mesure de Liouville, dans ce cas, est
la sommation sur la W-orbite. Mais d’autre part, la mesure u; (resp. u) est W-
invariante. On écrit donc la formule & démontrer sous la forme :
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(P(l):lTlV]‘ 2 f trdgng@y((l’) H (E ®v,a) d.v.
EER Ja*

a€zL*
(On a noté tr,, parce que le caractere a été calculé par rapport a la mesure dg.)

(b) Pour la commodité de la lecture, on rappelle maintenant les résultats de Harish
Chandra.

Les représentations utilisées. Soit R'cm* I’ensemble des u € m* tels que iu est
différentielle d’un caractére de M. Soit u€ER’ et A€ay, et considere le caractére L, ;
de MA, de différentielle i(u®A). On étend L, ; & MA, N trivialement sur N, et on
induit : T}, ;=Indy, v;sL, ;- On a évidemment 7T, ,=T;*** (cf. chapitre 5, §1(b)).

Les normalisations des mesures. Sur K, on utilise la mesure de Haar dk normali-
sée. Sur a, et nn on considere les mesures de Lebesgue d;v et d, associées 4 la structure

euclidienne définie par la forme de Killing. Ces choix en déterminent d’autres pour les

mesures de Haar da et dn sur A et N. Soit o la 1/2 somme des racines positives (choix

défini par celui de 1n). On choisit comme mesure sur G la mesure dx=e%%89dk da dn.
Sur a3, on met la mesure d{,; par laquelle

f f ) ¥ d; Xdif=(0).
a Jay

Soit 2n la dimension (réelle) de g, x la dimension de a, et m. L’algebre { est donc de
dimension n.

Formule de Plancherel. Les représentations T, ; sont a trace. Soit € C;(G), on

l_[ (u+i, a)

a€s*

d(’,b./l

1
)= T,
#) Qm)" 22092 | W 6o, (0,) 2 Ltrd‘ wo®)

HER'

ol @y est le produit des racines de f par rapport & m et o, la demi-somme des racines
positives de f par rapport & m.

{c) Comparons maintenant les deux formules.

LEMME 76. (1) dg=2"""""2u(K)dx (o1 v(K) est le volume de K pour la mesure
associée a la structure euclidienne sur ¥).

6-858285 Acta Mathematica 154. Imprimé le 27 Fevrier 1985
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Q) v(M/IV(K)=27)~ "¢, (0 (ot (M) est le volume de M pour la mesure
associée a la structure euclidienne sur m).

3) d(’,;= v(M) )" da;-

Démonstration. (1) (2) sont respectivement les lemmes 37.2 et 37.4 de [H-C2].

(3) Dans les deux cas, on a considéré la mesure sur a associée a la structure
euclidienne. Sur m, les mesures dj, associée a la structure euclidienne et d,,, normali-
sée sont liées par : di,=v(M)d,. 1l s’ensuit que les mesures sur a, vérifient
dap=v(M) d{,p et que donc d(g=(v(M))"d’c’g, ou dg; est la mesure duale de la mesure d;p

par la convention du chapitre 15. L’ égalité d;b.=(2n)"" d’q’p. acheéve la démonstration. O

On peut maintenant démontrer la formule :

H (E+v,a)

a€x?

E trdg nE@v((p)

EER

IWI 2 f v(K) 2" r, Ty 0 (@) [ (6@, @) v~ @y digy

a€Z*

puisque ng@V=T§”§‘ 2ny Dar les propositions 2 et 9

__1_ U(K) (2 )~ (=02~ (n—x)IZE trdx T;'l,}.((p) H (u®A, a) d%.‘V:(p(l)
W] v f€R a€z*

par la formule de Harish Chandra et le lemme 76. La formule est donc démontrée pour
un groupe réductif complexe.

17. Démonstration du théoreme dans le cas général

La démonstration du théoréme se fait par récurrence sur la dimension de g, en traitant
a part les cas ol g est réductive et g est nilpotente. La méthode de démonstration est
tout a fait analogue a celle de Kleppner et Lipsman pour les produits semi-directs (cf.
[KL 1 et 2]). Il parait toutefois plus simple de ne pas utiliser leurs résultats mais de faire
une démonstration autonome qui s’inspire de la leur.

La méthode de réduction résulte du lemme 40. Les notations sont les suivantes. Le
radical unipotent de g est noté n. Si f€ g*, on note f' la forme linéaire complexe sur g
dont f est la partie réelle, v la restriction de f & n,v’ la restriction de f' a n, et
n’'=Ker f' nn(v). Comme N est simplement connexe, b’ est ’algeébre de Lie d’un sous-
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groupe B’ fermé de N(v). Le lemme 40 montre que, de deux choses I'une, g est
réductive ou g(v)/b’ est de dimension inférieure a celle de g.

Soit g la restriction de 4 2 nn3, et n¥ I'’ensemble des v dans n* dont la restriction a
3Nn est g. On a, dans n}, une notion de p-régularité comme dans gf.

Soit 0, I'ouvert de Zariski de gi des formes fortement A-régulieres. On considére
I’ensemble : 0;={f€ 0, v est o-réguliere et g(v) de dimension minimale} ainsi que

Wo={v.fEO:}.

Il est clair que O} est un ouvert de Zariski non vide de gf, sur lequel la dimension de
g(v)/b’ est constante. On peut donc distinguer les cas suivants :

— g est réductive

— Pour f€ 0, dim g(v)/b’<dim g.

On traite séparément les deux premiers cas, le troisi®éme correspond a la démonstration
par récurrence sur dim g.

17.1. Les cas particuliers : ¢ réductive, g unipotente. Lorsque g est réductive et G
connexe, le résultat est établi au chapitre 16. Lorsque g est nilpotente, et G connexe et
simplement connexe, le résultat est dans Kirillov [Kir3]. On aura donc traité complé-
mentement les cas : g réductive et g=n en montrant comment passer du cas connexe
au cas non connexe. On va, a cet effet, formuler un résultat général, mais qu’on
n’utilisera en pratique que dans les deux situations qui nous occupent maintenant.

PROPOSITION 18. Sile théoreme T’ est vrai dans le cas connexe, il est vrai dans le
cas général.

Démonstration. Les questions d’admissibilité et de régularité ne dépendant que de
G°, il n’y a pas d’ambiguité a parler simplement de 0}°. Si f€ 0}, on note n) et n,

respectivement les représentations de G et G° qui lui sont associées. On a bien sar

n,=Ind , 7} par transitivité de I'induction. Notons respectivement Qf et Q, I’orbite

G116

de fsous G'et G: Q=U Q‘y’_ s~ La sous-algebre de Lie a étant fixée, on note A’

yEGIG()G®
et A les groupes correspondants pour G°, et A’ et A pour G. C’est une conséquence du
théoréme S que, pour f€a*, G/G(f)G® et A’/A'(f)A’ sont en bijection. Notons w; et
Q,Q les orbites de f dans a* sous A’ et A’ respectivement. Le choix de normalisation des

mesures invariantes sur les orbites implique que :
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f o0, dB, (D=, f e dp., ().
i yERIA A Jol, i

Si m, et m sont respectivement. les mesures étudiées sur O}Y/G et 0}9/G°, il

résulte des remarques qui précédent, et de I’égalité
[G°N): GN17 =[G(N: GXNIG(): G(NHT™

qu’on a la formule d’intégration :

f [G(s()) : G(s()°] ™' p(QP) dmYQ))
0260

= f [G(s(Q)): G(s())°]™" E Py 5,(Q) [G(s(Q)) : G¥s(Q))] dm,(Q)
oM1G

yEGIG(s()) G°

ol 5,: 02/G—-0M/G° et 5: 029/G°— 0 sont des sections pour les surjections canoni-

ques.
La formule du caractére pour les représentations induites montre que 7y est

tragable dés que Jt}’ I’est et qu’on a, pour ¢ € €(G, Z, 1)

trad@)= >, tr| ey )ake)dg
yeGIG® JGYZ

= > [GH:GNItr f plygy™") n)(g) dg.

YEGIG() G® Gz

Calculons donc :

P(p)= f tr 7,0)(@) [G(s(R)) : G(s(Q))°] ' dmy(Q)
oG

= f 2 (G(s(Q)) : GUs(QN] tr j oy~ ) nlge) dg
o

/G y€GIG(s()) G° GY%A

X[G(s(R)) : G(s(Q))°) ' dm,(Q).

Effectuons les changements de variable g—ygy~! puis f—y-f. 1l vient :

P(p) = f D tral )@ [GAs(R) : G(s(Q)] ™ dmy(Q)
o

/G y€GIG(s(Q)) G°
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= ) 030
_jm otrnsl(go)dml(g)
024G

ol s; est une section pour la projection naturelle de 0 sur 024/G°. En appliquant le

résultat pour G°, il vient bien

P(g) = g(e). O

17.2. Principe de la démonstration par récurrence. On considére maintenant un groupe G
dont I’algebre de Lie n’est ni réductive, ni unipotente, et on suppose que le résultat est
connu pour tout groupe de dimension inférieure. (La formule, dans le cas d’un groupe
fini, est évidente; on peut donc bien amorcer la récurrence.)

Dans la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité possible, on écrira g, au lieu de
g(v). Considérons le « fibré » (non localement trivial) &, dont la base est n, et la fibre
au-dessus de v En* est g(V)} ={f€ g(»)*, flny)+;=A(} O 4, est la forme sur n(v)+3 dont

la restriction 2 3 est 4 et & n(¥) est v|,). On notera (f;,v) un élément de %;. Soit I
I'application de gf dans %; associant a un /€ g* I’élément (/|y4), v=I|,). Il résulte du
lemme 16 que, pour f€ g}, I'image réciproque de I(f) est I’ensemble N(v)-f : si
If)=Kf), f—fE€E(gw)+n)*. En particulier, 'image d’une orbite G-f=Q par I peut
étre décrite. On note p la projection de g* sur n*. On a donc démontré le lemme sui-
vant :

LEMME 77. (i) Soit o=p(Q)=G v, et, pour §€w, Q; I'orbite sous I'action de G(§),
de flae)- L’image I(Q) est le sous-ensemble de ¥, de base w et de fibre au-dessus de £
Porbite Q;.

(i) L’application I induit une bijection, notée I, de g¥/G sur le fibré %, de base
n}/G et dont la fibre au-dessus de G-v=w €n}/G s’identifie a g(v)j{l/G(v).

Le lemme 17 montre que dés que fest admissible, si I(f)=(f;,7), f; est admissible. (Un
groupe unipotent étant simplement connexe, il n’y a pas de probleéme d’admissibilité
pour v.) Réciproquement, si f est tel que f; est admissible, I’égalité G,(f;)=G(f) N(v)
montre que f est admissible.

Etudions maintenant le comportement de I vis-a-vis de la régularité et de la
régularité forte. Soit f€ gf, et I(f)=(f1,v). On a posé : b’=Ker f' nn(v). Soit §,=g,/b,
3=3+n@)/b’. Il est clair que j est central dans d;. Notons 4, la forme déduite de 4,.
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LEMME 78. Si f est fortement réguliére, alors la forme f, sur g, déduite de f, par
passage au quotient est fortement A,-réguliére.

La démonstration de ce lemme est incluse dans la démonstration de la proposition
13 (troisiéme étape).

Au sens de la remarque de la fin du chapitre 11, la forme f;=f},,, est fortement 4,-
réguliere. On utilisera cette terminologie dans la suite. Notons 0,*=02n0;. Res-
treinte a cet ensemble 'application I induit une bijection devenue maintenant facile a
décrire.

LEMME 79. L’application I, restreinte a 0;**/G, est une bijection de 0,*|G sur le
fibré devbase WolG et dont la fibre au-dessus de G-v est I’ensemble OAI/G des G(v)-

orbites fortement A-réguliéres dans g(v)j{‘l.

Démonstration. 1l reste 3 montrer que si v est g-régulieére et telle qu’il existe une
forme | dans O; avec p()=v, et si f|€ g(v)j{‘l est fortement A,-réguliere, alors toute

forme f avec fl,=v et flgu)=/f1 est fortement A-réguliere. Choisissons une telle forme f.
Montrons que f est A-réguliere. Soit /€0; avec p())=v, et soit [,=l|y,) comme
g(NHNnv)=g(f/H)Nn ne dépend que de f|,=v, on a g(f)Nn(»)=g()Nn(»). De cette
égalité, de g,(/)=g(D+n(¥), gi(fi)=g(fH+n() et de dimg,(;)=dim g,(f;) (lemme
78), on déduit que dim g())=dim g(f) donc que f est A-réguliere. Montrons maintenant
que f est fortement A-réguliere. Il est clair, avec les notations du chapitre II, que
3(f)=5,(f1), ce qui donne le résultat voulu. a

17.3. Questions de mesures. Passons au choix des mesures sur les différents espaces
considérés. On a fixé déja une mesure de Haar sur G et sur Z, et donc des mesures de
Lebesgue sur g et 3:d, et d;. Choisissons maintenant une mesure de Haar sur N et la
mesure de Lebesgue correspondante sur n:d,. On fixe aussi une mesure de Haar sur
Z'=ZnN, et la mesure de Lebesgue correspondante sur 3'=3Nn.

LEMME 80. Les actions coadjointes de G sur gf, n* et n} sont unimodulaires.

Démonstration. Cela résulte de ce que G est unimodulaire, G/N réductif et Z
central dans G. O

Le lemme 80 et la proposition 5.1.4 de [DR] permettent d’appliquer le théoréme de
désintégration des mesures (cf. [Bour2]) : on peut fixer des choix d’une mesure Hrye
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sur n/G et de mesures G-invariantes b,, sur chacune des G-orbites w dans ng en sorte

que I’on ait la formule :

f o) d o) = f dity6(®) f o) db,(v).
n* nYG ]

(4 e

Remarque. 1l résulte de cette désintégration que, pour u,./G presque toute orbite
['4

w=G"v dans n}/G, I'espace homogéne G/G(v) a une mesure G-invariante.

Par ailleurs, sur chaque N-v dans n}/N on a une mesure By., (mesure de
Liouville). La mesure bg., étant elle méme N-invariante, on peut la désintégrer, ce qui
détermine le choix d’'une mesure dg/Gu)n g sur le stabilisateur G/G(v) N de N-v dans
G:

j &) db (&) = d(;/c(v)Ng f o5 dﬁN-gV(E)'
Gv G/Gv)N N-gv

Remarque. Les choix qui ont été faits sont déterminés presque partout; mais on
peut supposer, en les prolongeant arbitrairement, qu’on les a faits partout.

Les choix qui ont été faits d’une mesure dgGuyn pour tout v, ainsi que de
mesures sur G et sur N entrainent celui d’'une normalisation de la mesure de Haar sur
G(v) NIN~G(v)/N(v) pour tout v€n}. On a également choisi une normalisation des
mesures sur Z et ZNN. 1l en résulte qu’on a fait le choix, pour tout v, d’'une mesure de
Haar sur G(v)/ZN(v).

Le lemme suivant équivaut au lemme 2.2 de [KL 2], pourvu qu’on sache que la
mesure de Plancherel de N est une pseudo-image, pour I’application de Kirillov de n*
dans N, de la mesure de Lebesgue de n*, ce qui est bien entendu vrai. La démonstra-
tion que nous en donnons est plus dans I’esprit de la méthode des orbites.

LEMME 81. Pour presque tout v dans nj, le groupe G(v) NIZN~G()/ZN(v) est
unimodulaire.

Démonstration. Par hypothése, on a :
detAdg=1 (Vg€G).
Par le lemme 80

detAdgl,=1 (Vg€GQG).
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Par la premiére désintégration :
detAdglg)=1 (Vg€ G(v), pour presque toute orbite G-v dans n}G)).
Comme G(v) agit par automorphisme symplectiques sur n/n(v), il vient :
detAdglimm =1 (VgEGH)).
On en déduit successivement :
det Adglay =1 (V2€EG®))
et donc
det Adglgoyney =1 (Vg EG(v), pour presque toute orbite dans n}).
Le résultat vient en remarquant que Ad g|,=Id. a

LEMME 82. Considérons I’application p de O‘fd/G sur wJG induite par la projec-
tion p de g¥ sur ny. L’image réciproque par p d’une partie ﬂn;,a-négligeable de n}/G

est négligeable pour la mesure m;.

Démonstration. Puisque n est le radical unipotent, on a nnt={0}. Soit 3,=3nNn et
3c=3Nt, soit 3, un supplémentaire de 3,+3. dans 3, et ¥, un supplémentaire de tn3
dans t.

Choisissons un supplémentaire a; de 3, dans ann, un supplémentaire a, de
3+t+anndans a et un supplémentaire p, de p;=nnp dans p. Comme t laisse n stable,
onan=nna®nnp, et donc

0=1193,03,P3. 00, P, ®p, DD,
ol t=t, D3, 3=3.P3.P3,, ann=3,Pq,. Cette décomposition permet I’identification :
g* =t} @3, D3 D3} Day Daf Dpi Sp3.

Avec cette identification, p devient le projecteur sur 3*®@a}®p} associé a cette décom-

position en somme directe.
Soit X une partie G-stable de n}, contenue dans p(0%) et telle que X/G soit de

mesure nulle dans n;‘/G. Il en résulte que X est de mesure nulle dans
n; pour la mesure d"p.. Comme p"(X)nc)]{‘d est G-stable dans g7, p_I(X)DOfd est le
saturé, sous l’action de G, de p"(X)ﬂ‘@,{ld (théoreme 5), et, par conséquent,
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X=G(Xnp(a}). Il résulte alors du lemme 83 infra que Xnp(af) est de mesure nulle
dans p(af)=p+at.

Il s’agit de démontrer que p~'(X)N0*/G est de mesure nulle dans 0Y/G pour la
mesure m;, ou encore, d’aprés ce qui précéde, de montrer que p"(X)n(@f{" est de
mesure nulle dans € pour u,.

Calculons, en notant 1, la fonction indicatrice de Y :

f L,mn(gludﬂﬁg f flp_,(x)m;,,(§+a,+az)D(§+a,+a2)daldaz
i Jo Jof

4
Uy

(cf. chapitre 15, §2).
On obtient :

Lw lp-'(X)n«;dd/h: E L*le(g+a,)D(§+a,+a2)da, da,.
A !

EER,

Le théoréme de Fubini permet d’écrire :

f l'_,()‘,)WA,‘,d,ulI = z dazja*lx(g+a,)D(§+a,+a2)da,.

o fer, Jop
D’ol enfin
1. du,; =0
L P 1000 ¢ FHa
puisque X Np(a)) est de mesure nulle dans o+at. O

LEMME 83. Soit E une variété différentiable, F une sous-variété incluse dans E, G
un groupe de Lie opérant dans E (E, F, G sont €~ et 'opération l'est également). On
suppose que toute G-orbite dans E rencontre F, et que E et F sont munis de mesures
associées a des densités différentiables. Alors une partie X de E qui est G-invariante
est de mesure nulle seulement si XNF est de mesure nulle dans F.

Démonstration. Considérons I’application de GXF dans E: (g, x)—>g-x. Soit F,
I’ensemble des x € F tels que cette application est une submersion au voisinage de (e, x).
Soit F, le complémentaire de F,. D’aprés le théoréme de Sard, I’image de GXF, est de
mesure nulle dans E, et par conséquent F, est un ouvert non vide de F.

Pour la méme raison, si X est G-invariante et de mesure nulle dans E, il suffit de
montrer que XNF,; est de mesure nuile dans F; supposons XNF, au contraire de
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mesure non nulle, et soit x € F; N X qui admet des voisinages aussi petits que ’on veut
dont I'intersection avec F est de mesure non nulle. Choisissons un sous-espace ) de g
tel que h-x® T, F soit égal a T, E (T, F, T, E les espaces tangents a F et E).

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage % de x dans E,
un voisinage ¥"de x dans F, et % de 0 dans p tel que U soit difféomorphe & "X W Mais
alors, ¥ étant de mesure non nulle dans F, % est de mesure non nulle dans E. O

Remarque. Dans la terminologie bourbakiste (cf. [Bour2], § 3 n°® 2, définition 1), le
lemme 82 exprime que la mesure G est une pseudo-image de la mesure m;.

LEMME 84. L’ensemble 0*)/G est de complémentaire négligeable dans O/G

pour la mesure m,. L’ensemble O7°/G des G-orbites de formes f€ 0;* telles que

G()/ZN) est unimodulaire est également de complémentaire négligeable dans O’,{’d/G.

Démonstration. On démontre I’assertion concernant 0,{“" en remarquant que

p(O‘f‘d) est un ouvert de Zariski de n} et en appliquant le lemme 82. L’assertion

rad

concernant 07*° résulte des lemmes 81, 82 et de la premiére assertion. a

Le lemme 79 décrit I'ensemble 0;* comme un fibré, et le lemme 82 exprime que la

mesure ynp./G est une pseudo-image de la mesure m;. Il en résulte qu'on a une
. . . . G
désintégration de la mesure m; : pour presque tout » dans ng, il existe une mesure ;'

sur I’ensemble O’fl"/G(v) correspondant a v telle qu’on puisse écrire :
m, = j n‘G‘(") d,u%.,G(v).
‘W",/G

Par ailleurs, on a choisi une mesure de Haar sur G(v)/ZN(v), ce qui entraine, pour tout f
dans 07, la détermination de la mesure m{®™ sur I'ensemble O;/G(v). Les trois

prochains paragraphes sont consacrés a la démonstration du résultat suivant.
PROPOSITION 19, Les mesures mfl(") et nAGI(") coincident pour presque tout v dans
ng.

Remarque. La détermination de mfl(‘" et de nfl(") dépend du choix de la mesure

Hnyce Mais il est clair que I’énoncé de la proposition n’en dépend pas.
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17.4. Etude des quotients 0;/G et W/G. On a décrit I'ensemble 0;%/G comme la

réunion
( U (g;dg) / A’
EER,

(théoréme 5), ol 6}’ est un ouvert de Zariski de

af;={f€a* fl,=1 et f;=£}.

On peut encore écrire :

0M/G~ U < U %;dw§> / '~ U (BLAD

W-EER,/W \wEWIW, W-EER/W
ol Af (resp. Wp) est le stabilisateur de & dans A’ (resp. W). Puisque AcA;cA’, A est
un groupe algébrique complexe.

Notons df ¢ la cloture (pour la topologie de Zariski) de af. dans I'espace
vectoriel complexe a* (c’est le plus petit sous-espace complexe contenant la variété
réelle af ;). D’aprés un théoréme du & Rosenlicht (cf. [Ros]), il existe un ouvert de
Zariski U} ; Aj-invariant de af  tel que Uj /Al est une variété algébrique complexe
lisse. Il existe un ouvert de Zariski Uj ; Aj-invariant et une famille (@)i<i<q de
fonctions polynomiales sur a} ; dont les différentielles dg; sont linéairement indépen-
dantes en tout point x de U7 ;. Notons (y))1<j<2« la famille des parties réelles et
imaginaires des @;. L’intersection de %}, ; avec af ¢ est un ouvert de Zariski (i.e. pour
la topologie induite par la topologie de Zariski de a*) de af ;. Soit r (r<2d) le rang
maximum de la famille y; sur %} :naf ¢ et soit U; ; I'ouvert de Zariski inclus dans
U5, eNaf ; des points o le rang vaut r. Posons enfin Ui e=Nyeww ' UL e : ON
obtient ainsi un ouvert de Zariski (pour la topologie de Zariski réelle) de af : qui est
A-invariant et tel que U, =U;cg %, , est stable sous I’action de A’, et de complémen-

taire négligeable dans %¢ pour la mesure ;.

D’apres le théoréme des fonction implicites, I’ouvert de Zariski 9, ¢ peut s’écrire
comme réunion d’une famille d’ouverts (pour la topologie ordinaire) Al

invariants U, ¢ tels que la famille (y), <, (aprés une réindexation convenable qui dé¢-
pend de (i)) définisse une carte sur le quotient %; /A;.

Soit fo un élément arbitraire de AU, £ER; tel que fo,€ U, &, et V* un sous-espace
vectoriel de (3+1)* na* tel que V*®@a-fo=(3+t)* na*. Alors il existe un i tel que
f,€%, ;, un ouvert U contenant f; et inclus dans € , tel que
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) VFE(fo+ V¥ U, a-fEV*=(3+t) Na*

(2) la surjection canonique de af g sur af Z/A; induit un difféomorphisme de
(fo+VHNU sur g(U).

On a donc démontré la proposition suivante :

PROPOSITION 20. (1) Il existe une partie U, de € qui est A'-stable, de complé-
mentaire négligeable pour le mesure u; et telle que, si Uy =W Naf e U g est un
ouvert de Zariski Ai-stable de af ¢, et Uy /A; est une variété différentiable.

(2) Soit U ¢ un ouvert de Zariski Ag-stable de af : inclus dans ‘6,‘{’"5 tel que
U; /A soit une variété différentiable.

Soit fo€ U} ¢ et V* un sous-espace de a* tel que a-fo@V*=@+t)* na*. 1l existe
un ouvert Uc<U; ¢ (ouvert pour la topologie ordinaire) tel que :
® VE(fo+V™NU, a fOV*=(+D)*na*
® La surjection canonique q de af g sur af AL induit un difféomorphisme de

So+ VN U sur q(U).

En étudiant de la méme maniére I’action des G et N sur ng on obtient :

PROPOSITION 21. Il existe un ouvert de Zariski Woc W, de n} qui est G-stable et
qui est réunion d’ouverts G-stables ordinaires W, tels que W /G et ’W:,/N soient des
ouverts de carte pour les quotients W,/G et W /N. Soit X* un sous-espace de n* tel
que §-vo®@X*=(3nn)* pour un v, fixé dans °W:,, et Y* un sous-espace de n* tel que
v+ Y*=(3nn) pour v, fixé dans W,

Il existe un ouvert ¥ contenant v, inclus dans °W"; tel que Vv € Wn(vy+X*),
g v®X*=(3nn)* (resp. YvE WN(vy+Y*), n-v@Y*=(3nn)*) et tel que I’application
dc de n} sur nyG (resp. qy de n} sur nY/N) induise un difféomorphisme de
o+ X)INW (resp. (vo+ Y¥)N W) sur gg(W) (resp. gp(W)).

On notera, dans la suite, U;=p~ (W )N Uy, U} e=ULN Uy .

17.5. Construction d’un bon espace transverse. On fixe f, € U, ,, et on pose I(fo)=( £2,v9).

On va construire un sous-espace V* (cf. proposition 20) qui se comporte convenable-
ment quand on le projette sur n*, g(v§), etc.

LEMME 85. Il existe une base B de g telle que chacun des espaces : 3Nn, 3+t,
n(fo), a(fo), n(ve), gv), N, a et p soient engendrés par les vecteurs de B q’ils
contiennent.
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Démonstration. On a le diagramme

n(fo) n(vo)
3ann / j I

n
\ g
\ 3+t a(fo) a(vo) /

ol une fleche indique une inclusion.

Tous ces espaces sont stables sous I’action de ¢. Toutes les bases qu’on considé-
rera seront composées de vecteurs propres sous I’action de t. On choisit une base de
3Nn qu’on compléte en une base de 3+t d’une part, en une base de n(fy) d’autre part.
Puisque n(fp)n(3+1t)=3Nn on obtient ainsi une base de (3+1)+n(fy), qu’on complete
en une base de n(vy) d’une part, de g(f;) d’autre part. Comme g(fp) N n(vy)=n(fg), on
obtient ainsi une base de g(fo)+n(vy). On complete la base de n(vy) en une base de n,
et la base de g(fp)+n(vy) en une base de g(vy). Comme g(vo) N1t=n(v,), on obtient bien
une base de g(vo)+n qu’il reste & compléter en une base de g. Tous les vecteurs de la
base étant propres pour I'action de t, ils sont soit dans a, soit dans p. On a bien
démontré ’assertion du lemme.

La base 2 étant choisie, on entendra, dans ce qui suit, par le supplémentaire d’un
sous-espace le supplémentaire engendré par des vecteurs de 3. Soit V; le supplémen-
taire de 3nn dans n(fy) et V; le supplémentaire de (3+t)+V, dans g(fo); posons
V=V,@V,, E=3+1. Puisque g(fp)ca, V et E sont dans a. Soit W le supplémentaire de
V®E dans a, et Y=W®p. La somme directe g=E® VA W®p fait que cela a un sens de
parler de V*, qui est un sous-espace de a*, et qui est un supplémentaire, dans
a*N(@+t* de g(fo)t na*=a(fp)* na*=a-fy. Le sous-espace V* vérifie donc la condi-
tion de la proposition 19. On a donc démontré le lemme :

LEMME 86. Le sous-espace V* construit ci-dessous vérifie
V*®@a-fo=a*n(z+t)t.
Etudions maintenant la projection de V* sur n*,
LEMME 87. La projection de V* sur n* est V§. C’est un espace qui vérifie :
Vi+g-vo=(GNn)*.

(L’orthogonal étant pris dans n*.)
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Démonstration. On a V,=Vnn, d’ou le premier résultat. D’autre part,
g-v=n(fy)*'; il s’agit donc de montrer que Vi®n(fp)*=GnNn)*. On a Vinn(fy)t=0
puisque Vocn(fy); d’autre part 3Nn)@V,=n(fy), donc Gnn)*t=vEnn(fy). O

Il reste a étudier la situation dans la fibre g(vp)*. Rappelons qu'on a
a:(fD=g(fo)+n(vy), et par conséquent t,=t,(fH=t(fo)=t. En particulier
a=angy), et py=pNngve). Si fo€a*, alors fY€ar. D’autre part 3;=3+n(vy) est
central dans g, modulo b’ (cf. lemme 78). Le lemme qui suit se démontre comme ceux
qui préceédent.

LEMME 88. Le noyau de la projection de V* sur n* est V{. Cet espace vérifie :
VT(‘B [+6] f?= a?‘ﬂ (3+t+n(Vo))'L.

Posons Z=W®p, et soit Z; le supplémentaire de n(fy) dans n(ve), Z, le supplémentaire
de g(fo)+n(ve) dans g(ve), Z3 le supplémentaire de n(vg) dans n et Z, le supplémen-
taire de g(vg)+n dans g. On a Z=Z,@2Z,DZ;DZ,.

17.6. Démonstration de la proposition 19. L’espace V* construit au § 5 et les résultats du
§4 vont permettre (1) d’utiliser des mesures définies par des densités sur des variétés,
(2) de se placer dans une carte convenable pour se ramener a un calcul de déterminants.

Puisque g,(f)=g(H+n(v), on a déja remarqué que t;=t,(f))=t(f)=t, et
a=ang;, pi=png;. Si fE€EM, et I(f/)=(fi,v), la forme f; est donc un élément de

€=0;nat. Appliquons 2 la description de € le théoreme 5. On a 3;=3+n(v), et par
conséquent 3; Nt;=3nt. Il en résulte que fgf:’ est égal & la réunion, pour tous les £€ER,,
des €., ob €, =({l,€ ", 1|, 0, =&). Evidemment, si f€ €', alors fi€ €}/ ..

Soit A; et A} les intersections avec G, de A et A’, et W;=A}/A Le théoré¢me 5
énonce que O‘,{‘:’/G, s’identifie & ‘6}:’/,4;, le lemme 79 montre que les W-orbites dans R;

sont exactement les W-orbites dans R;.

LEMME 89. Soit fo€ U} ;. L'application de U, /At dans W, /G associant a Ag-f
Uorbite G-v est une submersion au voisinage de f,.

Démonstration. Soit V* ’espace construit au lemme 87, % le voisinage ouvert de
fo dans U, ; donné par la proposition 20 et %’ le voisinage ouvert de vy dans nj donné
(pour X*=V¥) par la proposition 21. Alors (fo+V*)N U et (vo+ V*)N W sont des ouverts
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de carte pour respectivement U; (/A; et W,/G. 1l est clair que I’application f—v est
une submersion au voisinage de fy de fo+ V* dans vo+ V3, ce qui assure le résultat. [

On déduit du lemme 89 un résultat sur la nature des fibres.

LEMME 90. Soit v€ W,. Notons U, .={f,, I()=(f,,v), fE€ U, ;}. Alors U} ,/A; ,

est une variété différentiable et U, . est un ouvert de Zariski de af A,

Les lemmes 88 et 90 permettent d’appliquer la proposition 20 (2) & Vet f? dans
Q(V)f,~ On s’est essentiellement ramené a calculer des mesures sur des variétés diffé-

rentiables, dont on va donner maintenant des formules explicites.

On fixe un f, arbitraire dans 4, ; tel que vo€ W},; on a construit un certain sous-
espace V* de a* au § 5, et la proposition 20 (2) construit un ouvert % de U, ¢ associé€ a
ces données. Définissons rm; comme I'image réciproque (dans (fo+V*)NU) de la
restriction a q(%) de m,, et calculons ;.

On a fixé sur g*, a*, p*, 3, 3Nt, t des mesures de Lebesgue, et donc aussi sur
3+1t)* na*. Choisissons les mesures de Lebesgue dy sur V, dy sur W, d, sur p de
maniére compatible avec les choix faits précédemment. Rappelons également que le
pfaffien d’une forme bilinéaire alternée dans une base ne dépend que de la forme
volume associée a cette base. Ca a donc un sens de parler du pfaffien sans spécifier la
base.

Le lemme qui suit adapte a la situation présente un lemme de [Kir 3].

LEMME 91. La mesure m,; admet une densité par rapport a la mesure dy« sur
(fo+V*INU, qui est égale au produit D-D’, oa D' est le pfaffien de la forme B, dans
I'espace W et D est le pfaffien de By dans p.

Démonstration. Choisissons des bases univolumiques de E*, V*, W*, p* .

£1,...,€, base de E*
&,....& Dbase de V*
Ci1,..., &y base de W*

21415 .4, G2a base de p*.

Soit ey ..sp, X1y, X,, Dy,...,Dpy la base de g duale de la base précédente.
L’ensemble ‘6},"5 se décrit facilement :
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r 21
¢, = { f=ft D a&+> Bt, a,ER, BER, fArégulicre dans af et D(f)+ 0}
i=1

i=1

et la mesure u, sur €} s'écrit :
w,=D(f)da, ...da,dB, ... dBy = D(f) dys A dyp.

D’autre part, I’ensemble (fo+ V*) N % est une partie de ’ensemble
{f=f0+§: @&, a,.ER}.
i=1

Notons avec les mémes lettres les formes volumes associées a dy., dys. Si B, sest

la forme de Liouville de I’orbite A°-f, il existe une fonction €% notée ¢ telle que :
0 dya B o ;= dys Adye

en tout point f€ (f,+V*)N . Par définition de § o f

,BA.,.f(D,-f,Dz-f, e Dy f) = D'(f).

D’autre part, le déterminant de (D, f, ..., Dy-f) dans la base &, ..., 5y est égal au
discriminant de By dans Dy, ..., D,. On obtient

ﬂAO.f(Cp ceey Cz[) = (D'(f))_l

et donc 8(f)=D’(f). Le théoréme de Fubini montre alors que la mesure ri1; admet bien
une densité de classe €~ par rapport A dy+, qui a la valeur cherchée. O

LEMME 92. Le produit D'(f)-D(f) est égal au pfaffien de By restreinte a W®p.

Démonstration. Les notations étant celles qui précédent, il s’agit de calculer le
pfaffien de B dans la base Dy,...,D;;. Comme f€a*, Bg|,x,=0, ce qui donne le
résultat. O

Intéressons nous maintenant & n}/G. D’apres le lemme 87, V# vérifie la condition
de la proposition 21 (en prenant X*=V3%). Le sous-espace Z, est un supplémentaire de
g(vo)+n. II existe donc un voisinage %" de v, dans lequel Z,®g(v)+n=gq, et, si W
désigne I’ouvert défini par la proposition 21, on peut supposer que Wc%”.

Choissisons arbitrairement une base de Z,. Pour tout v dans %, ce choix entraine
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celui d’une forme volume sur g(v)+n, et donc d’une mesure sur G/G(v)N. On obtient
ainsi le choix d’une mesure G-invariante sur %#'=G-v par la formule :

J. (&) db (&) = dG/G(v)Ngf P(8) dBy.¢(8)-
Gv GIGW)N N-gv

Rappelons (cf. § 17.3), que les choix de mesures sur ng, ny/G et les G-orbites dans nj
sont liés par la formule

f o) dp(v) = f dityy(@) f o(v)db,(v)
n* ng‘/G [

e

le choix des mesures db,, (dans pg(%)) implique donc un choix local de la mesure
Hnyc- Notons s, I'image réciproque de la restriction a pg(%) de Hnyc
dans (vyg+VHNW.

Soit A(f,) le déterminant de la restriction de Bfo a Z,xZ, (dans des bases univolu-

miques) et D,(f;) le pfaffien de la restriction de Bfo a Z; (dans une base univolumique).

LEMME 93. La mesure ji, coincide, sur (o+VH)NW avec la mesure 9(v) dv;a ou
F(v) est une fonction € qui vérifie : $(Vo)=A(fo) D:1(fo)-
Démonstration. On a n*=3XPZ}@VI®ZF. Dans W, on a:
VWEWN(Vy+VY), g v@®VI=(Gnn)t et nv@VI®Z=(30n)*.

Choisissons des bases univolumiques de ces différents espaces. (Rappelons que
des mesures sont fixées sur g, n, 3, 3N n, g(vg)+n, et qu’on choisit arbitrairement les
autres.) Notons :

Y,,...,Y, labase de 3, ¢,...,¢ labase de 3*
X,,...X, labase de V,, §&,,...,§, labase de V5
D,,...,D labase de Z,, ¢(,,...,{, la base de Z}
E,,....,E,;la base de Z,, 7,,...,1,, la base de ZF
F,,...,F labasede Z,, ¢,,...,p,labase de Z.

(Les notations sont différentes de celles employées pour le lemme 91.)
Le probléme est un probléme de division de formes différentielles : il est clair que

7—-858285 Acta Mathematica 154, Imprimé le 27 Fevrier 1985
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la densité #(v) est de classe €~ et qu’on peut la calculer en un point. Soit y, la forme
de degré maximal sur Z,-v définie par :

y(F1-v...Fyv)=1.

Puisque g-v=Z,-v®n-v, la forme B,=y,AB, (od B, est de la forme de Liouville sur
I’orbite N -v) est une forme de degré maximal sur g-v. La formule définissant la mesure
bg., montre que cette mesure est associ€e a la forme différentielle B,.

Notons Wy et @ les formes volumes sur V¥et (3nn)*, $ vérifie

(gnm*

ﬂ(vo)-wv;/\ Bl,0 =00

Calculons les deux membres :
On a B, (E, vy, ..., Eyyv))=D\(fy) par définition de la forme de Liouville. D’autre

part y, (F;"v,, ..., F;-vo)=1 par définition de y, .
Il reste donc & calculer le déterminant de la famille (&,,...,&n, Ei v, ...,
EZd'VO;---aFl'VOv---st'VO) dans la base (E],...,Em,fh,...,772d,(p],...,(ps). C’est un

systéme triangulaire par blocs, et on vérifie facilement que ce déterminant vaut
Dy(fo)*- A(fy), d’ou le résultat. 0O

Avant de pouvoir achever, il faut un résultat permettant de comparer les densités
rencontrées. Le lemme qui suit le fait, et il est crucial.

LEMME 94. Le pfaffien D"(fy) de la restriction de Bya Z est égal (au signe preés) au
produit Dy(fy):Da(fo) A(fy), o Dy(fo) est le pfaffien de la restriction de Br a Zs,
Dy(fo) le pfaffien de la restriction de B a Z, et A(fy) le déterminant de la matrice de
Bfo restreinte @ Z4xZ, (dans la base B(Z4) X B(Z,)).

Démonstration. Ecrivons la matrice de B, en blocs correspondant aux sous-

espaces Z,,7Z,,7,,Z,.

Ona:
® fo([n(vy), n])=0, donc By, restreinte & Z,XZ, et Z,xZ, est nulle.
® fi([a(vy), n])=0, donc B, restreinte 3 Z,XZ, et Z,XZ, est nulle.
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La matrice de Bf0 a donc la forme suivante :

Zs Z, Z, Z,
Z4
Z; 0 0
Z; 0 0
Z 0 0 0
Le résultat est alors évident. a

Démonstration de la proposition 19. D’abord, la proposition 20 permet de se
restreindre & ;. D’apres le lemme 82, I'image réciproque, dans 07 de W, (donné par

la proposition 21), est de complémentaire négligeable dans 0. Le lemme 84 montre
que 07 est de complémentaire négligeable dans 0. 1l suffit donc de démontrer le

théoréme de désintégration pour la restiction de m; a I'intersection de Uj/A’ avec
04*/G.

D’autre part, les remarques au début du paragraphe montrent que I’application I
induit sur 6;°; N 0;*/A; une fibration de base 0;* et de fibre €;%/A; . . D’autre part, les

W-orbites dans R; et les W,-orbites dans R, coincident.

Fixons un f, dans 0 n %, tel que si I(f)=(f},vy), v, appartienne & W,; soit V*
construit au paragraphe S, et les ouverts U et % fixés par les proposition 20 et 21.

La mesure i1; dans UN(fo+V*), s’écrit D'(f) - dy+« (lemmes 91 et 92) et la mesure
i1, dans Wn(vy+V3) s’écrit $(v) dv;- La fibre au dessus de v, s’indentifie a fo+ V71, etla
mesure y est donnée par la formule (D"(f,)/$(v,)) dV?' Appliquons les lemmes 93 et 94;
on trouve (D"(f)/ $(vy))=D,(f). L’image de la mesure nfl‘ dans f{+V? est donnée par
la densité D,(f,) dV." D’autre part, la proposition 20, les lemmes 88, 90 et 91 montrent

que I'image de mfl' dans f9+V* est donnée par la méme formule. a

17.7. Démonstration du théoreme 7'. G est un groupe tel que g n’est ni réductive, ni
nilpotente. On a démontré qu il existait une partie 07*/G de complémentaire négligea-

ble de 0’,{"’/G telle que, pour f€ 0‘;{“", G()/N(v) est unimodulaire. Il en résulte que
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G(v)/B’ est unimodulaire (lemme 81); c’est donc un groupe complexe algébrique et
unimodulaire, auquel on peut appliquer I’hypothé¢se de récurrence, le sous-groupe du
centre de G(v)/B’ étant Z-N(v)/B’ et le caractére x; de différentielle 2470, | oy

Soit f€ 02, et I(f)=(f,,v). La proposition 6 exprime que

= Ind (ng‘ QW,).
GWN1TG
L’application de la formule du caratére d’une représentation induite (cf. [BC], chapitre
V) donne :

LEMME 95. Soit ¢ € €7(G, Z, x). Si les intégrales considérées convergent, on a :

traf(p) = f

N
dGicon g l:trf pgxg™") (! ®W,)(x) dG(v),Nx] .
GIGW) N G NIZ

Soit o une section borélienne de 0?%/G dans 0. Si Q € 02%/G, on note w € n*/G sa
projection sur n*, 2, ou, quand il n’y a pas d’ambiguité possible, plus simplement f,
au lieu de o(Q), vg, ou plus simplement v, la restriction de o(Q) a n*, g¥, ou plus
simplement g,, au lieu de g(v), ainsi que G¥, ou G,, au lieu de G(vy), et enfin
£, ou méme f, la restriction de o(Q) a g, et Q, la G}-orbite correspondante.

Soit p€ 6.(G, Z, x;), et soit

P(p) = rf (@) dmi(Q).

vt
0, (G : G(F)]

(Pour l'instant, on ne sait pas que l'intégrale converge.)
D’aprés le lemme 95 et la proposition 19 :

&G

P(p) = f it (@) [G.(f): G,(f,)"]"dmfl'(Q,)
n‘;/G
X f deigumnE T f P(gxg™") (' ® W,) (1) dgyn X (1)
GIG(v)IN G(v)NIZ

puisque [G(f) : G(N°I=[G\(f): G(/)°].
Considérons la fonction ®,, pour v fixé de g}/G, dans C :

7 dgoynem 2 ¥ [tr f plgyng™") W (yn) dn] : 2)
NI

iz

®Q)=tr f

G(v)INWZ
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On voit, en posant x=yn, yEG(v), n€N, dans (1) que (1) équivaut a :

P(p) =J’ d/‘n;/c(w) dmf](Ql)f D (Q)dgGunE- 3)
G G, GIGW) N
Soit maintenant la fonction W, de G(v) dans C
W () =tr f p(gyng™") W,(y) ) (n) dn. @
NIz

Le fait que la représentation st est a trace est connu depuis Kirillov. L’intégrale (4) est

donc convergente.
On vérifie facilement que, pour y € G(v), n € N(v)

Wo(yn) = Wy xuln™"). 5)
L’équation (2) s’écrit donc

DUQ,) = tro (¥, 6)

Appliquons. ’hypothése de récurrence a G(v) :

f Q) [G(f): G ()] dmd(Q,) = W (e) @)
a7G,

et, pour mf'-presque toute orbite Q,, la ligne (6) a un sens, i.e. trng'(llfg) est bien

défini.
Reportons maintenant (4) et (7) dans (3); aprés avoir permuté deux intégrations :

P(p)= J’ dit (@) J’ dgioyn 8 tT I @(gng™") W(n)dn. ®)
n4G GIGH) N NIz

Faisons le changement de variable dans la derniére intégrale : n—gng~'. On obtient

dgigon 8 IT f o(n) W (g™"'ng) dn. ©9)

G/IG(v) N NIZ'

P(p) = f dﬂn;/G(w)
np‘YG
On a W,,(g"ng)=nf(g"ng). Par transport de structure, on a

tr f pn)W g 'ng)dn=tr I @(n) . (n)dn.
NIZ'

NIZ'
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De (9) on tire :

P(p)= j dﬂn;/a f degmnE [trngN,v(tp)]. (10)
G GIGWN

Mais il résulte des choix de normalisations de mesure que (10) s’écrit encore :

Ple)=| tra)(g)dmy(w). (1n
wIN

Le théoréme de Plancherel pour N donne donc

P(p) = p(e).
La premiére partie du théoréme, i.e. I’existence des caractéres résulte de ce calcul et
du théoréme de Fubini. a
Bibliographie
[And 1] ANDLER, M., Sur des représentations construites par la méthode des orbites. C. R.
Acad. Sci. Paris, 290 (1980), 873-875.

[And 2] — La formule de Plancherel pour les groupes algébriques complexes unimodu-
laires. C. R. Acad. Sci. Paris, 295 (1982), 515-517.

[AK] AUSLANDER, L. & KOSTANT, B., Polarizations and unitary representations of
solvable Lie groups. Invent. Math., 14 (1971), 255-354.

[AM] AUSLANDER, L. & MOORE, C. C., Unitary representations of solvable Lie groups.
Mem. Amer. Math. Soc., 62. Rhode Island, 1966.

[Ber] BERNAT, P., Sur les représentations unitaires des groupes de Lie résolubles. Ann.
Sci. Ecole Norm. Sup., 82 (1965), 37-99.

[BC] BERNAT, P., CONZE, N. ET AL., Représentations des groupes de Lie résolubles.
Dunod, Paris, 1972.

[Bor] BOREL, A., Linear algebraic groups. Benjamin, New York, 1969.

{(Bour1] BOURBAKI, N., Topologie générale. Chapitre 1X, 2° éd. Hermann, Paris, 1958.

[Bour2] — Intégration. Chapitre VI, Hermann, Paris, 1959.

[Bour3] — Algeébre linéaire. Chapitre IX, Hermann, Paris, 1959.

[Bru} BRUHAT, F., Sur les représentations induites des groupes de Lie. Bull. Soc. Math.
France, 84 (1956), 97-205.

[Char1] CHARBONNEL, J. Y., La formule de Plancherel pour un groupe résoluble connexe
11. Math. Ann., 250 (1980), 1-34.

[Char?2] — Sur les orbites de la représentation coadjointe. A paraitre dans Compositio
Math.

[Dix 0] DIXMIER, J., Sur les représentations unitaires des groupes de Lie algébriques. Ann.
Inst. Fourier, 7 (1957), 315-328.

(Dix 1] — Les C*-algébres et leurs représentations. Gauthier-Villars, Paris, 1964.

[Dix 2] — Représentations induites holomorphes des groupes résolubles algébriques. Bull.

Soc. Math. France, 94 (1966), 181-206.



[Dix 3]
[Duf1]

[Duf2]

[Duf3]

[Duf 4}
[DR]
[DV]
[Fe]
[God]
[Gui]
[H-C1]
[H-C2]
[H-C3]
[Kir1]

[Kir2]
(Kir3]

{KL1]
[KL2]
[KS]
[Li1]
[Li2]
[LV]
[Mac]

[PRV]

{Puk 1]

LA FORMULE DE PLANCHEREL 103

— Algebres enveloppantes. Gauthier villars, Paris, 1974.

DuUFLO, M., Sur les extensions des représentations irréductibles des groupes de Lie
nilpotents. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 5 (1972), 71-120.

— Opérateurs différentiels biinvariants sur un groupe de Lie. Ann. Sci. Ecole
Norm. Sup., 10 (1977), 265-288,

— Construction of primitive ideals in an enveloping algebra. Lie Groups and their
Representations. Gelfand ed. Bolyai-Fanos Summer School in Mathematics, J.
Wiley, New York, 1975.

— Construction de représentations unitaires d’un groupe de Lie. Harmonic Analy-
sis and Group Representations. Lignori Editore, Naples, 1982.

DufFLo, M. & Rais, M., Sur I’analyse harmonique sur les groupes de Lie résolu-
bles. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 9 (1976), 107-144,

DUFLO, M. & VERGNE, M., Une propriété de la représentation coadjointe d'une
algebre de Lie. C. R. Acad. Sci. Paris, 268 (1969), 583-585.

FELL, J. M. G., Weak containment and induced representations of groups II.
Trans. Amer. Math. Soc., 110 (1964), 424447,

GODEMENT, R., Mémoire sur la théorie des caracteres dans les groupes localement
compacts unimodulaires. J. Math. Pures Appl., 30 (1951), 1-110.

GUINZBURG, V. A., Method of orbits in the representation theory of complex Lie
groups. Functional Anal. Appl., 15 (1981), 18-28.

HARISH CHANDRA, The Plancherel formula for complex semi-simple Lie groups.
Trans. Amer. Math. Soc., 76 (1954), 485-528.

— Harmonic analysis on real reductive groups 1. J. Funct. Anal., 19 (1975),
104-204.

— Harmonic analysis on real reductive groups IIl. Ann. of Math., 104 (1976),
117-201.

KIRILLOV, A. A., Représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents. Uspehi
Mat. Nauk., 17 (1962), 57-110.

— Plancherel measure of nilpotent Lie groups. J. Funct. Anal., 1 (1967), 330-331.
— The characters of unitary representations of Lie groups. J. Funct. Anal., 2
(1968), 40-55.

KLEPPNER, A. & LIpSMAN, R. L., The Plancherel formula for group extensions.
Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 5 (1972), 459-516.

— The Plancherel formula for group extensions II. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 6
(1973), 103-132.

KNAPP, A. & STEIN, E., Intertwining operators for semi-simple Lie groups. Ann. of
Math., 93 (1971), 489-578.

LION, G., Indice de Maslov et représentation de Weil, in Trois textes sur les
représentations des groupes. Pub. Math. Univ. Paris 7 n°® 2. Paris, 1978.

— Groupes de Lie résolubles et indice de Maslov. C.R. Acad. Sci. Paris, 291
(1980), 7-10.

LION, G. & VERGNE, M., The Weil representation, Maslov index and theta series.
Birkhduser, Boston, 1980.

MACKEY, G., Unitary representations of group extensions 1. Acta Math., 99 (1958),
265-311.

PARTHASARATHY, K. R., RANGA RAO, R. & VARADARAJAN, V. S., Representations
of complex semi-simple Lie groups and Lie algebras. Ann. of Math., 85 (1967),
383—429.

PUKANSZKY, L., On the theory of exponential groups. Trans. Amer. Math. Soc.,
126 (1967), 487-507.



104

[Puk 2]
[Rich]
[Ros]
[Schi]
[SV]
[Ver]
[Wal)

[War]

M. ANDLER

— Unitary representations of solvable Lie groups. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 4
(1971), 81-137.

RICHARDSON, R. W., Deformations of Lie subgroups and the variation of the
isotropy subgroups. Acta Math., 129 (1972), 35-73.

ROSENLICHT, M., A remark on quotient spaces. An. Acad. Brasil. Cienc., 35
(1963), 487-489.

SCHIFFMANN, G., Integrales d’entrelacement et fonctions de Whittaker. Bull. Soc.
Math. France, 99 (1971), 3-72.

SPEH, B. & VoGaN, D., Reducibility of generalized principal series representa-
tions. Acta Math., 145 (1980), 228-299.

VERGNE, M., Etude de certaines représentations induites des groupes de Lie
résolubles exponentiels. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 3 (1970), 353-384.
WALLACH, N., Harmonic analysis on homogeneous spaces. Dekker, New York,
1974.

WARNER, G., Harmonic analysis on semi-simple Lie groups. Vol. I et 11. Springer,
Berlin, 1972.

Regu le 1 mars, 1983



