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Cet article a trait au probléme suivant, que nous appellerons probléme de Fatou
ponctuel : étant donné une mesure borélienne convenable x4 sur R’, on considére la
fonction harmonique dans le demi-espace R’''=R”XR, définie par I’intégrale de Pois-
son u=P(u). A quelles conditions sur la mesure u la fonction harmonique # admet-elle
une limite non tangentielle au point (0, 0)?

Ce probléme - ainsi que d’autres, d’ailleurs - fut posé et résolu pour la premiére
fois par P. Fatou dans son célebre article ([S]) de 1906, dans le cas ou v=1; plus
précisément, la condition suffisante obtenue est la dérivabilité de la mesure u au point
0. La méthode utilise de maniére essentielle le fait que v=1, et on ignore toujours si ce
résultat est exact en dimension supérieure, du moins si on prend pour définition de la
dérivabilité de la mesure x4 au point 0 la propriété

(@) 1l existe LER tel que, pour toute boule oﬁverte B de R’ la quantité
u(rB)/m(rB) admette L comme limite quand r tend vers 0, ol m désigne la mesure de
Lebesgue de R”.

En 1943, L. H. Loomis prouve ([6]), toujours dans le cas od v=1, ’équivalence
entre la dérivabilité en 0 d’une mesure x=0 et le fait que P(u) admette une limite non
tangentielle en (0,0) (donc 'optimalité de la condition (2) dans ce cas); il donne
également un exemple montrant que la réciproque du « théoréme de Fatou ponctuel »
est fausse en ’absence d’hypothése sur la mesure.

En ce qui concerne les résultats dans le cas ou v>1, il est connu depuis un certain
temps (cf. par ex. [9], p. 197) que, si le point 0 est un point de Lebesgue pour le mesure
u, i.e. si
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(¥) 1l existe LER tel que, pour toute boule ouverte B de R’ la quantité
|e—Lm|(rB)/m(rB) tende vers 0 quand r tend vers 0,

alors u=P(u) admet une limite non tangentielle au point (0, 0).

En outre, W. Ramey et D. Ullrich ont récemment obtenu ([7]), dans cette direc-
tion, les résultats suivants, également indépendants de la dimension : si la mesure u est
=0, ou de la forme f-m, avec f€ BMO(R"), alors la dérivabilité de u implique I’existen-
ce d’une limite non tangentielle pour u=P(u) (et cette condition est optimale puisque la
réciproque est vraie dans les deux cas). Bien qu’utilisant la méme idée générale, les
démonstrations de ces deux résultats sont disjointes, et I'une d’elles est basée sur le
théoréme de Fefferman-Stein identifiant BMO au dual de H'.

Des résultats de méme type, qui relient la dérivabilité symétrique d’une mesure a
la convergence radiale de son intégrale de Poisson, ont également été obtenus (cf. [5],
t6l, [71, (8.

L’idée de base de notre article est I'introduction d’une hypothése nouvelle (),
qui exprime une condition de bornitude portant sur la mesure Aju| (cf. §1). Cette
condition permet, en un certain sens, de contrdler I’oscillation de la fonction u=P(u) et
d’obtenir, essenticllement, les mémes résultats que dans le cas ou la mesure u est =0
(cf. §1I, théorémes 1, 2 et 3). Les résultats d’analyse harmonique euclidienne récem-
ment obtenus ([2], [3]) par les auteurs, moyennant certaines hypothéses sur la densité
de l'intégrale d’aire, ne sont pas étrangers a cette idée.

11 est trés facile de voir (cf. § I1, corollaires 1 4 7) que I’hypothése () est satisfaite
dans les trois situations évoquées plus haut; par suite, les théorémes 1, 2 et 3 contien-
nent, comme cas particuliers, les résultats antérieurs sur le sujet.

En fait, la démonstration de ces théorémes utilisant fort peu de propriétés particu-
lieres au noyau de Poisson, on peut obtenir avec les mémes méthodes des résultats
beaucoup plus généraux, contenant, entre autres, le cas du noyau de la chaleur; ces
extensions font ’objet du § I11.

1. Une hypothése permettant de contrdler ’oscillation d’une fonction harmonique

Pour tout z=(x, y) ER%*', et tout HER’, on pose

€,y N (((2511)
(”x_0”2+y2)(v+l)12’ 6= D2 :

Pe(D) =
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On désignera par # ’ensemble des mesures de Radon u sur R' telles que

f Po0, 1) |u|(d6) < + 0.
.

Etant donné une fonction harmonique « dans R%*', et a €R, on note ¢, le potentiel
de Green de la mesure Aju—al|, i.e. 'application de R’*' dans R, U {+} définie par

@, ()= %(z,z") Aju—al(dz")

v+
R+

oul 4 désigne la fonction de Green de R’*'. Pour alléger les notations, @, sera noté g.

Enfin, nous introduisons les définitions suivantes : nous dirons qu’une fonction
harmonique # vérifie la condition () (resp. (') si le potentiel de Green ¢ de la
mesure Alu| est borné dans un ensemble de la forme Vn R, ol V est un voisinage de
(0,0) dans R"*! (resp. borné dans {0} x]0, 1]). Par abus de langage, on dira aussi qu'une
mesure u € # vérifie une de ces conditions si la fonction u=P(u) la vérifie.

Comme la densité de I'intégrale d’aire évoquée précédemment, la fonction ¢
permet d’estimer, en quelque sorte, si la fonction u est « proche » d’une fonction de
signe constant (qui oscille « peu » et qui a un « bon » comportement 2 la fronti¢re). Par
exemple, il est facile de voir que @ est identiquement nulle si et seulement si u« est de
signe constant; on verra également (cf. § II, proposition 2) que @ est bornée dés que u
est I'intégrale de Poisson d’une fonction de BMO.

La signification de ¢ apparait également sur les expressions suivantes, qui nous
seront utiles en plusieurs occasions :

PrOPOSITION 1. Pour tout mesure u€ M, on a les égalités :
*) ¢ = P(uh—|P()};
(xx) @ =2Min(P(u"), P(u")).

Démonstration. 1 égalité (¥} n’est autre que la décomposition de Riesz de la
fonction surharmonique —|u|=—|P(u)|. En effet, ’ouvert R’ est un sous-ensemble
greenien de R’*!, la fonction —|u| est harmonique, et admet une fonction sous-
harmonique minorante, ne serait-ce que —P(Ju|). Le théoréme de décomposition de
Riesz ([4], p. 52) est donc applicable, et fournit ’égalité

—|u| = GA—v,
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ou GA est le potentiel de Green de la mesure A associée a —|u|, et —v la plus grande
fonction harmonique minorante de —|u|. Il reste donc 2 identifier 2 & Alu| et v & P(ju|);
pour voir que A=Alu|, il suffit d’appliquer I'opérateur A (au sens des distributions) a
I’égalité —|u|=GA—v, et d’utiliser des propriétés classiques de la fonction de Green. Le
fait que v="P(|u]) est une conséquence immédiate du principe du maximum, dans le cas
particulier ou la mesure x# admet une densité continue par rapport a la mesure de
Lebesgue; le cas général s’en déduit au moyen d’une approximation, par exemple de la
maniére suivante :
Pour tout entier n>0, notons f,: R"—R I'application définie par

£(6)= f PO, 1/n) u(de);
N

en appliquant ce qui précéde a la fonction surharmonique —|P(f,-m)|, on obtient, pour
tout entier n>0 et tout z=(x, y) ER’*!,

—|u(x, y+1/n)| = f

Yz, 2') Alul(dz") — f P2\ £,/(6) 46,
v RV

ou ¥, est la fonction de Green relative a I’ouvert R*x]1/n,+[. On sait que, pour tout
(z, 2)ERY'XRYY, 9(z,2') converge en croissant, lorsque n tend vers linfini, vers
%(z,2'). Les trois termes de 1’égalité précédente ont donc une limite lorsque » tend vers
I'infini, et on a, pour tout zER"'!,

—|u(2)| = ¢(z) —lim f P £,|(6) db.

R

Par suite, il reste uniquement 2 vérifier que

v’(z)=1imf pg(z)lf,,l(e)dozf Po(2) lu|(dB).
RY RY

Fixons zGR‘;“, et soit g:R"—R une fonction continue a support compact telle que
|2(8)|<py(z) pour tout 6 ER". D’apres le théoréme de Fubini,

f Py £,(6) db = f P(g-m)(§, 1/n) u(dE) |
R R

f 8(6)£,(6) do } =
-

Comme g est continue et 2 support compact, la suite de fonctions

P(g-m) (-, (/n)ipo( -, 1))
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converge uniformément vers g/po( - , 1). Donc, comme u € A,

j P(g-m) (&, V/n) u(dE)
RV

converge vers

f 8(&) u(dé) i
-

lorsque n tend vers Pinfini.

Par conséquent,

V(=

f 8(&) u(dé) }
-

pour toute fonction g continue & support compact telle que |g(6)|<pq(z) pour tout § ER”,
ce qui prouve I’'inégalité voulue, et achéve la démonstration de 1'égalité ().

L’égalité () s’obtient facilement & partir de la précédente, en utilisant le fait que,
si a et b sont deux réels, on a 2Min(a, b)=a+b—|a—b|.

Bien évidemment, ces derni¢res expressions de @ ont un sens lorsqu’on remplace
le noyau de Poisson par d’autres noyaux; en particulier, nous aurons a considérer la
fonction ¢' définie dans R”*! par I’égalité

(pI(Z) - IﬂI(B(xx )’)) _ ‘ ,u(B(X, }’))
m(B(x,y)) |m(B(x,y))

ainsi que les hypothéses (#)) et (¥} obtenues en remplagant, dans la définition de (¥)
et ('), la fonction ¢ par la fonction ¢'. Il n’est pas sans intérét de comparer ces
hypothéses entre elles (cf. §II, proposition 3).

D’autres généralisations sont envisagées dans le § I1I.

II. Application au probléeme de Fatou ponctuel

Pour tout réel a>0, on note [, ’ensemble des points (x, y) ER*XR, tels que ||x||<ay.
Pour toute fonction réelle « définie dans R%*', on pose

N = sup_ [u(z)|

ZET;;y<

et
Njw)(0) = sup {u(0, )|
<

16—908289 Acta Mathematica 164. Imprimé le 27 avril 1990
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On dit que « admet une limite non tangentielle au point (0, 0) si, pour tout a>0, u(z)
tend vers une limite lorsque z tend vers (0,0) en restant dans T',, et que u est non
tangentiellement bornée au point (0,0) si N,’,(u) (0) est fini pour tout a>0.

Pour tout x ER”, et tout r>0, la boule ouverte de centre x et de rayon r sera notée
B(x, r). Pour toute mesure de Radon u sur R’, et tout #>0, on pose

M"(u) (0) = sup |u|(B(O, 1))/ m(B(O, n);

M (0) = sup (B0, r))|/ m(B(0, r)).

Les principaux résultats de ce paragraphe sont les théorémes 1 et 2, qui relient la
dérivabilité d’une mesure u a la convergence non tangentielle de la fonction u=P(u).
Nous donnons également (théoréme 3) un résultat qui relie la dérivabilité symétrique de
u# ala convergence radiale de P(u).

THEOREME 1. Soit u € M, et soit u=P(u). Si u vérifie (D), et si u vérifie (¥'), alors
u admet une limite non tangentielle au point (0,0).

Nous établirons en fait le résultat équivalent (cf. proposition 3) obtenu en rempla-
cant ’hypothése « u vérifie (¥’) » par ’hypothése « u vérifie (¥}) ». Les résultats
suivants seront utilisés dans la démonstration du théoréme :

LEMME 1. Soient p€ M et u=P(u). Pour tout z=(x,y) € R}, et tout r>0, on a

u(rBx,0) _ c,ye""
tros1) MUIB(x, 0)) (@*+y»)* "

u(rz) = do + &(r),

ou &(r) tend vers 0 quand r tend vers 0, avec c,=(v+1) b, c,, oit b, désigne le volume de
la boule unité de R”.

LEMME 2. Soit u une fonction harmonique non tangentiellement bornée au point
(0,0). Pour que u admette une limite non tangentielle en ce point, il suffit qu’elle y
admette une « limite multiradiale », i.e. qu'il existe LER tel que, pour tout ZER',
u(rz) tende vers L quand r tend vers 0.

Démonstration du théoréme 1. La mesure u étant dérivable au point 0, la quantité
M"(u)(0) est finie pour tout 4>0; en raison de ’hypothése (%), il en résulte que
M"(1)(0) est fini pour tout A>0; mais comme (cf. [9], p. 197) la fonction maximale de
Hardy-Littlewood domine les fonctions maximales non tangentielles, il en résulte que
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la fonction u est bornée non tangentiellement au point (0,0). On voit donc, en utilisant
le lemme 2, qu’il suffit de prouver que u admet L comme limite multiradiale au point
(0,0). Enfin, en vertu du lemme 1, on est ramené & montrer que, pour tout
z=(x,y) ER’'!, I'intégrale

’ v+1
f u(rB(x,0)) 6,0 do
{

o<t} B, 0)) (4D +)?

tend vers L quand r tend vers 0. Fixons donc zE€R’''; il est clair que, grice a
I’hypothése de dérivabilité de u, la quantité

u(rB(x, 0)) c, yo'*!
m(rB(x, 0)) (@*+y?)** "

fz,r, 0)= 1y y,(0)

tend vers
C1,l y Qv+1
(92+y2)(v+3)/2
quand r tend vers 0, pour tout 9>0.

D’autre part, pour tout ¢>0, B(x, 0)<=B(0, ||x||+0), et par suite

lu(rB(x, 0))| < lu|rB(x,0))  |u|(B(O, ||x||+9))<||x||+9)"
m(rB(x,0))  |u|(rB(0, ||x||+@)) m(rB(O,||x[|+e) \ @

si ro<l1 et 0<r=1.
Comme on I’'a déja observé, M”"”“(u)(O) est fini; par suite, pour tout r<1, et tout
0>0,
(lIxl+0)"ey

|f(z: r, Q)I sC (02+y2)(v+3)/2

ol C est une constante finie. Comme, bien évidemment,

f T (Hl+e)”
0

odop<+x
(92+y2)(v+3)/2

le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue prouve que, lorsque r tend vers 0,

j‘+w to yév+1
fz,r,0)do tend vers L f S5 do=L.
b o (92+y2)( +3)/2
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Le théoréme sera donc démontré dés qu’on aura prouvé les lemmes 1 et 2.

Démonstration du lemme 1. Fixons zERﬁf’ et r>0; il est clair que, pour tout
0ER’, on a I’égalité

1 (Deye f*” 1 c,e"tly do
=8| r (92+y2)(v+3)/‘2 T m(rB(x, Q)) (92+y2)(v+3)/2 .

DPo(rz) =

Donc, en appliquant le théoréme de Fubini, on obtient 1’égalité

+ o r v+l
1 = | uBGo) QY
M ura) L m(rB(x, 0)) (o*+y")**+¥? @

Compte tenu du fait que, si r est assez petit et ro=1, on a B(x, 0)cB(0, 2p), il suffit de
prouver que I’'intégrale

lu|2rB©0,0)) c, 0"y

I(r)=
? (re=1) M2rB(0, 0)) (o*+y»)¥* ¥

tend vers 0 lorsque r tend vers 0. Soit f ’application de R” dans R” définie par f(x)=x si
Iel=2, £(x)=2x/||x]| si 0<|jx||<2 et £(0)=0, et soit v I'image de |u| par f; il est clair que
v(B(0,0))=|u|(B(0, 0)) si 0=2 et que »(B(0, 0))=0 si p<2; par conséquent, v € #; d’autre
part on voit, en changeant de variable dans I’'intégrale 1(r) et en utilisant de nouveau
Iégalité (1), que I(r)=P(¥)(0, 2ry). Il en résulte, comme la mesure v est nulle dans un
voisinage de 0, que cette quantité tend vers 0 quand r tend vers 0, ce qui termine la
démonstration du lemme 1.

Démonstration du lemme 2. Posons, pour tout r>0 et tout zGR‘;“, u2)=u(rz).
Pour montrer que # admet une limite non tangentielle au point (0, 0), il suffit de montrer
que la famille («,) converge uniformément sur tout compact de R'fl quand r tend vers 0;
un tel compact K étant fixé, on choisit a>0 de fagon 2 ce que le cone I', contienne K.
Par hypothése, la fonction u est bornée dans ce cone, donc I’ensemble des restrictions
(u,lra) est une famille uniformément bornée de fonctions harmoniques, dont toute sous-
famille uniformément convergente sur K converge vers L, en vertu de ’hypothése de
convergence multiradiale; grace & I’argument de compacité usuel, ceci termine la
démonstration.

Voici quelques conséquences du théoréme 1 :

CoROLLAIRE 1 ([9], p. 197). Soient u€ M et u=P(u). Si le point O est une point de
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Lebesgue pour la mesure u, alors la fonction u admet une limite non tangentielle au
point (0,0).

Démonstration. 11 est évident que, dans ce cas, la mesure u est dérivable au point
0, et que M"(u)(0) est fini pour tout h>0; a fortiori, la condition (¥}) est remplie.

CoRrOLLAIRE 2 (W. Ramey et D. Ullrich [7]). Soient u€ M et u=P(w). Si la mesure
u est =0 et dérivable au point 0, alors la fonction u admet une limite non tangentielle
au point (0,0).

Démonstration. Immédiate, vu que ¢ est identiquement nulle dans ce cas.

On peut observer que le corollaire 1 découle aussi du corollaire 2, car, en un point
de Lebesgue, les mesures u* et 4~ sont toutes deux dérivables.

CoROLLAIRE 3 (W. Ramey et D. Ullrich [7]). Soient € M et u=P(w). Si p est de la
forme f-m, avec fEBMO(R"), et si u est dérivable au point 0, alors la fonction u admet
une limite non tangentielle au point (0, 0).

Démonstration. Dans ce cas encore, on peut appliquer le théoréme 1; plus précisé-
ment, on a la

PROPOSITION 2. Avec les notations précédentes, la fonction fEBMO(R®) si et
seulement si

sup @,(z) <+,
(2, ) ERXRY!

Plus précisément, on a I'égalité :

2 Ifllemo= ~ sup ?.(2),

(a, ) ERXRY!

ou
S llemo = zup P(f—P(fXD(2).
z R'::l

Démonstration. 1l est classique que f€E BMO(R”) si et seulement si la mesure
frmeEM et ||f|lpmo<+. La proposition sera donc conséquence de I’égalité (2). Pour
tout (a,z) ERXR’'!, l’application de la proposition 1 & la mesure (f—a)-m fournit
I’égalité
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G) P(f-a])(2) = |P(f)(2)—a|+¢,2);
on en déduit immédiatement que

) pour tout (a,z) ERXR%™, @ .(2) < P(f~P(f) 2P < ||fllzmo-

D’autre part, on observe que, comme conséquence de 1’égalité (3),
G pour tout zERY,  @p (D) = PUf~P( ),

et il est clair que les propriétés (4) et (5) fournissent 1’égalité (2).

Il est & noter que notre démonstration du corollaire 3 n'utilise pas de résultat
profond concernant BMO, et montre qu’on utilise fort peu le fait que f€ BMO.

Le résultat suivant précise les relations entre les hypothéses (') et (¥} :

ProprosiTiON 3. Toute mesure 1 € M vérifiant (¥') (resp. (¥)) vérifie aussi (¥})
(resp. (3)); inversement, si M'(u)(0) est fini, I'hypothése (¥}) implique I’hypothése
).

Démonstration. La premiére assertion résulte de I’estimation précise suivante :

LEMME 3. Pour toute mesure u€ M, et tout zER"', on a

2

Pl =< - @(2).

vy
Démonstration du lemme 3. Si on pose, pour tout zER”'!,

(1 )(2) = p+(B(x, y))/m(B(x, y))

et

I(u_)(2) = u_(B(x, y)))m(B(x, y)),

on a
@' =2Min(I(u, ), I(u_)).

Compte tenu de I'égalité (+x) (proposition 1), il suffit donc de vérifier que, pour toute
mesure positive v € #, et tout zER’H,

P)(2) = (b, ¢,/2) W(B(x, y)) m(B(x, y))),

ce qui est immédiat.
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Pour démontrer la deuxiéme assertion, il suffit de remarquer qu’on a les inégalités
suivantes, ol C est une constante universelie et v=P(ju)) :

Ny(@)(0) < Nyw)(0) < CM' (4)(0) < C(M"(u)(0)+Ny(@")0)).
Ceci achéve la démonstration de la proposition.

L’exemple suivant montre que, en I’absence d’hypothése supplémentaire sur la
mesure, la condition () peut étre remplie sans que la condition (') le soit.

Soient a et b deux nombres réels tels que b<a<1. On définit une suite (r,) de
nombres réels positifs en posant

ro=1;

r,=r,_,a" si n est un entier pair =2;

r,=r,_,b" si n est un entier impair.

n

Pour tout n EN, on notera S, la sphére de centre 0 et de rayon r, dans R”; soit x une
mesure borélienne satisfaisant aux conditions suivantes :

H. (resp. p.) est portée par la réunion des spheres S, d’indice pair (resp. impair);

Si B désigne la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans R”, et b, son volume, on
apu,(r,B) (resp. u_(r,B))=b,(r,_,)" si n est pair (resp. impair).

On a ¢"(2)<(2—a)/(1-a))’ pour tout zER'! :
Soit r>0; il existe un entier n et un seul tel que r,_;<r<r,_,; si n est pair (resp.
impair), on a

#.(rB) (res M_("B)) - 4B res p_(r,B)
m(rB) p- m(rB)) — m(r,_,B) P m(r,_, B)

=

=

Par conséquent, il résulte de I’expression de ¢’ utilisée dans le lemme 3 que ¢'(0, y)<1
pour tout y>0. D’autre part, si la boule B(x, y) rencontre au plus une des sphéres S,, il
est clair que ¢'(x, y)=0; dans le cas contraire on a nécessairement, pour au moins un
entier »

HX” = rn—l et 2y = rn—]_rn’

donc

eyt o 2 o
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ce qui prouve que (x,y)ET,, avec a=1/(1—a). Mais, dans ce cas,
@'(x, ) < @10, |Ix[|+y) (x| +y)»)’ < (1+a)’,
d’ot le résultat.

On a sup,., (0, y)=+o :

Posons v, =P(u.,) et v_=P(u_-); il suffit de montrer que les deux suites (v (0, r,,))
et (v_(0,r,,)) tendent vers I'infini; on désignera par C un nombre >0, dépendant
seulement de a, b et v, dont la valeur change d’une ligne a I’autre. D’aprés 1’égalité (1)
(évidemment valable lorsque les boules sont fermées), on a, pour tout n€N,

on‘u+(rn QB) Qv+l dg
(rn Q)v (92+1)(v+3)/2 :

+
v,0,r)= Cf
1

Dong, si # est pair,

+00
v,00,r)=C fl (rna-")Vr;vm do=Ca™.

D’autre part,

+oo ﬂ_(?'"QB) Qv+1 d
2+1)(v+3)/2 0.

©0,r)=C f
e e

Donc, si n est pair

‘o /. v a\n
0,r)= nl )y Q@ 4 2C(~) )
v_(0,r,) C[_n ( . ) D o b

a

Par suite
@(0,r,,) = CMin((a™")",(ab™")"),

et le résultat est établi.

Contrairement a ce qui se passe dans les cas étudiés dans [7], on n’a pas, sous la
seule hypothése ('), équivalence entre la dérivabilité de la mesure x au point 0 et
I’existence d’une limite non tangentielle pour la fonction u=P(u) au point (0, 0), comme
le montre le résultat suivant :

PrOPOSITION 4. Il existe une mesure u€ M, non dérivable au point 0, telle que la
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fonction u=P(u) vérifie I'hypothése (') et admette une limite non tangentielle au
point (0,0).

Démonstration. Nous considérerons uniquement le cas ot v=1, car il est facile
d’en déduire un exemple dans le cas général.

Pour tout xER, J, désignera Ia mesure de Dirac au point x. Etant donné 0<a<l,
nous considérons la mesure

n N — 2n
u= Za (e ,,k ol k,=1+a”" pour tout n€N.

Dans tout ce qui suit, on désigne par C un nombre dépendant seulement de z et a,
et qui change de place en place.

La condition (¥') est remplie : '

Soit v=P(|u|). Compte tenu de I’égalité v=|u|+g, il suffit de prouver que la fonction
v est bornée dans I’ensemble {0} x]0, 1]; pour cela, il suffit d’établir la bornitude dans
10, 1] de I’application

B .

%=0 a2”+y

propriété qui résulte des inégalités suivantes :

+ o k +®
2n E 2 "< C(ya*+yladh<C
n=0 a4 +y n=0 n=k+1

si a*t'sy<a*.

La fonction u=P(u) admet une limite non tangentielle au point (0,0) :

1l suffit de montrer que, pour tout z€ R? vérifiant ||z||<1/2, on a |u(rz)|<rC pour
tout r<1. En effet, il en résultera que la fonction u admet 0 comme limite multiradiale
au point (0, 0); comme N}(v)(0) est fini, M'(x)(0) I’est aussi, donc la fonction « est non
tangentiellement bornée au point (0,0); par conséquent, ’existence d’une limite non
tangentielle découlera du lemme 2. Soit z=(x, y) €R?, vérifiant ||z||<1/2, et soit r<1; par
définition,

urz)= Y, u,(ra),

n=0
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ol
U (r2) = c, Zyza“"(al"+2a"—frx)2 _.
((rx—a" + Py ((rx—a"k ) +r*y%)
Soit k I'unique entier tel que a**'<r<a*; en utilisant les inégalités
(@ +2a"-2rx)|<Ca" si n<k;
[(@®"+2a"-2rx)|<C si n=k
et
a'k,—rxza"-rxza"2 si n<=Kk,
on obtient
(6) pour nsk, 0<r<1 et |z)|<12, |u,rz)|<Cra"
et
@) pour n>k, 0<r<l1 et ||z|<1/2, |u(r2)|<Cra*"".

Il résuite immédiatement des assertions (6) et (7) que, pour 0<r<1 et jz||<1/2,on a
lu(rz)|<Cr, qui est la majoration cherchée.

La mesure p n’est pas dérivable au point 0 :
Pour b>0, soit B, la boule ouverte B(1/2+1/2a, b/2a—b/2). Un calcul immédiat
montre que, pour tout entier n assez grand,
u@'B,)  —q u(a"B,)

——, tandis que ——=0 si b<l.
m(a"B,) l-—a m(a"B,)

D’oti le résultat.

Néanmoins, si on renforce convenablement I’hypothése (¥’), on obtient la réci-
proque partielle suivante du théoréme 1 :

THEOREME 2. Soient u€ M et u=P(u). Si la fonction u vérifie I’hypothése (¥) et
admet une limite non tangentielle au point (0,0), alors la mesure u est dérivable au
point 0.

Démonstration. Quitte i ajouter a la mesure u un multiple convenable de la mesure
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de Lebesgue, on peut supposer que la fonction ¥ admet 0 comme limite non tangentielle
au point (0, 0) (I"hypothese () n’est pas altérée par cette opération, cf. remarque 1).
La démonstration s’appuie sur le résultat suivant, qui peut étre considéré comme une
« réciproque faible » du théoréme 1, dans laquelle les fonctions continues a support
compact remplacent les fonctions indicatrices de boules ouvertes :

LEMME 4. Soient u€ M et u=P(u). Si la fonction u vérifie Uhypothése (¥') et
admet une limite non tangentielle égale a 0 au point (0,0), alors, pour toute fonction f
continue et a support compact dans R, Uintégrale

L f 7% )t
rJrv r

tend vers 0 quand r tend vers 0.

Admettons provisoirement ce résultat. Si la mesure u n’est pas dérivable au point
0, il existe un nombre ¢>0, une boule ouverte B de R’, et une suite (r,) de nombres
positifs qui converge vers 0, tels que

®) pour tout n€N, r,"|u(r,B)|=c.
Soit £>0. 11 existe des points by, ..., by de la frontiere 3B de B tels que

N
i=1

avec N<Ce'™, ol C est une constante ne dépendant que de v et B.
Soit maintenant f une fonction continue telle que

1y < <l

Compte tenu de (8), et d’aprés le lemme 4,

o U)ol

If-15 <1,

1

v

r,

c
27 pour n assez grand.

Et donc, comme

% =r" J 1Cs<ri> lul(dx) = r,"\u|(r,C,) pour n assez grand.
R” n
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Par suite, pour I’un au moins des points b;,

lul(r, B(b,, €)) =(c/2N)r, = (c2C) "~ L

n

pour une infinité d’indices n. Quitte 2 extraire une sous-suite, on a donc trouvé une
boule ouverte B(x, ¢) telle que

©) pour tout n€N, |u|(r, B(x, £)) =(c/2C) "7}

n

Soient z=(x, ¢€) et, pour tout n€N, z,=r,z. En posant v=P(|u|), et en utilisant (9),
on obtient

L |u|(r,B,) = ——— pour tout n€EN.

= do) =
U(Zn) J;B(X' e)pe(zn) I/’t|( ) = 2("" s)v 4C.

C
&

D’autre part, pour tout £>0, la suite (z,) tend vers (0, 0) en restant dans un ¢céne I';; par
conséquent, la suite (4(z,)) converge vers 0 et donc, pour tout £>0,

lim sup ¢(2) = c/(4C¢),

z—0
ce qui contredit I’hypothése ().

Démonstration du lemme 4. 1l suffit d’adapter un argument standard, déja utilisé
dans [7] dans le cas de mesures =0, aprés avoir remarqué que

Ny(®) (0) < Ny(u)) 0)+No(@) (0) < +
ot v=P(ju|). Par ailleurs, nous établirons au § III un résultat plus général (lemme 6).

Il est & noter que les hypothéses du théoréme 2 permettent en fait d’obtenir un
résultat plus fort que la dérivabilité au sens de la propriété (2); plus précisément,
convenons de dire qu’une mesure borélienne u est fortement dérivable au point (0,0) si
la condition suivante est remplie :

(29 Il existe LER tel que, pour toute suite (x,, y,) de points de Ri“ qui converge
vers (0,0) en restant dans un cone T, le rapport u(B(x,, y,))/m(B(x,, y,)) tend vers L
quand »n tend vers I'infini.

Nous pouvons alors énoncer la

PROPOSITION S. Soit u une mesure borélienne vérifiant la condition (). Si u
vérifie la propriété (@), alors elle vérifie la propriété (D).
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Démonstration. Supposons, ce qui est loisible, que la dérivée en 0 de la mesure u
est nulle. Si la propriété (%) est en défaut, il existe a>0, une suite (x,, y,) de points de
I, qui converge vers le point (0,0), et c>0, tels que, pour tout nEN, '

v luly, B, D) =c,

ou t,=x,/y,. Par compacité, on peut supposer que la suite (¢,) converge vers un point
t€R’*'. Etant donné £>0, on recouvre la frontiére de la boule B(z, 1) par une union C,
de boules B(by, €), ..., B(by, €), out N est choisi <Ce'™", C ne dépendant que de v. Il est
clair que, pour » assez grand,

Y.B(t,, 1) Ay, B(t, ) = y,C,,

ou A désigne I’opérateur de différence symétrique. Compie tenu de la propriété (2), la
suite (y,"|u(y,B(t, 1))|) converge vers 0; par conséquent, pour n assez grand,

Y. iy, C)=cl2.

En procédant comme dans la démonstration du théoréme 2, on voit facilement que ceci
est en contradiction avec I’hypothése (36).

Ce fait a été observé, dans le cas particulier d’une mesure =0, dans [7].

Comme précédemment, le théoréme 2 a comme conséquences immédiates les
résultats suivants :

CoRroLLAIRE 4. (L. H. Loomis [6]; W. Ramey et D. Ullrich [7]). Soient u€ M et
u=P(u). Si la mesure u est =0, et si la fonction u admet une limite non tangentielle au
point (0,0), alors la mesure u est dérivable au point (0,0).

CoRroLLAIRE 5. (W. Ramey et D. Ullrich [7)). Soient € M et u=P(u). Si u est de
la forme f-m, avec fEBMO(R?)), et si la fonction u admet une limite non tangentielle
au point (0,0), alors la mesure u est dérivable au point (0,0).

Avant d’aborder I’étude de la convergence radiale, rappelons quelques définitions.
Etant donné une mesure de Radon u sur R’, on dit que u admet une dérivée symétrique
au point 0 si

(%) Pour toute boule ouverte B de R, centrée en 0, la quantité u(rB)/m(rB) tend
vers une limite quand r tend vers 0.

Si de plus, u € #, on dit que la fonction u=P(u) admet une limite radiale au point
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(0,0) si
(Z) u(0,y) tend vers une limite quand y tend vers 0.

L’implication (2,)=(%,), due a P. Fatou ([5]) dans le cas ou v=1, s’étend sans
difficulté en dimension supérieure (par exemple, en utilisant le lemme 1 et le théoréme
de convergence dominée). Le théoréme 3 nous permet d’obtenir la réciproque sous des
hypothéses plus générales que celles connues auparavant, avec une démonstration
unifiée et plus simple (cf. corollaires 6 et 7).

Etant donné une application f: R"*—R, continue et a support compact, on note f;, la
fonction radiale associée a f, définie par

Sea¥) = f f(|x||0) o(d?)
S

ot § désigne la sphére unité de R’ et o désigne la mesure de surface normalisée sur S.
On dira qu’une mesure u € # est radiale (resp. antiradiale) si, pour toute fonction f
continue et & support compact,

f S uldx) = f Sra(x) p(dx)
. -

(resp. IR, f(x) u(dx)=0 pour toute fonction f continue, & support compact et radiale).

De fagon évidence, toute mesure u € A/ s’écrit de maniere unique sous la forme
H=pa+U,, OO ug, est radiale, u,, antiradiale, et toutes deux appartiennent a /. Il est
également clair que toute mesure antiradiale vérifie les deux propriétés (2;) et (%). Par
conséquent, le probléme de I'implication (Z,)=>(%£,) pour une mesure u € 4 est équiva-
lent au méme probitme pour la mesure u,.

Inversement, la condition () ne résiste en général pas a I’opération u-—>u,, (con-
trairement aux conditions plus fortes « =0 » et « u=f-m avec f€ BMO »); on peut le
voir directement, ou comme conséquence du théoréme et du contre-exemple qui
suivent.

Ces remarques, et le théoréme 2, ont suggéré le résultat suivant :

THEORBME 3. Soient u€ M et u=P(u). Si la partie radiale u., de la mesure u vérifie
Uhypothése (), et si la fonction u admet une limite radiale au point (0,0), alors la
mesure u admet une dérivée symétrique au point 0.

Démonstration. La premiére étape consiste & prouver que la fonction u,,=P(u,)
admet une limite non tangentielle au point (0,0). Nous utiliserons le
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LEMME 5. Soit u une fonction harmonique dans R‘jr”, telle que, pour tout y>0, la
fonction x—u(x, y) soit radiale. Si la fonction u admet une limite radiale au point (0,0),
et si elle est bornée non tangentiellement en ce point, alors elle admet une limite non
tangentielle en ce point.

Admettons provisoirement ce résultat; la proposition 1 fournit I’égalité
vra = lural+(p’

oll ¢ est le potentiel de Green de la mesure Aluy,| et va=P(ju)). Il résulte de nos
hypothéses que les fonctions u;, et ¢ sont bornées sur le rayon {0} x]0, 1[, donc il en est
de méme pour v,,. Comme v,, est une fonction harmonique =0, il en résulte qu’elle est
bornée non tangentiellement au point (0,0), et a fortiori, u,, I’est aussi; le lemme
précédent est donc applicable i cette fonction, qui admet ainsi une limite non tangenti-
elle en ce point, que nous noterons L. Comme la mesure u;, vérifie de plus I’hypothese
(), le théoréme 2 prouve qu’elle vérifie la propriété (9), et a fortiori la propriété (;);
le théoréme est donc démontré.

Démonstration du lemme 5. Soit L la limite radiale de la fonction « au point (0, 0).
Pour tout >0, notons u, ’application z—u(rz) de R’ dans R. Nous allons montrer
que, d’une part, la famille constituée par les fonctions harmoniques #, est uniformé-
ment bornée sur tout compact, et que, d’autre part, si (r,) est une suite de nombres >0
qui converge vers 0, telle que la sous-suite (u,") converge uniformément sur tout
compact, alors la limite de cette sous-suite est égale & L; il en résultera, grice a
l’argument usuel de compacité, la conclusion souhaitée. Le premier point résulte
évidemment du fait que la fonction u est bornée non tangentiellemment. Pour établir le
second, observons que la limite »’ de la sous-suite (”r,.) est une fonction harmonique et
que, pour tout y>0, application x—u’(x, y) est radiale et égale a L en 0; il est facile d’en
déduire, par exemple en utilisant I’analyticité de «’, que u’'(z)=L pour tout z€ Rf", ce

qui achéve la démonstration du lemme.

CoroLLAIRE 6 (L. H. Loomis [6], W. Rudin [8]). Soient u€ M et u=P(u). Si la
mesure y est =0, et si la fonction u admet une limite radiale au point (0,0), alors la
mesure u admet une dérivée symétrique au point 0.

Démonstration. 11 suffit d’observer que, si #=P(us,), la mesure Alug| est nulle.

CoRrOLLAIRE 7 (W. Ramey et D. Ullrich [7]). Soient u € M et u=P(u). Si la mesure
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u est de la forme f-m, avec f€ BMO(R), et si la fonction u admet une limite radiale au
point (0,0), alors la mesure u admet une dérivée symétrique au point 0.

Démonstration. 1l est immédiat que la fonction radiale f;, associée a f appartient
aussi & BMO, et que u,=f,.-m. Donc, d’aprés la proposition 2, la mesure u,, vérifie
I’hypothése ().

Le but de ce qui suit est de prouver I’existence (dans le cas ot v=1, mais il est
facile d’étendre ce résultat en toute dimension) d’une mesure x4 vérifiant I’hypothése
(%), telle que la fonction u=P(u) admette une limite radiale au point (0, 0), et n’admet-
tant pas de dérivée symétrique au point 0.

Etant donné 0<a<1/2, on pose

+ oo
p=> a"(®,~b_, ), ouk,=1+a" pour tout n€N.
n=0 "

La fonction u=P(u) admet une limite radiale au point (0,0) :

En effet, on voit facilement que, pour tout y>0, on a 0<u(0, y)<Cy/(1—a), ou C est
une constante.

La mesure u n’admet pas de dérivée symétrique :

Pour tout n, a"*'<a"*'k,, ,<a"; par conséquent, si on pose

h(r) = u(B(0, r))/m(B(0, r)),

on a h(a")=0, et h(r)=1/2 pour a"<r<a"k,, pour tout n, d’oi le résultat.

La mesure u vérifie I'hypothése (¥) :

Soient v, =P(u.) et v_=P(u_); d’aprés la proposition 1, le potentiel de Green ¢ de
la mesure A|u| admet I’expression

@ =2Min(v,,v_).
D’autre part, le support de la mesure u, étant inclus dans [0, + [,
v,(x,y)<v,(0,y) pour tout (x,y)ER? tel que x<0;
et pour une raison analogue,
v_(x,y)<v_(0,y) pour tout (x,y)ER? tel que x=0.
Donc, dans tous les cas,

ox, y)<v(0,y), ou v=~P(u).
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11 suffit donc de montrer que Ia quantité
+0 n

Z 2‘::’ ; reste bornée pour 0<y<1,
n=0a Yy

ce qui a été établi au cours de la démonstration de la proposition 4.
On peut remarquer que, pour ’essentiel, la partie radiale de cette mesure u est la
mesure considérée dans la proposition 4.

Remarques. (1) Les hypothéses () et (¥') ne sont pas modifiées si on remplace,
dans leur définition, ¢ par @,, oll a est un réel quelconque; il est en effet facile de
vérifier, en utilisant 1'égalité (*) que, pour tout zER**!, et quels que soient les réels, a
et b,

lg(2)— @, <2la—b|.

(2) Les hypothé¢ses (#) et (#') sont vraiment locales, en ce sens que, si deux
mesures ;€ 4 (i=1,2) coincident sur un voisinage de 0 dans R”, et si I'une d’elles
vérifie () ou (¥'), 'autre aussi. En effet, si (v),=P((x),) et (v)_=P((u)_), les
quantités (v)), (z)—(v,),(z) et (v,)_(2)—(v,)_(z) tendent vers 0 quand z tend vers 0, et on
conclut au moyen de I’égalité (++).

III. Noyaux subordonnés et probléme de Fatou généralisé

L’objet de ce paragraphe est d’indiquer bri¢vement comment les idées utilisées dans le
§11 permettent, non seulement d’établir des résultats nouveaux dans le cadre des
fonctions harmoniques, mais aussi de démontrer, du méme coup, des résultats concer-
nant des extensions de mesures au moyen de noyaux plus généraux. Néanmoins, nous
n’avons pas cherché la plus grande généralité et les hypothéses simplificatrices sont
nombreuses.

On dira qu’une application k:R’''—sR, est un noyau régulier s’il existe une

application f:R,.—R,, intégrable, bornée et décroissante, vérifiant la condition sui-
vante :

+ o0
) 0< c(f)=f fOdt< +oo;
0

telle que, pour tout (x, y) € R%!

+

17-908289 Acta Mathematica 164. Imprimé le 27 avril 1990
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k(x,y) =1, Vf(”;”),

oll y; est la constante de normalisation 1/s, c(f), s, désignant la surface de la sphére
unité de R”. Il résulte de la décroissance de f et de la positivité de c(f) que la propriété

(i) il existe deux nombres a>0 et A>0 tels que, pour tout EER,, et tout nER
vérifiant |y|<1, f(|E—n))<Af(&/a);

est satisfaite (2 un détail prés, cette propriété apparait dans [9], p. 198). De nombreux
noyaux utilisés en analyse sont de cette forme, ou s’y raménent par changement de
variable sur la deuxieme coordonnée. Les principaux exemples que nous avons en vue
sont les suivants :
— le noyau i associé a la fonction f=1y, ,;
~ le noyau p associé a la fonction 7—(1+#)¢+"?2 (noyau de Poisson, noté p, dans
les §§1 et II);
- le noyau g associé 2 la fonction t—exp(—#*/4) (noyau de la chaleur « homogé-
néisé »).
Etant donné un noyau &, on désignera par (k) I'’ensemble des mesures de Radon u
sur R’ telles que

f k(x—8,y) |u|(d8) <+ pour tout z=(x,y)ER’}".
RV

Une telle mesure 4 admet une extension 4 R*! au moyen du noyau &, qu’on notera au
moyen de la lettre capitale correspondante, définie par 1’égalité

K(u) ()= f k(x—8,y) u(d6) pour tout zER"'.
RV

Par exemple, si u € M(i), on a

. (B(x,¥)) 41
I( )(Z)=j ix—0, y) u(do) = £2% Y2 pour tout ZERY,
W= | Y= B, y) ¢
en accord avec les notations introduites dans les §81 et I1.
Nous posons

¢ = (K(u)— K (),

et nous définissons les hypothéses (%) et (%) comme dans le § I, en remplacant ¢ par

o~
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Etant donné deux noyaux réguliers &, et k,, on dira que k; est subordonné a k;, et
on notera k;<<k;, s’il existe une famille {v,;y €ER,} de mesures de probabilité sur R,
telle que, pour tout (x,y) ER’'!,

+oo
k(x,y)= f ky(x, ) v (dr).
0

La notion de subordination a été introduite par S. Bochner ({1], chapter 4), dans un
contexte un peu différent. L’égalité (1) du §II montre que p<<i, et on vérifie aussi
simplement que g<<i; d’autre part, il est classique que p<<gq, etc. Notons que, comme
conséquence immédiate du théoréme de Fubini, on a JM(k;)cM(k;) des que k;<<k,.
Nous pouvons alors énoncer le

THEOREME 4. Soient k; et ky deux noyaux réguliers tels que ki<k,, u€ Mky) et
u;=K{u) (i=1,2). Si 'hypothese (%}(2) est satisfaite, et si la fonction u, admet une
limite non tangentielle au point (0,0), alors la fonction u, aussi.

Démonstration. On vérifie aisément que, si une mesure A € #(k;) est nulle dans un
voisinage de 0, alors K;(1) (z) tend vers 0 lorsque z tend vers 0 (i=1,2). Les hypothéses
et 1a conclusion du théoréme ne sont donc pas altérées si on remplace la mesure u par la
mesure 15, ;,4, et par conséquent on peut supposer que |u|(R”) est fini.

En utilisant ’hypotheése de subordination et un argument d’homogénéité, on
obtient ’existence d’une mesure de probabilité v sur R, , indépendante de u, telle que,
pour tout (x,y) ER%',

(10) u(x,y)= f u,(x, 0y) v(do).
0

Soit L la limite non tangentielle de la fonction u, au point (0, 0), et soit (x,, y,) une
suite de points de R‘;“ qui converge vers (0,0) en restant dans un coéne I';; pour tout
0>0, la suite (x,, oy,) converge alors vers (0, 0) en restant dans le cone T, et donc, par
hypothése, u(x,, 0y,) tend vers L quand n tend vers U'infini. D’autre part, si on pose
v;=K(|u|), on a, pour tout entier n assez grand :

- 8i 0,21, |uy(x,, 07,)|<V,(x,,, 0¥, ISP fr(8) [4|(R")<+0;

- si Isp<l/ly,, (x,, Qyn).reste dans le cone '}, donc |u,(x,, @y,)| est borné, en vertu
de ’hypothése de convergence non tangentielle;

— si @<, |uy(x,, 07 ISV, @Y )SO VX, ¥, )0 NG(0)).

Par conséquent, il existe une constante finie C telle qu’on ait, pour tout entier n assez
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grand, et tout p>0 :
|uy(x,, 0,)| < C+0 "Ni(v,) = h(g).

Il est donc clair que, si

(11) J h(e) v(do) < +,
)

le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet d’achever la démonstration.
Mais (11) résulte de la finitude de I’intégrale

f o "v(dp)
0

(qu’on obtient comme conséquence de I’égalité (10), en prenant u=4d, et (x, y)=(0, 1)),
et de la finitude de N},(vz), qui reste a établir. Pour cela, on observe que, comme v,=0,
on a une estimation de la forme

Ni(wv,) (0)<A,Niw,) (0),

ol A, est un nombre qui ne dépend que de a et k; (en raison des hypoth¢ses faites sur le
noyau k», la démonstration est essentiellement la méme que dans le cas du noyau de
Poisson). D’autre part,

Ni(w,) (0) < Ni(u,) (0)+Ni@"™ ©),

quantité finie en raison de la convergence radiale de la fonction u et de I’hypothése
(%)

Le résultat suivant étend le théoréme 2 :

THEOREME S. Soient ky et ky deux noyaux réguliers, u € M(k)) N M(ky) et u;=K{u)
(i=1,2). Si lhypothése (3’6’,(2) est satisfaite, et si la fonction u, admet une limite non
tangentielle au point (0,0), alors la fonction u, aussi.

Démonstration. La premigre et principale étape consiste 4 établir le théoréme dans
le cas particulier ou k,=i, auquel cas il faut montrer que la mesure x vérifie la propriété
(%9). Mais, I’hypothése () étant satisfaite (résultat analogue au lemme 3), il suffit,
grice a la proposition 5, de prouver que u vérifie la propriété (). On reprend alors
I'idée générale de la preuve du théoréme 2, le role du lemme 4 étant tenu par
I’extension suivante :
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LEMME 6. Soient k un noyau régulier, u € M(k) et u=K(u). Si ’hypothése (¥ ) est
satisfaite, et si la fonction u admet 0 comme limite non tangentielle au point (0,0),
alors, pour toute fonction h continue et a support compact dans R”, Uintégrale

1 h(i)u(dx)
v R’ r

y
tend vers 0 quand r tend vers 0.

Démonstration. On commence par se ramener au cas ol |u|(R") est fini. On se
donne ensuite une fonction 4 continue et & support compact, et une boule B=B(0, R)
contenant le support de /; on désignera par C un nombre qui ne dépend que de v, k et h,
susceptible de changer de place en place. On a

f h(x) u(d(rx)) = Iy(r, y)+1,(r, )+ 1,(r, ),
RV
ou

Ii(r,y)= f (h(x)—K(h) (x, y)) u(d(rx));
2B

L(r,y)= f (—K(h) (x, y)) u(d(rx));
2B°

Iy(r,y) = f K(h) (x, y)) u(d(rx));
RV
On a évidemment, pour r assez petit, |I,(r, y)|<s(y) Ni(I(ju}))0), ou
s(y) = sup |h(x)—K(h) (x, y)|;
x€2B
pour des raisons élémentaires, s(y) tend vers 0 quand y tend vers 0, et
NgI(Ju)(0) < CNYK(|u))(0) (cf. lemme 3).

En raison des hypothéses faites, cette derniére quantité est finie, car K(|u|)=¢* +|K(u)|.
Par conséquent, I,(r, y) tend vers 0 quand y tend vers 0, uniformément par rapport a r.

Nous allons démontrer qu’il en est de méme pour l'intégrale I,(r,y); comme la
fonction f qui intervient dans la définition du noyau & est décroissante, on a, pour y>0



262 J. BROSSARD ET L. CHEVALIER

et [[x]|[=2R, K(h)(x, y)<Cy*f(||x]|/2y); par suite,

y‘”f(@) lel(d(r)).

1,(r, )SCJ
|2 J’I v

2B°

D’autre part,
f y'f <JJ22‘_U> lul(drx)) = (ry)™” f Wl(rF, ;) dA,
28° Y 0

ou Fy ; désigne I’ensemble des points x ER” tels que f(||x]|/2y)>2 et ||x||=2R. 1l est clair
que F, ; est vide si A=f(R/y), et inclus dans la boule yB(0, R(4)) dans le cas contraire, ol
R(Z)=sup{rE€R,; f(t)>A}. Par conséquent,

TED |ul(ryB(O, RA)))

[L(r, y)| < Cf

B0, R(1))) dA.
. myBO, Ry "EORA)

Comme

Ll(ryBO, RD)

1
m(ryBO. Ry ~ CHURI+HM (10,

et que M'(u)(0)=Ny(I(ju]))(0)<+, on a

f(Rly)

ILr,y|<C f m({x€ R"; f(||x])) > 1}) dA

0

=C j min{ f(R/y),f()}¢""" dt,
0

d’oll résulte, grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, le fait que
Iy(r, y) tend vers 0 quand y tend vers 0, uniformément par rapport a r.

Il reste donc a démontrer que, pour tout y>0, ’intégrale I5(r, y) tend vers 0 quand r
tend vers 0. Par le théoréme de Fubini, on obtient I'égalité

L(r,y)= j h(x) K(u)(rx, ry) dx.
-

Puisque la fonction «=K(x) admet 0 comme limite non tangentielle au point (0,0), la
famille des applications z—u(rz) converge vers 0 uniformément sur tout compact, et en
particulier sur supp(h) X {y}. D’oi le résultat.

Revenons a la démonstration du théoréme 5; la deuxiéme étape consiste simple-
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ment 2 appliquer le théoréme 4 au couple de noyaux (k;, k»)=(k,, i), aprés avoir observé
que tout noyau régulier est subordonné au noyau i; en effet, si k est un tel noyau, et sif
est la fonction qui intervient dans sa définition, on a

1 {77

_ K} v v+1
k(x,y)= (P A, ix, )¢ mf(d(yt)) pour tout (x,y) ERY",

ol my est la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a la fonction f.
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