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0. Introduction

On note H™ la mesure de Hausdorff (dans R™, C" ou CP"). Soit SCC"™ un compact.
L’enveloppe polynomiale de S dans C™ est définie par S:={2€C": |P(z)|<max,eg|P(x)]
pour tout polyndme P}. Le compact S est appelé polynomialement conveze si S=8.
Dans son article [24] Wermer a montré que si S est 'image homéomorphe d’un cercle
C de C par une application holomorphe au voisinage de C, s \S est un sous-ensemble
analytique borné (éventuellement vide) de dimension pure 1 de C™\S et §\S#2 si et
seulement si S vérifie la condition du moment (i.e. fg ¢=0 pour toute (1, 0)-forme » holo-
morphe dans C™). Le théoréme de Wermer a été généralisé par Bishop [6], Stolzenberg [22]
pour une réunion finie de courbes réelles de classe C?, par Alexander [1], Lawrence [19)],
pour un compact connexe de longueur finie (i.e. H!(S)<o00). Dans ce cas 5\ S définit
un courant d’intégration de bidimension (1,1) de C™ dont le bord est un courant recti-
fiable de support inclus dans S et de multiplicité 0,1 en H'-presque tout point de S.
Dans le paragraphe 2 nous donnons un résultat plus général en remplacant la condition
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« S est connexen par la condition plus faible, appelée A; (A;: le cone tangentiel de S en
H-presque tout point est une droite réelle).

Soient X une variété complexe de dimension 7, I" un courant rectifiable de dimension
2p—1 de X. T est appelé mazimalement compleze s’il est la somme de deux courants de
bidimensions (p,p—1) et (p—1,p), i.e. T annule toute (k, 2p—1—k)-forme pour tout k#
p,p—1. On note supp I le support de I'. Une combinaison linéaire localement finie & coef-
ficients entiers de sous-ensembles analytiques de dimension pure p de X \suppI" s’appelle
une p-chaine holomorphe de X\supp[. Elle définit un courant d’intégration fermé de
bidimension (p, p) de X \supp . Si cette p-chaine est de volume 2p-dimensionnelle locale-
ment finie dans X, elle définira un courant d’intégration dans X, non fermé en général.
La recherche de conditions nécessaires et suffisantes pour que I' soit le bord d’une p-
chaine holomorphe de X \suppI" de masse localement finie, au sens des courants de X
est appelé le probléme du bord. Pour que ce probléeme soit résoluble, I' est nécessairement
fermé et maximalement complexe. Dans C", si I est une variété réelle orientée fermée de
classe C!, Harvey et Lawson ont prouvé que ce probléme est résoluble si et seulement si
pour p>1 Pespace tangent de I' en chaque point est mazimalement compleze (i.e. il con-
tient un sous-espace vectoriel complexe de dimension maximale et ceci est équivalent &
dire que le courant I" est maximalement complexe) et pour p=1, T" vérifie la condition du
moment (i.e. (I, ¢)})=0 pour toute (1,0)-forme ¢ holomorphe de C™) [16]. Le théoréme de
Harvey-Lawson pour p=1 est un corollaire du théoreme de Wermer—Bishop—Stolzenberg—
Alexander-Lawrence [19, théoréme 3]. Pour le cas ol p>2 la p-chaine holomorphe peut
étre construite comme la réunion des 1-chaines holomorphes construites pour les courbes
réelles d’intersection de I' avec les sous-espaces complexes de dimension n—p+1 de C”.
La propriété de I' d’étre maximalement complexe permet de prouver la condition du mo-
ment pour telles courbes réelles, et que la réunion de telles surfaces est un sous-ensemble
analytique de dimension p de C™\suppT'. Dans le paragraphe 3 nous généralisons le
théoréme de Harvey-Lawson pour un courant rectifiable, fermé, maximalement complexe
dont le support vérifie la condition suivante :

Agp—1: suppl est (H?~! 2p—1)-rectifiable et le cone tangentiel de suppl’ en
H?~1_presque tout point est un espace réel (2p—1)-dimensionnel.

Ce rtésultat répond ainsi 3 une question posée par King [18] et prolonge le résultat
récent de Poly, fait dans le cas o1 supp I est de classe C! en dehors d’un fermé de mesure
H?P~lnulle. Pour le cas p=1 et n=2, nous utilisons le théoréme d’unicité 1.7 pour
adapter les idées de Harvey—Lawson [16] et de Dolbeault-Henkin [10] afin de construire
la 1-chaine holomorphe, 'idée de Lawrence et le théoréeme du support de King 1.8 pour
prouver la formule de Stokes. Nous combinons la méthode de Harvey—Lawson, Dolbeault—
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Henkin et la méthode ci-dessus pour démontrer le cas ol p>2 et n=p+1. Le cas général
est prouvé par la méthode de projection de C™ dans C* P+, Nous discuterons aussi
dans les paragraphes 2 et 3 un exemple d’Alexander [2] qui nous prouve la nécessité des
conditions A; et Ap_1 dans les résultats cités ci-dessus. Ces conditions sont conservées
par une projection ou une coupure linéaire générique. Elles nous permettent d’utiliser le
théoréme d’unicité 1.7 (une généralisation du théoréme de Privalov [14, p. 428]).

Dans un ouvert (n—p+1)-linéairement concave de CP™ (en particulier dans CP") le
méme probléme est récemment résolu par Dolbeault et Henkin. Ceci est écrit dans leurs
articles [10], [11], dont le résultat contient le théoréme de Harvey—Lawson en considérant
C™ comme un ouvert affine de CP™. Le résultat principal du paragraphe 7 est une
généralisation du théoréme de Dolbeault-Henkin [11, théoréme II] pour un courant I’
rectifiable. Afin de le prouver nous réduisons la démonstration au cas X \CP}. ?, qui est
connu pour p=1 (dans ce cas X=CP™, X\CP" '~C") et pour p>2 la démonstration
ressemble & celle dans C". Cette réduction a été introduite par Dolbeault—Poly {12] pour
simplifier la démonstration du théoréme de Dolbeault~Henkin [10]. Dans ce paragraphe
nous donnons aussi des exemples explicites pour prouver la différence entre le probléme
du bord dans CP™ et celui dans C™ (I'idée de ces exemples appartient & Lawson, prouvée
implicitement par Fabre).

Je tiens a remercier vivement G. Henkin de m’avoir proposé ce probléme ainsi que
pour ses nombreux conseils et encouragements.

1. Définitions et lemmes préparatoires

On note H™ la mesure de Hausdorff de dimension m dans R™ (ou C™ et CP"). Soit A
un sous-ensemble de R™. On définit pour tout = de A (voir [13]):
Le cone tangentiel de A en x:

Tan(A,z):={veR™":Ve>0,3c >0,y € A tels que: |y—z|<c et [v—c(y—z)| <e}.
La densité m-dimensionnelle de A en z pour la mesure H™ :
O™(H™|A,x) :=li_r'% a(m) lr~™H™(ANB(x,r)) si cette limite existe.
La densité m-dimensionnelle supérieure de A en x pour la mesure H™ :
O™ (H™|A,z):= Tli__)r% a(m)™'r~™H™(ANB(z,T))

ol B(z,r):={yeR":|z—y|<r} et a(m) est le volume de la boule unité de R™.
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Le (H™,m)-céne tangentiel de A en z:
Tan™(H™| A, z):={){Tan(S,z): SC A, @™ (H™|A\S,z)=0}.

Soit X une variété réelle de classe C*° (X=R", C" ou CP"). L’ensemble ACX
est m-rectifiable 8'il est I'image d’un ensemble borné dans R™ par une application lip-
chitzienne dans X. L’ensemble A est (H™, m)-rectifiable si H™(A)<+oc et il existe des
compacts K;C X m-rectifiables tels que H™(A\ 2, K;)=0.

On note AT*(X) 'espace de m-forme C* & support compact, D/, (X) ’ensemble des
courants de dimension m. La masse d'un courant '€ D], (X) est définie par:

M():= ”51“121 |(T, ¢)| €0, +00].

Si ACX est un sous-ensemble (H™, m)-rectifiable, 7 un m-champ de vecteurs intégrable
défini H™-presque partout sur A, alors on peut définir un courant I':'=H™| AAn€ D, (X)

de maniere suivante :

T, ) ==/A(n, @)dH™.

Ce courant sera de masse M(T'):= [, |n|dH™ <+00. Si |n(x)|€Z pour H™-presque tout
z€A, le courant I" sera appelé rectifiable.

Un courant I' est normal si M(I')<+oo et M(dI')<+o0. L'espace des courants
normaux est noté par N,,(X), muni de la norme N(T'):=M(I')+M(dT).

On définit la semi-norme plate de A™(X) par:

F(p) :=sup([ldell, |ol])

et pour I':
F(D) :=sup(|(T, ¢)| : F(¢) < 1).

L’ensemble des courants plats noté par F,,(X) est défini par:
F..,(X) = la fermeture de N,,(X) pour la topologie engendrée par F.
On a:
Fr(X)N{I': M(T) < +00} = la fermeture de N,,(X) pour la topologie engendrée par M

et si [€F,(X) alors dT'€ Fpp,_1(X) [13]. Soient Y une variété réelle C*° de dimension
p<m et f: X—Y une application C®, T'e F,,,(X). Alors pour HP-presque tout y€Y
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la tranche (T, f,y) € Frn—p(X) de support inclus dans supp I'N f 7! (y) telle que pour toutes
VeA™P(X) et DcA(Y) on a:

/Y B(y)((T, f,4), V) dH? (y) = ([TLF*(EAD)], T)

ol © est la forme de volume de Y. Les détails se trouvent dans [13].
Soit X une variété réelle C*° de dimension n. Une carte de X est un triplé (U, ¥, )

ot U est un ouvert de X, © est un ouvert de R™ et ¥ est un difféomorphisme de U
dans 2.

Définition 1.1. — (i) On dit qu’un compact ACR™ vérifie la condition A, si A est
(H™, m)-rectifiable et le cone tangentiel de A en H™-presque tout point est un espace
vectoriel réel de dimension m.

(ii) On dit qu’un compact AC X vérifie la condition A, s'il existe un nombre fini de
cartes (Ug, Uy, Q), k=1, ..., m, et des compacts Cj, C Uy, tels que A={J;- ; C, ¥(C}) sont
(H™, m)-rectifiables et tels que pour tout k le cone tangentiel Tan(¥(Cy), z) est un espace
vectoriel réel de dimension m pour H™-presque tout € ¥(Cy).

LEMME 1.2. — La définition 1.1 (ii) est indépendante des cartes choisies.

Preyve. — On considére deux familles finies de cartes (U;, ¥;,€;) avec i€l et
(U;,%¥;,9;) avec jeJ arbitraires vérifiant :

— Pour tout €7 il existe jeJ vérifiant U;CUj;.

— ACU,e, Ui

Supposons que C; CUj, les compacts vérifiant 1.1 (ii) pour les cartes (Uj, ¥;,€;).
Soient U;CCU; tels que AC|J;c; Uj, Qf:=¥(U]). Pour montrer le lemme il suffit de
montrer que K;:=ANU] vérifie 1.1 (ii) pour les cartes (U;, ¥;, ;).

Il est clair que C;=J(C;NU}). Pour i€l et j€J tels que U;CUj, Papplication
fiji=U;007 10, Q; est différentielle, injective. Par conséquent sur Qf les mesures
pij:=( o0 )*(H™) et H™ sont compatibles (i.e. cH™<uf ;(H™)<CH™ pour cer-
tains 0<e<C). Donc ’ensemble U(C;) est (H™, m)-rectifiables car il est la réunion finie
de compacts (u; j, m)-rectifiables. Le morphisme de fibrés tangentiels T'f; ;: T —T§;
induit par f;; est aussi différentiable et injectif. Donc si pour H™-presque tout x€
CiN¥;H(C;), Tan(¥;(C;), ¥;(z)) est un espace vectoriel réel de dimension m alors
Tan(¥;(C;), ¥;(z)) le sera aussi. Les C; vérifient alors 1.1 (ii) pour la famille de cartes
(Ui, ¥;,8;). a

LEMME 1.3 [9, 1.2(ii)]. — 5% ACC™ est un compact, conneze, de longueur finie,
alors A vérifie la condition A;.
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Preuve. — D’aprés le théoréme de Federer [13, 3.2.9], Tan' (H!| A, z) est une droite
réelle pour H*-presque tout z€ A. Soit € A et veTan(A,z) avec |v|=1. Pour montrer
que v appartient & Tan' (H!| A, ), il suffit d’apres Federer [13, p. 252] de montrer que si
petit soit £>0, la densité supérieure ©*'(H!| ANC,) est strictement positive, ou C est
le cone de sommet z, dirigé par le vecteur v, défini par:

Ce:={ueR": |v—c(u—x)| < e pour un certain ¢ >0}.

On fixe 0<e<1. On peut trouver une suite de points (zx) de ANC, du type z=
T+rEvg avee T>0, limg Lo 7 =0 et |vk|=1, limg_ o vx=v. Soit Si le cone tronqué
C.NB(z,2r;). En examinant les arcs tracés dans A joignant zx &4 z, on constate que
H'(ANSE) >d(zx, bCe), Aot ©*1(H? LAOCE)Z%E. O

LEMME 1.4. — Soit A un compact de C™ vérifiant A,,. Alors:

(i) Pour H¥"=F)k_presque toute projection I€G(k,n) de C™ dans C*, Tan(A,z)N
I-'(II(x)) est un espace réel de dimension m—2k de sorte que II-1(z)NA vérifie la
condition Ap,_gx pour H?*_presque tout zeC*, on 1<2k<m.

(i) Pour H2(n=®)*_presque toute projection IIe G(k,n) de C™ dans CF, TI(Tan(A))
est un espace réel de dimension m pour H™-presque tout €A de sorte que 11(A) vérifie
la condition A,,, ot m<2k<2n.

Preyve. — On note z:=(z1, 23, ..., 2, ) les coordonnées de 2€ C™ avec z;=%; +i%Tny,
ou z;€R pour [=1,2,...,2n.

11 suffit de considérer pour (i) le cas ol k=1, m>2 et pour (ii) le cas ol k=n—1, m<
2n—2. La rectifiabilité de II~!(z)N A dans (i) est montrée dans [13, 3.2.22], la rectifiabilité
de II(A) dans (ii) est évidente. D’apres Federer [13, théoréme 3.2.29), il existe une famille
dénombrable de variétés réelles {X;} de classe C' de dimension m (X;CC"), telle que
H™(A\U;Z, X;)=0. Il suffit de considérer le cas ou A€C?, défini comme I'intersection
des zéros des fonctions réelles f1, fa, ..., fan—m, qui sont définies dans un ouvert de C™ ou

On remarque en plus que Tan™(H™| A, z) est un espace vectoriel réel de dimension m
pour H™-presque tout z€ A [13, 3.2.9]. Cet espace coincide donc avec Tan(4, z).

(i) On considére les projections II, du type Il,:C*—C, I, (z)=z1+agze+
Q323+ ...+ 0 2, OU (A2, ..., ) EC™ 7Y avec a; =0+ iNntj, MER, 1=2,...,n,n+2,..., 2n.
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On pose:

X:=AxC"'cC*xC" ! munide la mesure H™ x H**~2 notée H*"+™m 2,
B:={(z,a)€ X tel que dim(Tan(A4,z)NIL;}(,(2)))=>m~—1},
B, :=Bn({z}x C”_l) pour tout z€ A,

Of;
Mz = (a_le)jzl,,..ﬂn—m’

l:l,...,Zn
N o (1 Ba Bz o Ba 0 —PBny2 —Bnis - —/52n)
“ 0 Buy2 Bugz o Bon 1 fo B3 e B )

(x.)
P, .= .
1 Na

Il reste & montrer que H?"+™~2(B)=0.

On a:

B={(z,a)€ X tel que rang(P, o) < 2n—m+1},
B, ={(z,0) € B tel que rang(P, o) <2n—m+1}.

Il est clair que B est fermé dans X et pour tout z€ A, B, est un sous-espace vectoriel réel,
strictement inclus dans {z} x C"~!~R?2"~2 et donc H?>"~2(B,)=0. D’aprés le théoréme
de Lebesgue on a H?"*+™~2(B)=0. D’ou (i).

(i) On considere les projections II, du type II,: C*—C" !, II,(2)=(21+0a22,,
22+ Q32n, ooy Zn—1+QnZn), OU (Qg, ..., 0, )EC™™! avec a;=0F;+in+;, MER, I=2,..,7,

n+2,...,2n. On pose:

X:=AxC" 1cC"xC"* ! muni de la mesure H™ x H?"*~? notée H?"+m~2
B:={(z,0)€ X tel que Tan(A4, 2)NI; (II4(2)) = {z}},
B,:=BN({z}xC™!) pour tout z € A,

_ (97
MZ T (8.’1)[ )Jl‘:l,...,Zn—m’

=1,....2n
10 .. 0 B2 00 .. 0 —Bups
01 .. 08 00 .. 0 —Bes
Na:: . . . . . . . . . ’
00 .. 143, 000. 0 -—0F,
(x.)
P, ,:= .
* Na
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Il reste & montrer que H2"t™~2(B)=0.
On a:

B={(z,a)€ X tel que rang(P, o) <2n},
B, ={(z,a) € B tel que rang(P, o) <2n}.

Il est clair que B est fermé dans X et pour tout z€ A, B, est un sous-espace vectoriel réel,
strictement inclus dans {2} x C*~!~R?"~2 et donc H?"~%(B,)=0. D’aprés le théoréme
de Lebesgue on a H2"t™~2(B)=0. D’ou (ii). O

LEMME 1.5. — Soit ACC™ un ensemble (H?*~1, 2p—1)-rectifiable. Alors pour
H?P("=P)_presque toute projection TI€G(p,n), il existe un sous-ensemble EnC A,
H?~Y(II(En))=0, tel que la restriction I1| 4\ g, soit injective.

Preuve. — D’aprés Federer [13] il existe des variétés réelles (2p—1)-dimensionnelles
K;CC™ de classe C' telles que H»~'(A\U;2, K;)=0. Il suffit donc de considérer le cas
oil A est de classe C'. Dans un ouvert de Zariski de G(p,n), une projection linéaire I
est paramétrée par une matrice

M=(a:;) 1gigp
p+1<i<n

de maniére suivante : n
II;(2) :=2;+ Z 0 ;%
j=p+1
pour tout 1=1,2,...,p.
Soient N:={(a, 5)€Ax A:a#3} et I la matrice identité d’ordre p. L’ensemble de
M tel que II ne vérifie pas 1.5 est I'ensemble de M tel que:

Nasi={(a, B) €N : (IM)a=(IM)B}

est de mesure H%P("~?) positive.

Soient P:=N xG(p,n—p) muni d’une mesure H*~2x H%(=p) = g2(n-p+2)-2
Q:={(a, 8, M)EP: (0, B)ENp} et Qu:={(8, M): (e, B, M)eQ}. 1l suffit de prouver que
H#(n=P+2)=2(9)=0 ou d’aprés le théoreme de Lebesgue il suffit de prouver que pour
tout a€A on a H2P(n—P+1)=1(Q y=0. Ceci est clair car Q, admet une structure d’une

variété réelle de classe C! et de dimension 2p(n—p)—1. O

LEMME 1.6. — Soit QCC un domaine dont le bord bQ) est (H?,1)-rectifiable. Soit
ECbQ un compact, H'(E)>0, tel que pour tout x€ E, Tan(bQ, z) soit une droite réelle.
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Alors il existe un domaine de Jordan QV'CQ a bord H'-rectifiable tel que H'(bYNE)>0
et tel que bYNQ soit de classe C™°.

Preuve. — Soient U la composante connexe non bornée de C\bQ2, T la composante
connexe de bQ) contenant bU. D’apreés Federer [13, 3.2.29] il existe des courbes réelles
{7;}jen de classe C! telles que H*(bQ2\|Jv;)=0. On peut supposer que ECv; et que
Y1 va vers oo et sépare le plan en deux parties. En remplacant (2 par une composante
connexe convenable de Q\+v; on peut supposer sans perdre en généralité que ECbU.
Soit () la composante connexe de C\I" qui contient Q. Alors ) est simplement connexe.
Soient D le disque unité de C et g une application biholomorphe de D dans Q. D’apres le
théoréme de Pommerenke-Alexander [21], [3], g se prolonge continiiment & D, et d’aprés
Lawrence (19, Theorem 2|, g¢’c H; et H!-presque tout point de g(bD) admet une ou deux
préimages. On pose T:=g~"(E). On a H'(E)< [, |¢'(¢")|dt, d’on H*(T')>0. Soit FCT
un fermé, H*(F)>0, tel que chaque point de g(F) admet une unique préimage. On a
HY(g(F))=[r g (e®)|dt. Si g'=0 H'-presque partout sur F, d’aprés Smirnov [14, p. 409],
la fonction g’(z) tend vers 0 quand z tend vers 2y le long des arcs non tangentiels pour
H'-presque tout z9€F ; d’aprés le théoréme de Privalov [14, p. 428] on a ¢’=0 sur D;
c’est impossible, Par conséquent H*(g(F))>0.

Pour tout (s F on pose

(¢, Go) = arg 9()~9(%)
¢—¢o
défini et continue sur D\{({g}. L’image par g d’un petit arc de bD contenant ¢y est
une courbe réelle continue et incluse dans bQ; de plus, Tan(b@, g(¢o)) est une droite
réelle (ceci est valable pour H!-presque tout (p€F), donc arg(g(¢)—g((p)) est borné
au voisinage de (o, et puis u(¢, o) I'est aussi. Comme g& H;, 'application u(¢,(p) se
prolonge continiiment sur bD pour H'-presque tout {p€F, et donc lapplication g est
conforme en (p.
Pour H'-presque tout (o€ F et k€N on définit le cone tronqué en zg :

ng) ={z€D:|z| >1-1/k, Ic >0 tel que: |zo+c(z—20)| < L},
FM:={z0€ F:|g'(20)| < M}

et
FM.= {zOEFM:ng)ﬂg‘l(bQ) =@ et |g’(2)| < 2M pour tout zESQD“)}.

Comme ge Hy, il existe M >0 tel que HY(F M)>0. On sait que pour une fonction g telle
que ¢’ soit de type Hi, ¢/(20) est la limite de ¢'(z) quand z tend vers z; le long des
arcs non tangentiels pour H'-presque tout zo€bD (théoréme de Smirnov [14, p. 409)).
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D’aprés '’hypothése, on a lim_ o F,f” =FM _ donc il existe NeN tel que pour tout k>N
on a H(FM)>0. Soit LCF}, H'(L)>0, un fermé tel que L soit inclus dans un arc !
continu, ouvert de bD avec H'([)<1/N. On écrit 'ouvert bD\ L de bD sous la forme
L:=jL,1;, ol les I; sont des arcs ouverts connexes de bD de sommets (aj,b;) et lo est
de longueur maximale parmi les [;. On considére le domaine RC D borné par:

— le bord bD de D,

— les rayons Oag, Obg,

— le cercle {zeC:|z|=1-1/N},

— les petits arcs (a;, b;)” des cercles C;, passant par a;, bj, tels que les angles entre
C; et bD soient 80°.

Par construction, ce domaine est un domaine de Jordan & bord rectifiable et
RNg~!(bQ)=2. Le domaine g(R) est aussi de Jordan et g(R)NbQ=9 car g|pur est
injective. Il est de plus & bord rectifiable car ¢’ est bornée dans R par 2M. Par con-
struction, b(g(R))NQ est C* par morceaux et H!(bg(R)NE)>0. On peut modifier cet
ensemble pour obtenir un domaine ', qui vérifie le lemme. |

Soient (2 un ouvert de C, z un point de <2 tel que Tan(b(2, z} soit une droite réelle.
Un arc dans §2 de point terminal z est dit non tangentiel si, dans un voisinage de z, il est
inclus dans un angle plus petit que 180°, de sommet z et de bissectrice orthogonale & b(2.

Le théoréme d’unicité suivant est un corollaire du lemme précédent et du théoréme
d’unicité de Privalov [14, p. 428], qui a la méme formulation pour un domaine de Jordan
a bord rectifiable dans C:

THEOREME 1.7 [9, théoréme 2.1]. — Soient Q un ouvert conneze de bord (H*,1)-
rectifiable de C, f une fonction holomorphe sur Q. Supposons qu’il existe un ensemble
EcCbQ, HY(E)>0, tel que pour tout o€ E, Tan(bQ,xo) soit une droite réelle et f(x)
tende vers 0 quand z tend vers zq le long des arcs non tangentiels. Alors f=0 sur Q.

LEMME 1.8 (théoreme du support de King [17, p. 218], [19, p. 412]). — Soit T€
Fp(R™), M(T)<+o00, dont le support est (H*, k)-rectifiable. Alors il existe un k-champ
de vecteurs ¢ intégrable, défini H*-presque partout sur supp T tel que T=H*|supp TAE.

LEMME 1.9 (Hadamard). — Soitent A un anneau intégre et G(w)=) . Fjuwl,
F;c A, une série formelle. Alors, les deuz conditions suivantes sont équivalantes :

(i) G(w) représente une fraction rationnelle P(w)/Q(w) avec P,Q€ Alw] des poly-
nomes en w et deg Q<q.

(ii) Pour tout multi-indice (k1, ks, ..., kq1) d’entiers positifs on a det akv--*a+1=0,
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2. Enveloppe polynomiale d’un compact de longueur finie

En 1971 Alexander a donné une généralisation du théoréme de Wermer—Bishop-
Stolzenberg. Ce théoréme d’Alexander dit que si I" est un compact connexe H'-rectifiable
dans C" (plus généralement I est inclus dans un compact connexe H!-rectifiable de C™)
alors f\I‘ est un sous-ensemble analytique borné (éventuellement vide) de dimension
pure 1 de C™\TI [1]. Plus tard, en 1986, il a montré que la connexité de [ n’est pas sup-
primable [2], puis en 1988 il a prouvé que si T est une courbe de Jordan H2(T') <+oo [4].
Répondant aux questions posées par Alexander le résultat récent de Lawrence [19,
théoréme 3] dit que si I' est un compact connexe, H'-rectifiable dans C%, T définit
un courant d’intégration [f\I‘] de bidimension (1,1) de C", de masse finie. De plus,
le courant 1-dimensionnel d[f\l"] est un courant rectifiable, dont le support est inclus
dans T, avec la multiplicité 0,1 en H!-presque tout point de T'.

Notre résultat principal de ce paragraphe est le théoréme suivant :

THEOREME 2.1. — Soit TCC™ un compact vérifiant A,. Alors T\T est un sous-
ensemble analytique borné (éventuellement vide) de dimension pure 1 de C™\T, qui
définit un courant d’intégration [T\I'] de bidimension (1,1), de masse finie de C™. De
plus, le courant 1-dimensionnel d[f\I‘} est un courant rectifiable, dont le support est
inclus dans T, avec la multiplicité 0,1 en H'-presque tout point de T .

Remarque 2.2. — (i) D’aprés 1.3 si I est connexe le théoréme précédent se réduit
au théoreme de Wermer-Bishop—Stolzenberg-Alexander-Lawrence [19, théoréme 3].

(i) D’aprés Alexander la condition A; dans le théoréme 2.1 n’est pas supprimable
(voir 3.2 (iii)).

Note. — A la suite de la prépublication de cet article, G. M. Lawrence m’a commu-
niqué le manuscrit [20], o il démontre le théoréme ci-dessus indépendamment.

Pour la démonstration de ce théoréme, on utilise les lemmes suivants :

LEMME 2.3 (Alexander [1]). — Soit LCC un compact, H'(L)<+oo. Soit g la
composante connexe non bornée de C\L. Alors pour toute composante conneze Q de
C\L il existe une suite de composantes connezes $2;,,%,,...,%,. de C\L telle que
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Q,=Q, Q,,,=Q et telle que Q;,,Q
tout k=0,1,...,m—1.

sotent adjacentes, i.e. H'(b§;,Nb;, ., )>0 pour

k41

LEMME 2.4 (Stolzenberg [22, lemme 5]). — Soit Y un compact de C" et f un
polynéme. Si z€C est un point du bord de la composante conneze non bornée de C\ f(Y)
et M:={z€Y": f(z)=z} alors M=(MNY)".

THEOREME 2.5 (Stolzenberg [22]). — Soient KCC™ une réunion finie d’arcs fermés
de classe C' (i.e. les images dans C™ de lintervalle [0,1] par des applications C')
et XCC™ un sous-ensemble polynomialement conveze. Alors (KUX) \(KUX) est un
sous-ensemble analytique (éventuellement vide) de dimension pure 1 de C™\(KUX).

LEMME 2.6 (principe de module maximum local de Rossi [22]). — Si T'C YcCm et
o est le bord topologique de T dans Y alors TC(cU(TNY))™.

LEMME 2.7 (Alexander [1, lemme 2]). — Soient Q un domaine de Jordan de C a
bord rectifiable, K un compact de b}, H'(K)>0, Q un compact polynomialement convezre
de C", f un polynéme de C", s un entier positif. Supposons que Q=(f"1(bQ)NQ)"
et que pour tout A€ K, f~Y(A)NQ ait au plus s points. Alors f~1(Q)NQ est un sous-
ensemble analytique (éventuellement vide) de dimension pure 1 de f~1(%).

LEMME 2.8. — Soient T' un compact de C*, H'(')<+o0, et f un polynéme de
C™ tels que f(T')CC vérifie la condition A;. Soient O,y deur composantes connezes
adjacentes de C\ f(T') (i.e. H'(buNb,)>0). Supposons que TNF~1(S%) soit un sous-
ensemble analytique de dimension pure 1 de f~1(§%) pour i=1. Alors c’est aussi vrai
pour 1=2.

Preuve. — Cette démonstration est une modification de celle d’Alexander [1,
lemme 6] dont le lemme 1.6 est l'argument principal. Soit ECbQ;NbQ, un compact
tel que H!(E)>0 et tel que Tan(f(T), z) soit une droite réelle pour tout x€E. Comme
H!(T")<+o00, on peut supposer que tout point de E admet au plus s; préimages par
lapplication f: f~}(E)NT—E ol s;€Z. 1l existe d’aprés 1.6 deux domaines de Jordan
QLCQ; tels que HY(bQ.NE)>0 pour i=1,2. On peut trouver les ] tels que bQNE=
bQ,NE (voir la démonstration du lemme 1.6). On note K:=bQNE=bQ,NE. Soit U la
composante connexe non bornée de C\(QUQ}). Alors Z:=C\U est polynomialement
convexe dans C. Par hypothése f~1(€;) est un sous-ensemble analytique de dimension
pure 1 donc f: f‘l(Ql)ﬂf—»Sh est un revétement ramifié de sy feuillets. D’apres 2.6
(appliqué & Y:=T et T:=T'Nf~1(Z)) on a:

Inf=Y(2)=[Cnf(2))u@Tnf (B2
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On remarque que bUZ b0, donc bUN (b \bY)#2 et donc bU contient un arc
ouvert [ de classe C* de bQ;\bQ,. On note

A=fYONT, F:=2\0,, Xo:=f"YF)NTUuf'GU\)NT, X :=X,.

On a: TNf~1(Z)=(XUA)" et d’aprés 2.4 appliqué & Y:=Xo, on a XNf~(z)CT pour
tout €K \bU. Soit pe(T\I)NF~L(K). Alors pe (XUA) " —(XUA).

D’apres le théoréme 2.5 de Stolzenberg appliqué & K:=f _l(l—)ﬂf, T est un sous-
ensemble analytique de dimension pure 1 au voisinage de p. Donc f n’est pas locale-
ment constante sur chaque composante analytique de T en pef _l(w)ﬂ(f\I‘) pour tout
€K sauf peut-étre un nombre dénombrable de x. Au voisinage dans T d’un tel point
p Vapplication f définit un revétement ramifié au-dessus d’un voisinage de z dans C.
Par conséquent, pour H!-presque tout point €K \bU, f _l(x)ﬂf a au plus s:=g;+s2
points. On pose Q:=f_1(ﬁ’2)ﬂf. D’apres 2.6 (appliqué & Y:=T" et T:=( en remarquant
que Q est polynomialement convexe) on a: Q=(f"1(bQ5)NQ)" (car f~1(Q,)NT=2).
D’apres 2.7, f‘l(Q’z)ﬂfz F7HQ%)NQ est un sous-ensemble analytique de dimension
pure 1 de f~1(€2%).

Soit QCCy un domaine de Jordan relativement compact & bord (H?, 1)-rectifiable
dans Q tel que bANQL#@. Alors Q est polynomialement convexe, donc f~1(f2)
et S::f‘l(f_l)ﬂf“ le sont aussi. D’aprés 2.6 (appliqué & Y:=I' et T:=S5) on a:
Sz(f—l(bQ)nf)’\: (F1(bQ)NSY". Appliquant le lemme 2.7 & Q:=S et 4 un compact de
longueur positive de b¥QNY, on trouve que f _I(Q)ﬁf est un sous-ensemble analytique
de dimension pure 1 de f~1(Q). Ceci est valable pour tout {2 et donc f “1(92)ﬂf est un
sous-ensemble analytique de dimension pure 1 de f~1(Q2). a

Démonstration du théoréme 2.1. — Soient zEf‘\I‘ et f une projection de C" dans C
(un polynéme homogene de degré 1) vérifiant 1.4 (ii) pour A:=T tels que f(z)¢f(T).
Soient €2; les composantes connexes de C\ f(T"), Q2 non bornée et Q13 f(z). D’apres
avec §;,=Qq, &, =0
telle que €;, et €;  , soient adjacentes pour tout k=0,1,...,m—1. Comme C\{q est
polynomialement convexe, f~1(C\€p) l’est aussi. Donc f‘l(Qo)ﬂf:Q. D’apres 2.8,
T est un sous-ensemble analytique de dimension pure 1 au voisinage de z. Donc f\I‘ est
un sous-ensemble analytique de dimension pure 1 de C™\I'. La démonstration du reste
du théoreéme 2.1 est la méme du théoréme de Wermer-Bishop-Stolzenberg—Alexander—
Lawrence (voir [19]). O

2.3 il existe une suite de composantes connexes €2;,,Q;,, ...,

im
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3. Chaines holomorphes & bord rectifiable dans C™*

Le résultat principal de ce paragraphe est une généralisation du théoréme de Harvey—
Lawson [15, théoréme 3.3] :

THEOREME 3.1. — Soit T’ un courant rectifiable fermé de dimension 2p—1, mazi-
malement compleze de C™. Supposons que le support de T’ (noté suppT’) vérifie Agp_1.
Dans le cas ot p=1 on suppose de plus que T vérifie la condition du moment. Alors il ex-
iste une p-chaine holomorphe unique V de C™\supp I qui définit un courant d’intégration
de masse finie [V] de C™ tel que d[V]=T.

Remargue 3.2. — (i) D’aprés 1.3, si supp I’ est connexe et p=1, le théoréme 3.1 de-
viendra un corollaire du théoréme de Wermer—Bishop-Stolzenberg—Alexander-Lawrence
[19, théoreme 3].

(if) Si T" est une combinaison finie & coefficients entiers de sous-variétés réelles ori-
entées de classe C*, le théoréme 3.1 se réduit & celui de Harvey-Lawson [15, théoréme 3.3].
La démonstration d’unicité du théoréme 3.1 se trouve aussi dans l'article de Harvey—
Lawson (15, théoréme 2.1].

(iii) Alexander a trouvé un compact XCC?2, H*(X)>0, dont X \X n’est pas un
sous-ensemble analytique de C2\ X [2]. Cet exemple montre également que la condition
Asp_1 dans le théoréme 3.1 n’est pas supprimable. Précisément, Alexander a construit
des domaines Dy CC du type Dy=D\UJZ, D(ax,j,7,;) avec D le disque unité, oy, ;€ D,
lim;_, |ak,j|=1, 0<rg ;<1—|ag ;| et les fonctions différentes g, grice a la fonction de
Beurling, vérifiant les propriétés suivantes :

- 22?3:1 H'(bD(ax,j,7x,3)) <+00,

— les fonctions gi sont définies holomophes sur Dy, méromorphes sur D, continues
dans Dy,

— 194 (2)| <1 pour tout z€ DN Dy,

— gx=0 sur bD.

Soit X:=Jg, Xi ot Xg:={(21,22)€C?:21€bDy, 22=g(21)}. On a H'(X)<oo et
X\ X est la réunion de D x {0} et des Xy:={(z1,22)€C?: z2,€ Dy, zg=g(21)}. Donc X\Xx
n’est pas un sous-ensemble analytique de C*\X. En particulier, X ne vérifie pas la
condition A;.

On remarque que H2(X &) <00, donc il définit un courant d’intégration [Xx] de masse
finie de bidimension (1,1) défini dans C2. Soit Ty:=d[X k). Alors 'y est un courant
d’intégration sur Xy, rectifiable de dimension 1, vérifiant la condition du moment. Soit
Dy:=Dx{0}CC?. I définit un courant d’intégration [Dg| de masse finie de bidimension
(1,1) de C2. On pose I'g:=d[Dg]. C’est un courant d’intégration sur bD x {0}, rectifiable

de bidimension 1, défini dans C? et vérifiant la condition du moment.
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On pose I''=3 7> (Tx—TIp). Il est clair que I' est un courant d’intégration sur
Ure, Dy, de masse finie (bornée supérieurement par 23 i1 HHbD(ak,5,7x,5)))- 1L
est rectifiable, vérifiant la condition du moment car les T’y la vérifient. Les seuls sous-
ensembles analytiques de C2\supp '=C?\ X sont des X k- De plus, supp d[)?k] C Xy, puis
une réunion finie de tels X} ne recouvre pas X =suppI', donc le probléme du bord d[V]=T
dans ce cas n’a pas de solution.

COROLLAIRE 3.3. — Soient V un sous-ensemble analytique irréductible (éventuelle-
ment avec des singularités) de dimension pure p>2 d’un ouvert UCC™ et D un ouvert
relativement compact de V. Supposons que bD est l'image d’une variété réelle de classe
C' par une application lipchitzienne injective dans C™. Alors toute fonction f:bD—C
lipchitzienne, de Cauchy—Riemann se prolonge & une fonction holomorphe F: D—C.

Démonstration. — Soit I" le graphe de f dans C™*. Le bord de D est orienté, donc
I" est orienté. 1l est évident que I' vérifie la condition Az,_1 et qu’il est maximalement
complexe. D’aprés 3.1 il existe un sous-ensemble analytique borné T de C*™I\T tel
que d[T]=T. T est défini comme un revétement au-dessus de D et d’aprés le théoréme
d’unicité ce revétement n’a qu'un feuillet. Il est défini donc comme le graphe d’une
fonction F: D—C. D’on 3.3. d

On note B:=suppT et D:=C"\B. Par hypothése, B est (H2P~! 2p—1)-rectifiable.
Il existe un (2p—1)-champ de vecteurs n défini H?*~1-presque partout sur B, intégrable
avec |n(z)|€Z pour H?*’~!-presque tout z€ B, tel que [=H?~!| BAn [13, 4.1.28]. Soit
>0 tel que BC{|z|<r}.

4. Démonstration du théoréme 3.1 pour le cas o1 p=1, n=2

On note pour tout a€C la projection :

II,(2) i= 23 —azs,

dIl, —
9k,a(C) = (F, 571;;'25 ﬁ—(z—)(z_—)z), Ra (¢ w) i=w=( exp (—Z
a k=1

gk =9gro, R:=Ry et IL:=II.

ol

gk,a(C)w_k> ;

Soient €2; les composantes connexes de C\II(B), ©y non bornée. La condition du
moment entraine gx=0 et R=1 au-dessus de Qg (voir [15]).

Supposons que II et II; vérifient 1.4 pour A:=B, k:=1. Alors B est définie H'-
presque partout comme le graphe d’une fonction, notée z3(¢), au-dessus de II( B).
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LEMME 4.1. — (i) go(¢)€Z pour tout (¢II(B).
(i) [7(¢, 22(€))[=190(€2%) ~ 9o(;)| pour H'-presque tout {€bQNbL;.

Démonstration. — (i) Soit f: C\{¢}—=C, f({+re®?):=e ou C est le cercle unité
du plan complexe. Comme I est un courant rectifiable fermé, (f<II).(T") I'est aussi. Donc
il existe un entier k€Z tel que (foII),(I')=k[C] ou [C] désigne le courant d’intégration
sur C orienté positivement. On a:

1 le
T 2w 21— C

()= (T )= (o), 5 sve(1=0)) =k 2.

(ii) On remarque ici que k égale & la somme finie des +|n(7, 22(7)| pour T parcourant
'intersection de II(B) avec une demi-droite réelle de sommet ¢ générique.

Considérons un point générique € bQ;NbSY;, une droite réelle d générique passant
par ¢, non tangentielle & II(B). Soient (* et {~ deux points de d prés de ¢ tels que le
segment [¢*, ([ soit inclus dans §;, et le segment [, ([ soit inclus dans ;. En prenant
la demi-droite de sommet ¢ passant par (~, on a (ii) grice & la remarque ci-dessus. O

Soient €; et Q; des composantes connexes adjacentes, I;C;, I;CQ; des arcs non
tangentiels de point terminal (o€b€;NbQ;. Pour H!-presque tout (p:

LEMME 4.2. — (i) Les limites

lim gr(¢*) et lim ge(¢7)
¢t—¢o ¢ —¢o
¢tel; ¢TEl;

existent. Elles sont bornées par M* pour M>>0 et de plus

Jm ge(€1)= lim gx(¢C7) = (90(0)=90(2,)) % (Co)
<+€li0 (’eljo
(ii) On a:

: R(C+,’LU) Q:)—g0{Y;
lim _— L = w_zz(co))go( i)—gof J)_
¢t =t R(CT,w) (
¢tel ¢Tel
(i) R({,w) est rationnelle par rapport ¢ w au-dessus de chaque Q; et 0<
|R(¢, w)|<+o00 pour tout (€l;Ul;, prés de (o et |w|>2M.

Démonstration. — (i) Soit veC tel que |v|=1 et v+({o€Tan(II(B), (o). Soit S,:=
{zeC:VceR on a |2—(p—cv|>¢}. On fixe 0<e<«1 tel que dans un voisinage assez petit
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U:={2€C:|2—(o|<6} de (o, on ait UN(L;Ul;)C Sy et II(B)NS, /pNU=2. Alors

1 dz
. +\ s k 1
lim g (¢ )—hm(I‘, 5% Z1-C+)

—g0(02)25(Go)+1im (7, 51 (5 a4 () 222 )

21—C+
—a0(62)55(Go)+1im (I, 21 (24 () -1 0))
dz
i (T, 51 (- 25060 -2 1))
= (00356} + (T 51 65 - 2 )
0184 ) <2 \G0 ’27ri2 2021_<0

- 1 d -
+lim (I‘, o (=5 —25(Co)) = _Z1C+ |t (U)) .

Comme dans UNI; on a |21 —Ct|>¢|21 — (| et T(Tan(B, ({o, 22({p)))) est une droite réelle
(1.4), la fonction

1 25 -25(¢o)

2m 2y —CT
est uniformément bornée sur (BNII~1(U)) x (l;NU). D’aprés le théoréme de Lebesgue la
limite précédente

dz;
z1—Co
dz1
z1—Co
1

d
= go (%) 25 (Co)+ (Fv o (22 =25 (%)) 2 f1(0) .

= (8225 o)+ (T g (- 25060 s U 0))

n (r, L (k)

27

@)

(On remarque ici que la fonction

1 2-25()

27 Z1 _C()

est définie continue sur B méme pour z;=(p car la fonction 23(¢) est dérivable en (o
générique.)
De méme, on a:

nmgk(c—)=go(ﬂj>z§(<o>+(r,i(zé-zé(co)) dz )

2mi z1—Co
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L’égalité lim gi(¢T) —1lim gx (¢ ) =(go(%) — 90(§2;)) 25 ((o) est évidente. Soit 7>>0 tel que
BcC{|z|<r}. Pour ccR assez grand (peut-étre dépendant de {g) on a:

l90(€%) 25 (Go)l < (er)”,
190(83) 25 (Go)I < (er),

1 d
’(r, k) fl@)’ < ().

Donc il existe M >0 vérifiant (i).

(ii) De maniére formelle, on a:

+ +00
im o=t — o) exp (3 L(gn(62) - @) Co)u )
’ k=1
= 90 (%) =90(%) oxpy [(go(Qi) —go(€;)) log (1 _ 32550) )}

— (w_.z,z(co))go(ﬂi)—go(ﬂj)‘

(iii) Au-dessus de Qp, R=1. Afin de montrer (iii) il suffit d’aprés 2.3 de montrer
que si (iii) est vrai pour €, il sera vrai aussi pour ;. Soient R:=P/Q la représentation
irréductible de R avec P,Q polyndmes par rapport a w, le coefficient dominant de @
valant 1, m:=max(0, |go(%)—g0(2;)]) et Q(¢T, w)(w—22(C0))™ =340 bk(¢F)w*. On
remarque d’aprés (i) et (ii) que dans un petit voisinage U de (o, les séries R({*t, w) et
R(¢™,w) convergent uniformément pour |w|>2M, avec (T €l;, (T €l;, et définissent des
fonctions holomorphes sans zéro, localement bornées. On peut écrire :

go(¢F)
R(¢*,w)= Y Fe(¢(*)w*

k=—00

ou chaque Fy est déterminé comme un polynéme d’un nombre fini des g;. On trouve
facilement que Fy,(c+)(¢*)=1, donc le coefficient dominant de Q est aussi 1. Comme
la représentation R=P/Q est irréductible, on a P(¢*,w)=[[(w—z;{((*)) et Q¢+, w)=
IT{(w—w;(¢*)) on z; et y; sont les zéros et les poles de R. Ceci implique que les coef-
ficients de P et de @ sont bornés sur I;NU. Soit (C):_)keNCliﬂU, Bmg oo C,':=C0, telle
que les polynémes P((;,w) et Q((;, w) tendent vers les polynémes Py (w) et Q;(w) uni-
formément sur 3M <|w|<5M. Les fonctions rationnelles R(¢;,w) tendent vers P;/Q;
aussi uniformément sur 3M < |w|<5M. D’apres (ii) les coefficients de w? avec j<0 de la
série Q(¢, w)(w—22(¢o))™R(¢ ™, w), déterminés par la formule de Cauchy sur |w|=4M,
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tendent vers 0, i.e.

F, Fo .. F ., 0
Fo Fg3 .. F_ .o bo 0
) ) i b

lim : : ; (¢7)lim :1 (Clj )=
Fy Fo 1 ... Fi_, b 0

Comme bs;=1 1’égalité précédente montre que pour tout multi-indice (k1, k2, ..., ksy1)
d’entiers positifs on a:

lim deta®kst1 =
¢~ —¢a

(la notation a¥1+ks+1 est définie dans 1.9). Ceci est valable pour H'-presque tout (o€

bQ;NbQ;. D'aprés 1.7, det a®tr*s+1 =0, puis d’aprés 1.9, R est rationnelle par rapport
& w au-dessus de {};. O

On définit V,,:=ind'd" log |R, (21 — 22, 22)|. Le lemme 4.2 (iii) implique que V,, est
une 1-chaine holomorphe de C2\II7!(Il,(B)).

LEMME 4.3. — Les chaines V,, et Vi coincident dans Uintersection des ouverts ot
elles sont définies, de sorte qu’il existe une unique 1-chaine holomorphe V dans Uouvert
D qui prolonge chaque V.

Démonstration. — On note D,:=I1;1(C\II(B)). Soit YCC l’ensemble des a€C
tels que II, vérifie 1.4 (ii} et 1.5 pour A:=B et k:=1. D’aprés 1.4(ii) et 1.5, Y est un
sous-ensemble dense dans C, il est muni de la topologie induite par C. Pour montrer
4.3 il suffit de montrer que, pour tous €Y, a1 €Y et toute composante irréductible
T de Vy,ND,, avec la multiplicité meZ, V,,ND,, contient T avec la multiplicité m.
On montre d’abord que pour un a€Y fixé, s’il existe un point zz€T et un voisinage
ouvert UCD,, de zy tel que V,NU contienne TNU avec la multiplicité m, alors V,,
contient TN D, aussi avec la multiplicité m. Sans perdre en généralité, on peut supposer
que a=0 et que Q; est la composante connexe de C\II(B) contenant II(zp). Il suffit de
montrer que pour un point z€TN D, il existe un voisinage U, C D de z tel que VpNU,
contienne TNU, avec la multiplicité m. Soit yCT un chemin joignant zy et z tel que
II{-y) soit une ligne brisée (i.e. une courbe réelle qui est une réunion finie de segments
de droites réelles) et coupe II(B) transversalement. D’une maniére analogue & 2.3 et 6.1,
on montre qu’il existe une suite de composantes connexes €;,,$;,, ..., ;,, des courbes
réelles 7y, Cy joignant 2 et un point z&€~v telle que Q;,=Q;, M(2)€);,, vs=", , et
§2;, ,, soient adjacentes, vy Cyx41 pour tout k=1,2,...,s—1, et II(x) C U;“:l }; pour tout

k=1,2,...,s. Cela nous permet de faire une récurrence, i.e. il suffit de considérer le cas ou
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s=2. Soit a le point d’intersection de II(7y) et b§2;, NbKY;,. Soit © un petit voisinage de a tel
que la composante irréductible 7’ de TNII~!(Q) contenant b:=I1"!(a)N+ soit le graphe
d’une fonction holomorphe f au-dessus de §2. On peut choisir €2 tel que 7'C D car beD.
On note K:=b{; NbQ,NQ, Q :=Q; NQ, Q,:=Q,NQ. Alors H'(K)>0. La fonction
(22— f(21))"™R(z1, 22) est rationnelle par rapport & 2z, au-dessus de €2 dont le support
des zéros et des pdles au-dessus de §2; ne contient pas T'NI~1(,). Il faut montrer
qu’elle lest aussi sur II71(£2;,). Supposons par exemple que cette fonction s’annule sur
T'NII~(Q,) dans IT71(€2,). On écrit cette fonction comme quotient irréductible des
deux polynémes par rapport a 25 au-dessus de Q;zz

(22— f(21)) Pa(21, 22)
Qz(zl,zz)

(22— f(21)) "™ R(21,22) =

et sur II71(Q] ) :
Pi(21,22)
Q1(z1,22)

Alors d’aprés 4.2 (i) pour des arcs non tangentiels I; CQ et [pC(}, de sommet z€K

(z2—f(21)) "™ R(21, 22) =

(z un point générique de K) on a:

im Pi(z*, f(z*)) lim Qa(z™, f(z7))=0.
¥z Tz
ztel z"€ly
Ceci est valable pour H!-presque tout z€K et quelque soient l1,l non-tangentiels de
sommet . Donc pour un z€ K fixé on a:
soit l+im Pz, f(z*)=0 soit lim Qu(z™,f(z7))=0.

X —I T —Zx
ztel, Tz~ €ly

Autrement dit (d’apreés 1.7), soit P;(z™*, f(z™))=0soit Q2(z~, f(z~))=0. C’est une con-
tradiction.

Soit Yx CY D’ensemble des « tels que V,, contienne T'N D, avec la multiplicité k£ pour
tout k€Z. D'aprés ce qui précéde, les Y3 sont disjoints. On note pour tout a€Y, k, le
nombre entier tel que a €Y%, . Il reste & montrer que k, ne dépend pas de a. Pour cela il
est suffisant de prouver que pour tout k€Z, a®cY), (i est 'adhérence de Yj dans C),
k. est constante au voisinage de a®. Soit U, C D,o un petit voisinage ouvert simplement
connexe d’un point z€TND,e, RCC un voisinage de a° tels que U, CC Nocr Pa- On
remarque d’aprés 4.2 (iii) et 1.9 que R, définira dans D, une fonction rationnelle par
rapport & z2 non pas seulement pour « vérifiant 1.4 mais pour tout a€C. Dans [, Da,
pour |23|>>0 on pose:

0
1 _
Yalz1,22) :=log Rn(21 —azg, 22) = go,a(21 —22) log 22— E Egk,a(zl—azz)z2 k.
k=1



ENVELOPPE POLYNOMIALE ET CHAINES HOLOMORPHES 51

On a
6(,00, _ 1 agk,a 8glc,c'z —k
o (21,22) = ,;’9[_3‘7%2 ac (z1—0z2) 25
89 cx 1 59 a 1 ag a _
1 (z1—aze)— Z[k a’; — +122 kazl (zl—-azz)zzk
091,
= glc (z1—azg)
car
109ka__1  Ogktia
k' 0o k+1 7 oC
_li _1_zkd(z1—az2) _ 1 2 sz+1d(21—a22)
Tk da\ ' 2mi P zi—az—C) k+1 ¢\'T? z—azm—C
1 de 1 1 k41 d(zl—azg)
-2 bl I A Gl ees)
k( 7r' zl—azz—C>+k( * I 2 (21 —azg—()?
r 1 Lk d(z1—azp)
k+1 27 2 (21 ~azo—()?
1 1 dz, 1 1 d(zl—OtZz)
=TI, —— k & k1 MRl TTAA2)
k( ’ 27ri22 zl—azQ——C>+k(k+1) (P’ omi 2 (z21—azg —()?
_ 11 ktlo, o —1yy
—*k(k+1) 27ri(F’d(z2 (z1—aze—¢)""))=0
car dI'=0.

Soit A(z3, 22, @) une fonction définie sur U, x R telle que:

04 _ 001a
%(zl)zz’a) - ac

(21 —aza).
On pose EazzeARa définie dans U, x R. Alors R,, est indépendante de « et
i ! 1t D i g1
—d'd"log|Ry|=—d'd" log | Ry
T s
sur U, pour tout € R. Donc dans RNY la fonction k, ne dépend pas de c. O

PROPOSITION 4.4. — M([V])<2rM(T) et M(d[V])<4M(T).

Démonstration. — Le support de V est un revétement ramifié fini au-dessus de
chaque composante €2;. Soit n; le nombre de feuillets de ce revétement comptés avec la
valeur absolue des coefficients de la chaine V, i.e. la masse de la tranche (V,II, ) au sens
de Federer [13, 4.3.1] pour (€, générique.
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D’apres le théoreme d’unicité 1.7 et le lemme 4.2, si §2; et §1; sont des composantes
adjacentes les feuillets du support de V au-dessus de §2; sont les prolongements analy-
tiques des feuillets au-dessus de €2, sauf peut-étre un et a I'inverse. D’ou:

Ini —n;| < 190(€2:) —go(€25)]-

Cette inégalité permet d’adapter la démonstration donnée par Lawrence {19, p. 411] pour
un sous-ensemble analytique de la maniére suivante :

Pour tout meN on pose m;:=min(m,n;) et T:=3 n;Q;, Tp:=> m;§Q; les 1-
chaines de C. Il est clair que T}, définit un courant d’intégration de masse finie. Pour
tout point générique x€II(B) on appelle i(z), j(x) les nombres entiers tels que ;) et
(¢ soient adjacentes, £€b€Q;;)NbQ;(;) et les droites tangentielles & b82;(z), bQj(z) €t
II(B) coincident. On a:

M(Tm)=§i2mj/9 d:c/\diz%iz:mj/m rdE

< / I (a) 00y 12 2] < / 190 (i) — 0( )| ]
(B)
< / in(z, z2(2))|-|o dz| < TM(T).

Donc M(T)=limpy, oo M(Trn)<rM(T). La méme inégalité pour II; permet d’avoir
M([V])<2rM(T).

Alors [V] est un courant plat, donc d[V] l'est aussi. Soit ! 'application linéaire
de C? dans R, l(2):=Rez;. Pour H!-presque tout (€R le courant ([V],],() est un
courant d’intégration sur une combinaison finie & coefficients entiers de courbes réelles

de longueurs finies (car [V] est de masse finie). Donc

<d[V], L C) = Z kz[{z}]

zeBNI~1(¢)

D’apres 4.2 (ii) et 4.1 (ii), |kz|=|go(Qu(ri(z))) —90(Qj(11(2)))|=[1(2)|- Donc d’apres Federer
(13, 4.3.2],

M(V)|dRe ) = [ 3 el dc <M (D).

De méme maniére,
M(d[V]|dImz) < M(T), M([V]|dRez)< M) et M([V]ldImz)<M(T),

dott M(d[V])<4M(T). O
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PROPOSITION 4.5 (formule de Stokes). — d[V]=T.

Démonstration. — D’aprés 4.4, on a [V]€F>(C?) et donc d[V]€F;(C?). Comme
M(d[V])<+o0, il existe un 1-champ de vecteurs ¢ défini H'-presque partout sur B
tel que d[V]=H'|BA¢ (d’aprés 1.8). Le lemme 4.2 (ii) montre que (II).(d[V]-T)=0
et de méme on a (II;).(d[V]-T")=0. Ceci entraine £=7, H'-presque partout sur suppI.
Donc d[V]=T. O

5. Démonstration du théoréme 3.1 pour
le cas ot p=n—1; méthode de tranchage

Soit I: C*—CP~1, I:=(l3, 1, ..., l,—1), une projection linéaire vérifiant 1.4, i.e. pour H?P~2-
presque tout (€CP~! la tranche (I,l,() est un courant rectifiable fermé de dimen-
sion 1 [13], dont le support vérifie A;. Soient Xe; des fonctions de classe C°°, définies
sur C, x¢,(z)=0 pour |z|<e; et xc;=1/2mi pour |z|>¢;.

LEMME 5.1. — Pour toute (1, 0)-forme ¢ holomorphe au voisinage de {l(z)=(}NB:

p—1 dlj
Do A dxe, (=GN T c
j=1 3T 5]

est indépendante des x., pour lesquelles ¢ est holomorphe au voisinage de
p—1
ﬂl{|lj(2)—Cj| <&}NB,
J:

et égale & ((I',1,¢), ). En particulier, {I',1,{) vérifie la condition du moment.

Démeonstration. — Sans perdre en généralité, pour montrer I'indépendance de la
formule ci-dessus dans 5.1, il suffit de montrer P’égalité suivante pour €] <e :

p—1 le

Loon A dxe,; (Li—G)A——

=1 Li—¢

dl p—1 dl;
=(F,s0/\dxeg(ll—§1)/\ LA e, (=GN
A

L-G 2 7 lj"C')‘

Comme la forme ¢ est holomorphe au voisinage de ﬂ;’;ll {ll;(2)—¢j|<e;}NB et T’ est
maximalement complexe, on a:

p—1 dlj dly
LN A dxe, (=GN —pAdxe (=) A
=1 Li—=G h-G

dly p—1 dl; ))
AN dxe, (L —CIAN—2= ] ).
l1i—C1 j/=\2 X3(3 CJ) lj_Cj

p1 di;
NN dxe, (5= ;2 )
=2 ARV

= (r, d(go(xel(ll—Cl)'Xs'l(ll—<1))/\
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La partie droite de ’égalité précédente est égale & 0 car I' est fermé et la forme

o xer (h = C1) = xe (i~ C))A 1‘” /\/\dxe,(l cm

CJ
est définie sur B, nulle si |I; ~(;|<e; pour un certain 0<j<p—1. D’ott I'égalité qu’il faut
démontrer.

D’aprés Federer [13], on a:

(T,1,¢), ) = lim (F, 1p, (l(zz))—C)z ’f/_\ldRe(l(z))/\dIm(l(z))/\go),

e—0 7r2(P—1)g%5‘2 ...6p_1 j=1

oll €:=(e1,€3,...,6p—1), De:={z€CP1:|zj|<€;} et 1p, est égale & 1 sur D, 0 ailleur.
On remarque de plus que:

U0 GIF dli(z) 1
i M G W—E?dRe(l(z))/\dIm(l(z)).

Donc il existe des fonctions x.; telles que:

-1
((I‘,l,C),w)=gig(1)<F, <p/\zf/\ dxe; (I 4:)/\ C )
=1 J

La partie & gauche est indépendante de ¢ assez petit, et la démonstration du lemme est
compleéte. O

On considere une application linéaire bijective II. C*—C", I=(11, 1, ..., II,). On
note IT:=(I1;,Iy,...,XI,_1) et I\:=(M;, 1, ..., s_1,Ms41, ..., JIn_1). On suppose que
IT, vérifie 1.4 pour tout s=1,...,n—1. Le lemme 5.1 permet de définir pour tout (€

Cn—l\Hl(B)’ Ca::(cla ey Cs—la <s+1’ veey C’n—l) :

1 di, ol dll;
= Hk/\ N d £; IL; =g } >
om.+{0) ( I, — (s 121 xe (M5 =G5) I = ¢
J#+s

/s dll,
=(<I‘,n <>— A @)

Ru (¢, w) := w90 exp (— Z %gmk(()w_k) pour tout ¢ € C**\IT'(B).
k=1

LEMME 5.2. — Les fonctions gn x sont indépendantes de s.

Démonstration. — Il suffit de montrer pour 1<s,s'<n—1 et 0<e; <1 :

dll, dll; dIl,
T, Tk A AN dxe, (TG =) A g —TEA —2
( Hs _Cs ]/;\ XEJ ( CJ) C] Hs’ _(sz
JjFs

A /\dxe}(n ~GIng ) =0,
;- ¢
1?53
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Comme I" est maximalement complexe, pour les ¢; vérifiant

Ell{lﬂj(z)~cj| <e}NB=g

on a:
dlIl, dll; dIly dll;
T, II5 A AN dxe, (TL; —TIkA AN dxe, (TLi—C )
( II, - Cs ]/\1 XE]( CJ) ]_Cj s’_Cs’ j/—\ EJ( ]) HJ_CJ
J#s g#s
dil dll,
_ _ v — . k s s
= (P (e (I o) e, (L~ G ATEA G
dll;
A dxe, (IL; - ¢ >
J/*\ XEJ( ]) HJ—Cj
j#s,s’
1 dIl dll,
= a " s’ —GQs' ) — I, —¢s k A 2
(F7d<(27n XES/(H C ) Xss( C ))An'n,/\n “Cs Hs’—'Cs'
a1l
A e (=) ) ).
i=1 IL; —¢;
j#s,s’
Comme le courant I' est fermé et que la forme
1 k st dns/
(27” —Xe /(Hs’"‘Cs) XES(HS_CS))/\Hn/\HS_CS/\Hs""gs’
dll;
A dxe; (TLi—=¢5)A
/_\ SR P

J#s,s’

est définie au voisinage de B, nulle si |II; —(;|<¢; pour un certain 1<j<n~1, la derni¢re
partie de ’égalité précédente est nulle. O

LEMME 5.3. — (1) gm,0(¢)€Z pour tout ¢I'(B).
(ii) Ry est rationnelle par rapport 4 w.

Démonstration. — (i) D’apreés 5.1 c’est un corollaire de 4.1 appliqué & I':= (I, I/, ¢*).
(ii) D’aprés 5.1 et 4.2 (iii) appliqué & [':=(T,II%,¢*), la fonction Ry est rationnelle
par rapport & chaque variable. Elle est donc rationnelle. O

On pose Sp:=I1; (ird'd" log|Ru (¢, Gu)|).

LEMME 5.4. — Pour H* 2_presque tout (€C™ ' la 1-chaine SyNII,~(¢%) coin-
cide avec la 1-chaine holomorphe construite comme dans le paragraphe 4 pour le courant
I':=(TII,,¢*) défini dans C2~IT,71(¢%).

Démonstration. — C’est un corollaire de 5.1. O
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LEMME 5.5. — Sy se prolonge @ D en une p-chaine holomorphe unique V indépen-
dante de II.

Démonstration. — Soit II une application linéaire bijective générique de C™ dans C™,
ﬁ:(ﬁl,...,ﬁn). On pose II¥:=(Ily, ..., lx_y, Ig, Mgy 1, ..., II,) pour k=0,1,...,n—1. On
sait que la 1-chaine holomorphe construite dans le paragraphe 4 ne dépend pas du systéme
des coordonnées choisi. Gréace a 5.4, les chaines Sﬁk et Sﬁk+1 coincident sur I’intersection
de leurs domaines de définition pour k=0, 1,...,n—-2, et S5 ne dépend que de IT'. Ceci
implique que Sy et Sg coincident sur P'intersection de leurs domaines de définition. D’ott
le lemme. O

PROPOSITION 5.6. — M([V])<oo, M(d[V])<o0.

Démonstration. — Supposons que toute projection linéaire I=(li,ls,...,l,—1)€
G(p—1,n) de C™ dans CP~! ou l;(2) sont d’un des types zs, zs+2zm, Zs+izm, vérifie
1.4 pour A:=B, k:=p—1. D’aprés 5.4 et 4.4 on a:

M(([V],LQO)<2rM((T,1,0) et M({[dV],1,()) <4M((T,1,())

pour H?P~2presque tout (€ CP~L. D’apreés Federer [13, 4.3.2] on a:

M([V][dlll\dl_ll\dlg/\.../\dl_p_l)=/M(([V],l,C))dRe(ldImg‘l...dIme_l

< / 2rM((T',1,{))dRe¢1dIm ¢y ...dIm {pq
L2rM({T) < 400
et

M([dV] [dllAdflAdlgA...Adl_p_l)=/M(([dV],l,())dReCldImgl dIm(py

</4M((F,l,())dRe§1dIm(1 wdTm s
<AM(T) < +o0,

Les inégalités ci-dessus appliquées & tout ! impliquent M([V])<+oo et M(d[V])<+oo
car

— le courant [V] est de bidimension (p, p),

— le courant d[V] est la somme de deux courants de bidimensions (p,p—1)

et (p -1 »D ) »
— les formes dzy AdZ; peuvent étre écrites sous les formes:

dzxAdz; = — 3 (1+1) dzg Adzk — 5 (1+1) d2j AdZ;
+ 31 d(2k+2;)Nd(Zk+25) + Sid(zk+iz;) Ad(zk+iz;). O
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PROPOSITION 5.7 (formule de Stokes). — d[V]=T.

Démonstration. — D’aprés 5.6, [V] est un courant plat, donc d[V] Vest aussi. D’aprés
1.8 et 5.6, il existe un (2n—3)-champ de vecteurs ¢ défini H?"~3-presque partout sur B,
tel que dV=H?2""3| BA¢{. Comme (d’apres 4.5 et 5.4) (d[V],1,¢{)=(T,I,¢) pour H?"~*-
presque tout (€C" 2 et H*"2)_presque toute projection leG(n—2,n), on a £=n,
H?"—3_presque partout sur B. Donc d[V]=T". 0

6. Démonstration du théoréme 3.1 pour
le cas général ; méthode de projection

Considérons ¥eG(p,n) une projection linéaire de C™ dans CP fixée vérifiant 1.4. On
appelle €); les composantes connexes de CP\W¥(B); Jp non bornée. Deux composantes
Q; et Qi sont dites adjacentes si H2P~1(bQ;NbQ) >0.

LEMME 6.1. — Pour toute composanie conneze €1; il existe une suite de composantes
connezes Qj,,8,,.., Q5,5 Q=00 ; Qy,, =Q; telle que Q;, et Q. , soient adjacentes
pour tout k=0,1,....m—1.

Démonstration. — Soient g et h les applications linéaires de CP dans R?P~! et
dans R:

g(¢):=(Re(1,Im ¢, Re (2, Im ..., Re{p—1), h(¢):=Im(,.
Soient U un ouvert non vide de R?~!, a€R et bR, b>0 tels que g~ (U)Nh~1(a)CQ;
et g~ HU)NR™1(B)CQp. Comme HZ~}(¥(B))<+oo il existe un compact KCU et un
entier s tels que H?P~1(K)>0 et pour tout € K l’ensemble g~ (z)Nh~1([a,b])NT(B) a
exactement s éléments. On démontre le lemme par récurrence sur s.

Pour s=0,1 c’est évident. Supposons qu’il soit vérifié pour 1,2, ...,s—1. Il existe un
nombre c€a, b] et un compact K1 CK tels que g~ (K1)Nh~1(c) C ;s pour un certain j’,
et pour tout €K, 'ensemble g~1(z)Nh~!([a,c])N®(B) a un point unique. D’aprés
I’hypothése de récurrence il existe une suite de composantes connexes €2;,,€;,, ..., ;..
telle que Q;,=Qp, 2; = et telle que Q;,, Q;, ., soient adjacentes. On sait par con-
struction que (2; et £);/ sont adjacentes, donc §2; vérifie aussi le lemme. O

Sans perdre en généralité, on suppose que pour tout >0 il existe 0<k<j tel que
Q; et Q soient adjacentes.

On remarque que pour toute projection linéaire II=(¥,h)eG(p+1,n) de C"
dans CP*!, I1(T') vérifie les conditions du théoréme 3.1. On note d’apres le paragraphe 5,
Vi1 la p-chaine holomorphe de CPT!\II(B) telle que d[Vi]=IL.(T). On considére
(¥4,...,¥,, h) comme un systéme de coordonnées de II(C™). Particuliérement on écrit
hz)=3"7_, 0525
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LEMME 6.2. — Il existe une p-chaine holomorphe unique V dans D indépendante
de ¥ telle que T1,(V)=Vn pour HX"~P)_presque toute projection II=(¥, h)€G(p+1,n)
de C™ dans CP*1,

Démonstration. — On appelle Sg ’ensemble des couples (T, k) ol T est une p-
chaine holomorphe bornée de C™\ B, ke NU{oo} tels que M ({IL.(T)]) < +o0, dIL.(T') soit
un courant rectifiable et tels que supp(IL,(T) — V)N~ (;)=2 pour HA"~P)-presque
toute II=(¥, h)€G(p+1,n) et 0<j<k. L’ensemble Sy est ordonné par la loi: (T, k)<
(T",k') si k<k' et pour tout 0<j<k on a TNE~HQ,)=T"NT~1(Q).

S’il existe une suite croissante infinie {(Ts, ks)}sen C Sw, alors V:=1im T, vérifiera le
lemme. Par contre, soit (V,m) un élément maximal de Sg, choisi par I'axiome de Zorn.
On a m#o0c. La chaine i~/n:=Vn—H*(V) est la solution du probléeme du bord dans CP*!
pour ;=T —d[II,(V)]. Par construction dans les paragraphes 4 et 5, au-dessus de Qn,
supp 1711 est un revétement d’un feuillet unique. Donc 1711 est définie au-dessus de Q,,
comme le graphe de la fonction gx v,1(C)/9n,w,0(2m) avec la multiplicité gn,v,0(m), ot

(= 1 ., d¥, p s dy;
gh,\Il,k(C) = (F, %h A‘I-’S—CS /\ji\ldXEj (\I’] CJ)A‘I/J‘—CJ')

it

définies comme dans le cas o n=p+1. La fonction g v est localement constante, &
valeur dans Z (d’apres 5.3) et la fonction gn w1 dépend linéairement de a=(ay,...,an)
(la fonction h est définie par h(z)=3_7_; @;2;). On peut définir dans ¥~'(Q) un
sous-ensemble analytique T, de dimension pure p tel que I1,(T},)=supp VaN¥~1(Qy).
Comme I1,(T,,) se prolonge dans CP**\II(B) comme un sous-ensemble analytique pour
H2(»=P)_presque toute II=(¥,h), T,, se prolonge aussi dans C™\B comme un sous-
ensemble analytique, noté Trm. Pour H 2(n—P)_presque toute projection II=(¥,h) on a:
II(T,,) est irréductible dans CPHI\II(B) de sorte que II(T,,) Csupp Vir et d[l'I*(Tm)]
soit rectifiable. Soit (V’,m’)::(V+ghyq,10(Qm)’fm,m+1). Alors (V!,m')€Sy, (V,m)<
(V',m'). C’est une contradiction. On a donc m=00, i.e. I, (V) =Vi; pour H2("~P)_presque
tout II=(T, k). Afin de montrer que V est indépendante de ¥, il suffit de montrer
que pour une I1=(¥, k) fixée, il existe une chaine unique V vérifiant IL.(V)=Vi1 (i.e.
indépendante de systéme de coordonnées choisi pour II(C")). Soient V et V' deux p-
chaines holomorphes bornées de C™\ B telles que IL,([V])=IL.([V'])=Vn. Soient k€N le
plus petit entier tel que (V—V')NT~1(Q)#D et 0<I<k tel que Q; et Oy soient adja-
centes. Grace au théoréme d’unicité 1.7, supp(V —V’) au-dessus de Qj est un revétement
d’un feuillet noté Ty. On a V —V'=cTy sur ¥ 1(Q), ot c€Z\{0}. On a I (V-V')=
eIL(T)#0 sur ¥~1(§2;). C'est une contradiction. O
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PROPOSITION 6.3. — M([V])<+00, M(d[V])<+oo.

Démonstration. — Sans perdre en généralité, supposons que toute projection linéaire
M=(II;, 1, ..., II,41) €G(p+1,n) de C™ dans CP*?, ot II; sont d’un des types 2y, 2s+2m,
zs+1i2zpm, vérifie 1.4 pour A:=B, k:=p+1, et qu’elle sépare les composantes irréductibles
de supp V. D’apres 6.2 on a M(IL([V]}) <+oo. D’apres le théoréme de Wirtinger :

MV =) MW, js,....3,([V])

avec I, j, . i :=(2j,, Zjy, ...y 25,) une projection linéaire de C™ dans C? et (j1, 2, .., Jp)
un sous-ensemble ordonné de (1,2, ...,n). Donc M([V])<+oo. La chaine V' définit alors
un courant [V] plat de masse finie dans C™. De plus, d[V] est aussi un courant plat de C™.
D’apres 5.6 on a M (dIL([V])) <+4oo. Soit I=(l1,la, ..., l2p—1) une application linéaire
de C" dans R, ot lyy,—1:=1I, lam: =11, pour m=1,2,...,p—1 et lo,_1 =11, ou II,.
Pour H#~l.presque tout (€R?*~! la tranche (d[V],l,{) est un courant plat de dimen-
sion 0 [13, 4.3.2]. Comme le support de ce courant plat est un ensemble fini, il est une
somme finie des masses de Dirac & coefficients dans C. Comme ’application II vérifie 1.4,
M({(d[V],1,())=M(IL,({d[V],1,¢))). On a d’aprés Federer [13, 4.3.2]:

M(d[V][dl AdIo Ao Adlgy—1) = / Md[V),1,¢)) dey dCs .. dCapt

/ ML (d]V], 1, ¢))) déx dCo .. dCap1
_“M dlIl, ([V])LdllAdlz/\ /\dlzp 1)<+OO

Ceci est valable pour tout (,II) choisi. De plus, d[V] est la somme de deux courants de
bidimensions (p,p—1) et (p—1,p), donc M(d[V])<+oc. O

PROPOSITION 6.4. — d[V]=T.

Démonstration. — D’apreés 6.3, [V] est un courant plat, donc d[V] l'est aussi. On a de
plus M(d[V])<+oo (d’apres 6.3), qui implique (d’aprés 1.8) d[V]|=H?*~1| BAE, oli £ est
un (2p—1)-champ de vecteurs intégrable défini H?P~1-presque partout sur B. D’apres 6.2
et 5.7 on a I1,(d[V])=IL,(T") pour H2("—P=1)r+1)_presque toute projection IeG(p+1,n)
de C™ dans CP*L, Donc £=n H?P~l.presque partout sur B, d’ou d[V]=T. O

7. Chaines holomorphes & bord rectifiable dans un ouvert g-concave de CP™

Exzistence du probléme. — Lawson a donné I'idée d’une surface de Riemann & bord
dans CP?, non incluse dans une courbe algébrique, et rencontrant toute droite pro-
jective. Cette idée permet de dire que le probléme du bord dans ’espace projectif ne se
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réduit pas en général 3 celui dans I’espace affine en enlevant un hyperplan projectif. Cette
existence est prouvée par Fabre de maniére implicite. Dans ce paragraphe nous donnons
une famille explicite de surfaces de Riemann & bord dans CP? rencontrant toute droite
projective.

LEMME 7.1. — L’équation exp(z)—P(z)=0 pour z€C admet un nombre infini de
solutions, ot P est un polynéme non nul de 2.

Démonstration. — 11 y a plusieurs démonstrations pour ce lemme bien connu. Ici
nous donnons une démonstration selon [8, pp. 284-285].

Supposons que exp(z) — P(z) n’admet qu’un nombre fini de solutions. Alors il existe
un polynéme non nul Q(z) et une fonction holomorphe f(z) définie sur C vérifiant :

exp(2) - P(z) = exp(f(2)) Q(2),

(exp(2) —P(2)) Q(2) " =exp(f(2))-

Donc l'ordre de la fonction exp(f(z)) définie par

ordexp(f(2)) = Fm Inln max,. | exp(f(2))

Inr

est égale a 1. D’apres le théoréme d’Hadamard [8, p. 259], il existe des nombres complexes
a et b tels que f(z)=az+b. Il est nécessaire que a=1 et 1—exp(—z)P(z)=exp(b)Q(z)
est donc un polynéme. C’est une contradiction. O

PROPOSITION 7.2. — La surface de Riemann f(D(0,R)) de CP? pour R>0
rencontre toute droite projective, ot f:C—CP?, f(t)=(Pi(t), P2(t), exp(t)—Ps(t)),
Py, P, P; sont des polynémes linéairement indépendants et D(0,R):={teC:|t|<R}.
En particulier, pour Py(t)=t, Py(t)=t2, P3(t)=3, cette surface est isomorphe au disque
unite.

Démonstration. — On note CP?*~CP? I’ensemble des droites projectives para-
métrées par £=(&p:£1:€2) (la droite projective correspondante est définie par CPé:
{z=(20:21:20) ECP?: 20€o+21&1 +22£2=0}). D’aprés 7.1, f(C) rencontre toute droite
projective. Pour chaque €€ CP?* on choisit un point A¢=f(te)e f (C)ﬂCPé et un voisi-
nage U CCC de t¢ dans C. Il existe des ouverts V; C CP? de ¢ tels que CP}, rencontre
f(Ug) pour tout a€U. Comme CP?* est compact, il est recouvert par une famille finie
d’ouverts V¢, V,, ..., Ve,.. Un R>0 tel que U, C.D(0, R) pour tout k=1,2,...,m vérifie
la proposition. Cl
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Définitions, notations et la fonction G(£,m) (voir [11]). — Dans Pespace projec-
tif CP™, on note (wp:w;:...:wy,) un systéme de coordonnées homogeénes, Q:={wp=0}
I'hyperplan infini et (z;:=w;/ wo);-‘zl les coordonnées affines de CP™\ Q. Un sous-espace
projectif de dimension ¢<n de CP" sera identifié & un point v de la grassmannienne
Gc(g+1,n+1) et on note P, ce sous-espace projectif.

Un domaine X CCP™ est dit (linéairement} g-concave s'il existe un ouvert connexe
UCGclg+1,n+1) tel que X= U ev Pr-

Désormais on considere p, ¢, r, des entiers vérifiant 1<p, ¢, 7<n, n—p+1<q,r<n,
X un domaine g-concave de CP" et I' un courant rectifiable fermé de dimension 2p—1
de X, de masse finie et maximalement complexe, dont le support est (H*~! 2p—1)-
rectifiable.

Soit P" un sous-espace projectif de dimension r de CP™. Il définit un courant
d’intégration de bidimension (r,r), noté [P"]. D’aprés Federer [13], pour un P" géné-
rique on peut définir le courant d’intersection de I' et [P7], de dimension 2p+2r—2n—1,
noté I'N[PT]. Ce courant est rectifiable, fermé, de masse finie et maximalement complexe.
On suppose que le courant (2p—3)-dimensionnel I'N[Q] l’est aussi.

Soit ¥ un point générique de Go(n—p+1,n+1), défini par une matrice px (n—p+1)
v=(§, 77)’ ou

En—pt1 erb_p+1 nﬁiﬁﬂ
&= : et n=
én ’r],l1 nz—p

Le sous-espace P, de dimension n—p sera défini par les équations
1 n—p -
wj"fjwo—njwl—---—'r}j Wn_p=0 pour j=n-p+1,...,n.

On consideére

gj(w) =Wy _gjwo_n;:wl _---_77;— Wn—p,

g5 (Z) =25 —-Ej —T]JI- Zi —...—T];L—p

Zn—p
et v/ la matrice déduite de v par suppression de la premiére ligne, P,/ le sous-espace
projectif de dimension n—p+1 de CP* défini par v'€Gc(n—p+2,n+1). Le sous-espace
P, peut étre considéré comme un hyperplan de P, définie par §n—p+1=0. On pose
9 =9Gn—p+1-

Pour un veGe{n—p+1,n+1) générique on a P,Nsupp'=2 et P, NQNsupp'=2.
Soient xe; des fonctions C°° définies dans CP™ & valeurs dans C, nulles au voisinage de
{g;=0} et égale & 1/2mi en dehors d’un &;-voisinage Wjej de {g;=0} avec la condition

ﬂ?:n_p ‘2 W/;j CX\Q. Le lemme suivant est prouvé de maniére analogue & celle de 5.1:
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LEMME 7.3. — Pour toute (1,0)-forme ¢ qui est holomorphe au voisinage de
ﬂW;j Nsuppl,
n dgA
(F, oA A dxej/\——J)
j=n—p+2 9;

est indépendant de x.; et égal a (TN[P,/], p).

Pour tout courant (2p—1)-dimensionnel I' rectifiable, fermé, maximalement com-
plexe dans X, dont le support est (H?P~} 2p—1)-rectifiable et pour tout v=(£,7)€
Gc(n—p+1,n+1) vérifiant P,Nsupp'=2 et P,,NQNsupp I'=2, on peut définir la fonc-
tion G(€,n) & valeurs vectorielles :

— 1 _dg, = dg; \1'°
G(ﬁ,n)~—{(1“,§ﬁzk—/\ A dxe A .

9 j=n-p+2 95 JJk=1

D’apres 7.3 pour un v générique on a:

G(&,n) = {(rm[Pw], ﬁz’“%)}::

THEOREME 7.4. — Soient X CCP™ un domaine q-concave (g=n—p+1), T’ un cou-
rant rectifiable, fermé, de dimension 2p—1 de X. Supposons que suppD' vérifie la con-
dition Ag,_y. Alors les deuz conditions sont équivalentes :

(i) T' est le bord au sens des courants d’une p-chaine holomorphe de X de masse
localement finie.

(ii) T' est mazimalement compleze et il existe une matrice (£*,m*) au voisinage de
laquelle

N+t N—
DEG(em) = D2 (Y- £ (€)=Y £7 (€m)

ou f]-i:szt(fj,l,fj,g,...,fjm_p), j=1, ..., N*, est une fonction vectorielle holomorphe
en (§,7) et satisfait au systéme d’équations auz dérivées partielles

of; 0f;
fikmt=="%, k=1,.,n—p, l=n—p+1,..,n.
?rog ok
Remarques 7.5. — (i) La condition nécessaire (i) = (ii) est démontrée comme dans

le théoréeme de Dolbeault—Henkin [11].
(i) Pour un I" donné, deux solutions du probléeme du bord difféerent d’une p-chaine
holomorphe de X [11, 1.4.1].
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COROLLAIRE 7.6 (voir [11, 1.5.5]). — Dans les hypothéses du théoréme 7.4 s’il existe
un sous-espace projectif Il de dimension n—p+1, inclus dans X, tel que suppI'NIl=g,
alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est le bord au sens des courants d’une p-chaine holomorphe de X \II de masse
localement finie.

(ii) T est mazimalement compleze.

COROLLAIRE 7.7 (voir [11, 1.5.2]). — Dans les hypothéses du théoréme 7.4, les con-
ditions suivantes sont équivalentes :
(i) T est le bord d’une p-chaine holomorphe de masse localement finie de X\ P,«.

(ii) ' est mazimalement complexe et DgG({, 1)=0 au voisinage de v*.

Démonstration de la condition suffisante de 7.4. —

LEMME 7.8 (lemme de Darboux [11, 2.4.1]). — Si dans un voisinage de v*, la fonc-
tion vectorielle f(v)="'(f1,..., fn_p) est holomorphe et satisfait a

of of _ .
fkgg—l—g%, k—l,...,n—p, l=n—-p+1,...,n,

alors le point (f(v),€+nf(v)) décrit une sous-variété analytique compleze T de dimen-
sion compleze p, dun ouvert de CP™\Q; les n—p premiéres coordonnées du point
d’intersection de P, et de T' sont les composantes de la fonction f.

Le lemme 7.8 nous permet de réduire la démonstration de la condition suffisante
de 7.4 vers celle de 7.7. On note Tji pour la sous-variété complexe de dimension p con-
struite d’apres le lemme de Darboux pour f:= f;t et pour j=1,.., N*. On pose T*:=
Z;V:l Tf —Z;V: -1 T . Soit UCX un voisinage & bord C, assez petit de P,-. On a Tp;:=
T*NU est une p-chaine holomorphe de U. On pose I'y1:=d[T};], a:=I'-T'1 et G1(£,n)
(resp. G2(€,n)) est la fonction, définie comme ci-dessus pour I':=T'; (resp. I':=T').
D’apres 7.3 et la formule de Cauchy on a G, (¢, n):E;V:l I, n)——zjvz_l f; (€ m), d’ot
Dng(f, n)=0. La démonstration de la condition suffisante de 7.4 est réduite & celle
de 7.7, en effet, si T5 est une solution du probléme du bord dans 7.7 pour I':=T', alors
T:=Ty+T; sera la solution pour 7.4 car dT'=dTy;+dTo,=I'1+I'—I'1 =TI Il nous reste &
montrer la condition suffisante pour 7.7.

On considéere d’abord le cas ot p=1, X est n-concave, donc X =CP". D’aprés 7.7 (ii)
on a:

d? 1 dzn—&n—nizi—mn 12, 1)
7 (T )=

Y oy n—
2mi Zn—&n—NL21— =M Zn-1



64 T.C. DINH

pour (£,m) prés de (£*,7*) et tout k=1,...,n—1. On considere le changement de coor-
données et le changement des parametres suivants :

— * 1x n—1=%
W().—'Ll)n——fn'wo—nn wy—...— N, Wn—-1,

W;:=w; pouri=12,..,n-1,

Wy = wy,
Z;:=W;/Wp pour i=12,..,n,
§:= 6,
= 1n—1.
Pour ce systéme de coordonnées, Q’:=Wy=0 est considéré comme I’hyperplan infini.

On a:
zi=w;Jwo=W;/W,=2;/Z, pour i=1,..,n~1,

2n = Wo /Wn+E&+n8 w1 /wo+...4+75 “wn /wo
=1/Zp+E AN 21 Znt oA 201/ 2,

n—1

9(2)=zn—En = 21— =T 2Zn1
12— =112y [T e P D1 | 2.
On pose (Z2):=¢'Zp+n'*Z1+...47" " 1Z,_1. On a:
32( 7 d((1- l(Z))/Z))#O
o2\’ Z, (1-U2))/Z ‘

On remarque que
d(1-U(2))/Z,) _d(1-U(2)) _dZ
1-uz)/z.  1-U(2) Z.’

0% (1 Zi d1-U2)\ _ 0 (1 Zi d(1-UZ))/Zn)Y _
352(P’ Zn 1—1(2)) 852(F (1- ())/Zn) °

pour tout i=1,2,...,n—1 et (&,n’) assez petit. Pour (§,7') assez petit, on a:

—r Zl"

d’ot

donc

&2 (. Z; d1-1(2)) 2 Xz
5w (0 7 ) = o€ ¢ (F’Z’k(z)‘”(z)>

:‘Z( k+1Z ggzlkﬂ(z))
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Ceci implique que pour tout multi-index d’entiers non négatifs (k, s)=(k,s1,...,8n-1)

on a:

Zi s
(I‘, —dZ3 ..z Z,’§+2) =0.
Zn

Comme I est fermé, on a:

Zi Sp—
0= (r, dZ—n Z5.. 7 ;Z,’:“)

Zi s s i
= (r, AR Sy Z,’§+2> + (r, Zn.. 2t Z,’§+2d—§—),

dot
(r, Zg ... Zfl”_‘fZ,’ffzd%) =0

n

et donc pour tout polynéme linéaire h(Z) et tous k,s>0 on a:

(r, hZ ) dh*(Z) Zﬁ“) =0 et (r, h%Z)Z,’i“d%f)) =0.

La premiere égalité nous donne:

s(T, h*(2) ZF1 dh(2))+ (k+2)(T, h*t1(2) ZF dZ,) = 0.

La seconde nous donne :
(T, h*(Z) ZF 1 dn(Z))~ (T, Y (Z) 2% dZ,) = 0.
D’ou
(T, h*(2)ZE* 1 dn(Z)) = (T, h°TY(2) 2% dZ,) =0.
Comme T est fermé, on a aussi:
(T,h*(Z)dh(2))= (T, Z* dz,) =0.

On a montré que pour toute projection linéaire II: CP™\ P, ~C"-~C?, I=(h(Z), Z,),
IT*(T") vérifie la condition du moment. D’aprés le paragraphe 6 (la méthode de projec-
tions) I" est le bord d’une 1-chaine holomorphe de masse finie de CP™\ P,«. Ceci montre
réciproquement, que T vérifie la condition du moment dans CP™\ P,.. D’aprés 7.3:

LEMME 7.9. — La condition (ii) dans 7.7 est équivalent & la condition suivante :
Il existe un systéme des coordonnées homogénes de CP™ pour lequel on a G(&,1)=0.

Ce lemme donne la condition du moment pour les courants d’intersection de I' avec
des sous-espaces projectifs générique P, avec v/ prés de v*. La démonstration de 7.7
pour le cas général réduit au cas o p=1. Cette méthode de réduction ressemble au cas
dans C™ (voir les paragraphe 5 et 6). Comme le support de I’ en général n’est pas un
compact de X, notre p-chaine holomorphe construite est en général de masse localement
finie. . O
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