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1. Introduction

Soit E une courbe elliptique sur le corpsC des nombres complexes. On noteE[n]
(respE[n]) le sous–groupe des points den–torsion (resp l’ensemble des points
d’ordre exactementn). Une simple inspection permet de voir que les points de
torsion sont denses dansE pour la topologie deC. Ils sont m̂emeéquidistribúes
dans le sens suivant: La suite

1
n2

∑
x∈E[n]

δx

converge faiblement vers la mesure de Haar normaliséedµ de E. Autrement dit,
pour toute fonction continue, réelle,f sur E, la suite

1
n2

∑
x∈E[n]

f (x)

converge vers
∫

E
f (x)dµ(x).

Quand la courbe elliptiqueE est d́efinie surQ et n’est pas̀a multiplication
complexe, le th́eor̀eme de l’image ouverte de Serre [12] nous assure que pour
tout nombre premierp assez grand, le groupe de GaloisGQ = Gal(Q/Q) agit
transitivement surE[p]. Soit xp un point dep–torsion deE et O(xp) = GQ.xp

l’orbite sous Galois dex. On constate alors que quandp tend vers l’infini.

1
#O(xp)

∑
x∈O(xp)

δx
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converge faiblement vers la mesure de Haar normalisée dµ. On se propose
d’étendre ce type de résultat à toutes les variét́es ab́eliennes d́efinies sur un
corps de nombres. On obtient:

Théorème 1.1.Soit A une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombres K . Soit
(xn) une suite de points de torsion de A. Soit O(xn) l’orbite de xn sous l’action du
groupe de Galois GK = Gal(K/K ). On suppose qu’il n’existe aucune sous–suite
de (xn) contenue dans le translaté, par un point de torsion, d’une sous–variét́e
abélienne stricte de A. Pour toute placeà l’infini σ, la suite

1
#O(xn)

∑
x∈σ(O(xn))

δx

converge faiblement vers la mesure de Haar de masse totale1 dµσ de Aσ(C) '
A⊗σ C.

Le cadre naturel pour démontrer le Th́eor̀eme 1.1 pourait̂etre un ”Th́eor̀eme
de l’image ouverte” pour les variét́es ab́eliennes ǵeńeralisant les travaux de Serre
[12] pour les courbes elliptiques. Le lecteur curieux de la difficulté d’une telle ap-
proche consultera avec profit [13]. Notre approche est très diff́erente. Cependant
le Théor̀eme 1.1 prouve que les orbites sous Galois des points de torsion d’une
variét́e ab́elienne sont grandes. En ce sens c’est un substitutà un Th́eor̀eme
de l’image ouverte. Notons cependant que le Théor̀eme 1.1 s’applique aussi
aux courbes elliptiques̀a multiplication complexe. Pour expliquer la méthode
de d́emonstration du Th́eor̀eme 1.1, il est ńecessaire de parler des travaux de
Raynaud [11] et de la conjecture de Bogomolov [2].

Pour cela, fixonsK un corps de nombres etA une varíet́e ab́elienne surK .
Soit T = ATors(K ) son sous–groupe de torsion. On dit qu’une variét́e X ⊂ A est
géńerale si X ne contient aucun translaté, par un point de torsion, d’une sous–
variét́e ab́elienne.Raynaud [11] a montré que pour toute variét́e ǵeńeraleX deA,
X∩T est fini. Pour tout pointx ∈ A(K ), on notehNT(x) la hauteur de Ńeron-Tate
de x. Pour tout sous-ensembleE de A(K ), on appellesuite de petits points de
E une suite infinie(xn) de points de E tel que la suite hNT(xn) converge vers 0.
Une ǵeńeralisation naturelle d’une conjecture de Bogomolov [2] s’énonce:les
variét́es ǵeńerales X⊂ A ne contiennent aucune suite de petits points.

Pour les courbes lisses dans leurs jacobiennes, le premier auteur [14] a montré
que la la positivit́e de la self intersectionω2 du dualisant relatif (au sens de la
théorie d’Arakelov sur les surfaces arithmétiques) impliquait la conjecture de
Bogomolov. Il a aussi montré que ces deux́enonćes sontéquivalents si l’on
dispose d’un ”Th́eor̀eme de Nakai–Moishezon arithmétique”. Le troisìeme auteur
a montŕe ce th́eor̀eme [15], (voire aussi les travaux de Kim [9]). Il a ensuiteétendu
ces ŕesultatsà toute les courbes [16] puis̀a toutes les sous–variét́es des varíet́es
ab́eliennes [18]: La conjecture de Bogomolov géńeraliśee pour une sous–variét́e
Y d’une varíet́e ab́elienneA estéquivalentèa la positivit́e de la hauteurhL(Y) de
Y définie par un fibŕe inversible hermitienL sur A. Par cette ḿethode on obtient
la conjecture de Bogomolov dans les cas suivants
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1) Une courbeC , de genreg, plonǵe dans sa jacobienneJC par un diviseurc,
de degŕe 1, tel quec− KC

2g−2 n’est pas de torsion dansJC [14], [16].
2) Une courbeC ayant bonne ŕeduction partout dont la jacobienne està multi-

plication complexe [4], [18].
3) Une courbeC tel que End(JC )⊗R n’est pas isomorphèaR, C où D (algèbre

des quaternions) [18].
4) Une sous–variét́e Y deA telle queY−Y engendreA et telle que l’application

induite

NS(A)⊗Q −→ NS(Y)⊗Q
entre les groupes de Néron–Severi deA et Y n’est pas injective [18]. (Noter
qu’en fait 4 est plus ǵeńeral que 3 et que 3 est plus géńeral que 2).

On peuténoncer des conjectures plus optimistes que Bogomolov en termes
d’orbites sous Galois des suites strictes de petits points deA. Une suite de petits
points deA est dite stricte si aucune sous-suite n’est contenue dans un translaté,
par un point de torsion, d’une sous–variét́e ab́elienne. On noteGK = Gal(K/K )
le groupe de Galois absolu. Pour tout pointx ∈ A(K ), on noteO(x) = GK .x
l’ensemble des conjugués dex par l’action deGK .

Soit A une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombresK , σ une placèa l’infini
de K et Aσ(C) = A⊗σ C. On propose les trois conjectures suivantes:

C-1) Pour toute suite stricte de petits points deA, {O(xn) |n ∈ N} est dense
pour la topologie de Zariski dansAσ(C).

C-2) Pour toute suite stricte de petits points deA, {O(xn) |n ∈ N} est dense
pour laC–topologie dansAσ(C).

C-3) Pour toute suite stricte de petits points deA, {O(xn) |n ∈ N} est
équidistribúe pour la mesure de Haar, de masse totale 1,dµσ de Aσ(C)
en le sens suivant: Pour toute fonction continue réelle surAσ(C) la suite

1
#O(xn)

∑
xgn ∈O(xn)

f (σ(xgn ))

converge vers
∫

Aσ(C)
f (x)dµσ(x).

Il est clair que C-1 est une réécriture de la conjecture de Bogomolov et
qu’on a la chaine d’implications C-3 implique C-2 implique C-1. Le théor̀eme
suivant prouve en fait que la conjecture de Bogomolov implique C-3 et donc
l’ équivalence de toutes les conjectures.

Théorème 1.2.Soit A une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombres K et(xn)
une suite de petits points de A. Si la suite xn converge, pour la topologie de Zariski,
vers le point ǵeńerique (autrement dit si les ferḿes propres de A contiennent au
plus un nombre fini d’́elément de l’ensemble{xn |n ∈ N}), alors pour toute place
à l’infini σ, {O(xn) |n ∈ N} estéquidistribúe pour la mesure de Haar de masse
totale 1 dµσ de Aσ(C).
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Par ailleurs le th́eor̀eme de Raynaud [11] nous assure que les suites strictes
de points de torsion deA sont denses dansA pour la topologie de Zariski. Le
Théor̀eme 1.1 est alors un corollaire du Théor̀eme 1.2. On a ainsi montré les
conjectures C-2, C-3 pour les suites strictes de points de torsion. QuandA est
une courbe elliptique on obtient C-3 pour toute les suites strictes de petits points
car C-1 est trivial. Retenons par exemple que l’on a obtenu la conjecture C-2
pour les points de torsion:

Corollaire 1.3. Soit A une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombres K . Soit
(xn) une suite stricte de points de torsion de A. Pour toute placeà l’infini σ et
tout ouvert U de Aσ(C) pour laC–topologie on aσ(O(xn)) ∩ U /= ∅ pour tout n
assez grand.

Notons que les conjectures C-1, C-2 et C-3 pour les points de torsion
découleraient aiśement d’un “Th́eor̀eme de l’image ouverte” pour les variét́es
ab́eliennes ǵeńeralisant les ŕesultats de Serre [12] pour les courbes elliptiques.
Il est int́eressant de noter que l’on obtiendrait ainsi une nouvelle preuve du
Théor̀eme de Raynaud [11]. Notre démarche va dans le sens opposé puisque nous
utilisons les ŕesultats de Raynaud pour obtenir le Théor̀eme 1.1. Pour montrer
en quel sens le Th́eor̀eme 1.1 ǵeńeralise les ŕesultats de Raynaud [11] retenons
le corollaire suivant:

Corollaire 1.4. Soient A une variét́e ab́elienne sur un corps de nombres K ,σ un
plongement de K dansC etµσ une mesure positive lisse bornée sur Aσ(C). Soit E
un sous ensemble de Aσ(C) et E son adh́erence pour laC–topologie. On suppose
que

µσ(E) < µσ(Aσ(C)).

SoitE contient un translat́e, par un point de torsion, d’une sous variét́e ab́elienne,
soit il y a au plus un nombre fini d’orbites sous Galois de point de torsion con-
tenues dans E.

Preuve.Soit E un sous ensemble deAσ(C) tel queµσ(E) < µσ(Aσ(C)) et (xn)
une suite infinie de points de torsion tel queO(xn) ⊂ E. Si E ne contient pas de
translat́e, par un point de torsion, d’une sous variét́e ab́elienne, alors la suite (xn)
est stricte. On peut toujours trouver 2 ouvertsU et V avecE ⊂ U ⊂ V tels que

µσ(U ) < µσ(V ) < µσ(Aσ(C)).

L’existence de la suite stricte (xn) et d’une fonction lissef nulle surU positive
ou nulle surAσ(C) et strictement positive surAσ(C)− V contredit le Th́eor̀eme
1.1.

Question. Dans le cas du groupe multiplicatifGm, l’ équidistribution des orbites
sous Galois de points d’ordre fini (racines de l’unité) vers la mesure du cercle
se d́eduit facilement de l’irŕeductibilit́e des polynomes cyclotomiques. Peut-on
esperer un ŕesultat similaire pour les suites de nombres algébriques dont la hauteur
canonique tend vers 0?
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L’outil principal pour montrer le Th́eor̀eme 1.2 est la th́eorie d’Arakelov.
Après quelques rappels en théorie d’Arakelov (partie 2), on d́emontrera dans la
partie 3 unénonće tr̀es ǵeńeral d’́equiŕepartition pour les suites (xn) de points
des varíet́es arithḿetiquesX dont la hauteurhL(xn) (calcuĺe à l’aide d’un fibŕe
inversible hermitienL sur X) converge vers 0. On déduit le Th́eor̀eme 1.2 en
écrivant la hauteur de Ńeron–Tate comme une hauteur associée à un fibŕe in-
versible hermitien surA. Dans le cas lisse, on utilise les structures cubistes
introduite par Breen [3] et utiliśe par Moret–Bailly [10]. Dans le cas géńeral,
on montre que la d́emonstration du Th́eor̀eme 3.1 persiste dans le cadre de la
théorie des ḿetriques ad́eliques [18]. Ce sera l’objet de la partie 4 de ce texte.

Remerciements. Nous tenonsà remercier Laurent Moret-Bailly et Jean-Pierre
Serre pour une lecture critique d’une première version de ce texte

2. Préliminaire en théorie d’Arakelov

Soit K un corps de nombres,OK son anneau d’entiers etS = Spec(OK ). On note
S∞,K l’ensemble des places̀a l’infini de K . Une varíet́e arithḿetique surS est
la donńee d’unS–schema plat et projectifX dont la fibre ǵeńeriqueXK est lisse.
Les points deX(C) vus commeZ–sch́ema s’́ecrivent comme la ŕeunion disjointe
X(C) = ∪σ∈S∞,K Xσ(C), où Xσ(C) = X ⊗σ C. Un fibré inversibleL = (L, ‖ ‖σ)
sur X est la donńee d’un fibŕe inversibleL sur X et pour toutσ ∈ S∞,K d’une
métrique C∞, invariante par la conjuguaison complexe, sur le fibré inversible
Lσ = L⊗σ C de Xσ(C). On note alorsLσ le fibré inversible hermitien (Lσ, ‖ ‖σ)
de Xσ(C).

En particulier, un fibŕe inversible hermitienL sur S est la donńee d’unOK –
module projectif de rang 1 et de métriques hermitiennes sur leC–espace vectoriel
de dimension 1,Lσ, pour toute placèa l’infini σ de K . Le degŕe d’un fibŕe
inversible hermitienL sur S est d́efini par l’égalit́e:

degAr (L) = log #(L/OK .s)−
∑

σ∈S∞,K

log‖s‖σ

pour une section arbitraires de L.
Soit X une varíet́e arithḿetique surS de dimension (absolue)d et L un

fibré inversible hermitien surX. Pour toutx ∈ X(Q), on noteDx la clôture de
Zariski dex dansX. La hauteurhL(x) est alors d́efinie par la formulehL(x) =
degAr (L|Dx)

degDx
.

Soit T une varíet́e analytique complexe de dimensiond − 1 et L = (L, ‖ ‖)
un fibŕe inversible hermitien surT. Soit K la forme de courbure associée à L
[8]. On notera dans la suitec1(L) la (1, 1)–forme ferḿee i

2πK . Par ailleurs on
noterac1(L) la premìere classe de Chern d’un fibré inversibleL sur une varíet́e
algébriqueT. A travers l’application degré, on identifierac1(L)d−1 à un entier
naturel.
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Rappelons enfin que Gillet et Soulé [5] [6] ont d́efinit pour une varíet́e

arithmétique X de dimensiond des groupes de Chow arithmétiquesĈH
i
(X)

pour tout entier natureli . QuandX est irŕeductible, on aĈH
0
(X) ' Z. On

dispose d’une application degré

ĈH
d
(X) −→ R.

Pour tout fibŕe inversible hermitienL sur X, on dispose d’une première classe

de Chern arithḿetiqueĉ1(L) ∈ ĈH
1
(X). Grâce au produit d’intersection

ĈH
i
(X)× ĈH

j
(X) −→ ĈH

i +j
(X)⊗Z Q,

on sait d́efinir ĉ1(L)i ∈ ĈH
i
(X) ⊗Z Q pour tout i ∈ N∗. On d́efinit ĉ0(L) = 1 et

on voit ĉ1(L)d comme un nombre réel à travers l’application degré.
La proposition suivante qui nous sera utile dans la suite est une reformulation

de la partie facile du Th́eor̀eme 5–2 de [17]. Sa démonstration d́ecoule aiśement
du th́eor̀eme d’Hilbert–Samuel arithḿetique [1], [7] qui est par conséquent l’outil
principal de ce texte.

Proposition 2.1. Soient X une variét́e arithḿetique sur S de dimension d,L un
fibré inversible hermitien tel que LK soit ample et que c1(Lσ) soit positif pour
toutσ ∈ S∞,K . Soit(xn) une suite de points de X(Q)tel que pour toute sous–suite
(xnp ), {(xnp )| p ∈ N} soit dense dans X pour la topologie de Zariski. On a alors:

lim inf hL(xn) ≥ ĉ1(L)d

d.c1(LK )d−1
. (1)

3. Equirépartition des petits points

Le but de cette partie est de montrer le Théor̀eme ǵeńeral d’́equiŕepartition en
théorie d’Arakelov suivant:

Théorème 3.1.Soit X une varíet́e arithḿetique de dimension d,L un fibŕe in-
versible hermitien sur X tel que LK soit ample, c1(Lσ) soit positif pour tout
σ ∈ S∞,K et ĉ1(L)d = 0. Soit (xn) une suite de points de X(Q) tel que

1) hL(xi ) converge vers0.
2) Les sous–suites de(xn) sont denses dans X pour la topologie de Zariski.

Alors pour toute placèa l’infini σ et toute fonction continue f sur Xσ(C) la suite

1
#O(xn)

∑
xgn ∈O(xn)

f (σ(xgn ))

converge vers
∫

Xσ(C)
f (x)dµ(x) où
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dµ =
c1(Lσ)d−1

c1(Lσ)d−1

est vu comme une mesure sur Xσ(C) de volume 1.

Preuve.Soit f une fonction continue surXσ(C) telle que

un =
1

#O(xn)

∑
xgn ∈O(xn)

f (σ(xgn ))

ne converge pas vers
∫

Xσ(C)
f (x)dµ(x). En remplac¸ant (xn) par une sous–suite,

on peut supposer queun converge vers une constante

C /=
∫

Xσ(C)
f (x)dµ(x).

En remplac¸ant f par f −
∫

Xσ(C)
f (x)dµ(x), (ce qui est loisible cardµ est de

mesure 1) on peut supposer que∫
Xσ(C)

f (x)dµ(x) = 0.

En remplac¸ant éventuellementf par−f on peut supposer queC < 0. Enfin en
approximantf par des fonctionsC∞, on peut se ramener au cas où f est C∞

sur Aσ(C).
Pour toutλ > 0, on noteL(λf ) le fibré inversible hermitien surX qui est

induit deL par le changement de métrique en la placeσ:

‖ ‖L(λf ) = ‖ ‖L exp(−λf ).

On remarque alors que pour toutx dansX(Q) on a:

hL(λf )(x) = hL(x) +
λ

#O(x)

∑
xg∈O(x)

f (σ(xg)).

On en d́eduit que
lim

i→∞
hL(λf )(xi ) = λC . (2)

Quandλ est petit, la courbure deL(λf ) est positive. Comme de plus la suite
(xn) est dense dansX pour la topologie de Zariski, la Proposition 2.1 nous assure
que:

lim
i→∞

hL(λf )(xi ) = λC ≥ ĉ1(L(λf ))d

d.c1(LK )d−1
. (3)

Par ailleurs on peut calculer facilementĉ1(L(λf ))d. Soit O (λf ) le fibré in-
versible, trivial surX, muni en toute placèa l’infini diff érente deσ de la ḿetrique
triviale et en la placeσ de la ḿetrique d́efinie par‖1‖σ = exp(−λf ). On a alors:
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ĉ1(L(λf ))d = (ĉ1(L) + ĉ1(O (λf )))d =
d∑

i =0

Ci
n ĉ1(L)d−i ĉ1(O (λf ))i .

Comme par hypoth̀eseĉ1(L)d = 0 et

ĉ1(L)d−1ĉ1(O (λf )) =
∫

Xσ(C)
λfc1(L)d−1 = 0,

on trouve que
ĉ1(L(λf ))d = O(λ2). (4)

En faisant tendreλ vers 0 dans leśequations (3) et (4), on trouveC ≥ 0. Cette
contradiction termine la preuve du Théor̀eme 3.1.

4. Hauteurs ǵeométriques et hauteurs canoniques

Quand la varíet́e ab́elienne a bonne réduction surOK , on d́eduit le Th́eor̀eme 1.2
du Th́eor̀eme 3.1 en utilisant la théorie des structures cubistes dû à Breen [3] et
utilisé par Moret–Bailly [10]. SoientA le mod̀ele de Ńeron deA et L un fibŕe
inversible surA. Une structure cubiste surL est la donńee d’un fibŕe inversible
hermitienL = (L , ‖ ‖) surA tel queL ⊗OK K ' L, et tel que l’isomorphisme
du cube se prolonge en une isométrie de fibŕe inversible sur

A3 'A×OK A×OK A

quand on a muni en toute placeà l’infini OA3 de la ḿetrique triviale. Moret–
Bailly [10] prouve l’existence des structures cubistes pour tout fibré inversible
L sur A. Pour obtenir cet isomorphisme aux placesà l’infini, il faut munir le
fibré Lσ de Aσ(C) de la ḿetrique du cube d́efinie dans [10]. On note alorsLσ
le fibré inversibleLσ muni de cette ḿetrique. On montre alors que la hauteur
hL ainsi construite coincide avec la hauteur canonique de Néron–Tate d́efinie par
L. Soit d la dimension deA. On montre le Th́eor̀eme 1.2 en remarquant que
ĉ1(L)d = 0 (utiliser, comme dans la Proposition 2-1 de [14], le Théor̀eme 5–2 de
[17] et la densit́e des points de torsion dansA), quec1(Lσ) est positif pour tout
plongementσ de K dansC (utiliser l’invariance par translation de la forme de
courburec1(Lσ) [10] Proposition 3–6), et que

dµ =
c1(Lσ)d−1

c1(Lσ)d−1

est la mesure de Haar surAσ(C) de masse totale 1.
Quand on ne suppose plus que la variét́e ab́elienne a bonne réduction partout,

la méthode pŕećedente est insufisante. On ne dispose pas en effet d’une compact-
ification canonique du modèle de Ńeron. On utilise alors la th́eorie des fibŕes
inversibles hermitiens adéliques de Zhang [18]. Cette théorie s’inspire de la con-
struction de Tate de la hauteur canonique. Le but de cette partie est de montrer
comment la d́emonstration du Th́eor̀eme 3.1 persiste dans ce cadre.
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Soient A une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombresK , L un fibŕe in-
versible ample et syḿetrique surA. On fixe un mod̀ele (A,L ) = (A0,L0)
de (A, L). ( A est un mod̀ele projectif quelconque deA sur OK et L = LO

un prolongement arbitraire deL à A). Pour toute placèa l’infini σ on munit le
fibré inversibleLσ de Aσ de la ḿetrique du cube.

Soit s un entier,s > 1 et [s] l’endomorphisme multiplication pars de A. On
a [s]∗L ' L⊗s2

. On construit alors par récurrencèa partir deA0 une suite de
mod̀eles projectifsAn de A et une suite de prolongementsL ′

n de L⊗s2n

à An.
Dans cette construction, le diagrame suivant:

An+1 ← An+1 = A
[s] ↓ [s] ↓
An ← An = A

(5)

est commutatif,An+1 est le normaliśe deAn dans le corps des fonctions deAn+1

et [s] dans la fl̂eche verticale de gauche est le prolongement de [s] sur An+1.
On d́efinit L ′

n+1 par L ′
n+1 = [s]∗L ′

n. On munit en toute placèa l’infinie

L ′
n+1,σ = L⊗s2n ⊗σ C

de la ḿetrique obtenue par image inverseà travers le morphisme [s], cette
métrique est la ḿetrique du cube ( [10] Th́eor̀eme 3–1 (iv)) . On choisit alors un
fibré inversible hermitienLn sur An de sorte que l’on ait une isoḿetrie (dans
Pic(An)⊗Q):

L ⊗s2n

n 'L ′
n .

Ainsi pour toutn, (An,Ln) est un mod̀ele de (A, L) et en toute placèa l’infini
σ, Ln ⊗σ (C) ' Lσ est muni de la ḿetrique du cube‖ ‖cub,σ. On peut donc
appliquerà L n = (Ln, ‖ ‖cub,σ) la théorie de Gillet et Soulé d́ecrite dans la
partie 2.

SoientY un sous–schema fermé deA , de dimension de Krullr et Yn son
adh́erence schematique dansAn. On montre ([18] Th́eor̀eme 1–4) que la suite

hL n
(Y) =

ĉ1(L n|Yn)r

r .c1(L|Y)r−1

converge uniforḿement vers une quantité que l’on notehL(Y). On v́erifie que
hL(Y) ne d́epend pas des choix initiaux deA0 et L .

On montre alors que pour tout pointP de A à valeurs dansK , hL(P) est la
hauteur de Ńeron–TatehNT assocíee à L du point P ([18] 3–1). En utilisant le
Théor̀eme 1–10 de [18], on montre quehL(A) = 0. Le Th́eor̀eme 1.2 est alors une
reformulation du Th́eor̀eme 3.1 qui s’́ecrit dans le cadre des métriques ad́eliques
sous la forme de la proposition:

Proposition 4.1. Soient A une variét́e ab́elienne de dimension d−1 sur un corps
de nombres K et L un fibré inversible syḿetrique ample sur A. Soit(xn) une suite
de point de A(K ) tel que
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1) La suite hL(xi ) converge vers0.
2) Les sous–suites de(xn) sont denses dans A pour la topologie de Zariski.

Pour toute placèa l’infini σ et toute fonction continue f sur Aσ(C) la suite

1
#O(xn)

∑
xgn ∈O(xn)

f (σ(xgn ))

converge vers
∫

Aσ(C)
f (x)dµ(x) où

dµ =
c1(Lσ)d−1

c1(Lσ)d−1

et Lσ désigne le fibŕe inversible L⊗σ C de Aσ(C) muni de la ḿetrique du cube.

Preuve.Soit f une fonction continue surAσ(C) telle que

un =
1

#O(xn)

∑
xgn ∈O(xn)

f (σ(xgn ))

ne converge pas vers
∫

Aσ(C)
f (x)dµ(x).

On peut comme dans la preuve du Théor̀eme 3.1 supposer que:

a) La suite
1

#O(xn)

∑
xgn ∈O(xn)

f (σ(xgn )) converge vers une constanteC < 0.

b)
∫

Xσ(C)
f (x)dµ(x) = 0.

c) La fonctionf estC∞ sur Aσ(C).

Soit (An,Ln) la suite de mod̀ele de (A, L) construite pŕećedemment. Noter
queL n est un fibŕe inversible hermitien surAn muni en toute placèa l’infini de
la métrique du cube. Pour tout réel positifλ, on noteOn(λf ) le fibré inversible
hermitien OAn (λf ) de An. Pour λ suffisament petit,c1(L n,σ ⊗ On(λf )) est
positive (et cela ind́ependament den). On remarque que l’on a:

ĉ1(L n ⊗ On(λf ))d = ĉ1(L n)d + O(λ2) (6)

pour une fonction O(λ2) indépendante den (utiliser b et le fait queL n,σ en
tant que fibŕe inversible hermitien surAσ(C) est ind́ependant den). Par ailleurs,
commehL(A) = 0 le Th́eor̀eme 1–4 de [18] nous assure que quandn tends vers
l’infini, ĉ1(L n)d converge vers 0.

Soit ε un nombre ŕeel positif. Par la convergence uniforme dehL n
vers hL

et la discussion préćedente, il existeN ∈ N tel que pour toutn ≥ N on a:

1) sup
x∈Aσ(C)

|hL n
(x)− hL(x)| ≤ ε.
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2) | ĉ1(L n ⊗On(λf ))d

d.c1(L)d−1
−O(λ2)| ≤ ε.

Par la Proposition 2.1 et l’équation (6) pour tout entieri assez grand, on a:

hL N
(xi ) +

λ

#O(xi )

∑
xgi ∈O(xi )

f (σ(xgi )) ≥ ĉ1(L N ⊗ON (λf ))d

d.c1(L)d−1
− ε. (7)

On en d́eduit donc que pour tout entieri assez grand on a:

hL(xi ) +
λ

#O(xi )

∑
xgi ∈O(xi )

f (σ(xgi )) ≥ O(λ2)− 3ε (8)

En faisant tendrei vers l’infini, on obtient

λC ≥ O(λ2)− 3ε. (9)

En faisant tendreε, puis λ vers 0, on montre encore queC ≥ 0. Cette
contradiction termine la preuve de la Proposition 4.1 et donc du Théor̀eme 1.2
quand on a remarqué quehL est la hauteur de Ńeron–Tate et quedµ est la mesure
de Haar de masse totale 1 surAσ(C).
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3. Breen, L.: Fonctions tĥeta et th́eor̀eme du cube, Lecture notes980
4. Burnol, J.-F.: Weierstrass points on arithmetic surfaces, Invent. Math.107, 421–432 (1992)
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13. Serre, J.-P.: Cours au Collège de France 1984–1985 et 1985–1986, Annuaire du Collège de
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