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1. Introduction

SoitE une courbe elliptique sur le corfisdes nombres complexes. On né&t]
(respE[n]) le sous—groupe des points detorsion (resp I'ensemble des points
d’ordre exactement). Une simple inspection permet de voir que les points de
torsion sont denses daB&spour la topologie de. lls sont némeéquidistribes
dans le sens suivant: La suite

1
n2 Z bx
xeE[n]

converge faiblement vers la mesure de Haar nori@atlg. de E. Autrement dit,
pour toute fonction continuegelle,f surE, la suite

D ORI®

x€E[n]

converge vers| f(x)du(x).

Quand la C(E)urbe elliptiqu& est definie surQ et n'est pasa multiplication
complexe, le tkoeme de I'image ouverte de Serre [12] nous assure que pour
tout nombre premiep assez grand, le groupe de Gal@g = Gal(Q/Q) agit
transitivement suE[p]. Soit x, un point dep—torsion deE et O(X,) = Gg-%p
I'orbite sous Galois d&. On constate alors que quapdend vers l'infini.

1
Ox
#O(Xp) XE%(:XP)
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converge faiblement vers la mesure de Haar noridaldy:. On se propose
d’étendre ce type deésultata toutes les vagtes aleliennes éfinies sur un
corps de nombres. On obtient:

Théoreme 1.1.Soit A une vagte alkelienne sur un corps de nombres K. Soit
(X,) une suite de points de torsion de A. So{xg) I'orbite de %, sous I'action du
groupe de Galois ¢ = Gal(K /K). On suppose qu'’il n’existe aucune sous—suite
de (x,) contenue dans le transkt par un point de torsion, d’'une sous—\&é
abélienne stricte de A. Pour toute plaéd'infini o, la suite

1
Ho() 2=

X€0(0(xn))

converge faiblement vers la mesure de Haar de masse tbtdje, de A, (C) ~
A®, C.

Le cadre naturel pour&montrer le TBoeme 1.1 pouraiétre un "Treoeme
de I'image ouverte” pour les vats alkeliennes gréralisant les travaux de Serre
[12] pour les courbes elliptiques. Le lecteur curieux de la diffeedlune telle ap-
proche consultera avec profit [13]. Notre approche est differente. Cependant
le Theome 1.1 prouve que les orbites sous Galois des points de torsion d'une
variete alelienne sont grandes. En ce sens c’est un substituh Tleoeme
de I'image ouverte. Notons cependant que ledibme 1.1 s’applique aussi
aux courbes elliptiquea multiplication complexe. Pour expliquer laéthode
de cemonstration du Téoeme 1.1, il est acessaire de parler des travaux de
Raynaud [11] et de la conjecture de Bogomolov [2].

Pour cela, fixonK un corps de nombres ét une varéte atelienne surK.
Soit T = Ators(K) son sous—groupe de torsion. On dit qu'une &arK C A est
gérérale si X ne contient aucun transéatpar un point de torsion, d’une sous—
variété akelienne.Raynaud [11] a monérque pour toute vaate geréraleX deA,
XNT est fini. Pour tout poink € A(K), on notehyt(x) la hauteur de Bron-Tate
de x. Pour tout sous-ensemble de A(K), on appellesuite de petits points de
E une suite infini€x,) de points de E tel que la suitgf(x,) converge vers 0.
Une cereralisation naturelle d’'une conjecture de Bogomolov [&nsince:les
varietes grérales XC A ne contiennent aucune suite de petits points.

Pour les courbes lisses dans leurs jacobiennes, le premier auteur [14] & montr
que la la positivié de la self intersection? du dualisant relatif (au sens de la
theorie d’Arakelov sur les surfaces aritbtigues) impliquait la conjecture de
Bogomolov. Il a aussi morér que ces deuxnon@&s sontéquivalents si I'on
dispose d'un "Tleoeme de Nakai—Moishezon aritl@&tique”. Le troiseme auteur
a monté ce tleoeme [15], (voire aussi les travaux de Kim [9]). Il a ens@tendu
ces Esultatsa toute les courbes [16] pusstoutes les sous—vates des vaétes
akeliennes [18]: La conjecture de Bogomolo&ngralise pour une sous—vate
Y d'une varété alelienneA estéquivalentea la positivie de la hauteun, (Y) de
Y définie par un fibe inversible hermitie. sur A. Par cette rathode on obtient
la conjecture de Bogomolov dans les cas suivants
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1) Une courbeC, de genrey, plonge dans sa jacobiennk par un diviseurc,
de dege 1, tel quec — 2:32 n’'est pas de torsion dardg [14], [16].

2) Une courbeC ayant bonneé&duction partout dont la jacobienne @stulti-
plication complexe [4], [18].

3) Une courbeC tel que Endjc) ® R n'est pas isomorpha R, C ou I (algebre
des quaternions) [18].

4) Une sous—vagite Y deAtelle queY —Y engendreA et telle que I'application
induite

NSA) @ Q — NSY)® Q

entre les groupes deéxon—Severi dé et Y n’est pas injective [18]. (Noter
gu’en fait 4 est plus gréral que 3 et que 3 est plugmgral que 2).

On peuténoncer des conjectures plus optimistes que Bogomolov en termes
d’orbites sous Galois des suites strictes de petits poins dine suite de petits
points deA est dite stricte si aucune sous-suite n’est contenue dans un teanslat
par un point de torsion, d’'une sous—&i&i atelienne. On noté&y = GalK /K)
le groupe de Galois absolu. Pour tout poine A(K), on noteO(x) = Gk .X
'ensemble des conju@s dex par I'action deGg.

Soit A une varété alelienne sur un corps de nombi€so une placea l'infini
deK etA,(C) = A®, C. On propose les trois conjectures suivantes:

C-1) Pour toute suite stricte de petits points Ale{O(x,) |[n € IN} est dense
pour la topologie de Zariski dan, (C).

C-2) Pour toute suite stricte de petits points Ale{O(x,) |n € N} est dense
pour laC—topologie dan®\,(C).

C-3) Pour toute suite stricte de petits points Ae {O(x,) |[n € N} est
equidistrib@e pour la mesure de Haar, de masse totaleld, de A,(C)
en le sens suivant: Pour toute fonction contingelle surA,(C) la suite

1

PYSEDBIRIC(CD)

xJ €0(%n)

converge vers/ f(x)d o (X).
As(C)

Il est clair que C-1 est unegkcriture de la conjecture de Bogomolov et
gu'on a la chaine d'implications C-3 implique C-2 implique C-1. Lédleme
suivant prouve en fait que la conjecture de Bogomolov impliqgue C-3 et donc
I'équivalence de toutes les conjectures.

Théoreme 1.2.Soit A une vagéte akelienne sur un corps de nombres K (&t)
une suite de petits points de A. Si la suegnverge, pour la topologie de Zariski,
vers le point @rérique (autrement dit si les fe@s propres de A contiennent au
plus un nombre fini @lément de I'ensemblx, |n € N}), alors pour toute place
a linfini o, {O(xy) |n € N} estéquidistribie pour la mesure de Haar de masse
totale 1 du, de A, (C).
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Par ailleurs le thoeme de Raynaud [11] nous assure que les suites strictes
de points de torsion dé& sont denses dan& pour la topologie de Zariski. Le
Théoeme 1.1 est alors un corollaire du &deme 1.2. On a ainsi moi&rles
conjectures C-2, C-3 pour les suites strictes de points de torsion. Quast
une courbe elliptique on obtient C-3 pour toute les suites strictes de petits points
car C-1 est trivial. Retenons par exemple que I'on a obtenu la conjecture C-2
pour les points de torsion:

Corollaire 1.3. Soit A une vagéte akelienne sur un corps de nombres K. Soit
(%n) une suite stricte de points de torsion de A. Pour toute pkad@nfini o et
tout ouvert U de A(C) pour la C—topologie on ar(O(x,)) NU # () pour tout n
assez grand.

Notons que les conjectures C-1, C-2 et C-3 pour les points de torsion
découleraient aisment d’'un “Tleoeme de I'image ouverte” pour les vags
akeliennes @réralisant les &sultats de Serre [12] pour les courbes elliptiques.
Il est interessant de noter que I'on obtiendrait ainsi une nouvelle preuve du
Théorme de Raynaud [11]. Notré&tharche va dans le sens opp@slisque nous
utilisons les esultats de Raynaud pour obtenir le€breme 1.1. Pour montrer
en quel sens le T@oeme 1.1 gréralise les &sultats de Raynaud [11] retenons
le corollaire suivant:

Corollaire 1.4. Soient A une vaéte alelienne sur un corps de nombres & un
plongement de K daris et i, une mesure positive lisse bé&msur A (C). Soit E
un sous ensemble de &) et E son adierence pour laC—topologie. On suppose
que

1o (E) < po(As(C)).

SoitE contient un transld@, par un point de torsion, d’'une sous \&té atelienne,
soit il y a au plus un nombre fini d’orbites sous Galois de point de torsion con-
tenues dans E.

Preuve.Soit E un sous ensemble d&,(C) tel queu,(E) < s (As(C)) et (X))
une suite infinie de points de torsion tel qDéx,) C E. Si E ne contient pas de
translaé, par un point de torsion, d’'une sous dialelienne, alors la suitex()
est stricte. On peut toujours trouver 2 ouvetetV avece C U C V tels que

to(U) < po(V) < po(As(C)).

L’existence de la suite stricteq{) et d’'une fonction lissé nulle surU positive
ou nulle surA, (C) et strictement positive suk, (C) — V contredit le Tleoeme
1.1.

Question. Dans le cas du groupe multiplicat8,, I @quidistribution des orbites
sous Galois de points d’ordre fini (racines de I'@ivers la mesure du cercle
se ceduit facilement de lireductibilitt des polynomes cyclotomiques. Peut-on
esperer unésultat similaire pour les suites de nombre£htigues dont la hauteur
canonique tend vers 0?
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L’outil principal pour montrer le Thoeme 1.2 est la #orie d'Arakelov.
Aprées quelques rappels erétirie d’Arakelov (partie 2), on&montrera dans la
partie 3 unénoné tres geréral déquipartition pour les suites¢{) de points
des vargtes arithnétiquesX dont la hauteuh, (x,) (calcuk a l'aide d'un fibe
inversible hermitienL sur X) converge vers 0. Onédiuit le THeoeme 1.2 en
écrivant la hauteur de &on-Tate comme une hauteur asée@ un fibgé in-
versible hermitien suA. Dans le cas lisse, on utilise les structures cubistes
introduite par Breen [3] et utilss par Moret—Bailly [10]. Dans le caséggral,
on montre que la @nonstration du Téoeme 3.1 persiste dans le cadre de la
théorie des ratriques aéliques [18]. Ce sera I'objet de la partie 4 de ce texte.

Remerciements. Nous tenoasremercier Laurent Moret-Bailly et Jean-Pierre
Serre pour une lecture critique d'une préns version de ce texte

2. Préliminaire en théorie d’'Arakelov

SoitK un corps de nombre§y son anneau d’entiers 8= SpecQk). On note
Sw k I'ensemble des places I'infini de K. Une varété arithrétique surS est
la donrée d'unS—schema plat et projectif dont la fibre @rériqueXy est lisse.
Les points deX(C) vus commeZ—sclema sécrivent comme lagunion disjointe
X(C) = Uges., «Xo(C), ol X,(C) = X ®, C. Un fibré inversibleL = (L, || ||»)

sur X est la donge d'un fibe inversibleL surX et pour toutc € S, x d’une
métrique C°, invariante par la conjuguaison complexe, sur le&ibrversible
L, =L ®, C de X,(C). On note alord ,, le fibré inversible hermitienl(,, || ||-)

de X, (C).

En particulier, un fibe inversible hermitier sur S est la donge d’'unOg—
module projectif de rang 1 et deatriques hermitiennes sur {&-espace vectoriel
de dimension 1L, pour toute place l'infini ¢ de K. Le degé d'un fibie
inversible hermitierL sur S est cfini par I'egali€:

degy, (L) = log#L/Ok.s) — 3 log]s|,
0ES, k

pour une section arbitraire de L.

Soit X une varéete arithmétique surS de dimension (absolug) et L un
fibré inversible hermitien suX. Pour toutx € X(Q), on noteDy la cloture de
Zariski dex dansX. La hauteurh (x) est alors éfinie par la formuleh (x) =
deg, (L|Dx)

degDy

Soit T une varéte analytique complexe de dimensidn- 1 etL = (L, || ||)
un fibré inversible hermitien suf. Soit K la forme de courbure asséeia L
[8]. On notera dans la suite,(L) la (1, 1)-forme fernge 2i7rK' Par ailleurs on
noterac;(L) la premére classe de Chern d'un fébinversibleL sur une vagéte
algébriqueT. A travers I'application degdr, on identifieraci(L)4~1 & un entier
naturel.
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Rappelons enfin que Gillet et Séu[5] [6] ont cefinit pour une vagte
arithmétiqgue X de dimensiond des groupes de Chow aritk'rzmiquesfﬁI X)

—0
pour tout entier naturel. QuandX est ireéductible, on aCH (X) ~ Z. On
dispose d’'une application degr

chY(X) — B

Pour tout fibé inversible hermitierl sur X, on dispose d'une premie classe
—1
de Chern arithratiqueé; (L) € CH (X). Grace au produit d’intersection

CH'(X) x CH' (X) — CH " (X) @5, 0,

on sait @finir & (L)' € CH (X) ®; Q pour touti € IN*. On cfinit &(L) = 1 et
on voit & (L) comme un nombreéel & travers I'application degt

La proposition suivante qui nous sera utile dans la suite est une reformulation
de la partie facile du Téoeme 5-2 de [17]. Saé&nonstration €coule aiément
du theoreme d’Hilbert—-Samuel arithatique [1], [7] qui est par coggjuent |'outil
principal de ce texte.

Proposition 2.1. Soient X une vaéitt arithétique sur S de dimension d,un
fibré inversible hermitien tel quexLsoit ample et que€L,) soit positif pour
touto € So k. Soit(x,) une suite de points de(X)tel que pour toute sous—suite
(Xn,)s {(Xn,)| P € IV} soit dense dans X pour la topologie de Zariski. On a alors:

e (L)

o > :
lim inf h () > d.cy(Li )it

1)
3. Equirépartition des petits points

Le but de cette partie est de montrer le€bleme @réral dequipartition en
théorie d’Arakelov suivant:

Théoreme 3.1.Soit X une vagte arithmétique de dimension d, un fibré in-
versible hermitien sur X tel quekLsoit ample, ¢(L,) soit positif pour tout
0 € Seox eté(L)? = 0. Soit(x,) une suite de points de(®) tel que

1) h (x) converge ver$.
2) Les sous-suites q®,) sont denses dans X pour la topologie de Zariski.

Alors pour toute placé l'infini o et toute fonction continue f sur,XC) la suite

1

o) 2 @)

Xy €0(%n)

converge vers/ f(x)du(x) ou

s
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_ Cl(l—a)d -t
Cl(l—a)d -1

est vu comme une mesure sy(X) de volume 1.

du

Preuve.Soit f une fonction continue suX,(C) telle que

_ 1
= vor) 2 10

XJ €0(%n)

Un

ne converge pas verf f(x)du(x). En remplaant ,) par une sous—sulite,

X (C)
on peut supposer qug converge vers une constante

C# /xa(@)f(x)du(x).

En remplaant f parf — / f(x)du(x), (ce qui est loisible cady est de
X5 (C)
mesure 1) on peut supposer que

/ f (x)dpu(x) = O.
X (C)

En remplaant éventuellement par —f on peut supposer qué < 0. Enfin en
approximantf par des fonction€°°, on peut se ramener au cas D estC>
sur A, (C).

Pour toutA > 0, on noteL(Af) le fibré inversible hermitien suX qui est
induit deL par le changement deétrique en la place:

I ey = I Il expEAf).

On remarque alors que pour tautdansX(Q) on a:

A
h oy (X) = hy(x) + HO(x) Z f(a(x9)).

x9€0(x)

On en eduit que
||Ln;o Ly (6) = AC. 2

Quand) est petit, la courbure de(Af) est positive. Comme de plus la suite
(%,) est dense dans pour la topologie de Zariski, la Proposition 2.1 nous assure
que:

. (L))
A = > .
|Il>rTc;'o hL(M)(Xi) AC 2 d.Cl(LK)d_l

Par ailleurs on peut calculer facilemeiL(\f))9. Soit ' (\f) le fibré in-
versible, trivial surX, muni en toute placa I'infini diff érente der de la nétrique
triviale et en la place de la nétrique @finie par||1||, = exp(=Af). On a alors:

3
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d
QL) = @) +e(@ () =) i) a(@ ()
i=0

Comme par hypotseé; (L)Y =0 et

(L) e (Ah) = / Mey(L)t =0,
on trouve que
&L )T = 00). @)

En faisant tendre\ vers 0 dans legquations (3) et (4), on trouM@ > 0. Cette
contradiction termine la preuve du &weme 3.1.

4. Hauteurs geomeétriques et hauteurs canoniques

Quand la vagtt akkelienne a bonneéduction suilOx, on ceduit le Treoeme 1.2
du Theoeme 3.1 en utilisant la &orie des structures cubisted & Breen [3] et
utilisé par Moret—Bailly [10]. SoientZ le mockle de Neron deA et L un fibré
inversible surA. Une structure cubiste siir est la donée d’un fibé inversible
hermitienL = (4, || ||) sur. 4 tel que.~Z ®q, K ~ L, et tel que I'isomorphisme
du cube se prolonge en une isgime de fibé inversible sur

.,%32,7{4 X 0Ok A X Ok A

guand on a muni en toute plaeelinfini O , de la nétrique triviale. Moret—
Bailly [10] prouve I'existence des structures cubistes pour toué fibversible

L sur A. Pour obtenir cet isomorphisme aux plageginfini, il faut munir le
fibré L, de A,(C) de la nétrique du cube &finie dans [10]. On note alolls,

le fibré inversibleL, muni de cette ratrique. On montre alors que la hauteur
h, ainsi construite coincide avec la hauteur canonique éeid-Tate dfinie par

L. Soitd la dimension de 4. On montre le Teoeme 1.2 en remarquant que
&1(L)¢ = 0 (utiliser, comme dans la Proposition 2-1 de [14], l&€®kme 5-2 de
[17] et la densié des points de torsion da®g, quec;(L,) est positif pour tout
plongementr de K dansC (utiliser I'invariance par translation de la forme de
courburec, (L) [10] Proposition 3-6), et que

_ Cl(l—a)d -t
- Cl(l—a)d -1

est la mesure de Haar sAy(C) de masse totale 1.

/////

du

la méthode peccdente est insufisante. On ne dispose pas en effet d’'une compact-
ification canonique du made de Neron. On utilise alors la #orie des fibes
inversibles hermitiens &liques de Zhang [18]. Cetteébrie s'inspire de la con-
struction de Tate de la hauteur canonique. Le but de cette partie est de montrer
comment la @monstration du Téoeme 3.1 persiste dans ce cadre.
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SoientA une varéte alelienne sur un corps de nombrks L un fibré in-
versible ample et syatrique surA. On fixe un moéle (4, %) = (4o, %o)
de A/ L). (.4 est un modle projectif quelconque dA sur Ok et % = %o
un prolongement arbitraire dea. #). Pour toute plac@ I'infini & on munit le
fibré inversibleL, de A, de la nétrique du cube.

Soits un entier,s > 1 et [s] I'endomorphisme multiplication pas de A. On
a[s]"L ~ L&, On construit alors parécurrencea partir de. 2y une suite de
mockles projectifs 4, de A et une suite de prolongements; de Les” a. 4.
Dans cette construction, le diagrame suivant:

ey — A=A
[s] | [s] | (5)
Ay — A=A

est commutatif, 4.+, est le normalié de. %, dans le corps des fonctions Ag:;
et [s] dans la féeche verticale de gauche est le prolongementsfisyr . 4p+1.
On cefinit £!,, par %.,, = [s]*%,. On munit en toute placa l'infinie

o1 _ 52"
Lo = LES @, C

de la netrique obtenue par image invergetravers le morphismes], cette
meétrique est la ratrique du cube ( [10] Téoeme 3-1 (iv)) . On choisit alors un
fibré inversible hermitien#, sur. -4, de sorte que 'on ait une isdtrie (dans
Pic(4n) ® Q):

95"~ g

Ainsi pour toutn, (.%,, %5) est un modle de A, L) et en toute placa l'infini
0, %n Qs (C) ~ L, est muni de la rétriqgue du cubg| ||cun». ON peut donc
appliquera %Zn = (%, || llcuns) la theorie de Gillet et Soél cecrite dans la
partie 2.

SoientY un sous—schema feérdeA , de dimension de Krult et Y, son
adrerence schematique dang,. On montre ([18] TRo®eme 1-4) que la suite

_ &(ZalYa

h,,(Y)= r.ca(L|Y)—1

converge uniforrament vers une quargéitque I'on noteh (Y). On \érifie que
h.(Y) ne cepend pas des choix initiaux de?y et %

On montre alors que pour tout poiRtde A a valeurs dan&, h_ (P) est la
hauteur de Mron-Tatehyt assockea L du pointP ([18] 3—1). En utilisant le
Théorme 1-10 de [18], on montre qhg(A) = 0. Le THeoreme 1.2 est alors une
reformulation du Thoeme 3.1 qui €crit dans le cadre desamiques adliques
sous la forme de la proposition:

Proposition 4.1. Soient A une vaété atelienne de dimension-d 1 sur un corps
de nombres K et L un fibrinversible syretrique ample sur A. Sofk,) une suite
de point de &K) tel que
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1) La suite h(x) converge ver$.
2) Les sous-suites q&,) sont denses dans A pour la topologie de Zariski.

Pour toute placex I'infini o et toute fonction continue f sur,£C) la suite

1 g9
sory 2 1)

%7 €0(%n)
converge vers/ f (x)du(x) ou
JA,
_ Cl(l—a)dil
- Cl(l—a)d_l

etL, désigne le fibe inversible Lo, C de A,(C) muni de la neétrique du cube.

Preuve.Soit f une fonction continue suk,(C) telle que
1
Up = ST o)
#O(xn) %7 €0(%)
ne converge pas ve?{ f (x)d p(x).
As(C)

On peut comme dans la preuve duébreme 3.1 supposer que:

a) La suite Z f (o(x?)) converge vers une constarie< 0.

X7 €0 (%)
b) / f(x)du(x) = 0.
X (C)
¢) La fonctionf estC* surA,(C).

1
#O(Xn)

Soit (#4n, %n) la suite de modle de A L) construite ppcedemment. Noter
que %', est un fibe inversible hermitien sur#, muni en toute placa I'infini de
la métrique du cube. Pour touéel positif A\, on notec,(Af) le fibré inversible
hermitien @@ , (M) de . 2,. Pour X suffisament petitci(Zn., @ Cn(Mf)) est
positive (et cela indpendament de). On remarque que l'on a:

Ei(Ln ® Ch(XF))Y = &( L) + O\ (6)

pour une fonction O() indépendante da (utiliser b et le fait queZ, , en
tant que fibe inversible hermitien suh,(C) est independant de). Par ailleurs,
commeh(A) = 0 le Theoeme 1-4 de [18] nous assure que quangnds vers
linfini, &(%,)" converge vers 0.

Soit e un nombre &el positif. Par la convergence uniforme hl;;n versh.
et la discussion j@oedente, il existdN € N tel que pour toun > N on a:

1) sup |h, () —hx)|<e.
XEA,(T)
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81( %0 @ On(M))¢
d.cy(L)d-1
Par la Proposition 2.1 etdguation (6) pour tout entiérassez grand, on a:

&(Ln @On())

A
h,, (6)+ , f(o(x) > _ €. (7)
7 #O(x;) &gezoj(xi) d.cy(L)d-?

2) | —oM)| <e.

On en @duit donc que pour tout entierassez grand on a:

A
hu(x) + > f(o(x?) = 0(N?) — 3 ®)
#O(X) ,~—~
%7 €0(x)
En faisant tendreé vers l'infini, on obtient
AC > O(\?) — 3. 9)

En faisant tendres, puis A vers 0, on montre encore qu& > 0. Cette
contradiction termine la preuve de la Proposition 4.1 et donc ceoiEme 1.2
guand on a remar@uqueh, est la hauteur de &on-Tate et qudy est la mesure
de Haar de masse totale 1 s\ (C).
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